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บททดัย่อ 
ตัวกรองนอตช์แบบปรับตัวเป็นตัวกรองที่สามารถปรับ

ผลตอบสนองทางความถี่ได้ด้วยตัวเองโดยอาศัยอัลกอริธึมทาง
คณิตศาสตร์ที่เหมาะสม ตัวกรองชนิดนี้มีความน่าสนใจเนื่องจาก
สามารถน าไปใช้งานได้หลายประเภท เช่น ในงานทางด้าน
วิศวกรรมควบคุม วิศวกรรมชีวการแพทย์ วิศวกรรมไฟฟ้าก าลัง 
หรือวศิวกรรมการส่ือสาร บทความนี้ได้กล่าวถงึงานวจิัยบางส่วนที่
เกี่ยวข้องกับตัวกรองชนิดนี้ โดยมีวัตถุประสงค์เพื่อให้นักวิจัยรุ่น
ใหม่ทีม่คีวามสนใจใช้เป็นแนวทางในการพัฒนาตัวกรองนี้ต่อไปใน

อนาคต  
 

ค าส าคญั: ตวักรองนอตชแ์บบปรับตวั, อลักอริธึมเกรเดียนต ์
 
ABSTRACT 

An adaptive notch filter can adjust its frequency 

response by itself by using the appropriated 

mathematical algorithm. This filter is interesting 

because it can be found in many digital signal 

processing applications such as control engineering, 

biomedical engineering, electrical power engineering, 

or telecommunication engineering. This paper presents 

the review of the researches concerning the adaptive 

notch filter. The objective is to provide the next 

generation of researcher the guidance for future 

development of this filter.     
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1. บทน า 
เป็นท่ีทราบกนัทัว่ไปว่า ตวักรองนอตช์นั้น ถูกน าไปใชเ้พื่อ

ก าจัดองค์ประกอบความถ่ีท่ีไม่ต้องการของสัญญาณ ตวักรอง
ประเภทน้ีถูกออกแบบให้มีค่าการลดทอนท่ีสูงส าหรับความถ่ีของ
สัญญาณท่ีไม่ตอ้งการ ในขณะเดียวกนัก็ยอมให้องคป์ระกอบความถ่ี
ของสัญญาณท่ีตอ้งการเดินทางผา่นตวักรองไปโดยปราศจากความ
ผดิเพ้ียน โดยทัว่ไป ตวักรองนอตช์จะถูกออกแบบให้มีแบนด์วิดท์
แคบมาก ทั้ ง น้ี เพราะมีการประยุกต์ใช้งานทางด้านการวัด 
(measurement) และการประมวลผลสัญญาณ (signal processing) 
บางอย่างมีความต้องการก าจัดสัญญาณแบนด์วิดท์แคบหรือ
สัญญาณรูปคล่ืนไซน์ท่ีแทรกสอดเขา้มาในระบบ ซ่ึงเราจะพบการ
ประยุกต์ดังก ล่ า วในงานทางด้าน วิศวกรรมชีวการแพทย ์
(biomedical engineering)  และวิ ศวกรรมไฟฟ้า  ( electrical 
engineering) ในหลายแขนงอนัประกอบดว้ย วิศวกรรมการส่ือสาร 
(communication engineering) วิศวกรรมไฟฟ้าก าลัง (electrical 
power engineering)  แล ะวิ ศวกรรมระบบวัด คุ ม  ( control 
engineering) เป็นต้น หน่ึงในการประยุกต์ทางด้านวิศวกรรม        
ชีวการแพทย ์คือ การก าจดัสัญญาณเพาเวอร์ไลน์ (power line) และ
สัญญาณแทรกสอดอ่ืนๆ ท่ีเหน่ียวน าเขา้ไปรบกวนระบบการวดัและ
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บนัทึกสัญญาณคล่ืนไฟฟ้าหัวใจ (electrocardiogram หรือ ECG) 
ของผูป่้วย [1]-[6] ส าหรับการน าไปใชใ้นดา้นวิศวกรรมการส่ือสาร
คือ น าไปก าจดั (suppress) สัญญาณแทรกสอดแบนด์วิดทแ์คบใน
ระบบส่ือสารแบบ DS-spread spectrum [7] และน าไปก าจัด
สัญญาณเสียงห่ึง (humming) ในระบบโทรศพัทเ์คล่ือนท่ีจีเอสเอ็ม 
(GSM : Global System for Mobile communications) [8] ทางดา้น
วิศวกรรมไฟฟ้าก าลังได้น าตัวกรองนอตช์ไปใช้ส าหรับการ
ประมาณค่าความถ่ีของสัญญาณเพาเวอร์ไลน์ (power system 
frequency estimation) [9] นอกจากท่ีกล่าวมาแลว้ ตวักรองนอตชย์งั
ถูกน าใชส้ าหรับควบคุมการป้อนกลบัของสัญญาณเสียงท่ีเกิดขึ้นใน
ระบบเสียง (acoustic feedback control in audio system) อีกดว้ย 
[10]-[13] จากตวัอยา่งการประยกุตใ์ชง้านของตวักรองนอตชท่ี์กล่าว
มานั้นสามารถกล่าวไดว่้า ตวักรองนอตชเ์ป็นเป็นตวักรองท่ีสามารถ
น าไปใชป้ระโยชน์ไดห้ลากหลาย ท าให้ตวักรองชนิดน้ีมีคุณค่าทั้ง
ในแง่ของการวิจยัและพฒันานบัแต่อดีตมาจนถึงปัจจุบนั  

ในการออกแบบตวักรองนอตช์ในทางปฏิบติันั้น นับว่าเป็น
เร่ืองยากพอสมควร โดยเฉพาะอยา่งยิง่เม่ือสัญญาณท่ีตอ้งการก าจดั
มีแบนด์วิดท์ท่ีแคบมาก นอกจากน้ียงัมีปัจจัยอ่ืนๆอีกเช่น ความ
ตอ้งการผลตอบสนองทางเฟสแบบเชิงเส้น (linear phase response) 
และตอ้งการให้ตวักรองมีผลตอบสนองชัว่ครู่สั้น (short transient 
response) เป็นตน้ ตวักรองนอตช์ท่ีเราสนใจในบทความน้ีเป็นตวั
กรองนอตชแ์บบดิจิตอลเท่านั้น ซ่ึงตวักรองชนิดน้ีสามารถสร้างขึ้น
ไดท้ั้งในรูปแบบเอฟไออาร์ (FIR : finite impulse response) และ
แบบไอไออาร์ (IIR : infinite impulse response) โดยทั่วไป 
โครงสร้างตวักรองแบบไอไออาร์ตอ้งการอนัดบั (order) ของตวั
กรองน้อยกว่าโครงสร้างแบบเอฟไออาร์ เม่ือเปรียบเทียบกันท่ี
ผลตอบสนองทางขนาดต่อความถ่ีใกล้เคียงกัน อย่างไรก็ตาม 
โครงสร้างแบบไอไออาร์ก็มีปัญหาทางด้านเสถียรภาพมากกว่า 
นอกจากน้ี มันยงัให้ผลตอบสนองทางเฟสท่ีไม่เชิงเส้นอีกด้วย 
ในขณะท่ีตวักรองแบบเอฟไออาร์เป็นตวักรองท่ีมีเสถียรภาพแบบ
ไร้เง่ือนไขและใหผ้ลตอบสนองทางเฟสแบบเชิงเส้นตามธรรมชาติ 
แต่จากการท่ีตวักรองแบบเอฟไออาร์ตอ้งการอันดับมาก ท าให้
สัญญาณมีค่าการประวิงสูง ในส่วนของรายละเอียดเก่ียวกับการ

ออกแบบตวักรองนอตชท์ั้งแบบเอฟไออาร์และไอไออาร์ ผูอ่้านท่ีมี
ความสนใจสามารถสืบคน้ไดจ้ากบทความ [14]-[16] 

ตวักรองนอตช์ท่ีมีการท าวิจยักนัมาตั้งแต่อดีตถึงปัจจุบนัยงั
สามารถแบ่งไดอี้กสามกลุ่มคือ 1. ตวักรองนอตช์แบบคงท่ี ( fixed 
notch filter) [3], [14]-[16] ตวักรองแบบน้ีถูกออกแบบให้ท างาน
เฉพาะแถบความถ่ีใดความถ่ีหน่ึงท่ีก าหนดไวก่้อนล่วงหน้า 2. ตวั
กรองนอตชแ์บบจูนได ้(tunable notch filter) [17] ตวักรองแบบน้ีมี
ลกัษณะคลา้ยกบัตวักรองชนิดแรกแต่มนัสามารถยา้ยไปท างานใน
แถบความถ่ีอ่ืนๆได ้และ 3. ตวักรองนอตช์แบบปรับตวั (adaptive 
notch filter) [1]-[5], [7], [9]-[13], [18]-[43], [46] ตวักรองชนิดน้ีถูก
น าไปใช้ในสถานการณ์ท่ีลักษณะเฉพาะ ( characteristic) ของ
สัญญาณท่ีถูกประมวลผลมีการเปล่ียนแปลงตามเวลา ซ่ึงตวักรองจะ
พยายามปรับตวัเองใหส้มพงษก์บัสัญญาณท่ีอินพุตของตวักรอง 

ตวักรองนอตชแ์บบปรับตวัจะมีสัมประสิทธ์ิแปรตามเวลา ซ่ึง
สัมประสิทธ์ิของตวักรองจะถูกปรับอยา่งต่อเน่ืองโดยอาศยัเกณฑ์ท่ี
เหมาะ (optimum criterion) เกณฑ์ท่ีเหมาะ รูปแบบหน่ึงท่ีได้รับ
ความนิยมกนัมากคือ เกณฑ์แบบก าลงัสองน้อยท่ีสุด (least mean-
square criterion : LMS) [3]-[4] ซ่ึงถูกน าไปใชก้ าจดัสัญญาณแทรก
สอดรูปคล่ืนไซน์ อย่างไรก็ตาม แมว้่าเกณฑ์แบบ LMS จะไดรั้บ
ความนิยมเน่ืองจากความง่ายและน าไปสู่การปฏิบตัิจริง (realization) 
ไดง่้าย แต่ขอ้เสียคือ ตวักรองจะลู่เขา้สู่ค  าตอบไดช้า้เม่ือแบนด์วิดท์
ของตวักรองมีค่านอ้ย แต่เม่ือน าเกณฑแ์บบอ่ืน เช่น เกณฑแ์บบก าลงั
สองน้อยท่ีสุดท่ีมีการป้อนกลบั (recursive least-squared criterion : 
RLS) [5] มาใชแ้ทน แมว้่าจะสามารถแกปั้ญหาการลู่เขา้ท่ีชา้ไดแ้ต่
ตอ้งแลกด้วยการค านวณท่ีสูงด้วย มีอัลกอริธึมชนิดหน่ึงท่ีถูก
น าไปใชก้บัตวักรองนอตชแ์ละสามารถเทียบเคียงไดก้บัอลักอริธึม
แบบ LMS คืออัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดา (plain gradient 
algorithm : PG) [36] ซ่ึงต่อมาอลักอริธึม PG ไดถู้กน ามาวิเคราะห์
สมรรถนะทางดา้นสถิติจนได้ผลท่ีน่าเช่ือถือทั้งในกรณีท่ีความถ่ี
ของสัญญาณเป็นค่าคงท่ี [37] และความถ่ีแปรตามเวลาอย่างชา้ๆ 
[38] นอกจากอัลกอริธึม PG แล้วยงัมีอัลกอริธึมอ่ืนๆอีกท่ีถูก
น าไปใชร่้วมกันตวักรองนอตช์เช่น อลักอริธึมเคร่ืองหมาย (sign 
algorithm : SA) [30], [39]-[40] อลักอริธึมเกรเดียนตแ์บบนอร์มอล
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ไลซ์ (normalized gradient : NG) [36], [40] อลักอริธึมแบบท านาย
ค่าคลาดเคล่ือนแบบป้อนกลบั (recursive prediction error : RPE) 
[41] อลักอริธึมก าลงัพี (p-power : PP) [42] อลักอริธึมเกรเดียนตไ์ม่
เชิงเส้นไร้หน่วยความจ า (memoryless nonlinear gradient : MNG) 
[43] อลักอริธึมเกรเดียนตแ์บบปรับ สเต็ปไซส์ (variable step size : 
VS) [30], [34] อลักอริธึมเกรเดียนตแ์บบใช้เกณฑ์แบบใหม่ [21] 
อลักอริธึมเคร่ืองหมายแบบใชเ้กณฑ์แบบใหม่ [22] อลักอริธึมเกร
เดียนต์แบบไร้ไบแอส [23]-[24], [27], [32] อัลกอริธึมแบบ
แทนเจนตผ์กผนั (inverse tangent IT) [28] อลักอริธึมแบบต่างๆดงัท่ี
กล่าวมา จะใหข้อ้ดีและขอ้เสียแตกต่างกนั โดยทัว่ไปแลว้อลักอริธึม
เหล่าน้ีจะถูกน าไปเปรียบเทียบกบัอลักอริธึมแบบ PG ทั้งน้ีเพราะ
พวกมนัถูกพฒันามากจากอลักอริธึมแบบ PG นัน่เอง 

จากท่ีกล่าวมาแลว้ว่า ตวักรองนอตชส์ามารถสร้างในรูปแบบ 
IIR หรือ FIR ก็ได ้รูปแบบตวักรองแบบ IIR ท่ีนิยมใช้กนัจะมี
ดว้ยกนัสามรูปแบบคือ แบบฟันปลา (lattice) [39] แบบไบลิเนียร์ 
(bilinear) [40] และแบบบงัคบัโพลและซีโร่ [41] แต่เราพบว่า ตวั
กรอง IIR แบบบงัคบัโพลและซีโร่จะไดรั้บความนิยมมากท่ีสุด และ
ในบทความน้ี ก็จะมุ่งเน้นไปท่ีตวักรองท่ีใชโ้ครงสร้างแบบหลงัน้ี
เท่านั้น ส าหรับตวักรองนอตชรู์ปแบบ FIR นั้นจะมีทั้งแบบมากกว่า
สองอนัดบั [14]-[15] และแบบอนัดบัสอง [19]-[20]  

ในการน าตวักรองนอตชไ์ปใชส้ าหรับการประมาณค่าความถ่ี
นั้นจะมีอยู่ด้วยกันสองวิธี คือ การประมาณค่าความถ่ีโดยตรง 
[20],[25],[32],[35],[46] และโดยออ้ม [18]-[19], [21]-[24], [26]-
[31], [33]-[34], [36]-[43] โดยทัว่ไป การประมาณค่าความถ่ีโดยตรง
จะให้สมรรถนะท่ีเหนือกว่าการประมาณค่าความถ่ีโดยออ้มแต่มี
ขอ้เสีย คือ ตอ้งมีการเก็บขอ้มูลในรูปแบบตาราง (lookup table) ไว้
ก่อนล่วงหน้าเพื่อน าไปใช้ส าหรับการเปรียบเทียบเทียบกับค่าท่ี
ประมาณไดจ้ริง จึงท าใหก้ารประมาณค่าความถ่ีโดยตรงใชจ้ านวน
หน่วยความจ ามากกว่าการประมาณค่าความถ่ีโดยออ้ม 

บทความน้ีกล่าวถึงตวักรองดิจิตอลนอตช์แบบปรับตวัอนัดบั
สองทั้งแบบ FIR และ IIR ท่ีท างานร่วมกบัอลักอริธึมเกรเดียนต์
แบบต่างๆท่ีผูแ้ต่งไดเ้คยน าเสนอมาแลว้ในอดีต โดยจะเร่ิมจากตวั
กรองแบบ FIR ก่อนและตามดว้ยตวักรองแบบ IIR ในบทความน้ี 

เราได้แสดงสมรรถนะของตัวกรองนอตช์ท่ีท า งานร่วมกับ
อัลกอริธึมท่ีกล่าวถึงผ่านทางการประยุกต์ใช้งานทางด้านการ
ประมาณค่าความถ่ีคงท่ีแต่ไม่ทราบค่าของสัญญาณรูปคล่ืนไซน์
ความถ่ีเดียวเท่านั้น โดยอาศยัการจ าลองการท างานดว้ยโปรแกรม
ประยกุต ์MATLAB   
 

2.  ตวักรองดิจิตอลนอตช์ FIR และ IIR แบบปรับตวัอันดับ
สอง 

ในหัวขอ้น้ีขอกล่าวถึงตวักรองนอตช์ทั้งแบบ FIR และ IIR 
อันดับสองโดยจะขอแยกออกเป็นสองประเภทคือ แบบการ
ประมาณค่าความถ่ีโดยอ้อมและแบบการประมาณค่าความถ่ี
โดยตรง ดงัน้ี 
 
2.1  ตวักรองนอตช์ FIR แบบการประมาณค่าความถี่โดยอ้อม 

ตวักรองนอตช์ FIR อนัดบัสองแบบการประมาณค่าความถ่ี
โดยออ้มมีฟังกช์นัของระบบ ( )H z  ดงัน้ี [19] 
 

1 2( ) 1H z az z  (1) 
 
เม่ือ a  คือสัมประสิทธ์ิของตวักรองท่ีจะถูกปรับด้วยอลักอริธึม
แบบเกรเดียนต ์ถา้น าสมการท่ี (1) ไปสู่การปฏิบตัิจริงโดยอาศยั
โครงสร้างโดยตรง (direct form) [44] จะไดด้งัรูปท่ี 1 จากรูปพบว่า
ตวักรองน้ีตอ้งการตวัประวิง (delay) 2 ตวั ตวับวก 2 ตวัและตวัคูณ 
1 ตวั เพื่อท่ีจะดูผลตอบสนองทางความถ่ีและเฟสของตวักรอง เรา
จะจัดรูปสมการท่ี (1) ใหม่และแทน z  ด้วย je  โดยท่ี  คือ
ความถ่ีดิจิตอล ลงในสมการท่ี (1) ดงัน้ี 
 

1 2

1 1

( ) 1
z

H z az z
z

z a z z
 

 
(2) 

 
เม่ือแทน jz e  จะได ้
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( )

2 cos

j j j j

j

H e e a e e

a e
 

 
(3) 

 

+

+

1z

1z

a

1

( )x n ( )y n

 
รูปที ่1 โครงสร้างแบบโดยตรงของตัวกรองนอตช์ FIR อันดบัสอง 

 

จากสมการท่ี (3) ท าให้เราได้ผลตอบสนองทางขนาดและเฟสต่อ
ความถ่ีตามล าดบั ดงัน้ี 
 

( ) 2cosjH e a  (4.1) 

 
( )jH e  (4.2) 

 

จากสมการท่ี (4.1) พบว่า สมการจะเท่ากบัศูนยมี์เพียงกรณีเดียวคือ 
เม่ือ 2cosa  ดังนั้ นถ้าอินพุต ( )x n  ของตัวกรองเป็น
สัญญาณรูปคล่ืนไซน์ที่มีค่าดงัสมการ 
 

0( ) cosx n A n  (5) 
 
โดยท่ี n  ดชันีเวลา (time index) A  คือแอมปลิจูด 0  คือความถ่ี
ของสัญญาณและ  คื อ เฟสของสัญญาณ แล้ว เร าจะได้
ความสัมพนัธ์  
 

0 02cosa  (6) 
 
เน่ืองจาก [0, ]  ท าให้ [ 2,2]a  ในกรณีท่ีความถ่ีของ
สัญญาณรูปคล่ืนไซน์มีการแปรตามเวลาซ่ึงมีค่าดงัสมการ 
 

0( ) cos ( )x n A n n  (7) 
 

สมการท่ี (6) จะกลายเป็น 
 

0 0( ) 2cos ( )a n n  (8) 
 

ในกรณีเช่นน้ี จึงมีความจ าเป็นตอ้งน าอลักอริธึมแบบปรับตวั
มาท างานร่วมกับตัวกรองนอตช์เพ่ือปรับสัมประสิทธ์ิ 0( )a n  
ส าหรับติดตามค่าความถ่ี 0( )n  ของสัญญาณท่ีอินพุต จากการท่ี
ตวักรองชนิดน้ีไดติ้ดตามค่าความถ่ีผา่นทางสัมประสิทธ์ิ 0( )a n  จึง
เรียกการประมาณค่าความถ่ีแบบน้ีว่า การประมาณค่าความถ่ีโดย
ออ้ม พิจารณาผลตอบสนองทางเฟสในสมการท่ี (4.2) พบว่า ตวั
กรองน้ีใหผ้ลตอบสนองทางเฟสเป็นเชิงเส้นตามธรรมชาติดงัท่ีได้
กล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ท่ี 1 ตวัอย่างรูปร่างผลตอบสนองทางความถ่ี
ในสมการท่ี (4) เม่ือก าหนดให้ 0 0a a  หรือ 0 /2  
แสดงดงัรูปท่ี 2 จากรูปจะพบว่า สมการท่ี (1) ให้ผลตอบสนองทาง
ขนาดแบบตวักรองนอตช์ท่ีมีแบนด์วิดท์กวา้งและไม่สามารถลด
หรือเพ่ิมได้อีก ดังนั้ นการจะน าตัวกรองน้ีไปใช้ส าหรับก าจัด
สัญญาณแทรกสอดแบนด์วิดทแ์คบจึงไม่เหมาะสม อย่างไรก็ตาม 
หากจะน าตวักรองน้ีไปใช้เพ่ือการประมาณค่าความถ่ี (frequency 
estimation) ก็สามารถท าได ้ 

ต่อไปจะขอกล่าวถึงอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดาท่ีใช้
ส าหรับปรับสัมประสิทธ์ิ a  ของตวักรอง ในเบ้ืองตน้ เราจะนิยาม
สมการผลต่างท่ีแสดงถึงความสัมพนัธ์ของสัญญาณอินพุต ( )x n  
และเอาตพ์ุต ( )y n  ของตวักรอง ดงัน้ี 

 
( ) ( ) ( 1) ( 2)y n x n ax n x n  

 
(9) 

 

จากธรรมชาติของตัวกรองนอตช์เราพบว่า  ( ) 0y n  เ ม่ือ 
n  ดั งนั้ น เ ร า จึ งมอ งไ ด้ว่ า  ( )y n  เ ป็ นสัญญาณค่ า
คลาดเคล่ือน (error signal) ได ้โดยเราสามารถน าไปใชเ้ป็นเกณฑ์
ส าหรับการปรับสัมประสิทธ์ิของตวักรองได ้ซ่ึงเกณฑ์ท่ีอลักอริธึม
เกรเดียนตธ์รรมดาน ามาใช้คือค่าคลาดเคล่ือนยกก าลงัสองเฉล่ีย 
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( )J a  ดงัน้ี 

 
2( ) ( )J a E y n  (10) 
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รูปที ่2 ผลตอบสนองทางขนาด (บน) และเฟส (ล่าง) ของตัวกรอง
นอตช์แบบ FIR อันดับสองแบบประมาณความถี่โดยอ้อม 

 

เม่ือ [ ]E  ตวักระท าค่าคาดหวงัทางสถิติ (expectation operator) 
สาเหตุท่ีเราต้องใช้ [ ]E  มาช่วยในการค านวณค่าเกณฑ์ของ
อัลกอริธึมเกรเดียนต์ก็เน่ืองจากในความเป็นจริงแล้ว สัญญาณ
รูปคล่ืนไซน์ที่เราตอ้งการประมาณค่าความถ่ีจะมีสัญญาณรบกวน
รวมอยูด่ว้ย ก่อนท่ีจะด าเนินการต่อไป ในเบ้ืองตน้ จะขอก าหนดให้
สัญญาณอินพุตประกอบด้วยสัญญาณรูปคล่ืนไซน์ท่ีมีแอมปลิจูด 
A  ความถ่ี 0  คงท่ีแต่ไม่ทราบค่า และเฟส  เป็นตวัแปรสุ่ม
เพียงตวัแปรเดียว โดยจะก าหนดให้เฟสเป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าความ
หนาแน่นความน่าจะเป็นแบบสม ่าเสมอ (uniform distribution) 
ในช่วง 0 ถึง 2  รวมอยูก่บัสัญญาณรบกวน ( )v n  แบบเกาส์เซียน
ท่ีมีค่าเฉล่ียเท่ากบัศูนยแ์ละมีค่าความแปรปรวนเป็น 2

v  ดงัสมการ 

 

0( ) cos( ) ( )x n A n v n  (11) 

 

และเพื่อใหง่้าย จะสมมติต่อไปว่า ตวักรองในสมการท่ี (1) เป็นตวั
กรองแบบเชิงเส้นและไม่แปรตามเวลา ดงันั้น ท าให้ค่าในสมการท่ี 

(8) มีค่าเทียบเคียงกบัค่ายกก าลงัสองเฉล่ียของสัญญาณเอาตพ์ุตของ
ตวักรอง ซ่ึงมีค่าดงัน้ี 

 
2

2

( ) ( )

1
( ) ( )

2
j

x

J a E y n

H e S d
 

(12) 

 

เม่ือ ( )xS  คือความหนาแน่นสเปคตรัมก าลงังานของสัญญาณ 
( )x n  ซ่ึงมีค่าดงัน้ี 

 
2

2
0 0( ) ( ) ( )

4x v
A

S  (13) 

 

เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (4.1) และ (13) ลงในสมการท่ี (12) ผลท่ีได้
คือ 

 
2

2 0

0

2

2
2

0

2
2

2 cos

( )1
( )

( )2 4

2 cos
2

2 cos
2

v

v

a

A
J a d

A
a

a d

 

 
 
 
 
 
 
 

(14) 

 

หรือเขียนใหอ้ยูใ่นรูปทัว่ไปว่า 

 

0
22

2 2
( ) ( ) ( )

2 2
j jvA

J a H e H e d  (15) 

 

ต่อไปจะค านวณค่าในพจน์ท่ีสองทางด้านขวาของสมการท่ี (15)  
เน่ืองจาก 2cos a เป็นค่าจริงส าหรับทุกค่าของ [0, ]  
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และ [ 2,2]a  ดังนั้นจะสามารถเปล่ียน 22cos a  ไป
เป็น 22cos a ดงันั้นจะไดว่้า 

 
2

2

2
2

2 2

( )
2

2 cos
2

(2 )

jv

v

v

H e d

a d

a

 

 
 
 

(16) 

สุดทา้ยจะไดว้่า 
 

2
2 2 2

0( ) 2cos (2 )
2 v
A

J a a a  (17) 

 

สมการท่ี (17) ถูกเรียกว่า ฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือน (error function) 
ซ่ึงพบว่าฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือนดงักล่าวจะขึ้นกบัค่าสัมประสิทธ์ิ
ของตวักรองเท่านั้น ทั้งน้ีเพราะเราได้สมมติว่า ตวัแปรอ่ืนๆเป็น
ค่าคงท่ี พจน์แรกทางดา้นขวาเป็นผลอนัเน่ืองจากสัญญาณรูปคล่ืน
ไซน์ ส่วนพจน์ท่ีสองทางด้านขวาเป็นผลอันเน่ืองจากสัญญาณ
รบกวนแบบเกาส์เซียน ในทางปฏิบตัิ สัญญาณรูปคล่ืนไซน์อาจมี
ขนาด ความถ่ี และเฟสแปรเปล่ียนตามเวลาไปพร้อมกัน ในกรณี
เช่นน้ีเราจะไม่สามารถหาค่าฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือนท่ีแน่นอนได ้
เม่ือน าฟังกช์นัค่าคลาดเคล่ือนตามสมการท่ี (17) ไปวาดกราฟโดย
ก าหนดให้ 2A  0 /3  2 1v  และ [ 2,2]a  
จะได้ผลดังรูปท่ี 3  จากรูปจะพบว่า  รูปร่างของฟังก์ชันค่า
คลาดเคล่ือนมีลกัษณะเหมือนรูปชาม (bowl) จากท่ีกล่าวขา้งตน้ว่า 
อลักอริธึมเกรเดียนตแ์บบธรรมดานั้นจะใช้ ( )J a  เป็นเกณฑ์ใน
การปรับสัมประสิทธ์ิ a  ของตวักรอง โดยก าหนดว่า 

 

opt argmin ( )
a

a J a  (18) 

 

เม่ือ opt = optimum  

สมการท่ี (18) หมายความว่า ค่าสัมประสิทธ์ิท่ีเหมาะจะมีค่า
เท่ากับสัมประสิทธ์ิ a  ท่ีท าให้ ( )J a  มีค่าต ่าท่ีสุดนั่นเอง ซ่ึงเรา
สามารถค านวณค่าตามสมการท่ี (18) ไดโ้ดยการท าอนุพนัธ์ฟังกช์นั
ค่าคลาดเคล่ือน ( )J a  เทียบกบัสัมประสิทธ์ิ a  และก าหนดให้ผล

การท าอนุพนัธ์เท่ากบัศูนย ์จากนั้นแกส้มการเพ่ือหาค่า a  ก็จะได้
ค่า opta  ตามสมการท่ี (18) เม่ือด าเนินการตามท่ีกล่าวมา ผลท่ีได้
คือ 
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รูปที ่3 รูปร่างของฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือน 

 
2

2 2 2
0

2
2

0
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2 cos (2 ) 0

2

4 cos 2 2 0
2

v

v

J a A
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A
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(19) 

 

เม่ือแกส้มการท่ี (19) จะได ้

 
2

opt 02 2

2

02 2

2 cos
2

2

v

v

A
a a

A

A
a

A

 

 
 

(20) 

 

ถา้เราแทน 2A  และ 2 1v  (ค่าตวัแปรท่ีใชว้าดกราฟใน
รูปท่ี 3 แต่ไม่ค านึงถึงค่า 0 ) ลงในสมการท่ี (20) ผลท่ีไดค้ือ 

 

opt 0
1

2
a a a  (21) 
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จะเห็นว่าค่า  opt 0a a  แต่ในกรณีท่ี 2 0v  เราจะพบว่า 

opt 0a a  นัน่หมายความว่า ถา้สัญญาณอินพุตปราศจากสัญญาณ
รบกวนแล้วฟังก์ชันค่ าคลาดเค ล่ือนก็จะมี จุดต ่ า สุด ( global 
minimum point) ท่ีต  าแหน่งสัมประสิทธ์ิ a  ท่ีระบบตอ้งการนัน่เอง 
อย่างไรก็ตาม ในปัญหาท่ีเราก าลงัสนใจน้ีจะยกเวน้ในกรณีท่ีเม่ือ 

0 /2  เพราะในกรณีน้ีจะท าให้ค่า 0cos = 0 ส่งผลให้ตวั
แปรอ่ืนๆในสมการท่ี (20) ไม่ส่งผลใดๆต่อค าตอบได้ ดังนั้นใน
กรณีน้ีจะท าให ้ opt 0a a  ส าหรับทุกๆ ค่า A  และ 2

v  จาก
สมการท่ี (20) ถา้เราน า 0a  ไปลบออกทั้งสองขา้งเราจะไดป้ริมาณ
อนัหน่ึงท่ีส าคญัซ่ึงเรียกว่า ค่าไบแอส (Bias) ดงัน้ี 
 

0

2

0 02 2

2

02 2

Bias=

2

2

2

v

v

v

a a

A
a a

A

a
A

 

 
 
 

(22) 

 

จากสมการท่ี (22) จะพบว่า ค่าไบแอสจะเป็นศูนยไ์ดส้องกรณีคือ 
เม่ือ 2

v = 0 และเม่ือ 0a = 0 หรือเม่ือ 0 /2  เง่ือนไขแรกมี
โอกาสเกิดขึ้ นน้อยมากในทางปฏิบัติ ส่วนเง่ือนไขท่ีสองเรา
สามารถก าหนดได้ จากสมการท่ี (22) เม่ือน าไปวาดกราฟโดย
ก าหนดให้  0 [ 2,2]a  2A  และ 2 {0,1,2}v  จะ
ไดผ้ลดงัรูปท่ี 4 จากรูปจะเห็นว่าค่าไบแอสนั้นจะขึ้นกับค่าความ
แปรปรวนของสัญญาณรบกวนอินพุตและขึ้นกับค่าความถ่ีของ
สัญญาณรูปคล่ืนไซน์โดยยกเวน้ที่ความถ่ีเท่ากบั /2   

ในการออกแบบอัลกอ ริ ธึมแบบปรับตัวส าหรับปรับ
สัมประสิทธ์ิ a  ของตวักรองนอตช์ในสมการท่ี (1) เราจะอาศยั
หลกัการลดลงจากท่ีสูงลงสู่ท่ีต ่า (steepest descent) ซ่ึงอลักอริธึมน้ี
จะมีรูปแบบการปรับสัมประสิทธ์ิดงัน้ี 

 
( )

( 1) ( )
2 ( )

J a
a n a n

a n
 (23) 
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รูปที่  4 ค่ าไบแอส เ ทียบกับ ค่า สัมประสิทธ์ิ 0a  ส าห รับ 
2 {0,1,2}v  

 

เม่ือ  คือค่าสเต็ปไซส์เป็นจ านวนจริงบวก อาศยัหลักการของ
อลักอริธึมแบบ LMS [45] ท่ีว่า เราจะสามารถประมาณค่า ( )J a  
ดว้ยกับค่าชั่วขณะ 2( ( )) ( )J a n y n  เม่ือ ( )a n  คือค่าชั่วขณะ
ของ a  โดยอัลกอริธึมแบบ LMS ได้พิสูจน์ให้เห็นว่า เม่ือใช้
หลัก ก า รต ามสมกา ร ท่ี  ( 2 3 )  แ ล้ว  ( ( )) ( )J a n J a  เ ม่ื อ 
n  ดังนั้ นเม่ือแทน ( )J a  ด้วยค่าชั่วขณะของมันลงใน
สมการท่ี (23) จะไดผ้ลดงัน้ี 

 
2( )

( 1) ( )
2 ( )

( )
( ) ( )

( )

y n
a n a n

a n

y n
a n y n

a n

 

 
 

(24) 

 

จากนั้นแทนค่าในสมการท่ี (9) ลงในสมการท่ี (24) จะได ้

 
( 1) ( ) ( ) ( 1)a n a n y n x n  (25) 

 

สมการท่ี (25) เรียกว่าอลักอริธึมแบบเกรเดียนตธ์รรมดาส าหรับตวั
กรอง FIR เน่ืองจากอัลกอริธึมน้ีอาศัยฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือน 
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( )J a  เป็นเกณฑใ์นการปรับสัมประสิทธ์ิ ท าใหส้ัมประสิทธ์ิ ( )a n  
เม่ือ n  มีค่าไบแอสรวมอยู่ดว้ย ซ่ึงค่าไบแอสท่ีเกิดขึ้นจะมี
ค่าเท่ากบัค่าท่ีไดก้ล่าวไปแลว้ในสมการท่ี (22) ซ่ึงเราจะไดแ้สดง
ความจริงดงักล่าวน้ีโดยอาศยัการจ าลองตวักรองให้ท างานภายใต้
สถานการณ์ท่ีก่อให้เกิดปัญหาค่าไปแอส โดยเราจะก าหนดให้
สัญญาณรูปคล่ืนไซน์ที่อินพุตมีแอมปลิจูด A  ความถ่ี 0และเฟส 

 คงท่ีแต่ไม่ทราบค่า เท่ากับ { 2, / 3, / 8}  ตามล าดับ 
สัญญาณรบกวนแบบเกาส์เซียนที่รวมมากบัสัญญาณรูปคล่ืนไซน์มี
ค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละมีค่าความแปรปรวนเท่ากบั 2 0.1v  ท่ีตวั
กรองจะก าหนดให้ (0) 0a  ท่ีอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดาจะ
ก าหนดให้ 0.01  ก าหนดความยาว (จ านวนตวัอย่างของ
ขอ้มูล) ของสัญญาณอินพุตเป็น 5000 ตวัอยา่ง และใหร้ะบบท างาน
เพียงหน่ึงรอบ ผลท่ีไดแ้สดงดงัรูปท่ี 5 จากรูปพบว่าค่าสัมประสิทธ์ิ
ท่ีประมาณไดมี้ค่าแตกต่างจากค่าจริง ( 30 2cos( ) 1a ) 
อยา่งมีนยั ทั้งน้ีก็เน่ืองจากค่าสัมประสิทธ์ิท่ีประมาณไดมี้ค่าไบแอส
รวมอยู่ดว้ย ซ่ึงค่าไบแอสมีค่าประมาณเท่ากับ 0.09 (ค  านวณตาม
สมการท่ี (22))  เพ่ือแกปั้ญหาค่าไบแอสท่ีเกิดขึ้น ผูเ้ขียนไดน้ าเสนอ
วิธีการก าจัดค่าไบแอสของอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดาไวใ้น
บทความท่ี [19] ซ่ึงมีหลกัการดงัน้ี พิจารณาสมการท่ี (17)  ถา้เรา
นิยามฟังกช์นัค่าผดิพลาด 1( )J a  ขึ้นใหม่ใหมี้ค่าดงัน้ี 

 
2 2

1( ) ( ) (2 )vJ a J a a  (26) 

 

ในทางคณิตศาสตร์พบว่า  1( )J a  จะไม่ได้รับผลกระทบจาก
สัญญาณรบกวนท่ีอินพุตเลย ทั้งน้ีเพราะพจน์ 2 2(2 )v a  ถูก
หักล้างออกไป จากนั้ นเราจะแทนค่าในสมการท่ี (26) ด้วยค่า
ชัว่ขณะของมนั ซ่ึงจะไดผ้ลเป็น 

 
2 2 2

1( ( )) ( ) ( )(2 ( ))vJ a n y n n a n  (27) 

 

เม่ือ 2( )v n  คือค่าชั่วขณะของ 2
v  จากนั้นแทนค่าในสมการท่ี 

(27) ลงในสมการท่ี (24) ผลท่ีไดค้ือ 

 

2 2 2
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รูปที ่5 ผลการประมาณค่าความถี่โดยอ้อมด้วยตัวกรอง FIR ท างาน
ร่วมกับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดา 
 

และเราจะเรียกสมการท่ี (28) ว่า อลักอริธึมเกรเดียนต์ไร้ไบแอส 
แบบโดยออ้ม (indirect unbiased gradient algorithm) จากสมการท่ี 
(28) เราจะพบปัญหาในทางปฏิบตัิคือ เราไม่สามารถทราบค่า 
2( )v n  ได้หากไม่ได้มีการก าหนดไวก่้อนล่วงหน้า ดังนั้น จึงมี

ความจ าเป็นตอ้งประมาณค่า 2( )v n  จากสัญญาณท่ีพอจะสามารถ
หาไดท่ี้เวลาใดๆ จากการสังเกตจะพบว่า สัญญาณท่ีมีองคป์ระกอบ
สัญญาณรบก วน  ( )v n  ร ว ม อ ยู่ นั้ น ปร ะก อบด้ว ย  ( )x n  
( ), 1,2x n i i  และ ( )y n  แต่จากการส ารวจเราพบว่า ค่าท่ี

เหมาะสมท่ีสามารถน าไปใชเ้พ่ือการน้ีคือ [19] 

 
2( ) ( ) ( )v n x n y n  (29) 

 

การพิสูจน์ความจริงของสมการท่ี  (29) จะใช้สมมติฐานและ
หลกัการทางสถิติเขา้มาช่วย ดงัน้ี หาค่าคาดหวงัทางสถิติต่อสมการ
ท่ี (29) จะได ้
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2( ) ( ) ( )vE n E x n y n  (30) 

 

ค่าคาดหวงัของสัญญาณในสมการท่ี (29) ทางดา้นขวาจะสามารถ
หาไดก้็ต่อเม่ือ ( )y n  เขา้สู่สถานะอยูต่วั (steady-state) ดงันั้นเราจึง
ตอ้งสมมติว่าในขณะน้ี อลักอริธึมสามารถคน้หาค าตอบและตวั
กรองนอตช์สามารถก าจัดองคป์ระสัญญาณรูปคล่ืนไซน์ไดอ้ย่าง
สมบูรณ์ ท าให้ ( )y n  เหลือเฉพาะองคป์ระกอบสัญญาณรบกวน 

1( )v n  ท่ีเป็นผลมาจากสัญญาณรบกวนที่อินพุต ( )v n ดงันั้นจะได้
ว่า 

 

0 1

0 1 1

( ) ( )

cos ( ) ( )

cos ( ) ( ) ( )

E x n y n

E A n v n v n

E A n v n E v n v n

 
 
 

(31) 

 

เน่ืองจากสัญญาณสองสัญญาณในพจน์แรกทางดา้นขวาของสมการ
ท่ี (31) ไม่มีความเก่ียวพนัธ์กนัทางสถิติ จึงท าให้พจน์แรกมีค่าเป็น
ศูนย ์ดงันั้นสมการท่ี (31) จึงกลายเป็น 
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2
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H z z dz
j
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(32) 

 

โดยท่ี 
C

 แทนการท าปริพนัธ์ไปตามเส้นทางปิด C  ภายใน

ระนาบเชิงซอ้น z  และ Res = residue ซ่ึงมีค่าเท่ากบั 

 
21 1

Res(0)=
2

C

z az
dz

j z
 (33) 

 

และสามารถหาค่าไดด้งัน้ี 
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รูปที ่6 ผลการประมาณค่าความถี่โดยอ้อมด้วยตัวกรอง FIR ท างาน
ร่วมกับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ไร้ไบแอส 

 

ดงันั้นสมการท่ี (32) จึงกลายเป็น 

 
2( ) ( ) vE x n y n  (35) 

 

ดงันั้นค่าชัว่ขณะของ 2
v  จึงมีค่าตามสมการท่ี (29) และเม่ือแทน

ค่าในสมการท่ี (29) ลงในสมการท่ี (28) จะได ้

 
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )a n a n y n x n x n a n  (36) 

 

ต่อไปเราจะน าอลักอริธึมในสมการท่ี (36) ไปท างานร่วมกับ
ตวักรองนอตช ์FIR ในสมการท่ี (1) โดยจะก าหนดค่าตวัแปรต่างๆ
ใหเ้หมือนกบัการทดลองท่ีผ่านมา ผลท่ีไดแ้สดงดงัรูปท่ี 6 จากรูป
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จะพบว่า อลักอริธึมสามารถก าจดัค่าไบแอสใหห้มดไปได ้ท าให้ได้
ค่าค  าตอบท่ีถูกตอ้งภายหลงัจากท่ีอลักอริธึมไดลู่้เขา้แลว้ 

 
2.2  ตวักรองนอตช์ FIR แบบการประมาณค่าความถี่โดยตรง 

ตวักรองนอตช์ FIR อนัดบัสองแบบการประมาณค่าความถ่ี
โดยตรงมีฟังกช์นัของระบบดงัน้ี [20] 

 
1 2( , ) 1 2 cosH z z z  (37) 

 
เม่ือ  คือสัมประสิทธ์ิของตวักรองท่ีจะถูกปรับด้วยอัลกอริธึม
แบบเกรเดียนต ์ถา้น าสมการท่ี (37) ไปสู่การปฏิบตัิจริงโดยอาศยั
โครงสร้างโดยตรง จะไดด้งัรูปท่ี 7 จากรูปพบว่าตวักรองน้ีตอ้งการ
ตวัประวิง (delay) 2 ตวั ตวับวก 2 ตัว ตวัคูณ 1 ตัว และตอ้งใช้
ตาราง (lookup table) เพื่อเก็บค่า 2 cos  ท่ีทราบค่าไว้ก่อน
ล่วงหนา้ ทั้งน้ีเพ่ือไม่ใหร้ะบบตอ้งค านวณค่าฟังกช์นั cos() เพื่อท่ีจะ
ดูผลตอบสนองทางความถ่ีและเฟสของตัวกรอง เราจะจัดรูป
สมการท่ี (37) ใหม่และแทน z  ดว้ย je  ดงัน้ี 
 

1 2

1 1

( , ) 1 2cos

2cos

z
H z z z

z

z z z
 

 
(38) 

 
เม่ือแทน jz e  จะได ้
 
( , ) 2 cos

2 cos 2 cos

j j j j

j

H e e e e

e
 

 
(39) 

 
จากสมการท่ี (39) ท าใหเ้ราไดผ้ลตอบสนองทางขนาดและเฟสต่อ
ความถ่ีตามล าดบั ดงัน้ี 
 
( , ) 2cos 2cosjH e  (40.1) 

 
( , )jH e  (40.2) 

จากสมการท่ี (40.1) พบว่าสมการจะเท่ากบัศูนยมี์เพียงกรณีเดียวคือ 
เม่ือ  ดังนั้นถ้าอินพุตของตวักรองเป็นสัญญาณรูปคล่ืน
ไซน์ทีมี่ค่าดงัสมการท่ี (5) แลว้เราจะไดค้วามสัมพนัธ์  
 

0 0  (41) 
 

+

+

1z

1z

2 cos

1

( )x n ( )y n

 
 

รูปที ่7 โครงสร้างแบบโดยตรงของตัวกรองนอตช์ FIR อันดับสอง
แบบการประมาณค่าความถี่โดยตรง 
 
เน่ืองจาก [0, ]  ท าให้ [0, ]  ด้วยเช่นกนั ในกรณีท่ี
ความถ่ีของสัญญาณรูปคล่ืนไซน์มีการแปรตามเวลาซ่ึงมีค่าดัง
สมการท่ี (9) แลว้สมการท่ี (41) จะกลายเป็น 
 

0 0( ) ( )n n  (42) 
 
ในกรณีเช่นน้ี จึงมีความจ าเป็นตอ้งน าอลักอริธึมแบบปรับตวัมา
ท างานร่วมกับตัวกรองนอตช์เ พ่ือปรับสัมประสิทธ์ิ  0( )n  
ส าหรับติดตามค่าความถ่ี 0( )n  ของสัญญาณท่ีอินพุต จากการท่ี
ตัวกรองชนิดน้ีได้ติดตามค่า ถ่ีผ่านทางสัมประสิทธ์ิ  0( )n  
โดยตรง จึงเรียกการประมาณค่าความถ่ีแบบน้ีว่า การประมาณ
ค่าความถ่ีโดยตรง  

โดยอาศยัหลกัการจากหัวขอ้ท่ี 2.1 เราจะไดอ้ลักอริธึมเกร-
เดียนต์ไ ร้ไบแอสแบบโดยตรง ( direct unbiased gradient 
algorithm) ส าหรับตวักรองนอตช ์FIR ในสมการท่ี (37) ดงัน้ี [20] 
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รูปที ่8 ผลการประมาณค่าความถี่โดยตรงด้วยตัวกรอง FIR ท างาน
ร่วมกับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ไร้ไบแอสแบบโดยตรง 

 

ต่อไปเราจะน าอลักอริธึมในสมการท่ี (43) ไปท างานร่วมกับ
ตวักรองนอตช์ FIR ในสมการท่ี (37) โดยจะก าหนดค่าตวัแปร
ต่างๆให้เหมือนกบัการทดลองในหัวขอ้ท่ี 2.1 ยกเวน้ค่าความถ่ีจะ
ก าหนดใหเ้ท่ากบั 0 0.3 และ 2(0)  ผลท่ีไดแ้สดงดงั
รูปท่ี 8 จากรูปจะพบว่า อลักอริธึมสามารถก าจดัค่าไบแอสให้หมด
ไปได ้ท าใหไ้ดค้่าค  าตอบท่ีถูกตอ้งภายหลงัจากท่ีอลักอริธึมไดลู่้เขา้
แลว้ 

 
2.3  ตวักรองนอตช์ IIR แบบการประมาณค่าความถี่โดยอ้อม 

ในหัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงตวักรองนอตช์แบบ IIR อันดบัสอง
แบบการประมาณค่าความถ่ีโดยออ้ม โดยเราจะสนใจโครงสร้าง
แบบบงัคบัโพลและซีโร่ [41] เท่านั้น ซ่ึงมีค่าฟังกช์นัของระบบดงัน้ี 

 
1 2
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เม่ือ 0 1  เป็นรัศมีของโพลโดยจะก าหนดให้เป็นค่าคงท่ี 
ส่วน 2 2a  คือสัมประสิทธ์ิของตวักรองท่ีจะถูกปรับดว้ย
อลักอริธึมเกรเดียนต ์ผลตอบสนองทางความถ่ีของระบบในสมการ
ท่ี (44) จะมีค่าดงัน้ี 
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เม่ือแทน jz e  ลงในสมการท่ี (45) ผลท่ีไดค้ือ 
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จากสมการท่ี (46) เราจะไดค้่าผลตอบสนองทางขนาดและเฟสต่อ
ความถ่ีของตวักรองนอตช ์IIR อนัดบัสองตามล าดบัดงัน้ี 
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(47.2) 

 

จากสมการท่ี (47.1) พบว่า ( ) 0jH e  เม่ือ 2 cosa  โดย

ท่ี 2 2a  ผลตอบสนองทางขนาดและเฟสต่อความถ่ีตาม
สมการท่ี (47) ท่ีค่า {0.7,0.95}  และ 1a  ( 30 ) 
แสดงดงัรูปท่ี 9 จากรูปจะสังเกตพบว่าเม่ือ 1  จะท าให้แบนด์
วิดท์ของตัวกรองมีค่าลดลงโดยให้ผลตอบสนองทางขนาดต่อ
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ความถ่ีต่อองค์ประกอบของสัญญาณท่ีมีความถ่ีอยู่ภายนอกช่วง
ความถ่ีท่ีถูกก าจดัมีความราบเรียบและมีค่าเขา้ใกล ้1  
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รูปที ่9 ผลตอบสนองทางขนาด (บน) และเฟส (ล่าง) ของตัวกรอง 
นอตช์แบบ IIR อันดับสองแบบประมาณความถี่โดยอ้อม 

 

ส าหรับแนวความคิดในการพัฒนาอัลกอริธึมเกรเดียนต์
ธรรมดาส าหรับปรับสัมประสิทธ์ิ a  ของตวักรอง IIR จะใช้
แนวทางเดียวกบัการพฒันาอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดาส าหรับตวั
กรอง FIR โดยเราสามารถมองไดว้่าสัญญาณเอาตพ์ุต ( )y n  ของ
ตวักรอง IIR ในสมการท่ี (44) ซ่ึงมีค่าเป็น 
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( ) ( ) ( 1) ( 2)

( 1) ( 2)
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(48) 

 

เป็นสัญญาณค่าคลาดเคล่ือน ดงันั้นจากหลกัการในสมการท่ี (15) 
เราจะไดฟั้งกช์นัค่าคลาดเคล่ือนส าหรับตวักรอง IIR น้ีดงัน้ี 

 

0
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2 2
( ) ( ) ( )

2 2
j jvA

J a H e H e d   
(49) 

 

โดยท่ี ( )jH e  มีค่าดังสมการท่ี (47.1) และ 0( )jH e  ก็คือ 
( )jH e  ท่ี 0  อน่ึง ในบทความน้ีได้ใช้ตวัแปรบางตัว

ร่วมกนัทั้งน้ีเพ่ือไม่ให้ตวัแปรในบทความมีมากเกินไป ดงันั้นจะ
พบว่า บางคร้ังตวัแปรเดียวกันท่ีถูกกล่าวถึงในหัวขอ้หน่ึงเช่น 
( )J a  จะถูกน าไปใช้ซ ้ าในอีกหัวข้อหน่ึงและให้ความหมายท่ี

แตกต่างออกไป อยา่งไรก็ตาม มีตวัแปรบางตวั เช่น ( )x n  เป็นตวั
แปรร่วมท่ีถูกอา้งถึงในทุกหัวขอ้ เป็นตน้ จากบทความ [37] Xiao 
และคณะไดค้  านวณค่าในพจน์ที่สองทางดา้นขวาของสมการท่ี (49) 
ไว ้ซ่ึงมีค่าดงัน้ี 
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(50) 

 

จะพบว่าค่าตามสมการท่ี (50) ซ่ึงเป็นผลมาจากสัญญาณรบกวนท่ี
อินพุตของตวักรองเป็นฟังกช์นัของสัมประสิทธ์ิ a  ดว้ย ดงันั้นเม่ือ
ท าอนุพนัธ์สมการท่ี (49) เทียบกบั a  และแกส้มการเพื่อค่า opta  
ณ จุดต ่าสุดของ ( )J a  ท าให้ค  าตอบท่ีไดย้งัคงมีค่าไบแอสเกิดขึ้น
อยา่งไรก็ตาม เราจะสามารถลดผลกระทบจากค่าไบแอสส าหรับตวั
กรอง IIR โดยการก าหนดให้ 1  แต่การก าหนดเช่นน้ีจะ
ส่งผลใหผ้ลตอบสนองชัว่ครู่ (transient response) ของตวักรองมีค่า
มากและความเร็วของอัลกอริธึมมีค่าต ่าอย่างมีนัยส าคญั ดังนั้น
ในทางปฏิบตัิจึงตอ้งเลือกเอาระหว่างไบแอสสูงและความเร็วใน
การลู่เขา้ต ่า เพื่อจะดูรูปร่างของ ( )J a  เราจะก าหนดให้ 2A  
2 0v  30  และ ={0.7, 0.95} เม่ือไปวาดกราฟจะ

ได้ผลดังรูปท่ี 10 จากรูปจะสังเกตพบว่าเม่ือ 1  จะท าให้
รูปร่างของฟังกช์นัมีความราบเรียบในบริเวณท่ีอยู่ห่างจากจุดต ่าสุด
ของฟังกช์นั ดว้ยเหตุน้ีเองท่ีท าใหอ้ลักอริธึมเกรเดียนตท์ างานไดช้า้ 
ในทางกลับกนัเม่ือ  มีค่าน้อยจะท าให้ปากของฟังก์ชนัมีขนาด
กวา้ง ท าใหอ้ลักอริธึมท างานไดเ้ร็ว แต่ขณะเดียวกนัก็ให้ค่าไบแอส
ท่ีสูงตามไปดว้ย 
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ในการปรับสัมประสิทธ์ิ a  ของตวักรอง IIR นั้นเราจะใช้
ความสัมพนัธ์ดงัน้ี 
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รูปที่ 10 ฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือนส าหรับตัวกรอง IIR แบบการ
ประมาณความถี่โดยอ้อม 
 

แทน ( )J a  ดว้ยค่าชัว่ขณะ 2( )y n  และแทนลงในสมการท่ี (51) 
จะได ้
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(52) 

 

สมการท่ี (52) เรียกว่าอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดาส าหรับตวักรอง 
IIR อนัดบัสองแบบบงัคบัโพลและซีโร่  

เพ่ือท่ีจะศึกษาพฤติกรรมของอลักอริธึมน้ี เราจะท าการจ าลอง
การท างานโดยการก าหนดใหส้ัญญาณอินพุตมีค่าตามสมการท่ี (11) 
โดยจะก าหนดให้  2A  30  6  0.01  
(0) 0a  ={0.7, 0.95} และ 2 0.1v  นอกจากน้ีจะ

ก าหนดให้ขอ้มูลมีความยาวเป็น 5000 ตวัอย่างและให้อลักอริธึม
ท างาน 50 รอบ และน าค่า ( ), 1,2,...,50ia n i  ไปหาค่าเฉล่ีย
และน าไปวาดกราฟซ่ึงจะให้ผลดงัรูปท่ี 11 จากรูปจะพบว่าเม่ือ 

0.7  จะท าให้ [ ( )]E a n  (เป็นค่าเฉล่ียโดยประมาณ ส่วน
สัญลักษณ์ [ ]E  ได้น ามาใช้เพื่อส่ือความหมายว่าเป็นค่าเฉล่ี ย
เท่านั้น) มีค่าไบแอสเกิดรวมอยู่ดว้ยอย่างมีนัยส าคญั แต่ [ ( )]E a n  
ลู่เขา้เร็วกว่าในกรณีท่ีก าหนดให ้ 0.7  
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รูปที่ 11 ผลการประมาณค่าความถี่โดยอ้อมด้วยตัวกรอง IIR ท่ี
ท างานร่วมกับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดา 

 
จากผลกระทบของค่าไบแอสต่ออลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดา

ดงักล่าว ผูเ้ขียนได้น าเสนอวิธีการลดค่าไบแอสให้เหลือน้อยสุด
ส าหรับอลักอริธึมชนิดน้ีไวใ้นบทความ [27] ดงัจะไดก้ล่าวต่อไปน้ี 

จากบทความ [37] Xiao และคณะไดศึ้กษาวิเคราะห์อลักอริธึม
เกรเดียนตธ์รรมดาในสมการท่ี (52) ไวเ้กือบทุกแง่มุม และมีแง่มุม
หน่ึงท่ีน่าสนใจและผูเ้ขียนไดน้ ามาใช้ในการปรับปรุงอัลกอริธึม
ชนิดน้ี กล่าวคือ จากบทความ [37] สมการท่ี (14)  
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(53) 

 

ซ่ึงต่อมาพบว่ามนัคือค่าไบแอสของอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดา
นัน่เอง จากสมการท่ี (53) ถา้สมมติว่า 1  เราอาจละเลยพจน์ที่
สองทางด้านขวาของสมการท่ี (53) ได้ ดังนั้ น จากสมมติฐาน
ดงักล่าวเราจะไดว้่า [27] 
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1 vR R a   
(54) 

แทนสมการท่ี (54) ดว้ยค่าชัว่ขณะจะได ้

 
2(1 )

( ) ( ) ( )
1 vR n a n n  (55) 

 

น าค่าในสมการท่ี (55) ไปบวกทางดา้นขวาของสมการท่ี (52) ผลท่ี
ไดค้ือ 
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แต่ปัญหาในทางปฏิบตัิของอลักอริธึมในสมการท่ี (56) คือถา้หาก
ไม่ไดก้ าหนดค่า 2( )v n  ล่วงหน้าแล้วจะไม่สามารถน ามนัไปใช้
งานได ้ดงันั้นเราจึงตอ้งประมาณค่า 2( )v n  จากสัญญาณท่ีเรามี ซ่ึง
จากบทความ [27] เราจะได ้

 
2( ) ( ) ( )v n x n y n  (57) 

 

เม่ือแทนลงในสมการท่ี (56) จะไดผ้ลเป็น 
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(58) 

 

และเรียกว่าอลักอริธึมเกรเดียนตไ์ร้ไบแอส เม่ือน าอลักอริธึมน้ีไป
ท างานร่วมกับตัวกรอง IIR นอตช์ โดยก าหนดให้ 2A  

30  6  0.01  (0) 0a  =0.7 แ ล ะ 
2 0.1v  นอกจากน้ีจะก าหนดให้ขอ้มูลมีความยาวเป็น 5000 

ตัว อ ย่ า ง แ ล ะ ให้ อัล ก อ ริ ธึ มท า ง า น  5 0  ร อบ  แ ล ะน า ค่ า 

( ), 1,2,...,50ia n i  ไปหาค่าเฉล่ียและน าไปวาดกราฟซ่ึงจะ
ให้ผลดังรูปท่ี 12 เม่ือเทียบกบัรูปท่ี 11 ท่ีค่า 0.7  เท่ากันจะ
พบว่าค่าไบแอสใน [ ( )]E a n  ไดถู้กชดเชยหายไปแลว้ 
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รูปที่ 12 ผลการประมาณค่าความถี่โดยอ้อมด้วยตัวกรอง IIR ท่ี
ท างานร่วมกับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ไร้ไบแอส 

 
2.4  ตวักรองนอตช์ IIR แบบการประมาณค่าความถี่โดยตรง 

ในหัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงตวักรองนอตช์แบบ IIR อันดบัสอง
แบบการประมาณค่าความถ่ีโดยตรง โดยเราจะสนใจโครงสร้าง
แบบบงัคบัโพลและซีโร่ [46] เช่นเคย แต่ในท่ีน้ีเราจะก าหนดให ้

2cosa  ดงันั้นจะพบว่า 
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(59) 

 

เม่ือ 0 1  เป็นรัศมีของโพลโดยจะก าหนดให้เป็นค่าคงท่ี 
ส่วน 0  คือสัมประสิทธ์ิ ในบทความ [46] Zhou และ
คณะไดน้ าเสนออลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดาส าหรับการประมาณ
ค่าความถ่ีโดยตรงเพ่ือปรับสัมประสิทธ์ิ  ไวด้งัน้ี 
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อลักอริธึมน้ีมีคุณสมบติัเหมือนกับอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดา
แบบการประมาณค่าความถ่ีโดยออ้มในสมการท่ี (52) แต่มีการลู่เขา้ 
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รูปที่ 13 เปรียบเทียบผลการประมาณค่าความถี่โดยตรงด้วยตัว
กรอง IIR ท่ีท างานร่วมกับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดาและไร้
ไบแอส 

 

เร็วกว่าเม่ือก าหนดใหค้่า  มีค่าเท่ากนั ค่าไบแอสยงัคงเป็นปัญหา
ของอลักอริธึมน้ี โดยเฉพาะเม่ือไม่สามารถก าหนดให้ตวักรองมีค่า 

1  ได้ ดังนั้ น ผูเ้ขียนจึงได้น าเสนอวิธีการลดค่าไบแอส
ส าหรับอลักอริธึมชนิดน้ีไวใ้นบทความ [32] ดงัน้ี 
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(61) 

 

โดยท่ี 2 (1 )/(1 )C  เม่ือน าสมการท่ี (60) และ 
(61) ไปจ าลองการท างานร่วมกบัตวักรอง IIR แบบการประมาณ
ค่ า ควา ม ถ่ี โดยตรงโด ยก าหนดให้  2A  0 0.3  

0.1  0.01  (0) 0.5  0.6  (ก าหนดเช่นน้ี
เพ่ือใหเ้ห็นผลของไบแอสชดัเจนขึ้น) 2 0.1v  ความยาวขอ้มูล
เท่ากับ 1000 ตวัอย่าง และให้ระบบท างานซ ้ า 100 คร้ัง เม่ือน า
สัมประสิทธ์ิท่ีปรับไดม้าหาค่าเฉล่ียจะไดผ้ลดงัรูปท่ี 13 จากรูปจะ
เห็นไดว้่า อลักอริธึมแบบไร้ไบแอสจะให้ความถูกตอ้งของค าตอบ

สูงกว่าอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดา ทั้งน้ีเน่ืองจากค่าไบแอสไดถู้ก
ชดเชยจนเกือบหมดแมว้่าเราไดก้ าหนดให ้  มีค่านอ้ยๆ ก็ตาม 

 
2.5  ตวักรองนอตช์ IIR แบบการประมาณค่าความถี่โดยอ้อมที่ใช้

เกณฑ์วดัค่าคลาดเคล่ือนแบบใหม่ 

จากปัญหาเร่ืองการลู่เข ้าท่ีช้าของอัลกอริธึมเกรีเดียนต์
ธรรมดาทั้งแบบการประมาณค่าความถ่ีโดยตรงและโดยอ้อมใน
กรณีท่ีใชค้่า  สูง ท าใหผู้เ้ขียนเกิดแนวคิดในการพฒันาอลักอริธึม
เกรเดียนตธ์รรมดาใหส้ามารถคน้หาค าตอบได้เร็วขึ้นโดยท่ีไม่ตอ้ง
เพ่ิมการค านวณ ผลจากการวิจยัท าให้ไดเ้กณฑ์วดัค่าคลาดเคล่ือน
แบบใหม่และได้น าเสนอหลักการน้ีไวใ้นบทความ [21] โดยมี
รายละเอียดดงัน้ี จากสมการท่ี (48) เราสามารถจดัรูปและเขียนใหม่
ไดว้่า 

 
2

2 1 2 2( ) ( ) ( 1) ( 2)y n y n ay n y n  (62) 

 

โดยท่ี 

 

1( ) ( ) ( 1) ( 2)y n x n ax n x n  (63) 

 

ต่อไปจะนิยามเกณฑแ์บบใหม่ดงัน้ี 

 

1 2( ) [ ( ) ( )]newJ a E y n y n  (64) 

 

ก าหนดใหส้ัญญาณอินพุตมีค่าตามสมการท่ี (11) เม่ือสัญญาณน้ีเดิน
ทางผา่นตวักรอง IIR นอตชใ์นสมการท่ี (44) จะไดส้ัญญาณ 1( )y n  
และ 2( )y n  ท่ีสถานะอยูต่วั (steady-state) ดงัน้ี 

 

1 1 0 1 1( ) ( )cos( ) ( )y n AB a n v n  (65) 
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และ 

 

2 2 0 2 2( ) ( )cos( ) ( )y n AB a n v n  (66) 
 

โดยท่ี 

 

1 0( ) 2cosB a a  

 
2

0

222 2 2
0 0

( )

2cos

(1 )cos 1 sin

B a

a

a

 

 

1 0  
 

2

2
0

2
0

1 sin
arctan

(1 )cos a
 

(67) 
 
 

(68) 
 
 

(69) 
 
 

(70) 

 

เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (65) และ (66) ลงในสมการท่ี (64) จะได้
ผลลพัธ์เป็น 

   
2

1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( )cos
2

( ) ( )

new
A

J a B a B a

E v n v n
 

 
 

(71) 

 

สมมติฐานท่ีใชส้ าหรับการไดม้าซ่ึงสมการท่ี (71) คือไดส้มมติว่า
สัญญาณรูปคล่ืนไซน์ไม่มีความเก่ียวพนัธ์กนัทางสถิติกบัสัญญาณ
รบกวน 1( )v n  และ 2( )v n  จึงท าให้ค่าคาดหวงัทางสถิตระหว่าง
สัญญาณทั้ งสองมีค่า เ ป็นศูนย์ ส าหรับพจน์  1 2( ) ( )E v n v n  
สามารถค านวณไดโ้ดยอาศยัความสัมพนัธ์ [23] 

 

2
1 1

1 2( ) ( ) ( ) ( )
2
v

C
E v n v n N z H z z dz

j
 (72) 

 

เม่ือ 

 
2( ) 1N z z az  (73) 

 

 และ 

 
2

1
2

1
( )

1

az z
H z

az z
 (74) 

 

เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (73) และ (74) ลงในสมการท่ี (72)  จะได ้

 
2

2

21 2 1
2

2 2 2 2

1

( ) ( ) 12
1

( 1) 2

v

C

v

z az

E v n v n az zj z dz
az z

a

 

 
 
 

(75) 

 

เพื่อจะศึกษาฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือนท่ีน าเสนอ เราจะวาดกราฟ
ฟังก์ชัน น้ีโดยการก าหนดให้  2 0v  2A  30  
0.9  และ 2 2a  ผลท่ีไดแ้สดงดงัรูปท่ี 14 ในรูปเรา

ไดว้าดกราฟของฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือนยกก าลงัสองเฉล่ียไวด้ว้ย
เพื่อเปรียบเทียบกับค่าคลาดเคล่ือนแบบใหม่ จากรูปจะพบว่า
ฟังกช์นัค่าคลาดเคล่ือนแบบใหม่จะมีค่าความชนัมากในบริเวณท่ีอยู่
ห่างจากค่าค าตอบ (-1) ท่ีเราตอ้งการ ส่วนฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือน
แบบดั้ งเดิมจะให้ค่าความชันสูงเฉพาะในบริ เวณท่ีอยู่ใกล้กับ
ค าตอบ ดงันั้นเม่ือน าฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือนแบบใหม่ไปใชเ้ป็น
เกณฑใ์หก้บัอลักอริธึมเกรเดียนตจ์ะท าใหอ้ลักอริธึมสามารถลู่เขา้สู่
ค  าตอบไดเ้ร็วขึ้นกว่าเดิม แต่อยา่งไรก็ตาม จะมีปัญหาตามมาคือ ถา้
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หากก าหนดค่า เ ร่ิมต้นการปรับ (0)a  ไม่เหมาะสม จะท าให้
อลักอริธึมไม่สามารถลู่เขา้สู่ค  าตอบท่ีตอ้งการ 

ส าหรับอลักอริธึมเกรเดียนตท่ี์ใชเ้กณฑ์แบบใหม่ท่ีกล่าวถึงน้ี
จะสามารถหาได้ดังน้ี ท าการแทน ( )J a  ด้วย ( )newJ a  ลงใน
สมการท่ี (51) จากนั้นแทน ( )newJ a  ดว้ยค่าชัว่ขณะ 1 2( ) ( )y n y n  
ผลท่ีไดค้ือ 
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รูปที่ 14 เปรียบเทียบฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือนยกก าลังสองเฉลี่ยกับ
ฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือนแบบใหม่ 
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(76) 

 

เม่ือ  

1( ) ( 1)s n x n  
 

2 2( ) ( 1) ( 1)s n x n y n  

(77) 
 

(78) 

 

ในบทความ [21] ผูเ้ขียนไดใ้ชห้ลกัการทางสถิติเพื่อดูค่าคาดหวงั
ทางสถิติท่ีสถานะอยู่ตวัของพจน์ 1 2( ) ( )y n s n  และ 2 1( ) ( )y n s n  
ซ่ึงพบว่า 1 2( ) ( )E y n s n 2 1( ) ( )E y n s n  จึงท าให้สามารถ
ละเลยพจน์ 1 2( ) ( )y n s n  ในสมการท่ี (76) ได้ ดังนั้น สมการท่ี 
(76) จะกลายเป็น 

 

2 1( 1) ( ) ( ) ( )a n a n y n s n  (79) 

 

และเรียกสมการท่ี (79) ว่าอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดาท่ีถูก
ปรับปรุง (modified plain gradient (MPG) algorithm) เ ม่ือ
เปรียบเทียบกับสมการท่ี (52) พบว่าอัลกอริธึมเกรเดียนต์ท่ีถูก
ปรับปรุงน้ีจะลดการบวกและคูณอย่างละหน่ึงคร้ังต่อหน่ึงรอบ 
(iteration) ของการท างาน โดยอลักอริธึมน้ีมีความเร็วในการลู่เขา้
สูงเม่ือเทียบกบัอลักอริธึมดั้งเดิมโดยท่ีไม่ตอ้งเพ่ิมความซับซ้อนใน
การค านวณแถมยงัสามารถลดการค านวณลงไดอี้กดว้ย เพื่อพิสูจน์
ค  ากล่าวน้ี เราจะน าอลักอริธึมท่ีถูกปรับน้ีไปท างานร่วมกบัตวักรอง
นอตช์ IIR และจะเปรียบเทียบกับอัลกอริธึมแบบเกรเดียนต์
ธรรมดา ซ่ึงการจ าลองจะก าหนดให ้ 2A  30  0  

0.01  0.9  (0) 0a  ความยาวข้อ มูล เ ป็น  1000 
ตวัอย่าง ผลการจ าลองการท างานแสดงดังรูปท่ี 15 จากรูปพบว่า
อลักอริธึม MPG ลู่เขา้สู่ค  าตอบไดเ้ร็วว่า PG อยา่งเห็นไดช้ดั ดงันั้น
ถา้มองในแง่ของของการลู่เขา้ อลักอริธึม MPG จะมีความสามารถ
เหนือกว่าอลักอริธึมแบบ PG หลงัจากท่ีอลักอริธึมน้ีไดถู้กน าเสนอ 
Loetwassana ผูเ้ขียน และคณะไดน้ าเสนอวิธีการก าจดัค่าไบแอส
ของอลักอริธึม MPG ซ่ึงรายละเอียดผูอ่้านสามารถสืบคน้ไดจ้าก
บทความ [23] โดยอาศยัหลกัการการก าจดัไบแอสเดียวกบักบัท่ีได้
กล่าวไปแลว้ในหวัขอ้ท่ี 2.3 และ 2.4 
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รูปที ่15 เปรียบเทียบค่าสัมประสิทธ์ิท่ีถูกปรับโดยอัลกอริธึม MPG 
และ PG 
 

2.6  อลักอริธึมเคร่ืองหมายแบบใช้เกณฑ์แบบใหม่ 

ผูเ้ขียนไดน้ าเสนออลักอริธึมเคร่ืองหมายแบบใชเ้กณฑ์แบบ
ใหม่ไวใ้นบทความ [22] ซ่ึงไดพ้ฒันามาจากอลักอริธึมเกรเดียนต์
ธรรมดาแบบใชเ้กณฑ์แบบใหม่หรือเรียกสั้นๆว่าอลักอริธึม MPG 
ดงัท่ีกล่าวไปแลว้ในหวัขอ้ท่ี 2.5 อลักอริธึมเคร่ืองหมายจะมีรูปแบบ
ดงัน้ี 
 

2 1( 1) ( ) sgn ( ) ( )a n a n y n s n  (80) 
 

โดยท่ี sgn( ) /x x x เป้าหมายของอลักอริธึมน้ีคือตอ้งการลด
ความซ ้ าซ้อนในการค านวณลงอีก ซ่ึงจากสมการท่ี (80) พบว่า 

2sgn ( ) { 1,1}y n  ดังนั้ น เ ม่ือ 2sgn ( ) 1y n เ ราจะ
ก า ห น ด ใ ห้   เ ป็ น ค่ า บ ว ก  ใ น ท า ง ก ลั บ กั น เ ม่ื อ  

2sgn ( ) 1y n  จะก าหนดให้  เป็นค่าลบ ทั้งน้ีเพ่ือบงัคบั
ทิศทางของเกรเดียนตใ์ห้มีค่าลบ (ลง) เพียงอย่างเดียว ผลพลอยได้
ของอัลกอริธึมเคร่ืองหมายคือ ท าให้อัตราการลู่เขา้เร็วมากขึ้ น 
อย่างไรก็ตาม ประเด็นการลู่เขา้ท่ีเพ่ิมขึ้นไม่ไดเ้ป็นเป้าหมายของ
อลักอริธึมน้ีจึงไม่ขอกล่าวในรายละเอียดในท่ีน้ี ผลการจ าลองการ
ท างานของอลักอริธึมเคร่ืองหมายเม่ือเทียบกบัอลักอริธึม PG แสดง
ดงัรูปท่ี 16 โดยไดก้ าหนดตวัแปรต่างๆเหมือนกับในหัวขอ้ท่ี 2.5 

จากรูป ตวัย่อ MSA คือ modified sign algorithm ซ่ึงเป็นช่ือเรียก
อลักอริธึมท่ีกล่าวถึงในหวัขอ้น้ี 
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รูปที ่16 เปรียบเทียบค่าสัมประสิทธ์ิท่ีถูกปรับโดยอัลกอริธึม MSA 
และ PG 

 
2.7  อลักอริธึมเกรเดียนต์แบบปรับสเตป็ไซส์  

อลักอริธึมท่ีจะกล่าวถึงในหัวขอ้น้ีผูเ้ขียนไดน้ าเสนอไวใ้น
บทความ [30] ซ่ึงมีหลกัการดงัน้ี อลักอริธึมแบบปรับสเต็ปไซส์ถูก
พฒันามาจากอลักอริธึเกรเดียนต์ธรรมดาท่ีแสดงไวใ้นสมการท่ี 
(52) แนวความคิดของอลักอริธีแบบปรับสเต็ปไซส์คือ ตอ้งการให้
ค่าสเตป็ไซส์มีค่ามากในช่วงเร่ิมตน้การปรับและให้มีขนาดเล็กเม่ือ
อลักอริธึมลู่เขา้สู่ค  าตอบ และเน่ืองจากสัญญาณเอาตพ์ุต ( )y n  ของ
ตวักรองนอตชมี์ค่าเกือบจะเท่ากบัอินพุตก่อนท่ีสัมประสิทธ์ิจะถูก
ปรับและมีขนาดลดลงอยา่งมากเม่ืออลักอริธึมคน้พบสัมประสิทธ์ิท่ี
เหมาะแล้ว ดังนั้น จึงเป็นไปได้ท่ีจะน าค่าพลังงานของสัญญาณ
เอาตพุ์ตมาใชเ้ป็นเกณฑส์ าหรับปรับค่าสเตป็ไซส์ ดงันั้นจากสมการ
ท่ี (52) เราสามารถเขียนใหม่ไดว้่า 

 
( 1) ( ) ( ) ( )a n a n n y n s n  (81) 

 

โดยท่ี ( ) ( 1) ( 1)s n x n y n  และ ( )n  คือสเต็ปไซส์
แปรตามเวลา ต่อไปจะนิยามค่าพลงังานของสัญญาณเอาตพ์ุตของ
ตวักรองดงัน้ี 
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2[ ( )]yr E y n  (82) 

 

แต่เน่ืองจากเราไม่สามารถหาค่าตามสมการท่ี (82) ไดใ้นทางปฏิบตัิ 
ดงันั้นจึงตอ้งใชค้่าชัว่ขณะของสมการท่ี (82) มาแทน คือ 

 
2( ) ( )yr n y n  (83) 

 

แต่เน่ืองจากสัญญาณในสมการท่ี (83) ประกอบดว้ยองคป์ระกอบ
ความถ่ีต ่ าและความถ่ีสูง แต่เราต้องการเพียงแค่องค์ประกอบ
ความถ่ีต ่าเท่านั้น ดงันั้นจึงตอ้งใชต้วักรองผา่นต ่ามากรองเอาเฉพาะ
องคป์ระกอบความถ่ีต ่าไปใชง้าน ซ่ึงตวักรองผ่านต ่าท่ีจะน ามาใช้
นั้นจะเป็นตวักรองผ่านต ่าอันดับหน่ึง ทั้งน้ีเพ่ือให้ระบบมีความ
ซบัซอ้นในการค านวณน้อยท่ีสุด ซ่ึงตวักรองดงักล่าวมีค่าฟังก์ชนั
ถ่ายโอนดงัน้ี 
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( )

1

1
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(84) 

 

เม่ือ lp  คือ lowpass 0 1 เป็นค่าคงท่ี ( )z  คือค่าการ
แปลงแซด ( z -transform) ของ ( )n  ซ่ึงเป็นเอาตพ์ุตของตวักรอง
ผ่านต ่ า และ ( )yR z  คือค่าการแปลงแซดของ 2( )y n  ซ่ึงเป็น
อินพุตของตวักรอง  เม่ือแปลงแซดผกผนัต่อสมการท่ี (84) จะได ้

 
( ) (1 ) ( ) ( 1)yn r n n  (85) 

 

และเพื่อให้แน่ใจว่าสมการท่ี (85) ไม่มีองคป์ระกอบความถ่ีสูงอีก 
เราจะน าสัญญาณ 2( )n  ไปผา่นตวักรองผา่นต ่าอีกคร้ังหน่ึง และ
ก าหนดใหเ้อาตพุ์ตของตวักรองผา่นต ่าน้ีเป็นค่าสเตป็ไซส์ท่ีตอ้งการ 
ซ่ึงตวักรองผา่นต ่าดงักล่าวน้ีจะถูก าหนดใหมี้ฟังกช์นัถ่ายโอนดงัน้ี 
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(86) 

 

โดยท่ี ( )U z  คือค่าการแปลงแซดของ ( )n  และ ( )R z  คือค่า
การแปลงแซดของ 2( )n  1  และ 0 1  ดังนั้ น 
สเต็ปไซส์ท่ีต้องการสามารถหาได้จากการแปลงแซดผกผัน 
(inverse z -transform) ต่อสมการท่ี (86) ดงัน้ี 

 
2( 1) ( ) ( )n n n  (87) 

 

ในบทความ [30] ผูเ้ขียนไดด้ดัแปลงสมการท่ี (85) ใหม่โดยการน า
ค่า 

1
( ) ( 1)yyr y n y n  มาใชแ้ทน การกระท าเช่นน้ีจะสามารถ

ลดผลกระทบจากสัญญาณรบกวน ( )v n  จากอินพุตของตวักรอง 
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รูปที่ 17 เปรียบเทียบค่าสัมประสิทธ์ิของตัวกรองนอตช์ IIR ท่ีได้
จากอัลกอริธึม VS และ PG  

 

นอตช์ท่ีจะเขา้ไปรบกวนการปรับค่าสเต็ปไซส์ ดังนั้น สมการท่ี 
(85) จึงกลายเป็น 

 

1
( ) (1 ) ( ) ( 1)yyn r n n  (88) 
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จะเห็นไดว่้าอลักอริธึมเกรเดียนตแ์บบปรับค่าสเต็ปไซส์นั้นมีความ
ซับซ้อนสูงเม่ือเทียบกับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดา ต่อไปจะ
แสดงผลจ าลองการท างานเมื่อน าอลักอริธึมแบบปรับสเต็ปไซส์ไป
ท างานร่วมกบัตวักรองนอตช ์IIR โดยจะเปรียบเทียบกบัอลักอริธึม
เกรเดียนต์ธรรมดา  ในการจ าลองการท างานจะก าหนดให ้

2A  30  0  2 0.1v  (0) 0a  
(0) 0.001  0.95  0.9  0.1  0.9   

0.01pg  และให้ข ้อมูลมีความยาว 1000 ตัวอย่าง ผลการ
จ าลองแสดงดงัรูปท่ี 17 ซ่ึงจากรูปตวัย่อ VS คือ variable stepsize 
และจากรูปจะเห็นไดว้่า อลักอริธึมแบบ VS มีความเร็วในการลู่เขา้
สูงและยงัให้ค่าค่าการแกว่ง ( fluctuation) ของสัมประสิทธ์ิภาย
หลงัจากลู่เขา้แลว้มีค่าต ่าอีกดว้ย 

   
2.8  ตัวกรอง IIR นอตช์แบบปรับตัวที่ใช้โครงสร้างแบบปริภูมิ

สถานะ  

โครงสร้างของตวักรองแบบปริภูมิสถานะ (state space) จะมี
ขอ้ดีในแง่ท่ีสามารถทนต่อผลกระทบจากความยาวค าจ ากดั (finite 
word length effect) และสามารถไปสร้างเป็นระบบแบบหลาย
อินพุตหลายเอาตพ์ุต (multiple inputs multiple outputs systems : 
MIMO systems) ง่ายและสะดวกกว่าโครงสร้างแบบอ่ืน อย่างไรก็
ตาม โครงสร้างแบบน้ีมีขอ้เสียในเร่ืองท่ีตอ้งใช้การค านวณท่ีสูง 
การน าตวักรองนอตช ์IIR ไปสู่การปฏิบตัิจริงดว้ยโครงสร้างปริภูมิ
สถานะจะเร่ิมจากโครงสร้างแบบโดยตรงประเภทสอง (direct form 
II) ซ่ึงมีรายละเอียดดงัรูปท่ี 18 จากรูปเราจะไดค้วามสัมพนัธ์ของตวั
แปรต่างๆ ดงัน้ี 
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(91) 

เม่ือน าสมการท่ี (89)-(91) ไปเขียนในรูปของเมตริกจะได ้
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(92) 

และ 

22
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( 1)

v n
y n a x n

v n
  

(93) 

 

สมการท่ี (92) และ (93) เป็นแบบจ าลองของระบบดว้ยโครงสร้าง
แบบปริภูมิสถานะท่ีสมบูรณ์โดยท่ี 1( )v n  และ 2( )v n  คือตวัแปร
สถานะ (state variables)  เพื่อใหส้มการดูกระชบั สมการท่ี (92)  
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รูปที ่18 โครงสร้างแบบโดยตรงประเภทสอง 

 

สามารถเขียนไดใ้หม่ดงัน้ี 

 
( ) ( 1) ( )n n x nv fv q  (94) 

 

เรียกว่า สมการสถานะ (state equation) และ 

 
T( ) ( 1) ( )y n n x ng v  (95) 

 

เรียกว่า สมการเอาตพ์ุต (output equation) เม่ือ  
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เม่ือท าการแปลงแซดสมการท่ี (94) และ (95) ผลท่ีไดค้ือ 

 
1( ) ( ) ( )z z z X zV FV q  (96) 

 

และ  

 
T 1( ) ( ) ( )Y z z z X zG V  (97) 

 

เม่ือจดัรูปสมการท่ี (96) และ (97) ใหม่จะได ้

 
11 1 1( ) ( )z X z zV q Fq  (98) 

 

และ  

 
1T 1 1 1 1( ) 1 ( )Y z z z X zG q Fq  (99) 

 

จากสมการท่ี (99) เราจะไดฟั้งก์ชนัถ่ายโอนส าหรับตวักรองนอตช ์
IIR ท่ีใชโ้ครงสร้างแบบปริภูมิสถานะดงัน้ี 
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(100) 

 

ต่อไปจะกล่าวถึงอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดาท่ีใชส้ าหรับปรับ
สัมประสิทธ์ิ a  ของตวักรอง ดงัน้ี 
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เม่ือ 
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(102) 

 

โดยท่ี T
1

1

0
g  โครงสร้างแบบปริภูมิสถานะท่ีสมบูรณ์ของ

ตวักรองนอตช์ IIR อนัดบัสองแบบปรับตวัแสดงดงัรูปท่ี 19 เม่ือ
น าไปจ าลองการท างานโดยเปรียบเทียบกบัโครงสร้างแบบโดยตรง
ประเภท I (direct form I) ท่ีใช้อัลกอริธึม PG โดยก าหนดให ้

2A  30  0  0.01  (0) 0a  
2 0.1v  0.9  ความยาวขอ้มูลอินพุตเป็น 5000 ตวัอย่าง 

ผลท่ีไดแ้สดงดังรูปท่ี 20 จากรูปจะเห็นว่าโครงสร้างแบบปริภูมิ
สถานะจะส่งผลใหอ้ตัราการลู่เขา้มีค่าลดลงเล็กน้อยเม่ือเทียบเทียบ
กับโครงสร้างแบบโดยตรงประเภทหน่ึง (direct form I) แต่
โครงสร้างแบบปริภูมิสถานะจะคงทนเม่ือน าตัวกรองไปสู่การ
ปฏิบตัจริงดว้ยตวัประมวลผลสัญญาณดิจิตตอลแบบเลขจ านวนเต็ม 
(fixed point number)  
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รูปที่ 19 โครงสร้างแบบปริภูมิสถานะของตัวกรองแบบปรับตัว
นอตช์ IIR อันดับสองท่ีใช้อัลกอริธึมแบบเกรเดียนต์ธรรมดา 
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รูปที่ 20 เปรียบเทียบผลการประมาณค่าสัมประสิทธ์ิของตัวกรอง
นอตช์ IIR ท่ีใช้โครงสร้างแบบโดยตรงและแบบปริภูมิสถานะ 

3. สรุป 
บทความน้ีไดก้ล่าวถึงบางส่วนของงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัตวั

กรองนอตชแ์บบปรับตวัท่ีผูเ้ขียนไดพ้ฒันาขึ้น โดยมีวตัถุประสงค์
เพื่อใชเ้ป็นแนวทางใหแ้ก่นกัวิจยัรุ่นใหม่ท่ีมีความสนใจในตวักรอง
นอตชแ์บบปรับตวัน าไปพฒันาให้ตวักรองชนิดน้ีท างานไดอ้ย่างมี
ประสิทธิภาพมากท่ีสุด ทั้ งน้ีเน่ืองจากตัวกรองนอตช์สามารถ
น าไปใช้งานได้หลายประเภทดังท่ีได้กล่าวไว้ในบทน าของ
บทความน้ี เน่ืองจากงานวิจัยท่ีเก่ียวขอ้งกับตวักรองประเภทน้ี
นับตั้งแต่อดีตจนถึงปัจจุบนัมีมากมาย ซ่ึงได้รับการตีพิมพ์ทั้งใน
งานประชุมวิชาการทัว่โลกและวรสารต่างๆ ซ่ึงผูเ้ขียนไม่สามารถ
น ามากล่าวได้หมดในบทความน้ี ดังนั้น ตวักรองท่ีกล่าวถึงใน
บทความน้ีจึงมีเฉพาะในส่วนท่ีผูเ้ขียนได้พัฒนาขึ้ นมาเท่านั้ น 

เน้ือหาในบางหัวขอ้ในบทความอาจมีเน้ือหาไม่ครบถว้นสมบูรณ์ 
ดงัน้ีผูอ่้านท่ีมีความสนใจควรไปสืบคน้จากเอกสารท่ีไดอ้า้งอิงไว้
ในบทความ 
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