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บททดัย่อ 
บทความนี้น าเสนออัลกอริธึมปรับค่าแบนด์วิดท์ส าหรับตัว

กรองไอไออาร์นอตช์อันดับสองแบบปรับตัวแบบบังคับโพลและ   
ซีโร่ทีใ่ช้อัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดาในการปรับสัมประสิทธิ์ของ
ตัวกรอง หลกัการทีน่ าเสนอนี้สามารถเพิม่ความเร็วในการลู่ เข้าของ
ตัวกรองโดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อค าตอบที่ต้องการอยู่ห่างจากค่า
เร่ิมต้นของการปรับ   
 

ค าส าคญั: ตัวกรองนอตช์แบบปรับตัว, อัลกอริธึมเกรเดียนต์, ปรับ
แบนด์วิดท์ 
 
ABSTRACT 

This paper presents the algorithm for adjusting 

bandwidth of second-order adaptive IIR notch filter 

with constrained poles and zeros that works with the 

plain gradient algorithm to adjust its coefficient. The 

proposed method can increase the speed of 

convergence of the filter, especially, when the optimum 

solution is far away from the initial value of 

adjustment.     
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1. บทน า 
เป็นท่ีทราบกนัทัว่ไปว่า ตวักรองนอตช์นั้น ถูกน าไปใชเ้พื่อ

ก าจัดองค์ประกอบความถ่ีท่ีไม่ต้องการของสัญญาณ ตวักรอง
ประเภทน้ีถูกออกแบบให้มีค่าการลดทอนท่ีสูงส าหรับความถ่ีของ
สัญญาณท่ีไม่ตอ้งการ ในขณะเดียวกนัก็ยอมให้องคป์ระกอบความถ่ี
ของสัญญาณท่ีตอ้งการเดินทางผา่นตวักรองไปโดยปราศจากความ
ผดิเพ้ียน โดยทัว่ไป ตวักรองนอตช์จะถูกออกแบบให้มีแบนด์วิดท์
แคบมาก ทั้ ง น้ี เพราะมีการประยุกต์ใช้งานทางด้านการวัด 
(measurement) และการประมวลผลสัญญาณ (signal processing) 
บางอย่างมีความต้องการก าจัดสัญญาณแบนด์วิดท์แคบหรือ
สัญญาณรูปคล่ืนไซน์ท่ีแทรกสอดเขา้มาในระบบ ซ่ึงเราจะพบการ
ประยุกต์ดังก ล่ า วในงานทางด้าน วิศวกรรมชีวการแพทย ์
(biomedical engineering)  และวิ ศวกรรมไฟฟ้า  ( electrical 
engineering) ในหลายแขนงอนัประกอบดว้ย วิศวกรรมการส่ือสาร 
(communication engineering) วิศวกรรมไฟฟ้าก าลัง (electrical 
power engineering)  แล ะวิ ศวกรรมระบบวัด คุ ม  ( control 
engineering) เป็นต้น หน่ึงในการประยุกต์ทางด้านวิศวกรรม        
ชีวการแพทย ์คือ การก าจดัสัญญาณเพาเวอร์ไลน์ (power line) และ
สัญญาณแทรกสอดอ่ืนๆ ท่ีเหน่ียวน าเขา้ไปรบกวนระบบการวดัและ
บนัทึกสัญญาณคล่ืนไฟฟ้าหัวใจ (electrocardiogram หรือ ECG) 
ของผูป่้วย [1]-[6] ส าหรับการน าไปใชใ้นดา้นวิศวกรรมการส่ือสาร
คือ น าไปก าจดั (suppress) สัญญาณแทรกสอดแบนด์วิดทแ์คบใน
ระบบส่ือสารแบบ DS-spread spectrum [7] และน าไปก าจัด
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สัญญาณเสียงห่ึง (humming) ในระบบโทรศพัทเ์คล่ือนท่ีจีเอสเอ็ม 
(GSM : Global System for Mobile communications) [8] ทางดา้น
วิศวกรรมไฟฟ้าก าลังได้น าตัวกรองนอตช์ไปใช้ส าหรับการ
ประมาณค่าความถ่ีของสัญญาณเพาเวอร์ไลน์ (power system 
frequency estimation) [9] นอกจากท่ีกล่าวมาแลว้ ตวักรองนอตชย์งั
ถูกน าใชส้ าหรับควบคุมการป้อนกลบัของสัญญาณเสียงท่ีเกิดขึ้นใน
ระบบเสียง (acoustic feedback control in audio system) อีกดว้ย 
[10]-[13] จากตวัอยา่งการประยกุตใ์ชง้านของตวักรองนอตชท่ี์กล่าว
มานั้นสามารถกล่าวไดว่้า ตวักรองนอตชเ์ป็นเป็นตวักรองท่ีสามารถ
น าไปใชป้ระโยชน์ไดห้ลากหลาย ท าให้ตวักรองชนิดน้ีมีคุณค่าทั้ง
ในแง่ของการวิจยัและพฒันานบัแต่อดีตมาจนถึงปัจจุบนั  

ในการออกแบบตวักรองนอตช์ในทางปฏิบติันั้น นับว่าเป็น
เร่ืองยากพอสมควร โดยเฉพาะอยา่งยิง่เม่ือสัญญาณท่ีตอ้งการก าจดั
มีแบนด์วิดท์ท่ีแคบมาก นอกจากน้ียงัมีปัจจัยอ่ืนๆอีกเช่น ความ
ตอ้งการผลตอบสนองทางเฟสแบบเชิงเส้น (linear phase response) 
และตอ้งการให้ตวักรองมีผลตอบสนองชัว่ครู่สั้น (short transient 
response) เป็นตน้ ตวักรองนอตช์ท่ีเราสนใจในบทความน้ีเป็นตวั
กรองนอตชแ์บบดิจิตอลเท่านั้น ซ่ึงตวักรองชนิดน้ีสามารถสร้างขึ้น
ไดท้ั้งในรูปแบบเอฟไออาร์ (FIR : finite impulse response) และ
แบบไอไออาร์ (IIR : infinite impulse response) โดยทั่วไป 
โครงสร้างตวักรองแบบไอไออาร์ตอ้งการอนัดบั (order) ของตวั
กรองน้อยกว่าโครงสร้างแบบเอฟไออาร์ เม่ือเปรียบเทียบกันท่ี
ผลตอบสนองทางขนาดต่อความถ่ีใกล้เคียงกัน อย่างไรก็ตาม 
โครงสร้างแบบไอไออาร์ก็มีปัญหาทางด้านเสถียรภาพมากกว่า 
นอกจากน้ี มันยงัให้ผลตอบสนองทางเฟสท่ีไม่เชิงเส้นอีกด้วย 
ในขณะท่ีตวักรองแบบเอฟไออาร์เป็นตวักรองท่ีมีเสถียรภาพแบบ
ไร้เง่ือนไขและใหผ้ลตอบสนองทางเฟสแบบเชิงเส้นตามธรรมชาติ 
แต่จากการท่ีตวักรองแบบเอฟไออาร์ตอ้งการอันดับมาก ท าให้
สัญญาณมีค่าการประวิงสูง ในส่วนของรายละเอียดเก่ียวกับการ
ออกแบบตวักรองนอตชท์ั้งแบบเอฟไออาร์และไอไออาร์ ผูอ่้านท่ีมี
ความสนใจสามารถสืบคน้ไดจ้ากบทความ [14]-[16] 

ตวักรองนอตช์ท่ีมีการท าวิจยักนัมาตั้งแต่อดีตถึงปัจจุบนัยงั
สามารถแบ่งไดอี้กสามกลุ่มคือ 1. ตวักรองนอตช์แบบคงท่ี ( fixed 

notch filter) [3], [14]-[16] ตวักรองแบบน้ีถูกออกแบบให้ท างาน
เฉพาะแถบความถ่ีใดความถ่ีหน่ึงท่ีก าหนดไวก่้อนล่วงหน้า 2. ตวั
กรองนอตชแ์บบจูนได ้(tunable notch filter) [17] ตวักรองแบบน้ีมี
ลกัษณะคลา้ยกบัตวักรองชนิดแรกแต่มนัสามารถยา้ยไปท างานใน
แถบความถ่ีอ่ืนๆได ้และ 3. ตวักรองนอตช์แบบปรับตวั (adaptive 
notch filter) [1]-[5],[7],[9]-[13], [18]-[43],[46] ตวักรองชนิดน้ีถูก
น าไปใช้ในสถานการณ์ท่ีลักษณะเฉพาะ ( characteristic) ของ
สัญญาณท่ีถูกประมวลผลมีการเปล่ียนแปลงตามเวลา ซ่ึงตวักรองจะ
พยายามปรับตวัเองใหส้มพงษก์บัสัญญาณท่ีอินพุตของตวักรอง 

ตวักรองนอตชแ์บบปรับตวัจะมีสัมประสิทธ์ิแปรตามเวลา ซ่ึง
สัมประสิทธ์ิของตวักรองจะถูกปรับอยา่งต่อเน่ืองโดยอาศยัเกณฑ์ท่ี
เหมาะ (optimum criterion) เกณฑ์ท่ีเหมาะ รูปแบบหน่ึงท่ีได้รับ
ความนิยมกนัมากคือ เกณฑ์แบบก าลงัสองน้อยท่ีสุด (least mean-
square criterion : LMS) [3]-[4] ซ่ึงถูกน าไปใชก้ าจดัสัญญาณแทรก
สอดรูปคล่ืนไซน์ อย่างไรก็ตาม แมว้่าเกณฑ์แบบ LMS จะไดรั้บ
ความนิยมเน่ืองจากความง่ายและน าไปสู่การปฏิบตัิจริง (realization) 
ไดง่้าย แต่ขอ้เสียคือ ตวักรองจะลู่เขา้สู่ค  าตอบไดช้า้เม่ือแบนด์วิดท์
ของตวักรองมีค่านอ้ย แต่เม่ือน าเกณฑแ์บบอ่ืน เช่น เกณฑแ์บบก าลงั
สองน้อยท่ีสุดท่ีมีการป้อนกลบั (recursive least-squared criterion : 
RLS) [5] มาใชแ้ทน แมว้่าจะสามารถแกปั้ญหาการลู่เขา้ท่ีชา้ไดแ้ต่
ตอ้งแลกด้วยการค านวณท่ีสูงด้วย มีอัลกอริธึมชนิดหน่ึงท่ีถูก
น าไปใชก้บัตวักรองนอตชแ์ละสามารถเทียบเคียงไดก้บัอลักอริธึม
แบบ LMS คืออัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดา (plain gradient 
algorithm : PG) [36] ซ่ึงต่อมาอลักอริธึม PG ไดถู้กน ามาวิเคราะห์
สมรรถนะทางดา้นสถิติจนได้ผลท่ีน่าเช่ือถือทั้งในกรณีท่ีความถ่ี
ของสัญญาณเป็นค่าคงท่ี [37] และความถ่ีแปรตามเวลาอย่างชา้ๆ 
[38] นอกจากอัลกอริธึม PG แล้วยงัมีอัลกอริธึมอ่ืนๆอีกท่ีถูก
น าไปใชร่้วมกันตวักรองนอตช์เช่น อลักอริธึมเคร่ืองหมาย (sign 
algorithm : SA) [30],[39]-[40]  อลักอริธึมเกรเดียนตแ์บบนอร์มอล
ไลซ์ (normalized gradient : NG) [36],[40] อลักอริธึมแบบท านายคา่
คลาดเคล่ือนแบบป้อนกลบั (recursive prediction error : RPE) [41] 
อลักอริธึมก าลงัพี (p-power : PP) [42] อลักอริธึมเกรเดียนตไ์ม่เชิง
เส้นไร้หน่วยความจ า (memoryless nonlinear gradient : MNG) [43] 
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อลักอริธึมเกรเดียนตแ์บบปรับ สเต็ปไซส์ (variable step size : VS) 
[30],[34] อัลกอริธึมเกรเดียนต์แบบใช้เกณฑ์แบบใหม่ [21] 
อลักอริธึมเคร่ืองหมายแบบใชเ้กณฑ์แบบใหม่ [22] อลักอริธึมเกร
เดียนตแ์บบไร้ไบแอส [23]-[24],[27],[32] อลักอริธึมแบบแทนเจนต์
ผกผนั (inverse tangent IT) [28] อลักอริธึมแบบต่างๆดงัท่ีกล่าวมา 
จะใหข้อ้ดีและขอ้เสียแตกต่างกนั โดยทัว่ไปแลว้อลักอริธึมเหล่าน้ี
จะถูกน าไปเปรียบเทียบกบัอลักอริธึมแบบ PG ทั้งน้ีเพราะพวกมนั
ถูกพฒันามากจากอลักอริธึมแบบ PG นัน่เอง 

จากท่ีกล่าวมาแลว้ว่า ตวักรองนอตชส์ามารถสร้างในรูปแบบ 
IIR หรือ FIR ก็ได ้รูปแบบตวักรองแบบ IIR ท่ีนิยมใช้กนัจะมี
ดว้ยกนัสามรูปแบบคือ แบบฟันปลา (lattice) [39] แบบไบลิเนียร์ 
(bilinear) [40] และแบบบงัคบัโพลและซีโร่ [41] แต่เราพบว่า ตวั
กรอง IIR แบบบงัคบัโพลและซีโร่จะไดรั้บความนิยมมากท่ีสุด และ
ในบทความน้ี ก็จะมุ่งเน้นไปท่ีตวักรองท่ีใชโ้ครงสร้างแบบหลงัน้ี
เท่านั้น ส าหรับตวักรองนอตชรู์ปแบบ FIR นั้นจะมีทั้งแบบมากกว่า
สองอนัดบั [14]-[15] และแบบอนัดบัสอง [19]-[20]  

อลักอริธึมส าหรับปรับประสิทธ์ิของตวักรองนอตช์ท่ีกล่าว
ขา้งตน้นั้นได้ก าหนดให้แบนด์วิดทข์องตวักรองเป็นค่าคงท่ี และ
มกัจะก าหนดให้แบนด์วิดท์ของตัวกรองมีค่าน้อย ทั้งน้ีเพ่ือลด
ผลกระทบจากสัญญาณรบกวน อย่างไรก็ตาม ในบทความ [48] 
Mvuma และคณะไดน้ าเสนอตวักรองนอตช์อนัดบัสองปรับตวัได้
แบบปรับแบนดว์ิดทไ์ปใชเ้พื่อก าจดัสัญญาณแทรกสอดแบนด์วิดท์
แคบ ตวักรองท่ี Mvuma ใชจ้ะเป็นแบบฟันปลา [39] แต่ถูกน าไปสู่
การปฏิบัติจริงด้วยโครงสร้างแบบโดยตรงชนิดท่ีหน่ึง แม้ว่า
หลกัการปรับแบนด์วิดทข์องตวักรองไดเ้คยถูกน าเสนอมาแลว้ใน 
[48] แต่หลกัการน้ียงัไม่เคยถูกน ามาประยุกตใ์ชก้บัตวักรองนอตช์
แบบบงัคบัโพลและซีโร่มาก่อน  

บทความน้ีไดน้ าเสนอตวักรองนอตช์ปรับตวัไดแ้บบบงัคบั
โพลและซ่ีโร่ท่ีสามารถปรับแบนด์วิดท์ได ้ซ่ึงอาศยัหลกัการปรับ
แบนด์วิดท์ของบทความ [48] โดยเรียกอัลกอริธึมท่ีน าเสนอว่า 
อลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดาแบบปรับแบนด์วิดท ์(variable notch  
bandwidth plain gradient algorithm หรือ VBPG) ซ่ึงต่อไปจะขอ
เรียกช่ืออัลกอริธึมท่ีน าเสนอแบบสั้ น ๆ ว่า อัลกอริธึม VBPG 

เน่ืองจากตวักรองในบทความ [48] และตวักรองในบทความน้ีใช้
โครงสร้างไม่เหมือนกนั การจะเทียบสมรรถนะของตวักรองทั้งสอง
จึงท าไดล้ าบาก ดงันั้น ในบทความน้ีจึงเปรียบเทียบสมรรถนะของ
อลักอริธึม VBPG กบั PG  ท่ีท างานร่วมกบัตวักรองนอตช์แบบ
บงัคบัโพลและซีโร่เท่านั้น อน่ึง การท่ีเราสนใจเฉพาะอลักอริธึม PG 
ก็เน่ืองจากอัลกอริธึมน้ีเป็นอัลกอริธึมต้นแบบของอัลกอริธึม
ทั้งหลายท่ีถูกพฒันาขึ้นมาภายหลงัจากอลักอริธึม PG นัน่เอง 
 

2.  ตวักรองนอตช์ปรับตวัได้แบบปรับแบนด์วดิท์ 

หัวขอ้น้ีกล่าวถึงวิธีการเพ่ิมความเร็วในการลู่เขา้สู่ค  าตอบ
ให้แก่ตวักรอง IIR นอตช์ปรับตวัได้ท่ีท างานร่วมกับอลักอริธึม
ปรับตวัแบบเกรเดียนตธ์รรมดา ดงัมีรายละเอียดดงัน้ี 

ตวักรองนอตช์ท่ีเราสนใจในบทความน้ีเป็นตวักรองนอตช ์
IIR อนัดบัสองแบบบงัคบัโพลและซีโร่ [41] ซ่ึงมีฟังก์ชนัถ่ายโอน
ดงัน้ี 
 

1 2

1 2 2

1
( )

1

az z
H z

az z
 (1) 

 
โดยท่ี a  คือสัมประสิทธ์ิของตวักรอง  คือรัศมีของโพล เม่ือ
เขียนสมการท่ี (1) ในรูปตวัประกอบจะได ้
 

1 2

1 2

( )
z z z z

H z
z p z p

 (2) 

 
โดยท่ี 
 

21
4 , 1,2

2iz a a i  

 
, 1,2i ip z i  

(3.1) 
 
 

 (3.2) 
  
คือโพล (poles) และซีโร่ (zeros) ตวัท่ี i  ตามล าดบั จากสมการท่ี 
(3) ท าใหส้ามารถเขียนสมการท่ี (2) ไดใ้หม่ดงัน้ี 
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1 2

1 2

( )
z z z z

H z
z z z z

 (4) 

 
ต่อไปพิจารณาฟังกช์นัเศษทางดา้นขวาของสมการท่ี (1) โดยท าการ
คูณด้วย /z z  และแทน jz e  เม่ือ (0, )  คือความถ่ี
ดิจิตอล จะได ้
 

1 1

2 cos

jz e

j j j

j

z a z z

e a e e

a e

 

 
 
(5) 

 
จากสมการท่ี (5) เราต้องการให้นิพจน์  2cos 0a  ณ 
ความถ่ีก าธรหรือความ ถ่ีนอตช์  0  ( resonance or notch 
frequency) ดงันั้นเราจะไดค้วามสัมพนัธ์ 
 

0 02cosa  (6) 
 
เน่ืองจาก 0 (0, )  ท าให ้ 0 ( 2,2)a   ดงันั้นจากสมการท่ี 
(3.1) เราจะพบว่า นิพจน์ในเคร่ืองหมายกรณฑ์ ( ) จะมีค่าเป็น
ล บ เ ส ม อ  ท า ใ ห้  iz  เ ป็ น จ า น ว น เ ชิ ง ซ้ อ น แ ล ะ พ บ ว่ า 

1, ( 2,2)iz a  แ ล ะ  (0, )iz  ส า ห รั บ 
( 2,2)a  ใ น ท า น อ ง เ ดี ย ว กั น เ ร า จ ะ พ บ ว่ า 
, ( 2,2)ip a  แ ล ะ  (0, )ip  ส า ห รั บ 

( 2,2)a  ดว้ยเหตุน้ี สมการท่ี (3) จึงสามารถเขียนให้อยู่ในรูป
ของฟังกช์นัเอกซ์โพเนนเชียลในตวัแปร  และความถ่ีก าธร 0  
ดงัน้ี 
 

0 , 1,2j
iz e i  

 
0 , 1,2j

ip e i  

(7.1) 
 
(7.2) 

 
แทนค่าในสมการท่ี (7) ลงในสมการท่ี (4) ผลท่ีไดค้ือ 
 

0 0

0 0
( )

j j

j j

z e z e
H z

z e z e
 

(8) 

 
จากสมการท่ี (8) พบว่า  ไม่สามารถมีค่าเกินหรือเท่ากบั 1 ได้
เพราะถา้  มีค่าเกิน 1 จะท าให้โพลอยู่นอกวงกลมหน่ึงหน่วย ท า
ให้ระบบไม่มีเสถียรภาพ และเม่ือ  เท่ากบั 1 ท าให้โพลอยู่บน
วงกลมหน่ึงหน่วยพอดี เป็นผลท าให้ระบบเกิดความเสถียรภาพท่ี
ขอบ (marginal stability) ท าให้สัญญาณเอาตพ์ุตเกิดการแกว่งดว้ย
กบัแอมปลิจูดคงท่ีค่าหน่ึง ท าให้ระบบไม่สามารถประพฤติตวัเป็น
ตวักรองนอตชไ์ด ้ดงันั้น 0 1   

ต่อไปเราจะดูว่า  จะส่งผลต่อผลตอบสนองทางขนาดต่อ
ความถ่ีของตวักรองนอตช์อย่างไรบา้ง ในเบ้ืองตน้เราจะพิจารณา
ผลตอบสนองทางขนาดต่อความถ่ีของตวักรองนอตช์ ซ่ึงสามารถ
หาไดโ้ดยการแทน jz e  ลงในสมการท่ี (8)  จะได ้

 
0 0

0 0
( )

j j j j
j

j j j j

e e e e
H e

e e e e
 

(9) 

 
หาค่าสัมบูรณ์ของสมการท่ี (9) จะได ้
 

1 2

1 2

( ) ( )
( )

( , ) ( , )
j M M

H e
N N

 (10) 

 
โดยท่ี x  คือค่าสัมบูรณ์ของ x  และ    
 

0
1

0

( )

2 2cos

j jM e e
 

 
0

2

0

( )

2 2cos

j jM e e
 

 
0

1

2
0

( , )

1 2 cos

j jN e e
 

 
(11.1) 
 
 
(11.2) 
 
 
 

(11.3) 
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รูปที่ 1 ผลตอบสนองทางขนาดต่อความถี่ของตัวกรองนอตช์ท่ีค่า
รัศมขีองโพลสองค่า 

 
0

2

2
0

( , )

1 2 cos

j jN e e
 

 
(11.4) 

 
เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (11) ลงในสมการท่ี (10) จากนั้นน าไปวาด
ก ร า ฟ ส เ ก ล ล็ อ ก  ( log scale)  โ ด ย ก า ห น ด ใ ห้ ค่ า 
{0.1,0.9} [0, ]  และ 0 0.5  ผลท่ีไดแ้สดงดัง

รูปท่ี 1 จากรูปจะเห็นว่าเม่ือรัศมีของโพล  มีค่า มาก/น้อย จะ
ส่งผลใหแ้บนดว์ิดทข์องตวักรองนอตชมี์ค่า นอ้ย/มาก ตามล าดบั  

ถ้าก าหนดให้ ( )x n  คือสัญญาณอินพุตของตัวกรองซ่ึง
ประกอบด้วยสัญญาณไซน์คล่ืนเด่ียวรวมอยู่กับสัญญาณรบกวน
แบบเกาส์เซียน ( )v n  ดงัน้ี 

 

0( ) cos ( )x n A n v n  (12) 

 

เม่ือ n  คือดชันีเวลา A  คือแอมปลิจูด 0  คือความถ่ีและ  คือ
เฟส ส าหรับ ( )v n  จะก าหนดให้มีค่าเฉล่ียเป็นศูนย์และความ
แปรปรวนเท่ากบั 2

v   

ถา้ก าหนดให ้ ( )y n  เป็นสัญญาณเอาตพ์ุตของตวักรอง เราจะ
ไดส้มการผลต่างท่ีแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างสัญญาณอินพุตและ
เอาตพุ์ตของระบบ ดงัน้ี 

 

2

( ) ( ) ( 1) ( 2)

( 1) ( 2)

y n x n ax n x n

ay n y n
 

 
(13) 

 

การน าตวักรองไปสู่การปฏิบตัิจริง (realization) โดยอาศยัสมการท่ี 
(13) เราจะได้รูปแบบตวักรองแบบโดยตรงประเภทหน่ึง (direct 
form I)  

ต่อไปจะพิจารณาฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือน (error function) ของ
อลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดา ซ่ึงไดก้ าหนดไวว้่า 

 
2( ) [ ( , )]J a E y n a  (14) 

 

เม่ือ E  แทนค่าคาดหวงัทางสถิติ อลักอริธึมเกรเดียนตจ์ะใชค้่า
ในสมการท่ี (14) เป็นเกณฑ์ส าหรับปรับสัมประสิทธ์ิ a  ของตวั
กรองตามเง่ือนไข 

 
opt argmin ( )

a
a J a  (15) 

 
เม่ือ opt = optimum ความหมายของสมการท่ี (15) คือ อลักอริธึม
เกรเดียนต์จะปรับสัมประสิทธ์ิ a  โดยใช้ ( )J a  เป็นเกณฑ์ไป
จนกระทัง่ไดค้่า a  ท่ีท าให้ ( )J a  มีค่าต ่าสุด และ opta  ก็คือค่า
สัมประสิทธ์ิท่ีเหมาะหรือท่ีตอ้งการนัน่เอง 
อน่ึง ในนิพจน์ทางด้านขวาของสมการท่ี (14) เราแทน ( )y n  

ด้วย ( , )y n a  เพ่ือเน้นย  ้ าว่าฟังก์ชัน ( )J a  เป็นฟังก์ชันของ a  
ส่วนตวัแปรอ่ืนในระบบ (ถา้มี) จะมองว่าเป็นค่าคงท่ี ในทางปฏิบตัิ 
เราสามารถประมาณค่าสมการท่ี (14) ไดว้่า 
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รูปที ่2 ฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือน ( )J a  ท่ีค่ารัศมโีพลสองค่า 

 
1
2

0

( ) lim ( , )
N

N
n

J a y n a  (16) 

 
รูปร่างของฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือน (สเกลล็อก) ตามสมการท่ี (16) 
เม่ือก าหนดให้ [ 2,2]a  {0.1,0.9}  30  0  

2A  2 0.1v  และ 1000N  แสดงดงัรูปท่ี 2 จากรูป
จะพบว่าฟังกช์นัค่าคลาดเคล่ือนมีจุดต ่าสุดเพียงจุดเดียว ซ่ึงเกิดขึ้นท่ี 

opta a  และพบว่า เม่ือรัศมีของโพลมีค่า มาก/น้อย จะส่งผลท า
ให้ ( )J a  มีปาก กวา้ง/แคบ ตามล าดบั การท่ีปากของฟังก์ชันค่า
คลาดเคล่ือน กวา้ง/แคบ จะส่งผลท าให้อลักอริธึมเกรเดียนตลู่์เขา้ 
เร็ว/ชา้ ตามล าดบั อย่างไรก็ตาม การก าหนดให้รัศมีของโพลมีค่า
น้อยแมว้่าจะท าให้อัลกอริธึมคน้ค าตอบได้เร็ว แต่ค  าตอบท่ีได้มี
ความแปรปรวนสูงและมีค่าคลาดเคล่ือนไปจากค่าท่ีแทจ้ริงหรือท่ี
เรียกว่าเกิดค่าไบแอส (bias) อนัเน่ืองตวักรองมีแบนด์วิดทก์วา้งท า
ใหส้ัญญาณรบกวนเขา้ไปรบกวนระบบไดม้าก ดงันั้นถา้เราก าหนด
ว่า ในช่วงเร่ิมตน้คน้หาค าตอบนั้น เราควรก าหนดให้รัศมีโพลมีค่า
นอ้ย เพื่อท่ีว่าอลักอริธึมจะสามารถคน้หาผลลพัธ์ที่มีค่าใกลเ้คียงกบั
ค่าท่ีตอ้งการไดเ้ร็ว และเม่ืออลักอริธึมเขา้ใกลค้  าตอบท่ีตอ้งการแลว้ 
เราก็ก าหนดให้รัศมีโพลมีค่ามาก เพื่อลดผลกระทบจากสัญญาณ
รบกวน จากแนวคิดน้ีเอง ในบทความน้ีจึงได้น าเสนอตวักรอง
นอตช์แบบปรับตวัท่ีสามารถปรับเปล่ียนค่าแบนด์วิดท์ได้ โดยมี

เป้าหมายเพ่ือเพ่ิมความเร็วในกบัอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดาโดย
ไม่ท าใหส้ัมประสิทธ์ิท่ีปรับไดมี้ค่าคลาดเคล่ือนเพ่ิมขึ้น 

ในการปรับค่าแบนด์วิดทข์องตวักรองนั้น เราจะอาศยัการ
ปรับผ่านตวัแปร  โดยอาศยัหลกัการของอลักอริธึมเกรเดียนต ์
ดงันั้นเราจึงตอ้งสร้างเกณฑส์ าหรับใชป้รับค่า  ขึ้นมาใหม่ ดงัน้ี 

 
2( ) [ ( , )]J E y n  (17) 

  

โดยมีเง่ือนไขว่า 

 
opt argmin ( )J  (18) 

 
ความหมายของสมการท่ี (18) คือ อลักอริธึมเกรเดียนตจ์ะปรับรัศมี
โพล  โดยใช้ ( )J  เป็นเกณฑ์ไปจนกระทัง่ได้ค่า  ท่ีท าให ้
( )J  มีค่าต ่าสุด และ opt  ก็คือค่ารัศมีท่ีเหมาะหรือท่ีตอ้งการ

นัน่เอง 
อน่ึง ในนิพจน์ทางด้านขวาของสมการท่ี (17) เราแทน ( )y n  

ด้วย ( , )y n  เพ่ือเน้นย  ้ าว่าฟังก์ชัน ( )J  เป็นฟังก์ชันของ  
ส่วนตวัแปรอ่ืนในระบบ (ถา้มี) จะถูกมาองว่าเป็นค่าคงท่ี ในทาง
ปฏิบตัิ เราสามารถประมาณค่าสมการท่ี (17) ไดว้่า 

 
1
2

0

( ) lim ( , )
N

N
n

J y n  (19) 

  

รูปร่างของฟังก์ชนัค่าคลาดเคล่ือน (สเกลล็อก) ตามสมการท่ี (19) 
เม่ือก าหนดให้ 1a  [0.01,0.99]  30  0  

2A  2 0.1v  และ 1000N  แสดงดงัรูปท่ี 3 จากรูป
จะพบว่า ( )J  มีจุดต ่าสุดอยูเ่พียงจุดเดียว คือท่ี opt  ดงันั้น
จึงสามารถน าอลักอริธึมเกรเดียนตม์าใชป้รับรัศมีโพล  โดยอาศยั 
( )J  เป็นเกณฑไ์ด ้
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รูปที ่3 ฟังก์ชันค่าคลาดเคล่ือน ( )J  ท่ีค่า 30  

 

ต่อไปจะกล่าวถึงอลักอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดาส าหรับปรับ
สัมประสิทธ์ิ  a  และรัศมีโพล  ไปพร้อมกัน  อัลกอริ ธึม           
เกรเดียนตไ์ดถู้กพฒันาขึ้นโดยอาศยัอลักอริธึมลงจากท่ีสูงไปสู่ท่ีต ่า 
(steepest decent algorithm) ดงัน้ี 

 
( )

( 1) ( )
2 ( )
a J a

a n a n
a n

 (20) 

และ 

 
( )

( 1) ( )
2 ( )

J
n n

n
 (21) 

 

โดย ท่ี  ( )a n  คือค่ าประมาณของ  a  ท่ี เ วล า  n  ( )n  คื อ
ค่าประมาณของ  a  และ  เรียกว่า สเตป็ไซส์ก าหนดให้เป็น

จ านวนจริงบวก อลักอริธึมเกรเดียนต์ได้น าค่าชั่วขณะ ( ( ))J a n  
และ ( ( ))J n  ของ ( )J a  และ ( )J  ตามล าดบั มาใชซ่ึ้งทั้งสอง
มีค่าเท่ากบั 

 
2( ( )) ( , )J a n y n a  (22) 

และ 

2( ( )) ( , )J n y n  (23) 

 

เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (22) และ (23) ลงในสมการท่ี (20) และ 
(21) ตามล าดบั จะได ้

 
2( , )

( 1) ( )
2 ( )

( ) ( , ) ( )

a

a a

y n a
a n a n

a n

a n y n a s n

 
(24) 

 

และ 

 
2( , )

( 1) ( )
2 ( )

( ) ( , ) ( )

y n
n n

n

n y n s n

 
(25) 

 

เม่ือ 

 
( , )

( )
( )

( 1) ( ) ( 1)

a

y n a
s n

a n

x n n y n
 

(26) 

 

และ 

 
( , )

( )
( )

( ) ( 1) 2 ( ) ( 2)

y n
s n

n

a n y n n y n
 

(27) 

 

สมการท่ี (25) คืออลักอริธึมเกรเดียนตส์ าหรับปรับรัศมีโพลท่ีได้
น าเสนอในบทความน้ี ส าหรับสมการท่ี (24) นั้นคืออัลกอริธึม     
เกรเดียนตแ์บบปรับแบนด์วิดทส์ าหรับปรับค่าสัมประสิทธ์ิ ( )a n  
จากสมการท่ี (26) ถา้ก าหนดให้ ( )n  เป็นค่าคงท่ี สมการท่ี 
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(24) ก็คืออัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดานั่นเอง ส าหรับการ
ก าหนดค่าให้กบัสเต็ปไซส์  นั้นจะดูจากค่าเร่ิมตน้ (0)  ซ่ึง

ตามหลักการท่ีน าเสนอน้ีเราต้องก าหนดให้ (0)  มีค่าน้อย ๆ 
เพราะเราตอ้งการให้ ( )a n  ลู่เขา้เร็วดงันั้น a  ในหัวขอ้

ต่อไปจะแสดงสมรรถนะของตวักรองท่ีน าเสนอผา่นทางการจ าลอง
การท างานดว้ยคอมพิวเตอร์   

3. ผลการท างาน 
เพื่อท่ีจะดูสมรรถนะของตัวกรองท่ีน าเสนอ เราจะน าตัว

กรองท่ีน าเสนอไปตรวจจบัค่าความถ่ีแบบคงท่ีแต่ไม่ทราบค่าและ
ตรวจจบัความถ่ีเชอร์ปแบบเชิงเส้น (linear chirp) และแบบยกก าลงั
สอง (quadratic chirp) ของสัญญาณไซน์คล่ืนเด่ียวในสัญญาณ
รบกวนแบบเกาส์เซียน 

3.1  การตรวจความถี่คงทีไ่ม่ทราบค่า 

ในหัวข้อน้ีจะแสดงสมรรถนะของตัวกรองนอตช์ท่ีใช้
อลักอริธึมท่ีน าเสนอโดยจะเปรียบเทียบกบัตวักรองนอตชแ์บบท่ีใช้
อัลกอริธึมเกรเ ดียนต์ธรรมดา  โดยจะก าหนดให้  2A  

0 0.9  0  (0) 0.1  0.9 (ส าหรับอลักอริธึม
เกร เ ดี ยนต์ธ ร รมด า )  (0) 0a  0.01a  0.005  
2 0.1v  และความยาวขอ้มูลเป็น 10000 ตวัอย่าง ผลจ าลองการ

ท า ง า น แ ส ด ง ดั ง รู ป ท่ี  4  จ า ก รู ป เ ร า ไ ด้ ว า ด ก ร า ฟ 
1 ( )

20( ) cos a nn  แ ทน  ( )a n  ทั้ ง น้ี เ พ่ื อ ให้ ก า ร ส่ื อ

ความหมายเก่ียวกบัการตรวจจบัความถ่ีมีความชดัเจนขึ้น จากรูปท่ี 
4 พบว่า อลักอริธึม VBPG จะสามารถคน้หาความถ่ีไดเ้ร็วขึ้นกว่า
อลักอริธึม PG อยา่งมีนยั ขอ้ดีน้ีจะเห็นไดช้ดัเจนขึ้นเม่ือค่าความถ่ีท่ี
ตอ้งการอยูห่่างจากค่าเร่ิมตน้ของการปรับ (0)a  มาก ส าหรับรูปท่ี 
5 นั้ นเป็นกราฟของ ( )n  (เฉล่ียจาก 50 คร้ัง) ของอัลกอริธึม 
VBPG กบั  ของอลักอริธึม PG จากรูปจะพบว่า เม่ืออลักอริธึม 
VBPG ลู่เขา้แลว้ ( ) 0.9n  ดว้ยเหตุน้ีเอง เราจึงไดก้ าหนดให ้

= 0.9  ทั้งน้ีเพ่ือใหก้ารเปรียบเทียบมีความยติุธรรมท่ีสุด 
 

3.2 การตรวจความถี่เชอร์ป (chirp frequency) 
สัญญาณเชอร์ปแบบเชิงเส้นและแบบยกก าลงัสองจะมีรูปแบบ

ดงัสมการ  

2
0

1
( ) cos ( )

2
x n A n n v n , เชิงเส้น 

3
0

1
( ) cos ( )

3
x n A n n v n , ก าลงัสอง 

(28) 
 

(29) 
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รูปที ่4 เปรียบเทียบผลการตรวจจับความถี่คงท่ีไม่ทราบค่าของ
สัญญาณไซน์คล่ืนเดี่ยวระหว่างอัลกอริธึม PG และ VBPG 
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รูปที ่5 เปรียบเทียบค่ารัศมีโพลแบบคงท่ีและแบบปรับค่า 
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เม่ือ 0  คือความถ่ีเร่ิมตน้ (initial frequency)  คืออตัราเชอร์ป 
(chirp rate) ซ่ึงอาจมีค่าเป็นบวกหรือลบก็ได ้ส าหรับความถ่ีชัว่ขณะ 
(instantaneous frequency) ของสัญญาณในสมการท่ี (28) และ (29) 
จะมีค่าเป็น 0 n  และ  2

0 n  ตามล าดบั ในส่วนของ
สัญญาณเชอร์ปเชิงเส้นนั้ นจะก าหนดให้ 2A  0 0  

0  (0) 0.1  0.9 (ส าหรับอัลกอริธึมเกรเดียนต์
ธ ร รมด า )  (0) 0a  0.01a  0.005  2 0.1v  

410 และความยาวขอ้มูลเป็น 10000 ตวัอย่าง ผลจ าลองการ
ท างานแสดงดังรูปท่ี 6 จากรูปจะพบว่า อัลกอริธึมท่ีน าเสนอ
สามารถตรวจจับความถ่ีเชอร์ปเชิงเส้นได้เร็วกว่าอัลกอริธึมเกร
เดียนตธ์รรมดา 

ส าหรับสัญญาณเชอร์ปยกก าลังสองนั้ นจะก าหนดให ้
2A  0 0.5  0  (0) 0.1  0.9

(ส าหรับอัลกอริธึมเกรเดียนต์ธรรมดา) (0) 2a  0.01a  
0.005  2 0.1v  810 และความยาวข้อมูลเป็น 

10000 ตวัอย่าง ผลจ าลองการท างานแสดงดังรูปท่ี 7 จากรูปจะ
พบว่า อลักอริธึมท่ีน าเสนอสามารถตรวจจบัความถ่ีเชอร์ปยก าลงั
สองไดเ้ร็วกว่าอลักอริธึมเกรเดียนตธ์รรมดาเล็กนอ้ย 
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รูปที่ 6 เปรียบเทียบผลการตรวจจับความถี่เชอร์ปเชิงเส้นของ
สัญญาณไซน์คล่ืนเดี่ยวระหว่างอัลกอริธึม PG และ VBPG 
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รูปที ่7 เปรียบเทียบผลการตรวจจับความถี่เชอร์ปยกก าลังสองของ
สัญญาณไซน์คล่ืนเดี่ยวระหว่างอัลกอริธึม PG และ VBPG 

 

4  สรุป 

บทความน้ีน าเสนอการน าอลักอริธึมปรับแบนด์วิดท ์(ปรับ
รัศมีโพล) ของตัวกรองนอตช์มาท างานร่วมกับอัลกอริธึมเกร
เดียนตธ์รรมดา ส่งผลให้อัลกอริธึมเกรเดียนต์มีความเร็วในการลู่
เขา้สู่ค  าตอบเพ่ิมขึ้น โดยเฉพาะอยา่งยิง่เม่ือค าตอบท่ีตอ้งการอยู่ห่าง
จากค่าเร่ิมตน้ของการปรับมาก ทั้งน้ีก็เน่ืองมาจากปากของฟังก์ชนั
ค่าคลาดเคล่ือนมีความกวา้งมากเม่ือก าหนดให้รัศมีโพลมีค่าน้อย 
ท าให้อลักอริธึมเกรเดียนตส์ามารถคน้จุดต ่าสุดไดเ้ร็วขึ้นกว่าการ
ก าหนดใหรั้ศมีโพลมากและเป็นค่าคงท่ีตลอดการใชง้าน  
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