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บททดัย่อ 
บทความนี้น าเสนอระเบียบวิธีแบบก าลังสองเฉลี่ยน้อยที่สุด

ส าหรับก าจัดสัญญาณแทรกสอดรูปคลื่นไซน์ ระบบที่น าเสนอได้
น าตัวก าเนิดสัญญาณแบบคับเปิลมาใช้สร้างสัญญาณอ้างอิงให้แก่
ระบบแทนการสร้างสัญญาณในรูปแบบตาราง ท าให้สามารถลดการ
ใช้หน่วยความจ าเพื่อเก็บข้อมูลลงได้ นอกจากนี้ ยังได้น าเสนอผล

การวเิคราะห์สมรรถนะทางสถิติของระบบในรูปของค่าไบแอสค่า
คลาดเคลื่อนยกก าลังสองเฉลี่ย ค่าขอบเขตสเตปไซส์ และ ค่าเวลา
คงตัว การเปรียบเทียบระหว่างผลทางทฤษฎีและปฏิบัติพบว่ามี
ความสอดคล้องกนั   
 

ค าส าคญั: สัญญาณแทรกสอด, สัญญาณ ECG, ระเบียบวิธีแบบ
ก าลังสองเฉลี่ยน้อยท่ีสุด 
 
ABSTRACT 

This paper presents the least mean square 

algorithm for sinusoidal interference cancellation. The 

proposed method employs the couple-oscillator to 

provide the reference signals instead of lookup table. 

This can reduce the requirement of memory to contain 

the data. Moreover, statistical performance analysis of 

the proposed algorithm is carried out in terms of bias, 

mean square error (MSE), step size bound, and system 

time constant. The comparisons between theoretical 

and simulation results have shown that they are 

agreeable.          
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1. บทน า 
ปัญหาสัญญาณแทรกสอดรูปคล่ืนไซน์จะพบได้บ่อยใน

ระบบส่ือสาร ระบบควบคุม และวิศวกรรมชีวะการแพทย ์เป็นตน้ 
[1] – [2] ปัญหาหน่ึงในวิศวกรรมชีวะการแพทยค์ือ การท่ีสัญญาณ 
50 Hz จากเพาเวอร์ไลน์เหน่ียวน าเขา้ไปรบกวนสัญญาณคล่ืนไฟฟ้า
หวัใจของผูป่้วยขณะบนัทึก [2] วิธีการก าจดัสัญญาณแทรกสอดท่ี
ใชก้นัทัว่ไปคือ ป้อนสัญญาณผา่นเขา้ไปในตวักรองดิจิตอลนอตชท่ี์
มีความถ่ีกลางท่ี 50 Hz [2] ต่อมา วิดโดร (Widrow) และคณะ [3] 
ไดเ้สนอระเบียบวิธีการก าจดัสัญญาณแทรกสอดโดยอาศยัหลกัการ
อนัประกอบดว้ย สัญญาณอา้งอิง วงจรเล่ือนเฟส 90 องศาและตวั
กรองแบบปรับท่ีใชส้ัมประสิทธ์ิสองตวั สัมประสิทธ์ิของตวักรอง
จะถูกปรับอยา่งต่อเน่ืองและเหมาะสมเพื่อปรับขนาดและเฟสของ
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สัญญาณอา้งอิงใหมี้ค่าใกลเ้คียงกบัสัญญาณแทรกสอดให้มากท่ีสุด 
จากนั้น น าสัญญาณท่ีไดไ้ปลบออกจากสัญญาณท่ีไดรั้บ ผลท่ีไดจ้ะ
เหลือเฉพาะสัญญาณท่ีตอ้งการ โดยอาศัยหลกัการใน [3] โซ (So) 
[4] ไดน้ าเสนอระเบียบวิธีในการก าจดัสัญญาณแทรกสอดโดยใช้
อลักอริธึม LMS ในการปรับขนาดและเฟสของสัญญาณอ้างอิง
โดยตรงอย่างต่อเน่ือง ต่อมา ธนันท์ และคณะ [5] ได้น าเสนอ
ระเบียบวิธีการก าจดัสัญญาณแทรกสอดท่ีดดัแปลงจากหลกัการใน 
[3] และ [4] กล่าวคือ ระบบจะสร้างสัญญาณรูปคล่ืนไซน์และ
โคไซน์ท่ีมีเฟสเป็นศูนยแ์ต่ไม่ทราบขนาด จากนั้นจะใช้ระเบียบ
วิธีการ LMS ในการปรับขนาดของสัญญาณอา้งอิงทั้งสอง ถา้เรา
พิจารณาให้รอบคอบ ระเบียบวิธีการใน [5] จะเทียบเคียงกับ
ระเบียบวิธีการใน [3] เม่ือเฟสของสัญญาณอา้งอิงถูกเล่ือนไป 90 
องศาพอดี เม่ือท าการเปรียบเทียบสมรรถนะระหว่างหลกัการใน 
[4] และ [5] พบว่า หลกัการใน [5] สามารถท างานในส่ิงแวดลอ้มท่ี
ขนาดและเฟสของสัญญาณแทรกสอดแปรเปล่ียนตามเวลาไดดี้กว่า
หลกัการใน [4] อย่างไรก็ตาม ขอ้ด้อยส าคญัของหลักการใน [4] 
และ [5] คือ ตอ้งสร้างเวคเตอร์สัญญาณอา้งอิงโคไซน์ความยาว L
ซ่ึงอยูใ่นรูป [1 cos( / )L … cos( ( 1)/ )L L ] ขึ้นมาและน าไปเก็บ
ไวใ้น lookup table ซ่ึงหากตอ้งการให้สัญญาณอ้างอิงมีความ
ละเอียดสูงเราตอ้งก าหนดให้ L  มีค่าสูง ซ่ึงจะส่งผลให้ระบบจะ
ตอ้งการหน่วยความจ าเพ่ิมมากขึ้นดว้ย  

ในบทความน้ีไดน้ าเสนอระเบียบวิธีส าหรับการก าจดัสัญญาณ
แทรกสอดรูปคล่ืนไซน์ที่ปรับปรุงมาจากหลกัการใน [5] โดยไดน้ า
ตวัก าเนิดสัญญาณรูปคล่ืนไซน์แบบคปัเปิล (coupled-oscillator) มา
เป็นแหล่งก าเนิดสัญญาณอา้งอิงแทนการใช ้lookup table ท าใหไ้ม่มี
ปัญหาเร่ืองความละเอียดของสัญญาณอ้างอิง ตวัก าเนิดสัญญาณ
อา้งอิงท่ีน ามาใชจ้ะมีสองเอาตพ์ุตมีเฟสต่างกนั 90 องศา และมีขนาด
ท่ีสามารถก าหนดไดจ้ากค่าเง่ือนไขเร่ิมตน้ (initial condition) ซ่ึงใน
บทความน้ีจะก าหนดใหข้นาดมีค่าเป็นหน่ึงเท่านั้น สัญญาณเอาตพ์ตุ
ทั้งสองของตัวก าเนิดสัญญาณแบบคัปเปิลจะถูกน าไปคูณกับ 
สัมประสิทธ์ิท่ีถูกปรับโดยระเบียบวิธีแบบ LMS เหมือนในบทความ 
[5] หลังจากนั้นน าสัญญาณทั้งสองมารวมกันและน าไปลบกับ
สัญญาณท่ีรับได ้หากระบบลู่เขา้ สัญญาณแทรกสอดก็จะถูกก าจดั
ท้ิงไปในท่ีสุด บทความน้ียงัไดแ้สดงผลการวิเคราะห์ทางสถิติของ 
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รูปที ่1 ระเบียบวิธีการก าจัดสัญญาณแทรกสอดรูปคล่ืนไซน์ 

 
ระเบียบวิธีการท่ีน าเสนอในรูปของค่าเฉล่ียและค่าความแปรปรวน
ของสัมประสิทธ์ิ ค่าขอบเขตสเตปไซส์ และ ค่าเวลาคงตวั ซ่ึงพบว่า
ผลท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์สอดคลอ้งกับผลจ าลองการท างานด้วย
คอมพิวเตอร์  

 

2.  ระเบียบวธิีการทีน่ าเสนอ 

แบบจ าลองของระบบก าจดัสัญญาณแทรกสอดแสดงดงัรูปท่ี 1 
จากรูปท่ี 1 ( )d n  คือสัญญาณท่ีตอ้งการ ( )i n  คือสัญญาณแทรก
สอดรูปคล่ืนไซน์ท่ีทราบความถ่ี 0  และไม่ทราบค่าท่ีแน่นอน
ของขนาด A  และมุม 3  และมีค่าดงัสมการ 
  

0( ) cos( )i n A n       (1) 
 
( ) ( ) ( )r n d n i n       (2) 

 
คือสัญญาณท่ีรับได้ การก าจดัสัญญาณแทรกสอด ( )i n  ออกจาก
สัญญาณท่ีรับได ้ ( )r n  ท าไดโ้ดยการประมาณค่าสัญญาณแทรก
สอดขึ้นมาโดยอาศยัแบบจ าลองต่อไปน้ี 
 

0 0( ) ( )cos ( )sini n a n n b n n       (3) 
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โดยท่ี ( )a n  และ ( )b n  คือสัมประสิทธ์ิแปรตามเวลาของระบบท่ี
จะถูกปรับโดยระเบียบวิธีแบบ LMS สัมประสิทธ์ิทั้งสองน้ีจะมี
ความสัมพนัธ์กบั A  ตามสมการ 
 

2 2( ) ( )A a n b n       (4) 

 
จากสมการท่ี (3) สัญญาณ 0cos n  และ 0sin n  ตามบทความ 
[5] จะถูกสร้างขึ้ นท่ีปลายทางโดยอาศัย lookup table แต่ใน
บทความน้ีได้น าตวัก าเนิดรูปคล่ืนไซน์แบบคปัเปิล [7] มาใชเ้พื่อ
สร้างสัญญาณอา้งอิงทั้งสองแทนการใช ้lookup table ดงันั้น จาก
รูปท่ี 1 เราสามารถเขียนสมการท่ี (3) ไดใ้หม่เป็น 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )c si n a n y n b n y n  (5) 

 
เม่ือ 0( ) coscy n n  และ 0( ) sinsy n n  คือเอาต์พุตทั้ง
สองของตวัก าเนิดคล่ืนไซน์แบบคปัเปิล ซ่ึงมีสมการของระบบดงัน้ี 
 

0 0( ) cos ( 1) sin ( 1)c c sy n y n y n  
 

0 0( ) sin ( 1) cos ( 1)s c sy n y n y n  

(6.1) 
 

(6.2) 
 
เน่ืองจากระบบในสมการท่ี (6) ไม่มีอินพุต ดงันั้นเพ่ือให้ระบบ
สร้างสัญญาณรูปคล่ืนไซน์ออกมาเราตอ้งก าหนดเง่ือนไขเร่ิมตน้
ของระบบดังน้ี  0( 1) coscy  และ 0( 1) sinsy  
จะเห็นว่าด้วยการใช้ตวัก าเนิดสัญญาณแทน lookup table จะ
สามารถลดปัญหาความแม่นย  า ( resolution) ของสัญญาณลงได ้
นอกจากน้ียงัใชห้น่วยความจ าน้อยลงดว้ย กล่าวคือ ในขณะท่ีการ
ใช ้lookup table ตอ้งการหน่วยความจ าจ านวน L  หน่วยแต่ตวั
ก า เ นิ ดค ล่ืนไซน์ แบบคับ เ ปิลตามสมการ ท่ี  ( 6 )  ต้อ งก า ร
หน่วยความจ า เพี ย งแค่  2  หน่วย เพื่ อ เก็ บ  ( 1)cy n  และ 

( 1)sy n  เท่านั้น  

สัมประสิทธ์ิ ( )a n  และ ( )b n  จะถูกปรับไปจนกระทัง่ท าให้
ค่ายกก าลงัสองเฉล่ีย (mean square error) ชัว่ขณะของสัญญาณ 

( )d n  มีค่าต ่าสุด โดยอาศยัระเบียบวิธีแบบ LMS ดงัน้ี 
 

( )
( 1) ( ) ( )

( )

d n
a n a n d n

a n
 

( )
( 1) ( ) ( )

( )

d n
b n b n d n

b n
 

(7.1) 
 

(7.2) 

 
โดยท่ี  
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c s

d n r n i n

r n a n y n b n y n
 

 
(8) 

 
และ  คือค่าสเตปไซส์ เป็นจ านวนจริงบวก เม่ือแทนค่าใน
บรรทดัท่ี 2 ดา้นขวาของสมการท่ี (8) ลงในสมการท่ี (7) ผลท่ีไดค้ือ 
 

( 1) ( ) ( ) ( )ca n a n d n y n  
 

( 1) ( ) ( ) ( )sb n b n d n y n  

(9.1) 
 

(9.2) 
  
อน่ึง ระเบียบวิธีการปรับสัมประสิทธ์ิ ( )a n  และ ( )b n  ตาม
สมการ ท่ี  ( 9)  จะ เห มือนกับระเ บียบวิ ธี ใน [5] ถ้าแทน 

0( ) coscy n n  และ 0( ) sinsy n n  
 

3. การวเิคราะห์สมรรถนะ 
หัวขอ้น้ีน าเสนอการวิเคราะห์และผลการวิเคราะห์สมรรถนะ

ทางสถิติของระเบียบวิธีท่ีน าเสนอ โดยปริมาณทางสถิติท่ีเราสนใจ
จะประกอบดว้ยค่าไบแอส (bias) ค่าคลาดเคล่ือนก าลังสองเฉล่ีย
ของ ( )a n  และ ( )b n  (mean square error หรือ MSE) ค่าเวลาคง
ตวั (time constant หรือ ) และค่าขอบเขตของ สเตปไซส์   
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3.1  ค่าไบแอส 

ก่อนท่ีจะค านวณหาค่าต่างๆ ดงักล่าวเราจะตั้งสมมิฐานส าหรับ
การวิเคราะห์สองขอ้ใหแ้ก่สัญญาณคลาดเคล่ือน ( )d n  ดงัน้ี 
 

ส.1 ระบบไดเ้ขา้สู่สถานะอยูต่วั (steady state) 
ส.2 สัมประสิทธ์ิแต่ละตัวเป็นอิสระจากกัน ท าให้สมมติได้ว่า 

ในขณะค านวณสัมประสิทธ์ิตวัหน่ึง สัมประสิทธ์ิตวัอ่ืนไดถู้ก
ประมาณค่าอย่างสมบูรณ์แลว้ (คือระบบสามารถประมาณค่า
ไดเ้ท่ากบัค่าท่ีแทจ้ริง) 

 
จากสมมติฐานสองขอ้ดงักล่าว ท าให้เราสามารถเขียนสมการของ
สัญญาณคลาดเคล่ือนที่สถานะอยูต่วัไดว้่า 
 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )s c s sd n d n a y n b y n i n  (10) 
 
เม่ือตวัหอ้ย s  แทน steady state และ 
 

0( ) ( ) ( ) ( )s c si n a n y n b y n  (11) 
 
จากสมการท่ี (11) เราก าลงัสนใจสัมประสิทธ์ิ ( )a n  ดงันั้น จาก
สมมติฐาน ส.2 ท าใหเ้ราสามารถแทน ( )b n  ดว้ย 0b  และเม่ือแทน
ค่าในสมการท่ี (11) ลงในสมการท่ี (10) ผลท่ีไดค้ือ 
 

0( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s c

a c

d n d n a a n y n

d n n y n
 

(12) 

 
โดยท่ี 0( ) ( )a n a a n  คือคลาดเคล่ือนจากการประมาณของ 
( )a n  หลังจากท่ีได้ค่าสัญญาณคลาดเคล่ือนท่ีสถานะอยู่ตวัตาม

สมการท่ี (12) ต่อไปจะกลบัไปพิจารณาสมการท่ี (9.1) และท าการ
คูณตลอดสมการดว้ย -1 จากนั้นน าค่า 0a  ไปบวกทั้งสองขา้ง แทน 
( )d n  ดว้ย ( )sd n  และสุดทา้ยหาค่าเฉล่ีย จะได ้
 

( )

( 1) ( ) ( ) ( )a a s c

I n

E n E n E d n y n  (13) 

 
โดยท่ี E  คือตวัด าเนินการหาค่าคาดหวงัทางสถิติ และพบว่า 
 

1
( ) ( )

2 aI n E n  (14) 

 
การได้มาซ่ึงสมการท่ี (14) ไดส้มมติว่า ( )d n  และ ( )cy n  ไม่มี
ความเก่ียวพนัธ์กันทางสถิติ เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (14) ลงใน
สมการท่ี (13) จะได ้
 

1
( 1) 1 ( )

2

( )

a a

a

E n E n

E n
 

 
(15) 

 
เม่ือ 1 /2  ถา้สมมติว่า ( )a n  เปล่ียนตามเวลาอย่างชา้ 
ๆ เราสามารถเขียนสมการท่ี (15) ไดใ้หม่เป็น 
 

( 1) ( )a an n  (16) 
  
จากสมการท่ี (16) พบว่ามีรูปแบบเป็นสมการผลต่างอนัดบัหน่ึงเอก
พนัธุ์ ซ่ึงผลเฉลยของสมการน้ีจะขึ้นกับเง่ือนไขเร่ิมตน้ ( 1)a  
เท่านั้นซ่ึงมีรูปแบบเป็น 
 

( ) n
a n K  (17) 

 
เม่ือ K  เป็นค่าคงท่ีและสามารถหาค่าไดจ้ากเง่ือนไขค่าเร่ิมตน้ เม่ือ
แทนค่าในสมการท่ี (17) ลงในสมการท่ี (16) และจดัรูปใหม่จะได ้
 

1 0n nK K  (18) 
 
จากสมการท่ี (18) พบว่า  หลงัจากแทนลงในสมการท่ี (17) 
จะได ้
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( ) n
a n K  (19) 

 
ก าหนดใหค้่าเร่ิมตน้ของ ( )a n  เป็น ( 1)a  และค านวณสมการ
ท่ี (19) ท่ี 1n  ไดผ้ลเป็น 
 

1( 1)

( 1)

a

a

K

K
 

 
(20) 

 
แทนค่าในสมการท่ี (20) ลงในสมการท่ี (19) ผลท่ีไดค้ือ 
 

1( ) ( 1) na an  (21) 
 
จากสมการท่ี (21) ท าให้เราสามารถหาผลเฉลยของสมการท่ี (15) 
ไดเ้ป็น 
 

1( ) ( 1) na aE n  (22) 
 

จากสมการท่ี (15) จะพบว่า ระบบจะมีเสถียรภาพเม่ือ 0 1  
ดงันั้น [ ( )] 0aE n  เม่ือ n  ท าให้เราทราบว่า ระเบียบ
วิธี น้ีไร้ค่าไบแอสและการท่ี  0 1  ท าให้เราทราบค่ า
ขอบเขตของ สเตปไซส์อีกดว้ย ดงัน้ี 

 

0 2  (23) 
 

จากสมการท่ี (22) เน่ืองจาก  จะลดลงแบบเอกซ์โพเนนเชียล 
ดงันั้นเราสามารถเขียนไดว่้า 

 
1/e  (24) 

 
เม่ือ  คือค่าเวลาคงตวั เม่ือแกส้มการท่ี (24) เพื่อหาค่าเวลาคงตวั 
 ไดผ้ลเป็น 

  
1

ln
 (ตวัอยา่ง) (25) 

เม่ือ ln loge  จากค่าเวลาคงตวัในสมการท่ี (25) ท าให้เรา
สามารถท านายค่าเวลาท่ีระบบจะเขา้สู่สถานะอยู่ตวัได ้กล่าวคือ 
โดยทัว่ไปจะก าหนดให้เวลาท่ีคิดเป็น 5 เท่าของค่าเวลาคงตวัเป็น
เวลาเร่ิมตน้ท่ีระบบเขา้สู่สถานะอยูต่วั 

เม่ือด าเนินการค านวณเดียวกนัน้ีกบัสัมประสิทธ์ิ ( )b n  เราจะได้
ค่าไบแอสดงัน้ี 

 
1( ) ( 1) nb bE n  (26) 

 
โดยท่ี 0( ) ( )b n b b n  คือคลาดเคล่ือนประมาณของ ( )b n  
และ ( 1)b  คือค่าเร่ิมตน้ของ ( )a n  จากสมการท่ี (26) พบว่ามี
รูปแบบเดียวกบัไอแอสของ ( )a n  ดงันั้นถา้ก าหนดให้สเตปไซส์
ส าห รับป รับ  ( )a n  และ  ( )b n  เ ป็นตัว เ ดี ยวกัน  จะท า ให้
สัมประสิทธ์ิทั้งสองลู่เขา้สู่ค่าท่ีแทจ้ริงโดยใชเ้วลาท่ีเท่ากนั 

3.2  ค่า MSE 

ต่อไปจะหาค่าคลาดเคล่ือนก าลังสองเฉล่ียของ ( )a n  และ 
( )b n (ต่อไปจะเรียกสั้นๆ ว่า ค่า MSE) โดยจะสมมติว่าค่าท่ีแทจ้ริง

ของสัมประสิทธ์ิทั้งสองคือ 0a  และ 0b  ตามล าดบั ดงันั้นค่า MSE 
จะมีค่าเป็น  
 

2 2
0[ ( ) ] [ ( )]aE a a n E n  

 
2 2

0[ ( ) ] [ ( )]bE b b n E n  

(26.1) 
 

(26.2) 

  
ในการค านวณหาค่า MSE นั้นเราจะน าสมมิฐาน ส.1 ส.2 และ
สมการท่ี (10) - (12) มาใชอี้กคร้ังหน่ึง 

จากสมการท่ี (13) ก่อนท่ีจะท าการหาค่าเฉล่ีย เราจะยกก าลัง
สองทั้งสองขา้งก่อน หลงัจากนั้นจึงหาค่าเฉล่ีย ผลจากการกระท าน้ี
คือ 
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1

2

22

2

( )

2 2 2

( )

( 1) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

a a s c

a a s c

I n

s c

I n

E n E n d n y n

E n E n d n y n

E d n y n

 

 
 
 

(27) 

 
โดยท่ี    
 

2
1

1
( ) ( )

2 aI n E n  

 
2

2
1 3

( ) (0) ( )
2 8dd aI n R E n  

(28) 
 

(29) 

 
เม่ือ ( ) [ ( ) ( )]ddR m E d n d n m  คือฟังก์ชันอัตสหสัมพนัธ์
ของ ( )d n  ท่ีผลต่างเวลา m  เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (28) – (29) 
ลงในสมการท่ี (27) ผลท่ีไดค้ือ 
 

2 2 2 2

2
21 22

3 1
( 1) 1 ( ) (0)

8 2

( )

a a dd

a

E n E n R

E n

 
 

(30) 

 
เม่ือ 

2
21

2
22

3
1

8
1

(0)
2 ddR

 

 
สมการท่ี (30) เป็นสมการผลต่างอันดบัหน่ึงทัว่ไปท่ีมีอินพุตเป็น 

22  และมีเอาตพ์ุตเป็น 2( )aE n  ก่อนท่ีจะแกส้มการเพื่อหาค่า

ผลเฉลย เราจะสมมติว่า 2( )a n  เปล่ียนตามเวลาอย่างชา้ๆ ท าให้
สามารถประมาณสมการท่ี (30) ไดว้่า 
  

2 2
21 22( 1) ( )a an n  (31) 

 

จากนั้นจะแกส้มการโดยสมมติใหผ้ลเฉลยมีค่าดงัน้ี 
 

2( ) ( ) ( )a c pn y n y n  (32) 
 
เม่ือ ( )cy n  คือผลเฉลยเติมเต็ม (complementary solution) และ 

( )py n  คือผลเฉลยเฉพาะ (particular solution) โดยจะสมมติให ้

 
( ) n
cy n B  (33) 

 
เม่ือ B  เป็นค่าคงท่ี ผลเฉลยน้ีสามารถหาไดโ้ดยการละเลยพจน์ท่ี
สองดา้นขวาของสมการท่ี (31) เม่ือจดัรูปสมการใหม่และแทนค่า
ในสมการท่ี (33) ลงไปจะไดผ้ลเป็น 
 

1
21

21

0

0

n n

n

B B

B
 

 
(34) 

 
จากสมการท่ี (34) จะพบว่า 21  เม่ือแทนลงในสมการท่ี (33) 
จะไดผ้ลเฉลยเติมเตม็ดงัน้ี 
 

21( ) n
cy n B  (35) 

 
ต่อไปจะหาค่าผลเฉลย ( )py n  จากสมการท่ี (31) เราพบว่า 22  

เป็นอินพุตของสมการ ดงันั้นจะสมมติว่า 22( )py n C  โดยท่ี 

C  เป็นค่าคงท่ี จากนั้นแทนลงในสมการท่ี (31) จะได ้
 

22 21 22 22

21

21

1

1

1

C C

C C

C

 
 
 

(36) 

ดงันั้นจะพบว่า 
 

22
21

1
( )

1py n  (37) 
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และจะไดผ้ลเฉลยรวมเป็น 
 

2
21 22

21

1
( )

1
n

a n B  (38) 

 
ขณะน้ีเรามีตวัแปรท่ีไม่ทราบค่าคือ B  ซ่ึงจะสามารถหาไดจ้ากค่า
เร่ิมตน้ 2( 1)a  ผ่านทางผลตอบสนองอินพุตศูนย์ (zero input 
response) ( )ziy n  ซ่ึงมีค่าดงัน้ี 
 

21( ) n
ziy n B  (39) 

 
ก าหนดให้ค่าเร่ิมตน้ของ 2( )a n  เป็น 2( 1)a  จากนั้ นค านวณ
สมการท่ี (39) ท่ีเวลา 1n  และหาค่า B  ไดผ้ลเป็น 
 

2
21( 1)aB  (40) 

 
แทนค่าในสมการท่ี (40) ลงในสมการท่ี (39) จะได ้
 

2 1
21( ) ( 1) nzi ay n  (41) 

 
ต่อไปจะหาผลตอบสนองสถานะศูนย์ (zero state response) 

( )zsy n  ซ่ึงสามารถหาค่าได้โดยการค านวณสมการท่ี (38) ท่ี 
1n  และก าหนดให้ 2( 1) 0a  หลังจากนั้นแก้สมการ

เพื่อค่า B  จะได ้
 

21 22
21

1

1
B  (42) 

 
ดงันั้นผลเฉลยสถานะศูนยค์ือ 
 

1
22 21 22

21 21

1 1
( )

1 1
n

zsy n  (43) 

 
สุดทา้ยผลเฉลยรวมจะมีค่าเป็น 
 

2

2 1 1
22 2221 21

21 21

2 1
22 2221

21 21

( ) ( ) ( )

1 1
( 1)

1 1

1 1
( 1)

1 1

a zi zs

n n
a

n
a

n y n y n

 

 
 
 

(44) 

 
หรือ 
 

2 2 1
21

2 1
21

1 1
( ) ( 1) (0)

3 21
8

1 1
(0)

3 21
8

( 1) (0) (0)

n
a a dd

dd

n
a dd dd

n R

R

DR DR

 

 
 
 
 
 

(45) 

 
เม่ือ (1/2)/ 1 3 /8D สุดทา้ยจะไดค้่า MSE ท่ีตอ้งการ

ส าหรับสัมประสิทธ์ิ ( )a n คือ 
 

2 2 1
21( ) ( 1) (0) (0)n

a a dd ddE n DR DR  (46) 

 
จากสมการท่ี (46) พบว่า 21 0  เม่ือ n  ดงันั้นจะไดว้่า 
 

2( ) (0)a ddE DR  (47) 

 
จะเห็นว่า ค่า MSE ของสัมประสิทธ์ิท่ีไดจ้ากระเบียบวิธีท่ีน าเสนอ
จะขึ้นตรงกบัสเตปไซส์และค่าฟังกช์นัอตัสหสัมพนัธ์ของสัญญาณ 
( )d n  ท่ีเวลา 0m  
ประยกุตห์ลกัการเดียวกนัน้ีกบัสมการท่ี (9.2) เราจะได ้
 

2 2 1
21( ) ( 1) (0) (0)n

b b dd ddE n DR DR  (48) 

 
ท่ีสถานะอยูต่วัเม่ือ n  จะไดว้่า 
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2( ) (0)b ddE DR  (49) 

 
ซ่ึงพบว่า MSE ของสัมประสิทธ์ิทั้งสองตวัมีค่าเท่ากนั  

4. ผลจ าลองการท างาน 
ในหวัขอ้น้ีจะเร่ิมดว้ยการจ าลองการท างานของระเบียบวิธีการ

ก าจดัสัญญาณแทรกสอดรูปคล่ืนไซน์เพื่อพิสูจน์ความถูกตอ้งของ
ผลการวิเคราะห์ โดยจะได้แสดงผลการเปรียบเทียบค่าในทาง
ทฤษฎีและปฏิบตัิของ ไบแอส MSE และความเร็วการลู่เขา้ของ
ระบบ สุดท้ายจะแสดงการประยุกต์ใช้งานส าหรับการก าจัด
สัญญาณแทรกสอดรูปคล่ืนไซน์ท่ีเกิดขึ้นในระบบบนัทึกสัญญาณ
คล่ืนไฟฟ้าหวัใน (electrocardiogram หรือ ECG) 

4.1  ค่าไบแอสและ MSE 

เพื่อท่ีจะเปรียบเทียบผลการศึกษาทางทฤษฎีท่ีวิเคราะห์ได้กบั
ผลท่ีได้จากการจ าลองการท างานของระบบ เราจะก าหนดให้
สัญญาณท่ีตอ้งการ ( )d n  เป็นสัญญาณรบกวนขาวแบบเกาส์เซียน
ท่ีมีค่าเฉล่ียเป็นศูนยแ์ละมีค่าความแปรปรวนเป็น 2  การก าหนด
เช่นน้ีจะท าให้เราสามารถวัดสมรรถนะของระบบได้ง่ายและ
แม่นย  า ทั้งน้ีเพราะในทางปฏิบติั สัญญาณท่ีตอ้งการมกัมีรูปแบบท่ี
ไม่แน่นอน เช่นสัญญาณภาพ สัญญาณเสียง สัญญาณ ECG หรือ
สัญญาณขอ้มูลต่างๆ เป็นตน้ จึงเป็นการยากท่ีจะท าการทดลองดว้ย
กบัสัญญาณดงักล่าว  

ในการทดลองไดก้ าหนดให้สัญญาณแทรกสอดรูปคล่ืนไซน์มี
ความถ่ีคงท่ีเป็น 0  50 Hz ขนาด 1A  มุม /4  
ความถ่ีชักตัวอย่าง sf 1 kHz ส่วนตัวแปรของระบบได้
ก า หนดให้ ส เตปไซ ส์  0 . 1  ค่ า เ ร่ิ มต้นขอ งกา รป รับ 
( 1) ( 1) 0a b  ส่ ว น สั ญญาณ ท่ี ต้อ งก า ร  ( )d n  ไ ด้

ก าหนดให้มีความแปรปรวนเป็น 2 1 ดว้ยกับความยาว 200 
ตวัอย่าง และมีรูปแบบ (trial) แตกต่างกนั 1000 รูปแบบ ผลการ
ทดลองท่ีได้ทั้ งหมดได้ถูกน าไปหาค่าเฉล่ียแบบแอนแซมเบิล 
(ensemble average)  

ปัญหาในการทดลองน้ีคือ เราไม่สามารถหาค่าท่ีแทจ้ริงของ 
( )a n  และ ( )b n  ได้ เ ร าทราบแต่ เพี ยงความสัมพันธ์ ของ

สัมประสิทธ์ิทั้ งสองตามสมการท่ี (4) เท่านั้ น ทั้ งน้ี เน่ืองจาก
สัมประสิทธ์ิทั้งสองไม่ไดเ้ป็นขนาดขององคป์ระกอบไซน์และโค

ซายน์ของสัญญาณแทรกสอดตามสมการท่ี (1) แต่มนัทั้งสองเป็น
สัมประสิทธ์ิของระบบท่ีใชส้ าหรับประมาณค่าสัญญาณแทรกสอด 
ซ่ึงจะมีค่าเปล่ียนแปลงไปตามขนาด A  และ  ท่ีแทจ้ริงของ
สัญญาณแทรกสอด ดว้ยเหตุน้ี เราจึงไม่สามารถทราบค่าล่วงหน้า
ได้ ดังนั้ นส าหรับค่า  A  และ  ค่าหน่ึงจะให้ค่าท่ีแท้จริงเป็น 

0( )a n a  และ 0( )b n b  ส าหรับในการทดลองน้ีเราพบว่า 

0a 0.45399... และ 0b -0.89100... จะเห็นว่าค่าท่ีได้มีจุด
ทศนิยมไม่รู้จบ อยา่งไรก็ตาม เราจะใชค้่าประมาณถึงทศนิยมหลกั
ท่ีสามเท่านั้ น ดังนั้ น จะได้ค่า 0a 0.454 และ 0b -0.891 
ดงันั้นท าใหเ้ราทราบว่า ในช่วงเร่ิมตน้ของการปรับ ค่าไบแอสและ 
MSE จะมีค่าเป็น { 0 0,a b }และ { 2 2

0 0,a b }ตามล าดับ และเรา
สามารถท านายไดว้่า เม่ือ n  ค่า MSE (มีค่าเดียวตามสมการ
ท่ี (47) และ (49)) จะมีค่าเป็น MSE = 0.052 ส่วนผลท่ีไดจ้ากการ
ทดลองจะมีค่าเป็น MSE 0.056a  และ MSE 0.049b  
ซ่ึงคลาดเคล่ือนไปจากค่าท่ีวิเคราะห์ได้ไปเล็กน้อย รูปท่ี 2 แสดง
การเปรียบเทียบผลการวิเคราะห์เทียบกบัผลการทดลองค่าไบแอส 
(รูป a) และ MSE (รูป b) จากรูป a พบว่าไบแอสจะลดลงไปสู่ค่า
ศูนยเ์ม่ือเวลาเพ่ิมขึ้น และพบว่าผลการค านวณสามารถติดตมผล
ทางปฏิบตัิไดแ้ม่นย  า ส าหรับรูป b แสดงค่า MSE เราจะพบว่าค่า 
MSE ของสัมประสิทธ์ิทั้งสองจะลู่เขา้สู่ค่าจ ากดัตามสมการท่ี (47) 
และ (49) โดยผลจากการทดลองและทฤษฎีก็มีความสอดคลอ้งกนั 
จากสมการท่ี (25) เราสามารถท านายไดว้่า ระบบจะเขา้สู่สถานะอยู่
ตวัท่ี n -5/ln(1- /2) 98 ตวัอย่าง ซ่ึงเม่ือพิจารณาจากรูปท่ี 
2a หรือ 2b จะพบว่าสอดคลอ้งกนั รูปท่ี 3 แสดงการเปรียบเทียบค่า 
MSE ท่ีสถานะอยู่ตวัเทียบกับ (0)ddR  พบว่าค่าท่ีค  านวณได้
สามารถติดตามผลท่ีไดจ้ากการทดลองไดอ้ย่างใกลชิ้ด และพบว่า 
เม่ือ (0)ddR  ลดลงน้อยกว่า 0.2 เป็นตน้ไป จะส่งผลให้ MSE 
ลดลงอยา่งรวดเร็ว ในทางกลบักนั MSE จะค่อยๆ เพ่ิมขึ้นอย่างชา้ๆ 
ส่วนรูปท่ี 4 แสดงการเปรียบเทียบค่า MSE ท่ีสถานะอยู่ตวัเทียบกบั 

 พบว่าค่าท่ีค  านวณไดส้ามารถติดตามผลท่ีไดจ้ากการทดลองได้
อย่างใกลชิ้ดเช่นกนั และพบว่า MSE แปรผนัตามค่า  แบบเชิง
เส้น คือเม่ือค่า  ลด MSE ก็ลดตาม ในทางกลบักัน MSE จะ
เพ่ิมขึ้น 
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รูปที่ 2 เปรียบเทียบค่าไบแอส (a) และค่า MSE (b) ท่ีได้จากการ
ค านวณและการทดลอง 
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รูปที่ 3 เปรียบเทียบค่า MSE ท่ีได้จากการค านวณและการทดลอง
เทียบกับ (0)ddR  เม่ือ = 0.1 
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รูปที่ 4 เปรียบเทียบค่า MSE ท่ีได้จากการค านวณและการทดลอง
เทียบกับ  เม่ือ (0)ddR = 1 

4.2  การก าจัดสัญญาณแทรกสอดในสัญญาณ ECG 

ในหัวข้อน้ีจะแสดงผลการน าระเบียบวิธีท่ีน าเสนอไปใช้
ส าหรับก าจดัสัญญาณแทรกสอดจากเพาเวอร์ไลน์ 220 โวลต ์50 Hz 
ท่ีเหน่ียวน าเขา้ไปรบกวนสัญญาณคล่ืนไฟฟ้าหัวใจของผูป่้วยขณะ
ท าการวดัหรือบนัทึก 

ในการทดลองน้ีเราน าสัญญาณ ECG มาตรฐานจากเคร่ือง
ก าเนิดสัญญาณขนาด 1 โวลตค์วามถ่ี 2 Hz ส่วนสัญญาณแทรกสอด
ก าหนดใหเ้ป็นสัญญาณรูปคล่ืนไซน์ความถ่ีคงท่ี 50 Hz ขนาดและ
มุมเปล่ียนตามเวลา รูปท่ี 5a แสดงสัญญาณ ECG ส่วนรูปท่ี 5b 
แสดงสัญญาณ ECG ท่ีถูกรบกวนดว้ยสัญญาณแทรกสอดรูปคล่ืน
ไซน์ดงักล่าว จากนั้นบนัทึกสัญญาณในรูปท่ี 5b ลงคอมพิวเตอร์
ดว้ยอตัราชกัตวัอยา่ง 1 kHz และน าไปป้อนให้กบัระบบท่ีตอ้งการ
ทดสอบ ซ่ึงผลการจ าลองการท างานแสดงดงัรูปท่ี 6 โดยรูปท่ี 6a 
เป็นผลการทดลองท่ีไดร้ะบบท่ีน าเสนอ รูปท่ี 6b ไดจ้ากบทความ 
[5] และ รูปท่ี 6c ไดจ้ากบทความ [4] อน่ึง ในการทดลองน้ีได้
ก าหนดให้ค่าสเตปไซส์ของทุกระบบมีค่าเป็น =0.1 จากการ
ประเมินผลการทดลองในรูปท่ี 6 เราจะเห็นว่า ระบบท่ีน าเสนอและ
ระบบในบทความ [5] สามารถก าจัดสัญญาณแทรกสอดได้เร็ว
ใกลเ้คียงกนั และทั้งคู่มีอตัราลู่เขา้ท่ีเร็วกว่าระเบียบวิธีในบทความ 
[4]  



78         ENGINEERING TRANSACTIONS, VOL. 14, NO.2 (31) JULY-DEC 2011. 

 

0 500 1000 1500 2000 2500
-0.5

0

0.5

1

1.5

Time index  n

(a)

0 500 1000 1500 2000 2500
-1

0

1

Time index  n

(b)

 
รูปที ่5 (a) สัญญาณ ECG มาตรฐาน (b) สัญญาณ ECG ท่ีถูกแทรก
สอด 
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รูปที่ 6 ผลการก าจัดสัญญาณแทรกสอดท่ีได้จาก (a) ระบบท่ี
น าเสนอ (b) ระบบในความท่ี [5] และ (c) ระบบในบทความท่ี [4] 

4  วจิารณ์และสรุป 

ในบทความน้ีได้น าเสนอระเบียบวิธีส าหรับก าจัดสัญญาณ
รูปคล่ืนไซน์แบบปรับตัว โดยได้น าเสนอการใช้งานตวัก าเนิด
สัญญาณอา้งอิงรูปคล่ืนไซน์แบบคบัเปิลแทนการใช ้lookup table ท่ี
ตอ้งการหน่วยความจ ามากหากตอ้งการให้สัญญาณอา้งอิงมีความ
ละเอียดสูง หลกัการท่ีน าเสนอน้ีไม่ไดช่้วยเพ่ิมสมรรถนะดา้นอ่ืน ๆ 
ของระบบก่อนหนา้ อยา่งไรก็ตาม ในบทความน้ีไดเ้พ่ิมรายละเอียด
ท่ีส าคญัลงไป กล่าวคือ ไดน้ าเสนอการวิเคราะห์สมรรถนะทางสถิติ
ของระบบเขา้มาดว้ย ซ่ึงการวิเคราะห์น้ียงัไม่เคยถูกน าเสนอมาก่อน
หนา้น้ี โดยวิธีการและผลการวิเคราะห์ตามท่ีไดน้ าเสนอไปแลว้นั้น

พบว่ามีความสอดคลอ้งกบัผลจ าลองการท างานมาก ท าให้สามารถ
เขา้ใจพฤติกรรมของระบบได้ดียิ่งขึ้น แต่อย่างไรก็ตาม ในทาง
ปฏิบตัิเราจะพบว่า การก าจดัสัญญาณแทรกสอดเป็นปัญหาท่ียาก
และทา้ทา้ย ทั้งน้ีเพราะโดยทัว่ไปมกัจะไม่ทราบค่าความถ่ี ขนาด 
และเฟส ท่ีแน่นอนได้ ระบบท่ีน าเสนอในบทความน้ีไดส้มมติว่า
ความถ่ีของสัญญาณแทรกสอดเป็นค่าคงท่ี ท าให้การแก้ปัญหา
สัญญาณแทรกสอดง่ายขึ้นมาก การพฒันาระเบียบวิธีการท่ีน าเสนอ
ใหส้ามารถใชไ้ดก้บักรณีท่ีไม่ทราบค่าความถ่ีท่ีแน่นอนเป็นหวัขอ้ท่ี
จะท าวิจยัในอนาคตต่อไป 
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