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บทคัดย่อ 

วัตถุประสงค์หลักของบทความนี้คือ เพือ่น าเสนอการวิเคราะห์
การสั่นของระบบ 1 ดีกรีอิสระที่มีการหน่วงแบบคูลอมบ์และการ
หน่วงเชิงโครงสร้าง สมการรูปแบบปิดในพจน์ของขนาดการสั่น
หรือตัวประกอบขยายและมุมเฟสได้มีการพิสูจน์ไว้ เนื่องจาก
ความยุ่งยากและความซับซ้อนในการหาค่าการหน่วงในระบบที่มี
การใช้งานในทางปฏิบัติหลักการของสัมประสิทธิ์การหน่วงแบบ
หนืดเทียบเท่าได้น าเสนอและอธิบายถึงวิธีการจัดการและการ
ได้มาซึ่งค่าสัมประสิทธิ์อย่างถูกต้อง ได้พบข้อสังเกตที่ส าคัญของ
ผลลัพธ์และมีการอภิปรายอย่างละเอียดไว้ ณ ที่นี้ 

 

ค าส าคัญ: การวิเคราะห์การสั่น ระบบ 1 ดีกรีอิสระ การหน่วงแบบคู
ลอมบ์  การหน่วงเชิ ง โครงสร้ าง  ตัวประกอบขยาย  มุมเฟส 
สัมประสิทธิ์การหน่วงแบบหนืดเทียบเท่า 
 
ABSTRACT 

The principal objective of this paper is to deal with 

the vibration analysis of single degree of freedom 

system with Coulomb damping and structural 

damping. Closed-form expressions in terms of 

vibration amplitude or magnification factor and phase 

angle are derived. Due to the difficulty and complexity 

in determining the damping value in practical systems, 

concepts of equivalent viscous damping coefficient are 

introduced and explained that how to treat and receive 

this coefficient properly. Important observations are 

found and clearly discussed herein. 

 

 

Keywords: Vibration Analysis, SDOF System, Coulomb 

Damping, Structural Damping, Magnification Factor, 

Phase Angle, Equivalent Viscous Damping Coefficient 

 

1. บทน า 

จากการวิ เคราะห์การตอบสนองต่อการสั่ น  (Vibration 
responses) ท้ังที่เป็นแบบอิสระและแบบถูกบังคับของระบบ 1 ดีกรี
อิสระท่ีมีการหน่วงน้อย (Underdamped SDOF systems) [1] 
สรุปได้ว่า ขนาดของการสั่น (Vibration magnitudes) มีค่าลดลง
อย่างช้า ๆ เมื่อเวลามีค่าเพิ่มมากขึ้น (Gradually decreases with 
time increases) อันเป็นผลเน่ืองมาจากเกิดกลไกการเปลี่ยนรูป
พลังงานจากการสั่น (Vibrational energy) ไปสู่พลังงานรูปแบบอื่น 
อาทิเช่น ความร้อน (Heat) หรือเสียง (Sound) และเรียกกลไก
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ดังกล่าวว่า กลไกการหน่วง (Damper mechanism) [2-5] โดย
ระบบมีการสลายพลังงานเกิดขึ้น (Energy dissipation) ท้ังน้ี แรง
หน่วง (Damping force) ปรากฏขึ้นเมื่อมีความเร็วสัมพัทธ์ 
(Relative velocity) ระหว่างปลายท้ัง 2 ข้างของตัวหน่วง 
(Damper) 

การหาสาเหตุของการหน่วงท าได้ยากส าหรับระบบในทางปฏิบัติ 
(Practical systems) ซ่ึงการหน่วงสามารถจ าแนกประเภทออกได้
เป็น [3] 
(1) การหน่วงแบบหนืด (Viscous damping) 
(2) การหน่วงจากการเสียดทานแบบแห้งหรือแบบคูลอมบ์ (Dry 

friction or Coulomb damping) 
(3) การหน่วงเน่ืองจากวัสดุยืดหยุ่น (Material or solid or 

structural or hysteretic damping) 
ส าหรับการหน่วงใน 2 ประเภทแรกเป็นการหน่วงจากภายนอก 

ส่วนการหน่วงจากวัสดุยืดหยุ่นหรือเรียกว่าการหน่วงเชิงโครงสร้างซ่ึง
เป็นการหน่วงจากภายในเมื่อวัสดุมีการเปลี่ยนแปลงรูปร่างหรือเกิด
การเสียรูปขึ้น (Deformations) เน่ืองมาจากความเค้นเชิงวัฏจักร 
(Cyclically stressed) ซ่ึงมีการดูดซับ (Absorption) และการ
กระจาย (Dissipation) พลังงานภายในวัสดุท าให้เกิดการเสียดทาน
ระหว่างระนาบภายในต่าง ๆ (Internal planes) โดยมีการลื่น (Slip) 
หรือการเลื่อนไถล (Slide) ของระนาบภายในวัสดเุกิดขึ้นขณะท่ีมีการ
เสียรูป 

ดังน้ัน วัตถุประสงค์ของบทความ คือ สนใจศึกษาปัญหาการสั่น
แบบอิสระและแบบถูกบังคับของระบบท่ีมี 1 ดีกรีอิสระภายใต้ผล
ของการหน่วง โดยมุ่งเน้นระบบท่ีมีการหน่วงแบบคูลอมบ์และการ
หน่วงอันเนื่องมาจากวัสดุยืดหยุ่นหรือเรียกว่าการหน่วงเชิงโครงสร้าง
ด้วยวิธีการเชิงวิเคราะห์เพื่ออธิบายพฤติกรรมการตอบสนองของ
ระบบได้อย่างครอบคลุมรวมถึงแสดงวิธีการหาสัมประสิทธิ์การหน่วง
แบบหนืดเทียบเท่าของระบบ 

เน่ืองจากบทความน้ีเป็นบทความต่อเน่ืองจากบทความท่ีได้
น าเสนอไว้ก่อนหน้า [1] ดังน้ัน เพื่อไม่ให้เกิดความซ้ าซ้อนในการ
แสดงสมการและรูปภาพประกอบท่ีซ้ ากับบทความฉบับก่อนหน้าน้ี
และเพื่อให้เป็นท่ีเข้าใจตรงกันจึงได้ก าหนดหมายเลขของสมการและ
รูปภาพหากมีการอ้างอิงถึง ดังตัวอย่างเช่น สมการ (2) และรูปท่ี 3 
ท่ีมีการปรากฏในบทความ [1] ให้แทนด้วยสมการ (2:[1]) และรูปท่ี 
3:[1] ในบทความน้ี ตามล าดับ 

2. ประเภทของการหน่วง 

2.1 การหน่วงแบบหนืด 

การหน่วงแบบหนืดเป็นรูปแบบอย่างง่ายของกลไกการกระจาย
พลังงานและได้รับการศึกษาเป็นส่วนใหญ่ในการวิเคราะห์พฤติกรรม
การสั่น [6] – [13] ส าหรับตัวหน่วงแบบหนืด (Viscous damper) 
สามารถแสดงแทนได้ด้วยลูกสูบ (Piston) หรือ แดชพอต (Dashpot) 
โดยลูกสูบวางอยู่ภายในกระบอกสูบ (Cylinder) อย่างหลวมๆ ท่ี
บรรจุด้วยของเหลวหนืด (Viscous fluids) ล้อมรอบลูกสูบ ดังแสดง
ในรูปท่ี 1 ท้ังน้ี พิจารณาให้ของเหลวหนืดมีคุณสมบัติเป็นของเหลว
แบบนิวโตเน่ียน (Newtonian fluid) และมีค่าความหนืด 
(Viscosity) เป็น * [5] 
 

 

 

รูปท่ี 1 ลูกสูบเคลื่อนท่ีผ่านของเหลวหนืดในกระบอกลูกสูบ 
 

เมื่อลูกสูบมีการเคลื่อนผ่านของเหลวด้วยความเร็ว ov  ในทิศทาง
ตามแนวแกน (Axial direction) ของกระบอกสูบ (แกน z ) และ
ก าหนดให้ r  คือ พิกัดในแนวรัศมี (Radial coordinate) โดยวัดตั้ง
ฉากและอ้างอิงจากแกน z ดังน้ัน ความเค้นเฉือน (Shear stress) ท่ี
เกิดในของเหลวสามารถแทนไดด้้วย 
 

*( 2)( )r zv z v r        (1) 

 

เมื่อ rv  และ zv  คือ องค์ประกอบความเร็วของเหลวตามแนวรัศมี
และแนวแกน (Radial and axial velocity components) 
ตามล าดับ 

ก าหนดเงื่อนไขโดยไม่มีการลื่นออกจากกัน (No slip 
conditions) ระหว่างของเหลวหนืดและผนังของท้ังลูกสูบและ
กระบอกสูบ ดังน้ันแล้ว ความเร็วของเหลวตามแนวแกน z มีการ
แ ป ร เ ป ลี่ ย น ใ น รู ป แ บ บ ข อ ง ฟั ง ก์ ชั่ น ล อ ก า ริ ธึ ม  (Varied 
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logarithmically) ตามแนวรัศมี ( )r ดั ง ในรูป ท่ี  1 และมี
ความสัมพันธเ์ป็นดังน้ี [3], [5] 

 
( ) (ln ln ) [ln( )]z o o o iv r v R r R R   เม่ือ 0rv   (2) 

 

ท้ังน้ีค่า iR และ oR คือ รัศมีของลูกสูบและกระบอกสูบท่ีมีหน้าตัดรูป
วงกลม ตามล าดับ 

เมื่อท าการแทนท่ีสมการ (2) ลงในสมการ (1) จึงได้ ความเค้น
เฉือนกระท าบนพื้นผิวของลูกสูบ คือ 
 

*

ln( )

i
o

o i

R
v

R R





  (3) 

 

และให้แรงผลลัพธ์ (Resultant force: dF ) กระท าต่อลูกสูบโดย
ของเหลวหนืดมีค่าเป็น 
 

d oF A cv   (4) 

 
*

ln( )

i

o i

A R
c

R R


  (5) 

 

โดยที่ A  คือ พ้ืนท่ีผิวสัมผัสของลกูสูบท่ีมีของเหลวหนืดล้อมรอบและ 
c  คือ ค่าสัมประสิทธิ์การหน่วง (Damping coefficient) 

หากแรงท่ีกระท าต่อวัตถุเกิดจากตัวหน่วงแบบของเหลวหนืด
เชิงเส้น (Linear viscous fluid damper) ในทิศทางตรงกันข้ามกับ
การเคลื่อนท่ี พบว่า ขนาดของแรงดังกล่าวมีค่าเป็นสัดส่วนโดยตรง
แบบเชิงเส้น (Linear proportion) กับอัตราเร็ว (Speed: v ) โดย
แรงหน่วงมีค่าดังน้ี 
 

dF cv  (6) 

 

ส าหรับกรณีของตัวหน่วงเป็นแบบไม่เชิง เส้น (Nonlinear 
dampers) สามารถใช้กระบวนการท า ให้ เป็น เชิ ง เส้น 
(Linearization procedure) กับความเร็วปฏิบัติการ (Operating 
velocity: *v ) จึงหาค่าสัมประสิทธิ์การหน่วงเทียบเท่า (Equivalent 
damping coefficient: eqc ) ไดด้ังน้ี 
 

*

d
eq

v

dF
c c

dv
   (7) 

สังเกตได้ว่า การวิเคราะห์การสั่นของระบบท่ีมีการหน่วงก่อน
หน้าน้ี [1] ท้ังท่ีเป็นการสั่นแบบอิสระและแบบถูกบังคับน้ันเป็นการ
พิจารณาการหน่วงประเภทแบบหนืดท่ีมีลักษณะเป็นเชิงเส้น
เนื่องจากแรงหนืดต้านทานการเคลื่อนท่ีเป็นสัดส่วนโดยตรงแบบเชิง
เส้นกับอัตราเร็วของระบบดังสมการ (1:[1]) หรือสมการ (6) ข้างต้น 
 

2.2 การหน่วงแบบคูลอมบ ์

ส าหรับการหน่วงเน่ืองมาจากผลการเสียดทานแบบแห้งหรือ
เรียกว่า การหน่วงแบบคูลอมบ์ซ่ึงเกิดขึ้นจากมีการเลื่อนไถลระหว่าง 
2 พื้นผิวแบบแห้ง (2 dry surfaces) ท่ีสัมผัสกัน (Contact) ท้ังน้ี 
กฎของคูลอมบ์ส าหรับการเสียดทานแบบแห้ง (Coulomb’s law of 
dry friction) ยังคงสามารถประยุกต์ใช้ได้กับการสั่นของระบบท่ีมี
การหน่วงแบบน้ี โดยมีแรงเสียดทานกระท าในทิศทางตรงกันข้ามกับ
ทิศทางความเร็วของระบบระหว่างการเคล่ือนท่ีหรือเกิดการสั่น 

เ น่ืองจากแรง เสี ยดทานเป็นแร งแบบไม่อ นุ รั กษ์  (Non-
conservative force) [14,15] ส่งผลท าให้พลังงานของระบบน้ันมี
ค่าไม่คงท่ีและมีการสูญเสียพลังงานเกิดขึ้น ดังน้ัน แรงเสียดทานท า
ให้เกิดผลกระทบแบบหน่วง (Damping effects) ต่อการเคลื่อนท่ี
ของมวล (ระบบ) นอกจากน้ี ยังพบว่า ขนาดของแรงหน่วงแบบคู
ลอมบ์ (Coulomb damping force) เป็นอิสระกับการกระจัดและ
ความเร็วแต่มีการแปรผันโดยตรงกับแรงปฏิกิริยาตั้งฉาก (Normal 
force: N ) ระหว่างพื้นผิวเลื่อนไถล (Sliding surfaces) [5] 

เริ่มต้นจากการพิจารณาให้มวล m  วางอยู่บนพื้นผิวหยาบ 
(Rough surface) โดยมีค่าสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิตย์ (Static 
frictional coefficient) คือ s และค่าสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน
จลน์ (Kinetic frictional coefficient) คือ k และอยู่ภายใต้แรง
กระท าจากภายนอก F ดังในรูปท่ี 2 
 

 
 

รูปท่ี 2 สมดุลของมวลบนพื้นผิวหยาบภายใต้แรงกระท า F  
 

เมื่อแรงเสียดทาน F สมดุลกับแรงภายนอก F ในทิศทาง
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ตรงกันข้าม โดยท่ี F F  และมวลยังคงหยุดน่ิงกับท่ีจึงเรียกแรง

เสียดทาน ณ ขณะน้ีว่า แรงเสียดทานสถิตย์ (Static frictional 
force) โดยมีขนาดของแรง คือ 
 

s sF N mg     (8) 

 

ในท่ีน้ี N  คือ แรงปฏิกิริยากระท าตั้งฉากจากพื้นรองรับและเป็น
แรงอัด (Compressive force) กระท าต่อมวล และ g คือ ค่า
ความเร่งจากแรงโน้มถ่วงโลก (Gravitational acceleration) 

ล าดับถัดมา พิจารณาให้มวลก าลังเริ่มต้นเกิดการเลื่อนไถลหรือ
เริ่มมีการขยับตัวเคลื่อนท่ีพอดีเมื่อแรงภายนอก F มีขนาดเพิ่มขึ้นถึง
ระดับวิกฤต (Critical level:

cr
F ) ดังน้ี 

 

s scr
F N mg    (9) 

 

และเมื่อมวลเกิดการเคลื่อนท่ีไปแล้ว แรงเสียดทานระหว่างผิวสัมผัส
จึงมีค่าคงท่ีไม่เปลี่ยนแปลงตลอดการเคลื่อนท่ีและเรียกว่า แรงเสียด
ทานจลน์ (Kinetic frictional force) ซ่ึงมีขนาดเป็น 
 

k kF N mg     (10) 

 

โดยมีเงื่อนไขดังนี ้
 

1k s    (11) 

 

เมื่อท าการพิจารณาแบบจ าลองของระบบมวล-สปริง (Mass-
spring system) โดยยังคงให้มวลวางอยู่บนพื้นผิวหยาบเดิมซ่ึง
สามารถคาดหมายได้ดังน้ีว่า ในเริ่มแรกน้ันมวลมีการเคลื่อนท่ีไปใน
ทิศทางหน่ึงจนกระท่ังมีการหยุดน่ิงชั่วขณะ หลังจากน้ัน มวลมีการ
เคลื่อนท่ีในทิศทางตรงกันข้ามกับการเคลื่อนท่ีเริ่มแรกจนถึง
ระยะทางหน่ึงและมีการหยุดน่ิงชั่วขณะอีกครั้งและเคลื่อนท่ีต่อไปใน
ทิศตรงกันข้ามและเป็นเช่นน้ีสลับไปมาเรื่อยไป ดังน้ัน แรงต่างๆ ท่ี
ปรากฏในสมการ (8) และสมการ (9) สามารถแทนท่ีได้ด้วยแรงสปริง 
(Spring force: sF kx ) ณ เวลาขณะหน่ึงท่ีความเร็วของมวลมีค่า
เป็นศูนย์ ( 0)v  ร่วมกับการใช้สมการ (10) ดังน้ี 
 

s s kk x mg F     

 

s

k

F
x

k




   

 

ดั ง น้ั น  ข น า ด ข อ ง ก า ร ก ร ะ จั ด วิ ก ฤ ติ  (Critical 
displacement:

cr
x ) มีค่าเป็น 

 

cr
x f  (12) 

 

โดยในท่ีน้ี f สามารถพิจารณาให้เป็นปริมาณการกระจัดเชิงสถิตย์ 
(Static displacement) ของมวลดังน้ี 
 

k

F mg
f

k k



    (13) 

 

ซ่ึง  ในสมการ (12) คือ ค่าอัตราส่วนของสัมประสิทธิ์ความเสียด
ทานโดยมีนิยามและเงื่อนไข คือ 
 

1s

k





   (14) 

 

คุณลักษณะของแรงกระจายอันเป็นผลมาจากการหน่วงแบบคู
ลอมบ์ (Dissipative force) สามารถแสดงได้ด้วยความสัมพันธ ์
 

, 0

( ) 0 , 0

, 0

k

c

k

N x

F F x x

N x







 


  
 

 (15) 

 

โดยเรียก cF  ว่าเป็นแรงกระจายเน่ืองมาจากการหน่วงแบบคูลอมบ์
และ F  คือ แรงเสียดทานจลน์ดังสมการ (10) 
 

2.3 การหน่วงเชิงโครงสร้าง 

การหน่วงเน่ืองจากวัสดุยืดหยุ่นหรือการหน่วงเชิงโครงสร้าง
สามารถระบุคุณลักษณะของท่ีมา (Attribution) ให้เป็นการสูญเสีย
พลังงานอันเน่ืองมาจากวัสดุยืดหยุ่นได้มีการผ่านประสบการณ์ความ
เค้นวัฏจักร (Experiencing cyclic stress) [16-18] โดยพฤติกรรม
ของวัสดุขึ้นอยู่กับประวัติการรับภาระ (Loading history) จึงอาจ
เรียกวัสดุน้ันว่าเป็นวัสดุทางพันธุกรรม (Hereditary materials) 
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หรือเป็นวัสดุท่ีมีหน่วยความทรงจ า (Materials with memory) [3] 
เมื่อวัตถุ (Bodies) มีการหน่วงจากวัสดุยืดหยุ่นและอยู่ภายใต้

การสั่น พบว่า แผนภาพความเค้นและความเครียด (Stress-strain 
diagram) ของวงรอบฮีสเทอเรซิส (Hysteresis loop) สามารถ
แสดงได้ดังรูปท่ี 3 และจากรูปสามารถสังเกตได้ว่า พฤติกรรมในช่วง
ท่ีมีความสัมพันธ์เป็นแบบเชิงเส้น (Linear relationships) มีค่า
ความชัน (Slope) เท่ากับค่ายังก์โมดูลัสของวัสดุ (Young’s 
modulus) ส่วนของพื้นท่ีภายในวงรอบปิด (Closed-loop area) 
หมายถึง การสูญเสียพลังงานต่อหน่วยปริมาตร (Energy lost per 
unit volume) อันเน่ืองมาจากผลของการหน่วง ซ่ึงวัสดุเชิง
โครงสร้างโดยส่วนใหญ่สามารถท าการทดสอบและท าการวัดค่าความ
เค้น (หรือแรง) และความเครียด (หรือการกระจัด) ภายใต้การ
ควบคุมภาระแบบฮาร์มอนิคในสภาวะคงตั ว (Steady-state 
harmonic loading) หรืออยู่ภายใต้การสั่นแบบฮาร์มอนิคได ้
(Harmonic oscillation) 
 

 
 

รูปท่ี 3 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดหรือระหว่าง
แรงและการเคลื่อนท่ีครบ 1 รอบ ส าหรับการหน่วงจากวัสดุยืดหยุ่น
หรือการหน่วงเชิงโครงสร้าง [3] 
 

3. การสั่นของระบบ SDOF ที่มีการหน่วงแบบคูลอมบ ์

3.1 การสั่นอิสระที่มกีารหน่วงแบบคูลอมบ ์

เริ่มท าการพิจารณาแบบจ าลองของระบบมวล-สปริง โดย
ก าหนดให้มวลมีการเคลื่อนท่ีไถล (Sliding) อยู่บนพื้นผิวเสียดทาน

แบบแห้ง (Dry frictional surface) ดังแสดงในรูปท่ี 4 
 

 
 

รูปท่ี 4 แบบจ าลองการสั่นแบบอิสระของระบบมวล-สปริง-ตัวหน่วง
แบบคูลอมบ์ 
 

จ ากแ รง เสี ยดทาน ( )F ท่ี ใ ห้ ไ ว้ ใ นสมการ  (15) มี ก า ร
แปรเปลี่ยนตามทิศทางของความเร็วและมีทิศทางตรงกันข้ามกับการ
เคลื่อนท่ีเสมอ ส่งผลท าให้ระบบท่ีมีแรงเสียดทานแบบคูลอมบ์เป็น
ระบบไร้เชิงเส้น (Nonlinear system) ดังน้ัน วิธีการแก้ปัญหาจึง
จ าเป็นต้องแยกพิจารณาการเคลื่อนท่ีออกเป็น 2 กรณี ดังแผนภาพ
วัตถุแข็งเกร็งเชิงพลวัต (DFBD) ในรูปท่ี 5 ในท่ีน้ี ก าหนดให้กรณีท่ี 1 
เป็นการเคลื่อนท่ีของมวลท่ีเริ่มจากซ้ายไปขวาและให้ความเร็วมีค่า
เป็นบวก (Positive velocity) ส่วนในกรณีท่ี 2 น้ัน มวลเคลื่อนท่ี
จากขวาไปซ้ายและความเร็วมีค่าเป็นลบ (Negative velocity) 
 

 
 

รูปที่ 5 แผนภาพวัตถุแข็งเกร็งเชิงพลวัตส าหรับแบบจ าลองการสั่น
แบบอิสระของระบบมวล-สปริง-ตัวหน่วงแบบคูลอมบ์ 
 

สมการควบคุมการเคลื่อนท่ี (Motion governing equation) 
หาได้จากการพิจารณากฎการ เคลื่ อน ท่ีข้ อ ท่ี  2 ของ นิวตั น 
(Newton’s second law of motions) ของแผนภาพวัตถุแข็งเกร็ง
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เชิงพลวัต ดังน้ี 
 
กรณีที่ 1:   kx F mx    
 

และสามารถจัดให้อยู่ในรูปแบบมาตรฐาน [2], [3], [19] ได้เป็น 
 

2 2x x f     เมื่อ 0x   (16) 
 

โดยท่ี ความถี่ธรรมชาติเชิงมุม ( ) และ f มีนิยามไว้ตามสมการ 
(4:[1]) และสมการ (13) ตามล าดับ 
 
กรณีที่ 2:   kx F mx    
 

2 2x x f    เม่ือ 0x   (17) 

 

เมื่อท าการพิจารณาสมการ (16) และสมการ (17) จึงสามารถ
เขียนรวมให้อยู่ในรูปแบบของ 1 สมการขึ้นใหม่เป็น 
 

2 2 sgn( ) 0x x f x     (18) 

 

ในท่ีน้ี sgn( )x เรียกว่า ฟังก์ชั่นซิกน่ัม (Signum function) ของตัว
แปร x  และมีนิยามดังน้ี [3], [4] 
 

1 , 0

sgn( ) 0 , 0

1 , 0

x

x x

x




 
 

 (19) 

 

สัง เกตได้ ว่ า  สมการ (18) เป็นสมการอนุพันธ์ ไร้ เชิ ง เส้น 
(Nonlinear differential equation) ท่ีไม่สามารถแก้หาผลเฉลยได้
โดยตรงด้วยวิธีการหาสัมประสิทธิ์ตัวไม่ทราบค่า (Undetermined 
coefficients method) [20] ถึงกระน้ันก็ตาม วิธีการแก้หาผลเฉลย
ของสมการ (18) ยังสามารถท าได้หากพิจารณาแบ่งช่วงเวลา 
(Breaking the time intervals) ออกเป็นช่วงย่อย ๆ (Segments) 
ท่ีสอดคล้องตามการเปลี่ยนแปลงทิศทางของการเคลื่อนท่ีเมื่อ
ความเร็วของวัตถุเป็นศูนย์ ( 0)x  เช่นน้ีแล้ว ผลเฉลยของสมการ 
(18) จึงเป็นการตอบสนองต่อการสั่นอิสระแบบฮาร์มอนิคท่ีได้จาก
ผลรวมระหว่างผลเฉลยสมทบ ( )hx และผลเฉลยเฉพาะ ( )px ท่ี
สอดคล้องกับพจน์ท่ี 3 ทางซ้ายมือในสมการ (18) และเมื่อพิจารณา

เลือกใช้สมการ (9:[1]) ส าหรับ hx จึงได้ผลเฉลยท่ัวไปเป็นดังน้ี คือ 
[20], [21] 
 

1 2( ) cos sinx t A t A t f      เม่ือ 0x   (20) 

 

1 2( ) cos sinx t A t A t f      เม่ือ 0x   (21) 

 

โดย 1 2( , )A A  และ 1 2( , )A A  คือ ค่าคงท่ีจากการอินทิเกรตสมการ 
(18) และสามารถหาค่าท่ีแน่นอนได้ภายหลังการประยุกต์เงื่อนไข
เริ่มต้น (Initial conditions) นอกไปจากน้ี สังเกตได้ว่าพจน์ f มี
ค่าคงท่ีและแสดงถึงการกระจัดสมมติ (Virtual displacement) 
ของสปริงภายใต้ผลของแรง F  

สมการ (20) และสมการ (21) มีการเคลื่อนท่ีเป็นรูปแบบฮาร์มอ
นิคในแต่ละครึ่งรอบ (Half cycle) ของการเคลื่อนท่ี ท้ังน้ี ต าแหน่ง
สมดุล (Equilibrium position) ของระบบปรากฏขึ้นก็ต่อเมื่อมีการ
เปลี่ยนแปลงค่าของ f ไปสู่ ค่า f ในทุกๆ ครึ่ งรอบของการ
เคลือ่นท่ีดังในรูปท่ี 6 
 

 
 

รูปที่ 6 ประวัติเวลาการสั่นแบบอิสระของแบบจ าลองระบบมวล-
สปริง-ตัวหน่วงแบบคูลอมบ์ 
 

เพื่อให้ เข้ าใจถึ งลักษณะการเคลื่อนท่ีได้ อย่างชัดเจนจึ ง
ก าหนดให้เงื่อนไขเริ่มต้น ณ เวลา 0t   มีค่าดังต่อไปน้ี 
 

( 0) (0) ox t x x    (22) 

 

( 0) (0) 0ox t x v     (23) 
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จากสมการ (22) และสมการ (23) อธิบายได้ว่า เมื่อเวลาเริ่มต้น 
0t  น้ัน ระบบเริ่มต้นการเคลื่อนท่ีด้วยความเร็วเริ่มต้นท่ีเป็นศูนย์ 

( 0)ov  และมีการกระจัดเริ่มต้นเป็น ox โดยมีทิศทางการเคลื่อนท่ี
เริ่มจากขวาไปซ้าย (พิจารณารูปท่ี 6 ประกอบ) และหากก าหนดให้
ค่า ox 1x  2x … คือ ขนาดของการเคลื่อนท่ี (Amplitudes of 
motion) ในแต่ละครึ่งรอบท่ีต่อเน่ืองกัน (Successive half cycles) 
ดังน้ัน เมื่อท าการแทนสมการ (21) ลงในเงื่อนไขเริ่มต้นของสมการ 
(22) และสมการ (23) จึงสามารถแก้สมการหาค่าคงท่ี 1A และ 2A

มาได้ ซ่ึงคือ 
 

1 oA x f
    (24) 

 

2 0A   (25) 

 

เช่นน้ีแล้ว สมการ (21) จึงเขียนได้ใหม่เป็น 
 

( ) ( )cosox t x f t f     เม่ือ 0x   (26) 

 

ท้ังน้ีแล้ว สมการ (26) ถูกต้องในกรณีของการเคลื่อนท่ีในครึ่ง
รอบแรกเท่าน้ันเมื่อ 0 t     และเมื่อ t    พบว่า 
ต าแหน่งการกระจัดของมวลน้ันอยู่ทางด้านซ้ายมือสุด 1( )x โดย
อ้างอิงกับต าแหน่งสมดุล ซ่ึงสามารถหาค่าไดด้้วยการแทน t    
กลับลงในสมการ (26) และมีค่าดังนี้ 
 

1 ( 2 )ox x f   (27) 

 

จากน้ัน ให้พิจารณาการเคลื่อนท่ีในครึ่งรอบท่ี 2 ถัดไป โดยมวล
มีการเคลื่อนท่ีจากทางซ้ายไปทางขวา ดัง น้ัน สมการของการ
เคลื่อนท่ีจึงเป็นสมการ (20) ซ่ึงเงื่อนไขเริ่มต้นส าหรับการเคลื่อนท่ีใน
ครึ่งรอบท่ี 2 น้ีหาได้จากสมการ (26) โดยก าหนดให้ t    จึงได้
เงื่อนไข 
 

( ) ( 2 )ox x f      

 

( ) ( ) sin( ) 0ox x f         

 

ให้ท าการแทนสมการ (20) ลงใน 2 เงื่อนไขดังกล่าวข้างต้น 
ผลลัพธ์ท่ีได้ คือ ค่าคงที่ 1A และ 2A ดังต่อไปน้ี 
 

1 3oA x f
    (28) 

 

2 0A   (29) 

 

เช่นน้ีแล้ว สมการ (20) สามารถเขียนใหม่ไดเ้ป็น 
 

( ) ( 3 )cosox t x f t f     เม่ือ 0x   (30) 

 

โดยสมการ (30) ถูกต้องในกรณีของการเคลื่อนท่ีในครึ่งรอบท่ี 2 
เท่าน้ัน ส าหรับ 2t      และท่ีปลายของครึ่ งรอบน้ี 
พบว่า ต าแหน่งการกระจัดของมวลอยู่ทางขวามือสุด 2( )x เมื่อ
อ้างอิงกับต าแหน่งสมดุล ซ่ึงสามารถหาค่า 2x ได้จากการแทน 

2t    ลงในสมการ (30) จึงได้ 
 

2 4ox x f   (31) 

 

การวิเคราะห์การเคลื่อนท่ีในครึ่งรอบท่ี 3 และในครึ่งรอบล าดับ
ถัดไป สามารถใช้กระบวนการในท านองเดียวกันน้ีต่อเน่ืองจนกระท่ัง
การเคลื่อนท่ีหยุดน่ิงลงภายใต้เงื่อนไข คือ nx f  และแรงในสปริง 

sF kx F   ดังน้ัน จึงก าหนดให้ hn  คือ ล าดับจ านวนครั้งของ
การเคลื่อนท่ีในครึ่งรอบก่อนท่ีมวลหยุดการเคลื่อนท่ีลงและมีเงื่อนไข
ความสัมพันธ์ คือ 
 

(2 )o hx n f f    
 

จึงได้ 
 

2

o

h

x f
n

f






  (32) 

 

3.2 การสั่นแบบถกูบังคับท่ีมีการหน่วงแบบคูลอมบ ์

ส าหรับแบบจ าลองการสั่นแบบถูกบังคับของระบบมวล-สปริงท่ีมี
การหน่วงแบบคูลอมบ์ภายใต้ผลของแรงกระท าจากภายนอกรูปแบบ
ฮาร์มอนิค ( )F t แสดงไว้ในรูปท่ี 7 
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รูปที่ 7 แบบจ าลองการสั่นแบบถูกบังคับของระบบมวล-สปริง-ตัว
หน่วงแบบคูลอมบ์ 
 

ก าหนดให้แรง ( )F t มีรูปแบบฟังก์ชั่นเป็นไปตามสมการ 
(39:[1]) และสมมติให้ 0   ดังน้ัน สมการควบคุมการเคลื่อนท่ี 
คือ 
 

2 2 sgn( ) sinox x f x f t      (33) 

 

เมื่อ of ไดเ้คยใหไ้ว้ในสมการ (41:[1]) โดยท่ีเครื่องหมายของ f มีค่า
เป็นบวก (ลบ) เมื่อมวลมีการเคลื่อนท่ีจากซ้ายไปขวา (ขวาไปซ้าย) 

หากแรงหน่วงจากการเสียดทานแบบแห้ง ( )F มีค่ามากส่งผล
ท าให้การเคลื่อนท่ีของมวลเกิดความไม่ต่อเน่ือง (Mass motion 
discontinuity) และในทางกลับกัน ถ้า F มีค่าน้อยเมื่อเปรียบเทียบ
กับขนาดของแรงภายนอก oF ( )oF F  แล้วน้ัน ผลเฉลย (การ
ตอบสนองการ เคลื่ อน ท่ี ) แบบสภาวะคงตั ว  (Steady-state 
solution) ของสมการ (33) น้ันสามารถคาดหมายได้ว่ามีรูปแบบท่ี
ใกล้เคียงฮาร์มอนิค (Nearly harmonic) ซ่ึงการประมาณผลเฉลย
ของสมการ (33) สามารถท าได้ด้วยการประยุกต์ใช้ค่าอัตราส่วนการ
หน่วงแบบหนืดเทียบเท่า (Equivalent viscous damping 
ratio: eq ) หรือเรียกว่า ค่าสัมประสิทธิ์การหน่วงแบบหนืดเทียบเท่า 
(Equivalent viscous damping coefficient: eqc ) 

โดยอ้างอิงถึงรูปท่ี 17:[1] พบว่า อิทธิพลหลัก (Primary 
influence) ของการหน่วงท่ีมีต่อการสั่นส่งผลต่อการจ ากัดขนาดของ
การตอบสนองของระบบเมื่อเกิดการก าทอนขึ้น (Resonance at 

 ) ดังน้ัน การหน่วงจึงมีอิทธิพลเล็กน้อย (Little influence) 
ต่อการตอบสนองในอาณาบริเวณความถี่ (Frequency regions) ท่ี
อยู่ห่างออกไปจากการเกิดการก าทอน อย่างไรก็ตาม เป็นการยากใน
การจ าลองเชิงคณิตศาสตร์ (Mathematical modelling) และการ
ตรวจวัดค่า (Measurements) ของการหน่วงแบบคูลอมบ์ เช่นน้ี

แล้ว จึงประมาณหาการหน่วงโดยขึ้นกับความเร็วในแบบเชิงเส้นได้ 
(Linear dependence on velocity) ส าหรับการหน่วงประเภท 
อื่น ๆ น้ัน รูปแบบของการหน่วง (Damping forms) สามารถจัดการ
ได้ในรูปแบบของการหาความสัมพันธ์ระหว่างแรงและการตอบสนอง 
(Force-response) โดยการใช้วิธีการทดสอบระบบเชิงเส้นเทียบเท่า 
(Equivalent linear system) ท่ีอยู่บนพื้นฐานของการกระจาย
พลังงานระหว่างเกิดการสั่น (Energy dissipated during 
vibration) 

เ ริ่ มต้ นด้ วยการพิจ ารณาระบบท่ีมี การหน่วงแบบหนืด 
(Viscously damped system) ซ่ึงอัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงาน
เทียบกับเวลา (Rate of change of energy with time: dW dt ) 
มีนิยามดังน้ี 
 

2force × velocity ddW dt F v cv     

 2( )c dx dt   (34) 

 

โดยที่ เครื่องหมายลบ (Negative sign) แทนการกระจายพลังงาน 
เน่ืองจากก าหนดให้แรงกระท าจากภายนอกอยู่ในรูปแบบของ

ฟังก์ชั่น ( ) sinoF t F t   และผลการตอบสนองแบบสภาวะคงตัว 
(Steady-state response) เป็นรูปแบบฮาร์มอนิค ดังน้ัน ( )x t ใน
สมการ (34) จึงเขียนให้อยู่ในรูปแบบต่อไปน้ี 
 

( ) sin( )sx t X t     (35) 

 

ก าหนดให้การกระจายพลังงาน (Energy dissipated: W ) 
ของระบบท่ีมีการหน่วงแบบหนืดต่อรอบ (A complete cycle) มี
นิยามเป็น 
 

2

2

0

dW F dx cx dt

 

     (36) 

 

เมื่อแทนท่ีสมการ (35) ลงในสมการ (36) และท าการหาค่า
อินทิกรัล (Integral) จึงได้ 
 

2W c X    (37) 

 

ส าหรับการกระจายพลังงานจากการหน่วงแบบคูลอมบ์ต่อรอบ 
คือ 
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2

o

W F dx F xdt



 



     (38) 

 

ด้วยการใช้สมการ (15) และสมการ (19) จึงเขียนสมการ (38) 
ได้ใหมด่ังน้ี 

2

sgn( )k

o

W N x xdt







    (39) 

 

และเมื่อแทน x จากสมการ (35) จึงได้ 
 

2

sgn( )cosk

o

W NX x tdt







     

 

ภายหลังการหาค่าอินทิกรัลของพจน์ทางขวามือในสมการข้างต้น 
ผลลัพธ์ท่ีได้ คือ 
 

4 kW NX   (40) 

 

ก าหนดให้สมการ (37) เทียบเท่ากับสมการ (40) จึงได้ค่า
สัมประสิทธิ์การหน่วงแบบหนืดเทียบเท่าท่ีสอดคล้องกับการหน่วง
แบบคูลอมบ์ ดังน้ี 
 

4 4k k
eq

N mg
c

X X

 

 
 

 
 (41) 

 

และจากการใช้ นิยามตามสมการ (5:[1]) จึงสามารถหาค่าตัว
ประกอบหรือค่าอัตราส่วนการหน่วงแบบหนืดเทียบเท่าได ้
 

2 2k k
eq

N N

X m X

 


  
 

 
 (42) 

 

ดังน้ันแล้ว จึงสามารถเขียนสมการ (33) ส าหรับระบบการหน่วง
แบบหนืดเทียบเท่า (Equivalent viscously damped system) ได้
เป็น 
 

22 sineq ox x x f t       (43) 

 

ส าหรับการตอบสนองในแบบสภาวะคงตัว ( )px ท่ีให้ไว้ก่อนหน้า

น้ีในสมการ (35) เมื่อ px x คือ 
 

( ) sin( )p sx t X t     (44) 

 
โดยท่ี ปริมาณขนาดการสั่น X และมุมเฟส s ของการตอบสนองหา
ไดด้้วยการแทนท่ีสมการ (44) กลับลงในสมการ (43) และก าหนดให้
พจน์ของสัมประสิทธิ์หน้าฟังก์ชั่น sin t  และ cos t  ท้ัง 2 ข้าง
ของสมการมีค่าเท่ากันจึงได้ 
 

2 2[( )cos 2 sin ]s eq s oX f         (45) 

 
2 2[( )sin 2 cos ] 0s eq sX          (46) 

 

จากการพิจารณาสมการ (46) เมื่อ 0X   พบว่า 
 

2 2

2
tan

eq

s

 








 (47) 

 

ซ่ึงมุมเฟส s สามารถแสดงความสัมพันธ์ให้อยู่ ในรูปแบบของ
สามเหลี่ยมปีธากอรัส (Pythagorus’ triangle) ดังแสดงในรูปท่ี 8 
 

 
 

รูปท่ี 8 สามเหลี่ยมมุมฉากแสดงความสัมพันธ์ของมุม s  
 

โดยแทนสมการ (47) ลงในสมการ (45) ร่ วมกับการใช้
ความสัมพันธ์ของมุมเฟส s จากรูปท่ี 8 จึงสามารถหาขนาดการ
สั่น X ได้ดังนี ้
 

2 2 2 2( ) (2 )

o

eq

f
X

  


  
 (48) 

 

เมื่อใช้สมการ (41:[1]) ส าหรับ of สมการ (4:[1]) ส าหรับ
สมการ (51:[1]) ส าหรับค่าอัตราส่วนความถี่ r  และสมการ (42) 
ส าหรับ eq ในสมการ (48) พบว่า 
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2 2 2(1 ) (4 )

o

k

F k
X

r N kX 


 
 (49) 

 

จากนั้น ท าการแก้สมการ (49) เพื่อหาค่า X  ให้อยู่ตามล าพังจึง
ได ้
 

2

2

1 (4 )
( )

(1 )

k o

o

N F
X F k

r

 



 (50) 

 

ท้ังน้ีแล้ว สมการ (50) สามารถใช้ได้ก็ต่อเมื่อ oF F  เท่าน้ันดังได้
กล่ าว ไว้ ก่ อนหน้า น้ี และ เพื่อหลีก เลี่ ย งการ เกิด ค่าจินตภาพ 
(Imaginary values) ของ X  จึงจ ากัดค่าของแรงเสียดทาน F ด้วย
เงื่อนไข 
 

21 (4 ) 0k oN F    

 

หรือ 
 

4o kF N   (51) 

 

ส าหรับมุมเฟส s ท่ีได้จากสมการ (47) สามารถจัดรูปใหม่โดย
การใช้สมการ (42) และสมการ (50) ดังน้ัน 
 

2 2

4 4
tan

1 1 (4 )

k k o
s

k o

N kX N F

r N F

   


 
 

 
 (52) 

 

สังเกตได้ว่า tan s ให้ค่าคงท่ีส าหรับแต่ละค่าของ o kF N  
โดยที่ s เกิดความไม่ต่อเน่ืองเมื่อมีการก าทอน ( 1)r  และ s มีค่า
เป็นบวกเมื่อ 1r   และเป็นลบเมื่อ 1r  ดังน้ัน สมการ (52) เขียน
ได้ใหม่เป็น 
 

2

4
tan

1 (4 )

k o
s

k o

N F

N F

 


 





 (53) 

 

4. การหน่วงเชิงโครงสร้าง 

4.1 การสั่นแบบอิสระที่มกีารหน่วงเชงิโครงสร้าง 

ล าดับถัดไป พิจารณาการสั่นแบบอิสระท่ีมีการหน่วงจากวัสดุ
ยืดหยุ่นของระบบท่ีมี 1 ดีกรีอิสระ (Free vibration with 

hysteretic damping of SDOF systems) โดยการหน่วงประเภทน้ี
เป็นการหน่วงจากภายใน (Internal damping) ของวัสดุท่ีมีการ
สูญเสียพลังงานเน่ืองจากการเสียดทาน (Friction) ระหว่างระนาบ
ภายในขณะเกิดการเสียรูปภายใต้ผลของภาระภายนอก (External 
loading) 

การสูญเสียพลังงานต่อรอบ (Energy lost per cycle) เป็น
สัดส่วนโดยตรงกับค่าก าลังสองของขนาดการสั่นซ่ึงค่าสัมประสิทธิ์
การสูญเสียพลังงาน (Loss coefficient) มีค่าคงท่ีและมีรูปร่างของ
วงรอบฮีสเทอเรซิส (Hysteresis loop) ไม่เปลี่ยนแปลงไปตามขนาด
ของการสั่นและเป็นอิสระกับอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด 
(Independent of strain rate) [3] ดังได้แสดงในรูปท่ี 3 ท้ังน้ี การ
สูญเสียหรือการกระจายพลังงานต่อรอบส าหรับการหน่วงแบบหนืด
ตามสมการ (37) สามารถนิยามให้เป็นค่าความจุการหน่วงจ าเพาะ 
(Specific damping capacity) โดยท าการหารด้วยค่าพลังงานศักย์
สูงสุด (Peak potential or strain energy: maxU ) ซ่ึงคือ 

maxW U  
เนื่องจากปริมาณท่ีใช้กันเป็นส่วนใหญ่ส าหรับระบบท่ีมีการหน่วง

เชิงโครงสร้าง (Structurally damped system) คือ ค่าตัวประกอบ
หรือค่าสัมประสิทธิ์การสูญเสียพลังงาน (Loss factor or loss 
coefficient) โดยแทนด้วย  ซ่ึงหมายถึง ค่าความจุการหน่วง
จ าเพาะต่อเรเดียนและมีนิยามเป็น [2-5,19] 
 

max2

W

U





  (54) 

 

ในท่ี น้ี  maxU คือ ค่าพลังงานศักย์ ท่ีมีการกระจัด X มากท่ีสุด 
(Maximum displacement of X ) หรือ พลังงานความเครียด 
(Strain energy) โดย 
 

2

max 2U kX  (55) 

 

ค่าสัมประสิทธิ์การสูญเสียพลังงานมีความสัมพันธ์กับค่า
อัตราส่วนการหน่วงของระบบท่ีมีการหน่วงแบบหนืดเมื่อเกิดการก า
ทอน ดัง น้ัน ท าการแทนสมการ (37) ลงในสมการ (54) และ
ก าหนดให้   ร่วมกับการใช้สมการ (4:[1]) และสมการ (5:[1]) 
โดยภายหลังการจัดรูปจึงได ้
 

2   เม่ือ   (56) 
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จากการสังเกตสมการ (56) พบว่า สัมประสิทธิ์การสูญเสียพลังงานมี
ค่ า เป็ น  2 เ ท่ าของ ค่ าอั ตร าส่ วนการห น่วง เมื่ อ เ กิ ดการก า
ทอน ( )  

ก่อนท าการวิเคราะหก์ารหน่วงเน่ืองจากวัสดุยืดหยุ่นให้พิจารณา
แบบจ าลองของระบบสปริง-ตัวหน่วงแบบหนืด (Spring-viscous 
damper system) ภายใต้แรงกระท า ( )F t ดังแสดงในรูปท่ี 9 
 

 
 

รูปที่ 9 แบบจ าลองการสั่นแบบถูกบังคับของระบบสปริง-ตัวหน่วง
แบบหนืด 
 

ปริมาณแรงที่ต้องการของ F เพื่อท าให้เกิดการกระจัด ( )x t คือ 
 

F kx cx   (57) 

 

ส าหรับการเคลื่อนท่ีแบบฮาร์มอนิคด้วยความถี่    และมี
ขนาด X  เมื่อมีการตอบสนองแบบสภาวะคงตัวสามารถเขียนให้อยู่
ในรูปแบบดังน้ี 
 

( ) sinx t X t   (58) 

 

 

รูปที่ 10 ความสัมพันธ์ระหว่างแรง F และการเคลื่อนท่ี x ใน 1 
วงรอบ 

โดยท าการแทนสมการ  (58) ลง ในสมการ  (57) และใ ช้
เอกลักษณ์ทางตรีโกณมิติ [21] ผลลัพธ์ท่ีได ้คือ 
 

2 2F kx c X x     (59) 

 

จากน้ัน ให้ท าการยกก าลังสองท้ัง 2 ข้างของสมการ (59) จึง
น าไปสู่สมการท่ัวไปของรูปวงรีโดยมีค่า 2 2 0c   ซ่ึงเป็นรูปวงรีท่ีมี
การหมุนรอบจุดก าเนิดบนระนาบ F x ดังรูปท่ี 10 และมีสมการ
ดังต่อไปน้ี [20] 
 

2 2 2 2 2 2 2 2( ) (2 ) 0F c k x k xF c X        (60) 

 

วงรีในรูปท่ี 10 เรียกว่า วงรอบฮีสเทอเรซิส (Hysteresis loop) 
และพื้นท่ีอาณาบริเวณท่ีอยู่ภายใน (Enclosed area) ของวงรี
หมายถึง ปริมาณการสูญเสียพลังงานต่อรอบ ในท่ีน้ี สังเกตได้ว่าเมื่อ 

0c   ส่งผลท าให้รูปวงรีกลายมาเป็นเส้นตรง (Straight line) ท่ีมี
ความชัน (Slope) เท่ากับค่าคงที่ของสปริง ( )k  

จากการใช้สมการ (57) และสมการ (58) จึงหาปริมาณการ
สูญเสียพลังงานต่อรอบได้ 
 

2

(sin cos )
o

W Fds k X t t dt

 

        

 

2

2 2 2cos )
o

c X t dt

 

    (61) 

 

เมื่อท าการหาค่าอินทิกรัลในสมการ (61) พบว่า ผลลัพธ์ท่ีได้มีค่า
เท่ากับสมการ (37) คือ 
 

2W c X    (62) 

 

จากน้ัน ให้พิจารณาแบบจ าลองของระบบสปริง-ตัวหน่วงจาก
วัสดุยืดหยุ่นหรือแบบเชิงโครงสร้าง (Spring-material or spring-
structural damper system) ภายใต้แรงกระท า ( )F t ดังแสดงใน
รูปท่ี 11 
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รูปที่ 11 แบบจ าลองการสั่นแบบถูกบังคับของระบบสปริง-ตัวหน่วง
เชิงโครงสร้าง 
 

ก าหนดให้ h เป็นค่าคงท่ีของการหน่วงแบบฮีสเทอเรซิส 
(Hysteresis damping constant) และให้แรงหน่วงแบบฮีสเทอเร
ซิสแทนด้วย ( )df t  โดยมีความสัมพันธ์ คือ 
 

( )df t hx   (63) 

 

จากการเปรียบเทียบระหว่างสมการ (1:[1]) และสมการ (63) 
ข้างต้น จึงสรุปได้ว่า 
 

c h   (64) 

 

เน่ืองจากการสูญเสียพลังงานต่อรอบเป็นสัดส่วนโดยตรงกับค่า
ก าลังสองของขนาดการสั่น 2( )X ดังน้ัน 
 

2W X   (65) 

 

โดยท่ี   เป็นค่าคงท่ีและมีหน่วยเป็นแรงต่อการกระจัด อีกท้ังยังมี
คว าม เป็ นอิ ส ระกั บ ค่ าความถี่ ขอ งกา รสั่ นแบบฮาร์ มอ นิค 
(Independent of  ) 

บนหลักการของการหน่วงแบบหนืดเทียบเท่า โดยท าการ
พิจารณาสมการ (37) หรือสมการ (62) และสมการ (65) จึงได้ค่า
สัมประสิทธิ์การหน่วงแบบหนืดเทียบเท่าดังน้ี คือ 

 

eqc






 (66) 

 

เมื่อแทนสมการ (66) ส าหรับค่า eqc c ลงในสมการ (64) จึงได้ 
 

h   (67) 

 

ดังน้ันแล้ว สมการ (65) สามารถเขียนได้ใหม่เป็น 

2W hX   (68) 

 

เช่นน้ีแล้ว การวิเคราะห์การสั่นแบบอิสระท่ีมีการหน่วงเชิงโครงสร้าง
จึงสามารถท าได้ในท านองเดียวกันกับกรณีท่ีมีการหน่วงแบบหนืด 
[1] โดยใช้ค่าสัมประสิทธิ์การหน่วงแบบหนืดเทียบเท่าตามสมการ 
(66) 
 

4.2 การสั่นแบบถกูบังคับท่ีมีการหน่วงเชิงโครงสร้าง 

ส าหรับการเคลือ่นท่ีแบบฮาร์มอนิคท่ัวไปของแบบจ าลองระบบ
มวล-สปริง-ตัวหน่วงเชิงโครงสร้างภายใต้การสั่นแบบถูกบังคับด้วย
แรง ( )F t  แสดงได้ดังรูปท่ี 12 
 

 
 

รูปที่ 12 แบบจ าลองการสั่นแบบถูกบังคับของระบบมวล-สปริง-ตัว
หน่วงเชิงโครงสร้าง 
 

เมื่อพิจารณาสมดุลเชิงพลวัตของวัตถุแข็งเกร็งตามกฎการ
เคลื่อนท่ีข้อท่ี 2 ของนิวตัน พบว่า สมการส าหรับการเคลื่อนท่ีของ
ระบบน้ี คือ 
 

( ) ( ) ( )d smx f t f t F t    

 

ก าหนดให้แรง ( )F t มีรูปแบบเป็นดังสมการ (37:[1]) โดยสมมติ
ให้  0  จาก น้ัน ให้ แทน ท่ีสมการ (67) ลง ในสมการ (63) 
ส าหรับ ( )df t และแทนสมการ (2:[1]) ส าหรับ ( )sf t ลงในสมการ
ควบคุมการเคลื่อนท่ีข้างต้น จึงได้ 
 

( ) i t

ox x kx F e       (69) 

 

เมื่อการเคลื่อนท่ีมีรูปแบบฮาร์มอนิค ดังน้ันแล้ว การตอบสนอง
แบบสภาวะคงตัวของระบบแทนได้ด้วยสมการต่อไปน้ี 
 

( ) i tx t Xe   (70) 
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โดยการแทนสมการ (70) ลงในสมการ (69) และท าการจัดรูป
ใหม่ได ้
 

(1 ) i t

omx k i x F e     (71) 

 

ในท่ี น้ี  (1 )k i  เรียกว่า  ค่าความแกร่ งของสปริ ง เชิ ง ซ้อน 
(Complex spring stiffness) และก าหนดให้ 
 

* (1 )k k i   (72) 

 

และเรียกค่า  น้ีใหม่ว่า ตัวประกอบการสูญเสียเชิงโครงสร้าง 
(Structural loss factor) ซ่ึงมีค่าดังนี้ 
 

h k   (73) 

 

จากการพิจารณาสมการ (5:[1]) สมการ (56) และสมการ (73) 
พบว่า 
 

h c k m  เม่ือ   (74) 

 

ในการหาค่าการหน่วงแบบหนืดเทียบเท่าส าหรับกรณีน้ีสามารถ
ท าได้ด้วยการพิจารณาสมการ (66) สมการ (67) และสมการ (73) 
จึงได้ 
 

eqc k h     (75) 

 

ซ่ึงค่า  สามารถหาได้จากการทดลองผ่านการพิจารณาวงรอบฮีส
เทอเรซิส 

ดังน้ัน ค่าอัตราส่วนการหน่วงแบบหนืดเทียบเท่า ( )eq จึงหาได้
ด้วยการใช้สมการ (5:[1]) และสมการ (75) เมื่อก าหนดให้   
เช่นกัน คือ 
 

2 2eq h k    เม่ือ   (76) 

 

เมื่ อพิจ ารณาสมการ  (76) ตั วประกอบการสูญ เสี ย เชิ ง
โครงสร้าง ( ) มีค่าเป็น 2 เท่าของค่าอัตราส่วนการหน่วงแบบหนืด
เ ทียบ เ ท่ า ( )eq ท่ี มี พฤติ ก ร รมการตอบสนอง แบบก าทอน 
(Resonant response) ในท านองเดียวกับสมการ (56) 

เมื่อทราบค่าอัตราส่วนการหน่วงแบบหนืดเทียบเท่าของระบบท่ี

มีการหน่วงเชิงโครงสร้าง (รูปท่ี 12) จึงสามารถย้อนกลับไปวิเคราะห์
ระบบการสั่นแบบถูกบังคับท่ีมีการหน่วงแบบหนืดปกติท่ัวไปท่ีมี
สมการควบคุมการเคลื่อนท่ีตามสมการ (3:[1]) โดยแทนท่ี
ด้วย eq ท่ีได้จากสมการ (76) 

จากการเลือกใช้สมการ (39:[1]) และก าหนดให้ 0   ส าหรับ
แรง ( )F t ซ่ึงผลเฉลยเฉพาะ ( )px ของสมการควบคุมการเคลื่อนท่ี
คือ ผลการตอบสนองแบบสภาวะคงตัวซ่ึงมีรูปแบบฮาร์มอนิค ดังน้ัน 
ผลเฉลยเฉพาะจึงเขียนได้เป็น 
 

( ) sin( )p sx t X t     (77) 

 

จากน้ัน ให้แทนสมการ (77) ลงในสมการ (3:[1]) พร้อมกับ
แทนท่ี  ด้วย eq ท่ีได้จากสมการ (76) และท าการพิจารณาพจน์
ของสัมประสิทธิ์หน้าฟังก์ชั่น sin t และ cos t ท้ัง 2 ข้างของ
สมการโดยก าหนดให้มีค่าเท่ากัน ดังน้ัน ผลลัพธ์ท่ีได้ คือ 
 

2 2[( )cos 2 sin ]s eq s oX f        (78) 

 
2 2[( )sin 2 cos ] 0s eq sX         (79) 

 

ท าการแก้สมการ (78) และสมการ (79) เพื่อหาค่า X และ s

พบว่า 
 

2 2 2 2( ) (2 )

o

eq

f
X

 


  
 (80) 

 

1

2 2

2
tan

eq

s







 

  
 

 (81) 

 

เมื่อพิจารณาสมการ (41:[1]) สมการ (49:[1]) และสมการ 
(51:[1]) ร่วมกับการใช้สมการ (80) และสมการ (81) โดยภายหลัง
การจัดรูปสมการจึงได้ตัวประกอบขยาย  (Magnification factor) 
และ s ดังต่อไปน้ี 
 

2 2 2

1

(1 ) (2 )st eq

X

r r 
  

 
 (82) 

 

1

2

2
tan

1

eq

s

r

r


   
  

 
 (83) 
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โดยที ่
 

2 2

eq eq

eq

c c

m mk



   (84) 

 

 
 

รูปที่ 13 การแปรเปลี่ยนค่าตัวประกอบขยาย  และมุม s ตาม
อัตราส่วนความถี่ r และตัวประกอบ (สัมประสิทธิ์) การสูญเสีย
พลังงาน  
 

จากการใช้สมการ (84) ส าหรับ eq สมการ (75) ส าหรับ eqc

สมการ (51:[1]) ส าหรับ r  และสมการ (4:[1]) ส าหรับ ดังน้ัน 
สมการ (82) และสมการ (83) จึงเขียนได้เป็น 
 

2 2 2

1

(1 )st

X

r 
  

 
 (85) 

 

1

2
tan

1
s

r


   
  

 
 (86) 

ผลลัพธ์เชิงรูปภาพส าหรับสมการ (85) และสมการ (86) แสดง
ในรูปท่ี 13 เมื่อมีการแปรเปลี่ยนค่าพารามิเตอร์ r และ  
 

5. การวิเคราะห์และอภิปราย 

จากผลการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นของระบบท่ีมี 1 ดีกรีอิสระ 
(SDOF systems) ด้วยวิธีการเชิงวิเคราะห์แบบแม่นตรง (Exact 
analytical method) และสามารถได้สมการรูปแบบปิด (Closed-
form expression) ส าหรับปริมาณท่ีสนใจศึกษาจึงสามารถท าการ
วิเคราะห์และอธิบายแปลความหมายของพฤติกรรมการตอบสนองได้
อย่างครอบคลุมจากสมการผลลัพธ์ของปริมาณน้ันๆ โดยปราศจาก
ผลการค านวณเชิงตัวเลขซ่ึงเป็นจุดเด่นส าคัญของวิธีการเชิงวิเคราะห์
น้ี 

 

5.1 การสั่นของระบบทีม่ีการหน่วงแบบคูลอมบ ์
 

คุณลักษณะบางประการท่ีสังเกตได้จากสมการ (50) และสมการ 
(53) ส าหรับ X และ s ตามล าดับ มีดังต่อไปน้ี 

(1) ในกรณีน้ี ท้ัง X และ s ท่ีได้เป็นเพียงค่าการประมาณ
ส าหรับการพิจารณาผลการตอบสนองแบบสภาวะคงตัวท่ี
ใกล้เคียงฮาร์มอนิคเท่าน้ัน (Steady-state response 
nearly harmonic) ซ่ึงอยู่ภายใต้เงื่อนไขดังระบุในสมการ 
(51) ท้ังน้ี เน่ืองมาจากสมการ (33) น้ันเป็นสมการอนุพันธ์
ไร้เชิงเส้นสอดคล้องตามลักษณะของแรงเสียดทานซ่ึงเป็น
แรงแบบไม่อนุรักษ์ (Non-conservative force) 

(2) พฤติกรรมของ X และ s มีความแตกต่างอย่างชัดเจนเมื่อ
ท าการเปรียบเทียบกับระบบท่ีมีการหน่วงแบบหนืด 
(Viscously damped systems) โดยพิจารณาได้จาก
รูปแบบสมการ (82:[1]) และสมการ (83:[1]) ตามล าดับ 

(3) เมื่อเกิดการก าทอนขึ้น ( 1)r  ขนาดของการสั่น X ท่ีได้
จากสมการ (50) มีค่าอนันต์ (Infinity) ซ่ึงต่างไปจากกรณี
ของระบบท่ีมีการหน่วงแบบหนืดดังสมการ (79:[1]) และรูป
ท่ี 17:[1] 

(4) เมื่อเกิดการก าทอนขึ้น ( 1)r  ค่าของมุมเฟส s มีความไม่
ต่อเน่ืองท่ี 90s  ซ่ึงแตกต่างไปจากกรณีของการหน่วง
แบบหนืดดังแสดงในรูปท่ี 18:[1]  

(5) ส าหรับสมการ (50) และสมการ (53) ให้ค่าประมาณท่ีดี 
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(Good approximation) ก็ต่อเมื่อเงื่อนไขของสมการ (51) 
น้ันเป็นจริง 

 

5.2 การสั่นของระบบทีม่ีการหน่วงแบบเชิงโครงสร้าง 
 

คุณลักษณะบางประการท่ีสามารถสังเกตได้จากระบบท่ีมีการ
หน่วงเชิงโครงสร้างในพจน์ของ  และ s เมื่อเปรียบเทียบกับระบบ
ท่ีมกีารหน่วงแบบหนืด มีดังนี ้

(1) หากพิจารณาสมการ (85) พบว่า ขนาดการสั่นมากท่ีสุด 
(Maximum vibration amplitude) ปรากฏเมื่อ 1r  ใน
ทุกๆ ค่าของ  ดังน้ี 

 

max

1


   เม่ือ 1r                 (87) 

 

 โดยพิจารณาได้จากรูปท่ี 13 ซ่ึงมีความแตกต่างไปจากกรณีของ
ระบบท่ีมกีารหน่วงแบบหนืดดังรูปท่ี 17:[1] 

(2) หากระบบท่ีพิจารณามีค่าการหน่วงเชิงโครงสร้างท่ีมีปริมาณ
น้อย ๆ (Small structural damping) พบว่า เส้นโค้งการ
ตอบสนองดังรูปท่ี 13 มีความคล้ายคลึงกับกรณีของการหน่วง
แบบหนืดและเริ่มมีความแตกต่างเมื่อ  มีค่าเพิ่มมากขึ้น (  
increases) โดยค่ามากท่ีสุดของ  (Maximum ) ปรากฏเมื่อ 

  ขณะท่ีค่ามากท่ีสุดของ   ในกรณีของการหน่วงแบบ
หนืดปรากฏเมื่อ   

(3) หากท าการทดสอบค่ามุมเฟส s พบว่า การตอบสนองของระบบ
ท่ีมกีารหน่วงเชิงโครงสร้างไม่มีการร่วมเฟส (Not in-phase) กับ
แรงกระท าจากภายนอก ( )F t ซ่ึงไม่เป็นจริงส าหรับการหน่วง
แบบหนืด 

(4) จากการพิจารณาสมการ (86) โดยก าหนดให้ 0  พบว่า มุม
เฟส ( )s มีค่าเท่ากับ 1tan   ในกรณีการหน่วงเชิงโครงสร้าง 
ขณะท่ีมุม s มีค่าเป็นศูนย์ ( 0)s  เมื่อ 0   ในกรณีการ
หน่วงแบบหนืดซ่ึงเป็นการชี้ย้ าให้เห็นว่าการตอบสนองของระบบ
ท่ีมกีารหน่วงเชิงโครงสร้างน้ันไม่มีการร่วมเฟสกับแรงกระท าจาก
ภายนอก ( )F t  

(5) ผลเฉลยเฉพาะ ( )px หรือผลการตอบสนองแบบสภาวะคงตัว
ของสมการ (71) สามารถเขียนได้ในรูปแบบดังต่อไปน้ี คือ [20] 

 
* *( ) ( ) ( )i t i tx t A Bi e A B i e      (88) 

(6) ผลเฉลยเฉพาะ ( )px ของสมการ (71) อาจท าการเขียนได้ใหม่ให้
อยู่ในอีกรูปแบบดังนี ้[20] 

 

2
( )

(1 )

i t

oF e
x t

k r i




 

 (89) 

 

(7) การเทียบเท่ากันระหว่างระบบท่ีมีการหน่วงเชิงโครงสร้างและ
ระบบท่ีมีการหน่วงแบบหนืดมีความถูกต้องและสามารถใช้ได้
ภายใต้เงื่อนไขของกรณีการสั่นภายใต้การกระตุ้นจากภายนอกท่ี
มีรูปแบบเป็นฮาร์มอนิคเท่าน้ัน 

 

6. บทสรุป 

เน่ืองจากการวิเคราะห์การสั่นของระบบท่ีมีการหน่วงแบบคู
ลอมบ์และแบบเชิงโครงสร้างมีความแตกต่างและซับซ้อนไปจาก
ระบบท่ีมีการหน่วงแบบหนืดท่ัวไป [1] อาทิเช่น สาเหตุและกลไก
ของการเกิดการหน่วงท่ีมีคุณลักษณะเฉพาะเจาะจงรวมไปถึงสมการ
ควบคุมการเคลื่อนท่ีของระบบและพฤติกรรมการตอบสนองต่อการ
สั่นแม้ว่าระบบท่ีพิจารณาน้ันเป็นระบบท่ีมีเพียง 1 ดีกรีอิสระก็ตาม 
ส าหรับระบบท่ีมีการใช้งานในทางปฏิบัติซ่ึงโดยส่วนใหญ่เป็นระบบ
ต่อเน่ือง (Continuous or distributed system) [22,23] ท่ีมีหลาย
องค์ประกอบเชิงโครงสร้างมายึดโยงเข้าด้วยกันและมีดีกรีอิสระ
จ านวนอนันต์ค่าดังตัวอย่างเช่น โครงสร้างอาคารและสะพานในงาน
วิศวกรรมโยธาซ่ึงมีองค์อาคารเชิงโครงสร้างจ านวนมากและมี
พฤติกรรมและวัสดุท่ีใช้แตกต่างกัน เมื่อต้องการวิเคราะห์พฤติกรรม
การตอบสนองต่อการสั่นของระบบดังกล่าวจึงจ าเป็นต้องสร้าง
แบบจ าลองให้เป็นระบบย่อยท่ีไม่ต่อเน่ือง (Discrete or lumped 
system) โดยมีดีกรีอิสระจ านวนจ ากัดท่ีเพียงพอในการเป็นตัวแทน
ของระบบจริงบนพื้นฐานของความเข้าใจในการจ าลองโครงสร้างของ
ระบบท่ีถูกต้องและเหมาะสมตามพฤติกรรม ดังน้ัน บทความน้ีจึง
น าเสนอการศึกษาการสั่นแบบอิสระและแบบถูกบังคับของระบบท่ีมี 
1 ดีกรีอิสระภายใต้การหน่วงแบบคูลอมบ์และการหน่วงเชิง
โครงสร้างด้วยวิธีการเชิงวิเคราะห์อย่างละเอียดและครอบคลุม
เพื่อให้เข้าใจถึงพฤติกรรมการตอบสนองโดยสามารถใช้เป็นแนวทาง
ในสร้างแบบจ าลองในการวิเคราะห์ระบบท่ีมีความซับซ้อนได้อย่าง
เหมาะสมและถูกต้อง 
 



64  ENGINEERING TRANSACTIONS : A Research Publication of Mahanakorn University of Technology, VOL. 28, NO.1 (58) JAN-JUN 2025. 

เอกสารอ้างอิง 
 
[1] P. Posayanant, W. Wongwanishwatana, P. Premthamkorn and Y. 

Sompornjaroensuk, “Vibration responses for SDOF system: I – 

Free and forced vibrations with and without damping,” Eng. 

Trans. MUT, 2025, paper submitted for publication. (in Thai) 
[2] W.T. Thomson, Theory of Vibration with Applications, 4th 

Edition, Chapman & Hall, London, 1993. 

[3] S.S. Rao, Mechanical Vibrations, 3rd Edition, Addison-Wesley 
Publishing Company, Inc., Massachusetts, 1995. 

[4] D.J. Inman, Engineering Vibration, 2nd Edition, Prentice-Hall, 

Inc., New Jersey, 2001. 

[5] W.J. Bottega, Engineering Vibrations, Taylor & Francis Group, 

LLC., Boca Raton, 2006. 

[6] S. Raynor and E. Frank, “Method of computation of damped 
resonance frequencies for a system of equal masses, equal spring 

constants, and equal viscous-damping coefficients,” J. Acoust. 

Soc. Am., vol. 39, no.2, pp. 269-271, 1966. 
[7] A.E. Anuta, “The modal equations with viscous damping,” 

Comput. Struct., vol. 41, no. 4, pp. 621-627, 1991. 

[8] M.I. Friswell and A.W. Lees, “Resonance frequencies of viscously 
damped structures,” J. Sound Vib., vol. 217, no. 5, pp. 950-959, 

1998. 

[9] M. Gurgoze and N.A. Hizal, “Viscously damped mechanical 
systems subject to several constraint equations,” J. Sound Vib., 

vol. 229, no. 5, pp. 1264-1268, 2000. 

[10] M. Gurgoze, “Receptance matrices of viscously damped systems 
subject to several constraint equations,” J. Sound Vib., vol. 230, 

no. 5, pp. 1185-1190, 2000. 

[11] M. Gurgoze, “Viscously damped linear systems subjected to 
damping modifications,” J. Sound Vib., vol. 245, no. 2, pp. 353-

362, 2001. 

[12] M. Gurgoze, “Non-proportionally damped systems subjected to 
damping modification by several viscous dampers,” J. Sound Vib., 

vol. 271, pp. 441-452, 2004. 

[13] M. Gurgoze, “On various eigenvalue problem formulations for 
viscously damped linear mechanical systems,” Int. J. Mech. Eng. 

Educ., vol. 33, no. 3, pp. 235-243, 2005. 

[14] J.P. Den Hartog, “Forced vibrations with combined viscous and 
Coulomb damping,” Lond. Edinb. Dubl. Phil. Mag., vol. 9, no. 59, 

pp. 801-817, 1930. 
[15] G.C.K. Yeh, “Forced vibrations of a two-degree-of-freedom 

system with combined Coulomb and viscous damping,” J. Acoust. 

Soc. Am., vol. 39, no.1, pp. 14-24, 1966. 
[16] P.-C. Chen and W.W. Soroka, “Correlation technique for transient 

response of a hysteretically-damped dynamic system to stationary 

random excitation,” J. Sound Vib., vol. 22, no. 1, pp. 75-79, 1972. 
[17] S.F. Masri, “Forced vibration of the damped bilinear hysteretic 

oscillator,” J. Acoust. Soc. Am., vol. 57, no.1, pp. 106-112, 1975. 

[18] L.Y. Chen, J.T. Chen, C.H. Chen and H.-K. Hong, “Free vibration 
of a SDOF system with hysteretic damping,” Mech. Res. 

Commun., vol. 21, no. 6, pp. 599-604, 1994. 

[19] L. Meirovitch, Principles and Techniques of Vibrations, Prentice-
Hall, Inc., New Jersey, 1997. 

[20] E. Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, 9th Edition, 

John Wiley & Sons, Inc., Singapore, 2006. 
[21] J.J. Tuma, Engineering Mathematics Handbook, 2nd, Enlarged and 

Revised Edition, McGraw-Hill Book Company, New York, 1979. 

[22] S.S. Rao, Vibration of Continuous System, John Wiley & Sons, 
Inc., New Jersey, 2007. 

[23] A.W. Leissa and M.s. Qatu, Vibrations of Continuous Systems, 

McGraw-Hill Companies, Inc., New York, 2011. 
 

 

 
 

ปวริศ โปษยะนันทน์ ส าเร็จการศึกษาระดับ
ปริญญาโท จากมหาวิทยาลัยเทคโนโลยีมหานคร 
และปัจจุบันก าลังศึกษาในระดับปริญญาเอกใน
สถาบันเดียวกัน มีประสบการณ์ทางวิชาชีพเกี่ยวกับ
การวิเคราะห์และออกแบบโครงสร้างอาคารขนาด
ใหญ่ โครงสร้างทางชลศาสตร์ เขื่อนและประตู
ระบายน้ าขนาดใหญ่ภายใต้ผลของแรงสั่นสะเทือน

แผ่นดินไหวและโครงสรา้งงานระบบเฉพาะทางเช่น โครงสร้างระบบท่อส่งล าเลียง
ของเหลวหรือน้ ามันและโครงสร้างรองรับระบบปิโตรเคมี มีความสนใจศึกษา
งานวิจัยในเรื่องกลศาสตร์การค านวณเชิงโครงสร้าง การวิเคราะห์โครงสร้างบน
พื้นฐานของวิธีการปัญญาประดิษฐ์และการสร้างแบบจ าลองโครงข่ายใยประสาท
เทียม 
 

วิฆเนศ วงศ์วาณิชวัฒนา ส าเร็จการศึกษาระดับ
ปริญญาโท จากสถาบันเทคโนโลยีแห่งเอเชีย (AIT) 
School of Engineering and Construction 
และ เ ริ่ มท า ง านที่ ภ า ควิ ช า วิ ศ วก ร รม โยธ า 
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีมหานครในปี พ.ศ. 2537 
มีความสนใจศึกษางานวิจัยในเรื่อง กลศาสตร์
ของแข็ง กลศาสตร์เชิงค านวณด้วยวิธีการแม่นตรง
และตัวเลขและการจัดการงานก่อสร้าง 
 

 
ดร.ประกิจ เปรมธรรมกร ส าเร็จการศึกษาระดับ
ปริญญาเอกสาขาวิศวกรรมโยธา จาก Texas A&M 
University ท างานเป็นอาจารย์ประจ าภาควิชา
วิศวกรรมโยธา มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีมหานคร
ตั้งแต่ปี พ.ศ. 2538 มีความสนใจศึกษางานวิจัย
ทางด้านเสถียรภาพของโครงสร้างและโครงสร้าง
เพื่อความปลอดภัยส าหรับถนน 
 

 
ผศ.ดร.ยศ สมพรเจริญสุข ส าเร็จการศึกษาระดับ
ปริญญาเอกสาขาวิศวกรรมโยธา (วิศวกรรม
โครงสร้าง) จากมหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอม
เกล้าธนบุรี เริ่มท างานที่ภาควิชาวิศวกรรมโยธา 
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีมหานครในปี พ.ศ. 2550 
มีความสนใจศึกษางานวิจัยในเรื่อง กลศาสตร์
ของแข็ง กลศาสตร์การแตกหัก กลศาสตร์การ
สัมผัส และกลศาสตร์เชิงค านวณด้วยวิธีการแม่น

ตรงและตัวเลข 


