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บทคัดย่อ 

เป้าประสงค์ของบทความวิชาการนี้คือ เพื่อทบทวนและสรุป
พื้นฐานของจ านวนและฟังก์ชันเชิงซ้อนรวมถึงการวิเคราะห์ฮาร์
มอนิคเท่าที่จ าเป็นที่เกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของ
ระบบเชิงกลและระบบโครงสร้าง เนื่องจากความซับซ้อนในการ
วิเคราะห์ระบบที่ใช้งานในทางปฏิบัติจึงได้แสดงตัวอย่างการสร้าง
แบบจ าลองย่อยซึ่งเหมาะส าหรับการวิเคราะห์ระบบต่อเนื่องที่
ซับซ้อน 

ค าส าคัญ: จ านวนเชิงซ้อน ฟังก์ชันเชิงซ้อน การวิเคราะห์ฮาร์มอนิค 
ระบบเชิงกล ระบบโครงสร้าง การสั่นสะเทือน แบบจ าลองย่อย 
ระบบต่อเนื่อง 
 
 
ABSTRACT 

The purposes of the present academic paper are to 

review and summarize the basic of complex numbers 

and functions including the harmonic analysis as 

necessary that involved to analyze the vibration of 

mechanical and structural systems. Because of a 

complexity in analyzing the practical used systems 

example of discrete modelling is thus demonstrated, 

which is suitable for analyze a complex continuous 

system. 
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1. บทน า 

หลากหลายปัญหาในเชิงกายภาพและเชิงวิศวกรรมสามารถ
จ าลอง วิเคราะห์และหาค าตอบ (ผลเฉลย) ของปัญหาด้วยวิธีการ
วิเคราะห์เชิงซ้อน (Complex analysis) [1-2] โดยการประยุกต์
ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อนและจ านวนเชิงซ้อน เช่น การศึกษาและ
วิเคราะห์ปัญหาเกี่ยวกับวงจรไฟฟ้า (Electric circuits) ไฟฟ้าสถิต 
(Electrostatics) การไหลของของไหล (Fluid flow) อุทกพลศาสตร์ 
(Hydrodynamics) การน าความร้อน (Heat conduction) หรือ 
การวิเคราะห์ระบบการสั่นสะเทือนเชิงกลหรือเชิงโครงสร้าง 
(Mechanical or structural vibrating systems) เป็นต้น [3] 
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เมื่อพจิารณาปัญหาการสั่นสะเทือน [4-8] พบว่า จ านวนเชิงซ้อน 
(Complex numbers) สามารถปรากฏขึ้นได้จากการวิเคราะห์หาผล
เฉลยของสมการควบคุมการเคลื่อนท่ี (Motion governing 
equation) ซ่ึงส่วนใหญ่ มีรูปแบบเป็นสมการเชิงอนุพันธ์ 
(Differential equations) โดยเป็นผลมาจากการผ่านขั้นตอนของ
สมการลักษณะเฉพาะทางพีชคณิต (Algebraic characteristic 
equation) [7] 

หากพิจ ารณา ในมุมมองทางด้ านวิศวกรรมโยธา (Civil 
engineering viewpoints) โครงสร้างเมื่ออยู่ภายใต้การสั่นสะเทือน
เนื่องจากผลของการกระตุ้นจากภายนอก เช่น โครงสร้างอาคารท่ีพัก
อาศัย อาคารส านักงาน หรือโครงสร้างอาคารสาธารณูปโภคพื้นฐาน
ท่ีมีความส าคัญต่างๆ ภายใต้ผลของแรงลม (Wind load) หรือ
แรงสั่นสะเทือนจากแผ่นดินไหว (Seismic load) อาจส่งผลกระทบ
โดยตรงต่อชีวิตและทรัพย์สินรวมไปถึงสมรรถภาพและประสิทธิภาพ
ในการใช้งานเชิงโครงสร้าง ดังน้ันแล้ว ล าพังเฉพาะการวิเคราะห์
โครงสร้างด้วยวิธีการเชิงสถิต (Static analysis) โดยพิจารณาแรง
ดั ง กล่ า ว ท่ีแปรตาม เวลา เสมือนให้ เป็ นแร งสถิ ต เ ทียบ เ ท่ า 
(Equivalent static load) อาจมีความไม่เหมาะสมหรือไม่
สอดคล้องต่อพฤติกรรมเชิงโครงสร้างท่ีเกิดขึ้นจริง ท่ีน าไปใช้ในการ
ออกแบบโครงสร้างเพื่อต้านทานแรงท่ีมากระท าจึงจ าเป็นต้อง
วิเคราะห์ด้วยวิธีการเชิงพลศาสตร์ (Dynamic analysis) [9-11] ซ่ึง
การวิเคราะห์ระบบโครงสร้างอาคารในทางปฏิบัติน้ัน ส่วนใหญ่เป็น
โครงสร้างท่ีมีขนาดใหญ่โดยมีหลายองค์อาคารมาประกอบกันอย่าง
ต่อเน่ืองท่ีมีความซับซ้อน จึงจ าเป็นต้องจ าลองโครงสร้างให้เป็น
ระบบย่อยไม่ต่อเนื่องอย่างเหมาะสมแทนท่ีโครงสร้างจริงเพื่อสะดวก
ในการวิเคราะห์ในล าดับถัดไป 

หลักการจ าลองให้เป็นระบบย่อย (Discrete or lumped 
system) ท่ีมีหลายดีกรีอิสระจ านวนจ ากัด (Multidegree of 
freedom: MDOF) มีพื้นฐานแนวคิดแรกเริ่มมาจากการพิจารณา
ระบบอย่างง่ายท่ีมี 1 ดีกรีอิสระ (Single degree of freedom) 
หรือมีตัวแปรท่ีไม่รู้ค่า (Unknown) เพียง 1 ค่า [12], [13] ดังน้ัน ใน
กรณีของการวิเคราะห์ระบบ MDOF จึงเป็นการแก้หาตัวไม่ทราบค่า
จ านวน n ค่า ท่ีสามารถจัดให้อยู่ในรูปแบบของสมการแมทริกซ์ 
(Matrix equation) [14] โดยมีความสะดวกในการจัดการและ
ด าเนินการค านวณหาค าตอบทางคณิตศาสตร์ 

ส าหรับบทความน้ีมีวัตถุประสงค์ในการทบทวนและสรุปเน้ือหา

ความรู้เรื่องจ านวนและฟังก์ชันเชิงซ้อนและการวิเคราะห์ฮาร์มอนิค
เฉพาะเท่าท่ีจ าเป็นและเกี่ยวข้องในการประยุกต์และวิเคราะห์ปัญหา
โดยมุ่งเน้นปัญหาการสั่นสะเทือนของระบบเชิงกลหรือระบบ
โครงสร้างพร้อมท้ังแสดงตัวอย่างการจ าลองระบบเพื่อการวิเคราะห์ 
 

2. จ านวนและฟังก์ชนัเชิงซ้อน 

จ านวนเชิงซ้อน ( )z มีนิยามและแสดงอยู่ในรูปแบบดังน้ี 
 

z a bi   (1) 

 

โดยที ่ a  คือ จ านวนจริง (Real number) และเรียกว่า ส่วนจริงของ 
z  (Real part of z ) b  คือ จ านวนจริงและเรียกว่า ส่วนจินตภาพ

ของ z  (Imaginary part of z ) และ 1i    [1-3] 
จ า ก ก า ร พิ จ า ร ณ า ส มก า ร  (1) จึ ง เ ขี ย น อ ง ค์ ประกอบ 

(Components) ของ z ได้ดังนี ้
 

Re z a  (2) 

 

Im z b  (3) 
 

ส าหรับคู่สังยุคเชิงซ้อน (Complex conjugate) ของ z แทน
ด้วย cz และมีนิยาม คือ 
 

cz a bi   (4) 

 
ดังนั้น พบว่า 
 

2cz z a   (5) 

 

2cz z bi   (6) 
 

เมื่อท าการเขียนสมการ (5) และสมการ (6) ใหม่ในพจน์ของ z

และ cz จึงได้ 
 

Re ( ) 2cz a z z    (7) 

 

Im ( ) 2cz b z z i    (8) 
 

จ านวน z และคู่สังยุค cz สามารถแทนในรูปแบบเวคเตอร์ 
(Vector form) คือ 
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( , )Z z a b   (9) 

 

 

รูปท่ี 1 ระนาบเชิงซ้อนแสดงต าแหน่งของจ านวนเชิงซ้อน 
 

( , )c cZ z a b    (10) 

 

โดย z และ cz คือ จุดพิกัด (Coordinates) บนระนาบเชิงซ้อน 
(Complex plane) ดังแสดงในรูปท่ี 1 
 

3. คุณสมบัติและการด าเนินการทางเลขคณิต 

คุณสมบัติท่ีมีประโยชน์มาก (Useful property) ของจ านวน
เชิงซ้อน คือ ค่าสัมบูรณ์ (Absolute value) หรือเรียกว่า มอดูลัส 
(Modulus) หรือ ขนาดของจ านวนเชิงซ้อน (Magnitude of 
complex number) และแทนด้วย z ซ่ึงมีความหมายเป็น
ระยะทางท่ีวัดจากจุดเริ่มต้น (Origin) ไปสู่จุดพิกัด z ดังน้ัน จาก
นิยามในสมการ (1) และ (4) จึงได้ [3], [15] 
 

2 2( )Z z mag z a bi a b       (11) 

 

2 2( ) ( )c c cZ z mag z a bi a b        

 2 2a b   (12) 

 

ท้ังนี้ สัญลักษณ์  ใช้ส าหรับค่าจริง (Real-valued) ของจ านวนจริง
หรือฟังก์ชันจ านวนจริง (Real numbers or functions) ส่วน  ใช้
ส าหรับค่าเชิงซ้อน (Complex-valued) ของจ านวนเชิงซ้อนหรือ
ฟังก์ชันเชิงซ้อน (Complex numbers or functions) 

ผลคูณระหว่าง z และ cz มีค่าเป็นจ านวนจริงและมีคุณสมบัติ 
ดังน้ี 
 

2 2 2 2( )( ) ( ) ( 1)czz a bi a bi a bi a b         

222 2c czz a b z z     (13) 

 

ดังน้ัน จากสมการ (11) และสมการ (12) ร่วมกับการใช้สมการ 
(13) จึงได้ขนาดเป็น 
 

2 2( ) ( )c cmag z mag z zz a b     (14) 

 

เช่นน้ีแล้ว จึงสรุปได้ว่า จ านวนเชิงซ้อนและคู่สังยุคมีค่ามอดูลัส
เดียวกัน 

กฎต่าง ๆ (Rules) ท่ีอยู่บนพื้นฐานของเลขคณิตจ านวนจริง 
(Real arithmetic) สามารถน ามาใช้ได้กับจ านวนเชิงซ้อน โดย
ก าหนดให ้
 

1z c di   และ 2z e fi   (15) 

 

ผลบวกระหว่างจ านวนเชิงซ้อน 1z และ 2z นิยามได้เป็น การแยก
การบวกกันระหว่างส่วนจริงและส่วนจินตภาพของ 1z และ 2z ดังน้ี 
 

1 2 ( ) ( )z z c e d f i      (16) 

 

การคูณจ านวนเชิงซ้อน ( )z ด้วยจ านวนจริง ( ) ใดๆ มีผลลัพธ์ 
คือ 
 

( )z a bi a bi        (17) 

 

ส าหรับผลคูณระหว่างจ านวนเชิ งซ้อน 1z และ 2z สามารถ
พิจารณาได้เป็น 
 

1 2 ( )( )z z c di e fi ce cfi dei df        

 ( ) ( )ce df cf de i     (18) 

 

โดยที่ส่วนจริงและส่วนจินตภาพของ 1 2z z คือ 
 

1 2Re( ) ( )z z ce df   (19) 
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1 2Im( ) ( )z z cf de   (20) 

 

ในการหาขนาดของ 1 2z z ท าได้โดยใช้นิยามจากสมการ (11) จึง
ได ้
 

2 2

1 2( ) ( ) ( )mag z z ce df cf de     (21) 

 

ส่วนกลับของจ านวนเชิงซ้อน z เขียนแทนได้ด้วย 1 1z z  โดย
มีเงื่อนไขเมื่อ 0z  ดังน้ัน 
 

1 11 1
( )z a bi

z a bi

    


 (22) 

 

เช่นน้ีแล้ว ผลหารระหว่างจ านวนเชิงซ้อน 1z และ 2z เมื่อ 2 0z  คือ 
 

1 11
1 2

2

( )( )
z

z z c di e fi
z

      (23) 

 

เมื่อท าการเขียนสมการ (23) ขึ้นใหม่ร่วมกับการประยุกต์สมการ 
(18) จึงได้ 
 

1 1 2 1 2

2 2 2

2 2 2 2

( )( )

( )

z z z z z c di e fi

z z z z e f

 
   


 

1

2 2

2

1
[( ) ( ) ]

z
ce df de cf i

z e f
   


 (24) 

 

 

รูปท่ี 2 จ านวนเชิงซ้อนในพิกัดเชิงขั้วบนระนาบเชิงซ้อน 
 

จ านวนเชิงซ้อน z สามารถแสดงในพจน์ของระบบพิกัดเชิงขั้ว 
(Polar coordinate system) ดังแสดงในรูปท่ี 2 เมื่อก าหนดให้
คือ มุมท่ีวัดอ้างอิงออกจากแกนราบ (Horizontal axis) ไปยังส่วน
ของเส้นรัศมี  ส่วน r  คือ ขนาดความยาวของรัศมีเมื่อวัดจาก
จุดเริ่มต้นไปยังจุดพิกัด ( , )a b  หรือ ( , )a b  

ดังน้ัน จึงสามารถเขียนสมการ (1) และสมการ (4) ในระบบพิกัด
เชิงขั้วได้เป็น 
 

(cos sin )z a bi r i      (25) 

 

(cos sin )cz a bi r i      (26) 
 

เมื่อ 
 

cosa r   และ sinb r   (27) 
 
โดยที่ 
 

2 2 c cr a b zz z z      (28) 

 
1tan ( )b a   (29) 

 

หลังจากนั้น ให้ท าการกระจายพจน์ cos  และ sini   ให้อยู่
ในรูปแบบอนุกรม (Series) ต่อไปน้ี [15] 
 

2 4cos 1 2! 4! ...       

 
2 41 ( ) 2! ( ) 4! ...i i      (30) 

 
3 5sin [ 3! 5! ...]i i        

 
3 5( ) 3! ( ) 5! ...i i i        (31) 

 

เมื่อพิจารณาสมการ (30) และสมการ (31) จึงน าไปสู่เอกลักษณ์ 
 

2 3cos sin 1 ( ) 2! ( ) 3! ... ii i i i e             (32) 

 
2 3cos sin 1 ( ) 2! ( ) 3! ... ii i i i e              (33) 

 

หรือ สามารถจัดรูปใหม่ได้เป็น 
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cos ( ) 2i ie e     (34) 

sin ( ) 2!i ie e     (35) 

 

โดยท่ี ท้ังสมการ (34) และสมการ (35) เรียกว่า สูตรของออยเล่อร์ 
(Euler’s formulae) และนอกจากน้ี ยังสามารถแสดงให้อยู่ใน
รูปแบบของฟังก์ชันไฮเปอร์โบลิค (Hyperbolic functions) ได้ คือ 
[15] 
 
cosh ( ) 2e e     (36) 

 

sinh ( ) 2e e     (37) 

 

เมื่อท าการประยุกต์สมการ (32) และสมการ (33) ลงในสมการ 
(25) และสมการ (26) ผลท่ีได ้คือ 
 

iz a bi re     (38) 

 
c iz a bi re     (39) 

 

ส าห รั บ กฎของกา รด า เ นิ นกา รทาง เอ็ ก ซ์ โ ป เนน เ ชี ย ล 
(Exponential operations) ระหว่าง 1

1 1

iz A e  และ 2

2 2

iz A e 

สรุปได้ดังต่อไปน้ี [3] 
การคูณ (Multiplication) : 

 
1 2( )

1 2 1 2

iz z A A e    (40) 

 

การหาร (Division) : 
 

1 2( )

1 2 1 2( ) iz z A A e    และ 2 0z   (41) 

 

การบวก (Addition) : 
 

1 2

iz z Ae    (42) 

 

เมื่อ 
 

2 2 1 2

1 2 1 2 1 2[ 2 cos( )]A A A A A       (43) 

 

1 1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin
tan

cos cos

A A

A A

 


 

  
  

 
 (44) 

การยกก าลัง (Powers) : 
 

n n inz A e   (45) 

 
1 1n n i nz A e   (46) 

 

จากการสร้างสูตรทางพีชคณิต (Algebraic formulation) 
ส าหรับจ านวนเชิงซ้อนสามารถขยายไปสู่ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อน
ได้ (Complex variable functions) โดยท่ีส่วนจริงและส่วนจินตภาพ
ของฟังก์ชันเชิงซ้อน (Complex functions) มีอนุพันธ์ท่ีต่อเน่ืองใน
ทุก ๆ อันดับ (Continuous derivatives of all orders) ณ จุดๆ 
หน่ึง แตต่ัวของฟังก์ชันเชิงซ้อนเองอาจไม่สามารถมีอนุพันธ์ก็ได้ 

ถ้า z เป็นตัวแปรเชิงซ้อนแล้ว ( )f z เป็นฟังก์ชันเชิงซ้อนด้วยซ่ึง
สามารถเขียนในรูปแบบท่ัวไปได้ดังน้ี 
 

( ) ( ) ( )f z u z v z i   (47) 

 

โดย ( )u z และ ( )v z เป็นฟังก์ชันค่าจริง (Real-valued functions) 
ส าหรับคู่สังยุคของฟังก์ชันเชิงซ้อน (Conjugate of complex 

function) แทนด้วย ( )cf z และมีนิยามเป็น 
 

( ) ( ) ( )cf z u z v z i   (48) 

 

สูตรต่าง ๆ ส าหรับทางเลขคณิต (Arithmetic) ของจ านวน
เชิงซ้อนยังคงสามารถประยุกต์ใช้ได้กับฟังก์ชันเชิงซ้อนโดยมีความ
คล้ายคลึงกัน ดังน้ัน 
 

2 2( ) ( ) ( )f z u z v z   (49) 

 

2 2( ) ( ) ( )cf z u z v z   (50) 

 
2 2( ) ( ) ( ) ( )cf z f z u z v z   (51) 

 
22

( ) ( ) ( ) ( )c cf z f z f z f z   (52) 

 

2 2

1 1
[ ( ) ( ) ]

( ) ( ) ( )
u z v z i

f z u z v z
 


 เม่ือ ( ) 0f z   (53) 
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2 2

1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c c

c

f z f z

f z f z f z u z v z
 


 (54) 

 

ส าหรับการแสดงผลของฟังก์ชัน เชิ ง ซ้อนในเชิ ง รูปภาพ 
(Graphical representation) น้ันท าได้ยากเน่ืองจากท้ังตัวแปร z

และฟังก์ชัน ( )f z ต่างมี 2 มิติ อย่างไรก็ตาม ยังมีอีกแนวทางหน่ึงคือ 
การพล็อตความสัมพันธ์ระหว่าง ( )u z และ ( )v z ส าหรับตัวแปร z ท่ี
แตกต่างกันดังในรูปท่ี 3 และเรียกว่า การพล็อตแบบไนควิตส์ 
(Nyquist plots) [7] 

 

 
 

รูปที่ 3 การพล็อตแบบไนควิตส์ (Nyquist plots) ส าหรับฟังก์ชัน
เชิงซ้อน ( )f z  
 

4. การวิเคราะห์ฮาร์มอนิค 

แม้ว่าการเคลื่อนท่ีโดยส่วนใหญ่ของระบบท่ีมีการสั่นสะเทือน 
(Vibratory systems) ไม่เป็นรูปแบบฮาร์มอนิค (Harmonic motion or 
vibration) แต่ในหลายกรณี พบว่า การเคลื่อนท่ีของระบบมีลักษณะ
ท่ีเป็นคาบ (Periodic) [4-8] ดังน้ัน ฟังก์ชันคาบใดๆ (Periodic 
functions) ท่ีมตีัวแปรอิสระซ่ึงในท่ีน้ีก าหนดให้เป็นเวลา ( )t สามารถ
แสดงอยู่ในรูปแบบของอนุกรมฟูเรียร์ได้ (Fourier series) [16,17] 
โดยให้เป็นผลรวมของพจน์ฟังก์ชัน sine และ cosine ท่ีมี
ความสัมพันธ์เป็นแบบฮาร์มอนิค [18] ท้ังน้ี ฟังก์ชันคาบ ( )f t มี
คุณสมบัติ คือ ( ) ( )f t f t T   เมื่อ T คือ คาบเวลา (Time 
period) 

ถ้า ( )f t เป็นฟังก์ชันคาบแล้วจึงสามารถแทนให้อยู่ในรูปแบบ
อนุกรมฟูเรียร์ (Fourier series representation) ดังน้ี [3], [16], 
[17] 
 

1

( ) 2 ( cos sin )o n n

n

f t a a n t b n t 




    (55) 

 

โดย 2 T  คือ ค่าความถี่ธรรมชาติมูลฐาน (Fundamental 
natural frequency) และมีคุณสมบัติ n n   เมื่อ 1,2,3,...n 

ส่วน oa na และ nb คือ สัมประสิทธิ์ฟูเรียร์ (Fourier coefficients) 
ของฟังก์ชันคาบ ( )f t และสามารถหาค่าได้ด้วยการประยุกต์
คุณสมบัติของเงื่อนไขสภาพตั้งฉาก (Orthogonality conditions) 
ดังน้ี [3], [15] – [17] 
 

0

0 ,
sin sin

2 ,

T n k
n t k t dt

T n k
 


 


  (56) 

 

0

0 ,
cos cos

2 ,

T n k
n t k t dt

T n k
 


 


  (57) 

 

0

0 ,
cos sin

0 ,

T n k
n t k t dt

n k
 


 


  (58) 

 

โดยที ่ n  และ k  คือ จ านวนเต็ม (Integer numbers) 
เมื่อประยุกต์เงื่อนไขสภาพตั้งฉากในสมการ (55) จึงได้ค่า

สัมประสิทธิ์ฟูเรียร์ดังต่อไปน้ี 
 

0

2
( )

T

oa f t dt
T

   (59) 

0

2
( )cos

T

na f t n t dt
T

  ; 1,2,3,...n   (60) 

 

0

2
( )sin

T

nb f t n t dt
T

  ; 1,2,3,...n   (61) 

 

ดังน้ันจึงสรุปได้ว่า ฟังก์ชันท่ีมีลักษณะเป็นคาบใด ๆ สามารถ
แทนได้ด้วยฟังก์ชันฮาร์มอนิค (Harmonic functions) ถึงอย่างไรก็
ตาม พบว่า มีปรากฏการณ์ส าคัญเรียกว่า ปรากฏการณ์ของกิ๊บส์ 
(Gibbs phenomenon) [5], [16], [17] โดยมีพฤติกรรมในการ
ประมาณฟังก์ชันใด ๆ ด้วยอนุกรมฟูเรียร์ท่ีมีจ านวนพจน์แตกต่างกัน
ดังน้ี เมื่อจ านวนพจน์ของอนุกรมท่ีใช้มีค่าเพิ่มขึ้น พบว่า สามารถ
ปรับปรุงการประมาณฟังก์ชันให้ได้ใกล้เคียงกับฟังก์ชันเดิม ยกเว้น 
บริเวณท่ีอยู่ใกล้กับความไม่ต่อเนื่อง (Discontinuity) ของฟังก์ชัน 
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(จุด P บนแกน t ) ดังแสดงในรูปท่ี 4 ส าหรับฟังก์ชันสามเหลี่ยม 
(Triangular function) ซ่ึงความคลาดเคลื่อน (Error) ยังคงปรากฏให้เห็น
ประมาณร้อยละ 10 ถึงแม้ว่าจ านวนพจน์ของอนุกรมท่ีใช้เข้าใกล้ค่า
อนนัต์ ( n ) [5] 
 

 

รูปท่ี 4 ปรากฎการณ์ของกิ๊บส์ (Gibbs phenomenon) 
 

จากสมการ (55) สามารถเขียนให้อยู่ในพจน์ของฟังก์ชันเอ็กซ์
โปเนนเชียล (Exponential functions) หรือ จ านวนเชิงซ้อนได้ด้วย
การแทนสูตรของออยเล่อร์จากสมการ (34) และสมการ (35) โดย
ก าหนดให้ n t   
 

1

( ) ( )in t in t

o n n

n

f t c c e c e 


 



    (62) 

 
ในท่ีน้ี oc nc และ nc  คือ สัมประสิทธิ์ฟูเรียร์เชิงซ้อน (Complex 
Fourier coefficients) และให้นิยามในพจน์ของสัมประสิทธิ์ฟูเรียร์
ค่าจริง (Real-valued Fourier coefficients) ดังต่อไปน้ี 
 

1
( )

2 2

o
o o o

a
c a b i    เม่ือ 0ob   (63) 

 

1
( )

2
n n nc a b i   (64) 

1
( )

2
n n nc a b i    (65) 

 

จากการพิจารณาสมการ (28) สมการ (29) และสมการ (64) 

พบว่า 
 

2 22 n n nc a b   (66) 

 
1tan ( )n nb a   (67) 

 

ส าหรับสมการ (62) สามารถเขียนให้อยู่ในอีกรูปแบบ คือ 
 

( ) in t

n

n

f t c e 




   (68) 

 

0

1
( )

T

in t

nc f t e dt
T

   (69) 

 

เพื่อความสะดวกในการลดขั้นตอนระหว่างการค านวณหาก
พบว่า ฟังก์ชัน ( )f t น้ันสามารถเขียนแยกให้อยู่ในรูปแบบของ
ฟังก์ชันคู่ (Even function) และฟังก์ชันค่ี (Odd function) ได้เป็น 
 

( ) ( ) ( )f t E t O t   (70) 

 

ซ่ึงฟังก์ชันคู่ ( )E t มีความเป็นสมมาตร (Symmetric) รอบจุดเริ่มต้น
ท่ี  0t   ส่วนฟังก์ชัน ค่ี ( )O t มีความเป็นปฏิสมมาตร (Anti-
symmetric) ตามคุณสมบัติต่อไปน้ี 
 

( ) ( )E t E t   (71) 

 

( ) ( )O t O t    (72) 

 

โดยมีคุณสมบัติของค่าอินทิกรัล (Integrals) ท่ีเป็นประโยชน์ดังน้ี 
[15] – [17] 
 

0

( )sin 0

T

E t n t dt   (73) 

 

0

( ) cos 0

T

O t n t dt   (74) 

 

ดังน้ัน จ านวนพจน์ท่ีปรากฏในอนุกรมฟูเรียร์ตามสมการ (55) 
และสมการ (62) จึงมีจ านวนพจน์ท่ีใช้ในการค านวณเชิงตัวเลขลดลง
มาก ส่งผลท าให้ค่าผลรวมของอนุกรมมีอัตราการลู่เข้า (Rate of 
convergence) ท่ีเร็วขึ้นเน่ืองจากลดปัญหาความคลาดเคลื่อนจาก
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การปัดเศษ (Rounded off errors) หากพิจารณาผลของการตัดเศษ
เดียวกัน (Truncated errors) 
 

5. แนวทางการจ าลองระบบ 

เน่ืองจากบทความน้ีให้ความสนใจศึกษาปัญหาการสั่นสะเทือน
ของระบบ ซ่ึงในการจ าลองและการวิเคราะห์ระบบสามารถพิจารณา
แบ่งออกได้เป็น 2 ประเภทหลัก คือ ระบบต่อเน่ือง (Continuous 
or distributed parameter systems) [19,20] และระบบย่อยท่ีไม่
ต่อเนื่อง (Discrete or lumped systems) [12,13] 

โดยระบบท้ัง 2 ประเภทน้ีมีลักษณะเฉพาะท่ีแตกต่างกันซ่ึงมี
ข้อดีและข้อจ ากัดดังน้ี 

(1) ระบบต่อเน่ืองเป็นตัวแทนระบบท่ีแท้จริงของปัญหาท่ี
สนใจพิจารณาโดยมีจ านวนดีกรีอิสระอนันต์ค่า (Infinite DOFs) ใน
การวิเคราะห์เริ่มต้นจากการพิจารณาสมการควบคุมการเคลื่อนท่ีซ่ึง
เป็นสมการเชิงอนุพันธ์แบบแยกส่วน (Partial differential 
equation: PDE) หากต้องการวิเคราะห์ด้วยวิธีการเชิงวิเคราะห์ 
(Analytical methods) ผลลัพธ์ของปริมาณต่างๆ ท่ีสนใจศึกษาเช่น 
การตอบสนองต่อการสั่น ความถี่ ขนาดหรือปริมาณของการสั่น เป็น
ต้น สามารถแสดงให้อยู่ ในรูปแบบของสมการรูปแบบปิดได ้
(Closed-form expressions) โดยสามารถอธิบายพฤติกรรมได้
อย่างครอบคลุมในเชิงกายภาพซ่ึงเป็นข้อดีของการจ าลองด้วยระบบ
น้ี อย่างไรก็ตาม พบว่า ระบบในทางปฏิบัติมักเป็นระบบท่ีมีความ
ซับซ้อนเน่ืองจากพฤติกรรมของแต่ละองค์อาคารรวมถึงวัสดุท่ีใช้
แตกต่างกันและไม่สามารถท าการหาผลเฉลยหรือหาค าตอบจาก
สมการ PDE ได้โดยตรง ดังน้ัน จึงเป็นข้อจ ากัดท่ีส าคัญในการจ าลอง
และวิเคราะห์ระบบดังกล่าว 

(2) ระบบย่อยท่ีไม่ต่อเน่ืองคือ ระบบท่ีมีการจ าลองและการ
ประมาณระบบจริงท่ีต่อเน่ืองให้เป็นระบบย่อยๆ ท่ีมาเชื่อมต่อเข้า
ด้วยกันท้ังระบบโดยก าหนดให้จ านวนดีกรีอิสระมีจ านวนจ ากัด n ค่า 
(Finite DOFs or MDOFs) [21-26] ท่ีสอดคล้องตามจ านวนดีกรี
อิสระในแต่ละระบบย่อยซ่ึงมีสมการควบคุมการเคลื่อนท่ีเป็นสมการ
เชิงอนุพันธ์สามัญ (Ordinary differential equations: ODE) หรือ
สมการ PDE ในแต่ละระบบย่อยน้ัน ส าหรับการวิเคราะห์ปัญหา
สามารถแยกพิจารณาสมดุลของการเคลื่อนท่ีในแต่ละระบบย่อยและ
น าไปสู่ระบบสมการสมดุลรวมท่ีมจี านวน n สมการ แสดงในพจน์ของ
ดีกรีอิสระท่ีไม่ทราบค่าจ านวน n ค่า ซ่ึงสามารถท าการหาค่ามาได้

ด้วยระเบียบวิธีการทางคณิตศาสตร์ [14,27] ภายหลังจากการ
ประยุกต์เงื่อนไขค่าเริ่มต้น (Initial conditions) โดยผลลัพธ์สุดท้าย
ท่ีได้คือ ค่าของดีกรีอิสระในแต่ละระบบย่อยท้ังหมดท่ีใช้เป็นตัวแทน
ในการอธิบายพฤติกรรมการตอบสนองของระบบจริง ความแม่นย า
ถูกต้องของการจ าลองด้วยระบบน้ีขึ้นอยู่กับจ านวนในการแบ่งเป็น
ระบบย่อยท่ีเพียงพอเสมือนเป็นตัวแทนของระบบต่อเน่ือง ใน
ปัจจุบัน วิธีการท่ีสะดวกและเป็นท่ีนิยมในการวิเคราะห์คือ วิธีการไฟ
ไนท์เอเลเมนท์ (Finite element method) [28] 

รูปท่ี 5 แสดงการจ าลองระบบต่อเน่ืองขององค์อาคารเชิง
โครงสร้างภายใต้การสั่นแบบอิสระตามแนวแกน (Axial vibration) 
ของท่อน (Bar) รับแรงดึงหรือแรงอัดและตัวอย่างสาธิตการจ าลอง
เป็นระบบย่อยท่ีมีจ านวนดีกรีอิสระแตกต่างกัน n ค่า ส่วนรูปท่ี 6 
แสดงปัญหาการสั่นแบบอิสระในแนวขวาง (Transverse vibration) 
ของเส้นลวด (String) ภายใต้แรงดึงคงท่ีและท าการจ าลองให้เป็น
ระบบย่อย 3 DOF [20] 

รูปท่ี 7 ถึง รูปท่ี 9 แสดงตัวอย่างในการจ าลองระบบย่อยอย่าง
ง่ายเพื่อการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นของระบบเชิงกล โดยท่ีโครงสร้าง
รวมของรถจักรยานยนต์ในรูปท่ี 7 และแท่นรองรับเครื่องจักรในรูปท่ี 
8 พิจารณาให้เป็นวัตถุแข็งเกร็ง (Rigid bodies) ส่วนในรูปท่ี 9 เป็น
กรณีระบบท่ีไร้การหน่วงโดยสมมติให้ฐานของเครนเป็นแบบแข็งเกร็ง 
(Rigid base) และยึดต่อกับชิ้นส่วนต่างๆ เป็นแบบจุดตรึงหรือจุด
ยึดแน่น (Fixed points) 

 

รูปที่ 5 ท่อนต่อเน่ืองและแบบจ าลองย่อยของท่อน 1 2 3 และ n 
DOF 
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รูปท่ี 6 เส้นลวดรับแรงดึงและแบบจ าลองระบบย่อย 3 DOF 
 

พิจารณาปัญหาการสั่นแบบอิสระของท่อนรับแรงตามแนวแกน
ในรูปท่ี 5 เมื่อ M E A  L  คือ มวลรวม ค่ายังก์มอดูลัส 
พื้นท่ีหน้าตัดและความยาวของท่อนรับแรง ตามล าดับ การจ าลอง
ด้วยระบบย่อยท าได้ด้ วยการพิจารณาให้ เป็นมวลแบบก้อน 
(Lumped mass) จ านวน 1n   ก้อน ท่ีมีระยะห่างเท่ากันและ
เชื่อมต่อด้วยสปริงโดยไม่มีการพิจารณามวลของสปริง (Massless 
spring) ท้ังน้ี n  คือ จ านวนดีกรีอิสระของระบบย่อย ในท่ีน้ี แต่ละ
ค่าคงท่ีของสปริงหรือเรียกว่าค่าความแกร่งของสปริง (Spring 
constant or spring stiffness: k ) มีค่าเป็น 
 

( )k n AE L  (75) 

 

ส าหรับการสั่นแบบอิสระท่ีไร้การหน่วงของท่อนรับแรงตาม
แนวแกน มีค่าความถี่ธรรมชาติเชิงมุม (Circular natural 
frequency) คือ และเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์ไร้หน่วย (Non-
dimensional parameter) ของค่าความถี่ธรรมชาติเชิงมุม คือ

ซ่ึงมีนิยามดังนี ้
 

ML AE    (76) 

 
 

รูปที่ 7 ผู้ขับขี่และจักรยานยนต์ (บน) [29] และการจ าลองระบบย่อย 
(ล่าง) 
 

 
 

รูปท่ี 8 การจ าลองระบบย่อยของแท่นรองรับเครื่องจักรหนัก 
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รูปที่ 9 เครนแบบเคลื่อนท่ี (Mobile crane) (บน) [30] และการ
จ าลองระบบย่อย (ล่าง) 
 
ตารางที่ 1 พารามิเตอร์ไร้หน่วย ( )m

 ของระบบย่อยท่ีมี n ดีกรี
อิสระ ใน 5 รูปแบบแรกของการสั่น 

m
  m  1 2 3 4 5 

n  1 1.4142 - - - - 
2 1.5307 3.6955 - - - 
3 1.5529 4.2426 5.7956 - - 
4 1.5607 4.4446 6.6518 7.8463 - 
5 1.5643 4.5399 7.0711 8.9101 9.8769 
7 1.5675 4.6239 7.4484 9.8995 11.8541 
10 1.5692 4.6689 7.6537 10.4500 12.9890 
15 1.5701 4.6930 7.7646 10.7510 13.6197 
20 1.5704 4.7015 7.8036 10.8576 13.8447 

 (exact) 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1372 
 

กรณีระบบต่อเน่ืองของท่อนรับแรงตามแนวแกนท่ีมีเงื่อนไขท่ี
ปลายท้ัง 2 ข้างดังในรูปท่ี 5 มีค่าความถี่ธรรมชาติเชิงมุมในแต่ละ
รูปแบบการสั่น (Modes of vibration) คือ m เมื่อ 

1,2,3,...,m   คือ ล าดับท่ีของรูปแบบการสั่นและสามารถหาได้
ด้วยวิธีการเชิงวิเคราะหไ์ด้เป็น 
 

(2 1)

2
m

ML m

AE





  (77) 

จากการพิจารณาสมการ (76) จึงได้พารามิเตอร์ไร้หน่วย m
 ใน

แต่ละรูปแบบของการสั่นล าดับท่ี m คือ [19], [20] 
 

(2 1)

2
m

m 
 

  (78) 

 

ในกรณีของระบบย่อย n ดีกรีอิสระ ค่าพารามิเตอร์ m
 สามารถ

หาค่ามาได้ด้วยการพิจารณาสมการของการเคลื่อนท่ีในแต่ละระบบ
ย่อยและน าไปสู่สมการความถี่ (Frequency equation) ดังต่อไปน้ี 
 

2 1 0 0 0 0

1 2 1 0

0 1 2 0

0
0 2 1 0

0 1 2 1

(2 )
0 0 0 0 1

2 n n

















  

 


 

  




 

 (79) 
 

2( )m n   (80) 

 

สังเกตไดว้่า เมื่อท าการหาค่าดีเทอมิแนนท์ (Determinant) ของ
พจน์ทางซ้ายมือในสมการ (79) น าไปสู่ผลลัพธ์สุดท้ายท่ีได้โดยเป็น
สมการเชิงอดิศัย (Transcendental equation) ซ่ึงไม่สามารถหา
ค่า m

 ได้ด้วยวิธีการทางตรง (Direct method) แต่ค่าเชิงตัวเลข
ส าหรับ m

 สามารถหาได้ด้วยการใช้ระเบียบวิธีการเชิงตัวเลข 
(Numerical procedure) [14], [27] โดยกระบวนการค้นหาราก
ค าตอบ (Roots searching algorithm) 

ผลการค านวณหาค่า m
 ส าหรับการจ าลองระบบย่อย n ดีกรี

อิสระจากสมการ (79) แสดงไวใ้นตารางท่ี 1 กรณีของรูปแบบการสั่น 
(First five vibration modes) ใน 5 รูปแบบแรก [20] 

จากตารางท่ี 1 พบว่า จ านวนของรูปแบบการสั่นปรากฏตาม
จ านวนของดีกรีอิสระท่ีใช้ ( )n ในแบบจ าลองระบบย่อย เมื่อจ านวน
ดีกรีอิสระมีค่าเพิ่มขึ้น เห็นได้ว่า ค่า m

 ในแต่ละรูปแบบการสั่น
ล าดับท่ี m  มีค่าลู่เข้าค่า m

 ท่ีแม่นตรง ( )n  ของระบบต่อเน่ือง
ท่ีได้จากสมการ (78) นอกจากน้ี ยังพบว่า ความคลาดเคลื่อน
ของ m

 มีค่าเพิ่มขึ้นเมื่อมีรูปแบบการสั่นในล าดับท่ีสูงขึ้นโดยท าการ
เปรียบเทียบกับค่าแม่นตรง ดังน้ัน ในการหาค่า m

 ส าหรับรูปแบบ
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การสั่นในล าดับท่ีสูงจึงควรพิจารณาใช้จ านวนดีกรีอิสระท่ีมาก
เพียงพอในการจ าลองระบบย่อยและให้ท าการทดสอบการลู่เข้า 
(Convergent test) ของค่า m

 ตามจ านวน n ท่ีเพิ่มขึ้น 

 

6. บทสรุป 

การวิเคราะห์ในบางปัญหาเชิงกายภาพอาจปรากฏจ านวน
เชิงซ้อนหรือฟังก์ชันเชิงซ้อนระหว่างขั้นตอนของการวิเคราะห์หรือใน
บางกรณี พบว่า การใชว้ิธีการวเิคราะห์เชิงซ้อนอาจมีความสะดวกใน
การแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ ส าหรับบทความน้ีน าเสนอการ
ทบทวนและสรุปพ้ืนฐานท่ีจ าเป็นของจ านวนและฟังก์ชันเชิงซ้อนและ
การวิเคราะห์ฮาร์มอนิคท่ีเกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์ปัญหาการ
สั่นสะเทือนของระบบเชิงกลและระบบโครงสร้างรวมไปถึงการ
แนะน าแนวทางการสร้างแบบจ าลองระบบย่อยเพื่อเป็นตัวแทนใน
การวิเคราะห์ระบบต่อเน่ืองท่ีมีความซับซ้อนหรือไม่สามารถท าการ
วิเคราะห์ได้ด้วยวิธีการเชิงวิเคราะห์พร้อมท้ังแสดงตัวอย่างในการการ
จ าลองระบบย่อย 
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เริ่มท างานที่ภาควิชาวิศวกรรมโยธา มหาวิทยาลัย
เทคโนโลยีมหานครในปี พ.ศ. 2537 มีความสนใจ
ศึกษางานวิจัยในเรื่อง กลศาสตร์ของแข็ง กลศาสตร์
เชิงค านวณด้วยวิธีการแม่นตรงและตัวเลขและการ

จัดการงานก่อสร้าง 
 

 

ดร.ประกิจ เปรมธรรมกร ส าเร็จการศึกษาระดับ
ปริญญาเอกสาขาวิศวกรรมโยธา จาก Texas A&M 
University ท างานเป็นอาจารย์ประจ าภาควิชา
วิศวกรรมโยธา มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีมหานครตั้งแต่
ปี พ.ศ. 2538 มีความสนใจศึกษางานวิจัยทางด้าน
เสถียรภาพของโครงสร้างและโครงสร้างเพื่อความ
ปลอดภัยส าหรับถนน 

 

 

ผศ.ดร.ยศ สมพรเจริญสุข ส าเร็จการศึกษาระดับ
ปริญญาเอกสาขาวิ ศวกรรมโยธา  (วิ ศวกรรม
โครงสร้าง) จากมหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้า
ธน บุ รี  เ ริ่ มท า ง า นที่ ภ าควิ ช า วิ ศ วก ร รม โยธ า 
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีมหานครในปี พ.ศ. 2550 มี
ความสนใจศึกษางานวิจัยในเรื่อง กลศาสตร์ของแข็ง 

กลศาสตร์การแตกหัก กลศาสตร์การสัมผัส และกลศาสตร์เชิงค านวณด้วยวิธีการ
แม่นตรงและตัวเลข 


