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บทคัดย่อ 

วัตถุประสงค์ของงานวิจัยนี้คือ การมุ่งหาเกณฑ์เสถียรภาพ
และฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะที่สอดคล้องกันส าหรับเสาแบบ
ออยเลอร์ที่ยึดรั้งแบบยืดหยุ่นอย่างต่อเนื่องซึ่งการยึดรั้งแบบ
ยืดหยุ่นสามารถพิจารณาและจ าลองเป็นฐานรากประเภทวิง
เคลอร์ โดยได้พิจารณาเสาที่มีการปรับเปลี่ยนผสมของเงื่อนไข
ปลายเสาแบบคลาสสิคใน 10 รูปแบบ วิธีการวิเคราะห์ปัญหา
เริ่มต้นด้วยการสร้างสมการควบคุมแบบไร้มิติส าหรับการโก่งเดาะ
ของเสาจากนั้นจึงท าการแก้หาค าตอบเชิงวิเคราะห์ พบว่า เกณฑ์
เสถียรภาพที่ได้มาโดยส่วนใหญ่เป็นสมการอดิศัยที่มีรูปแบบไร้เชิง
เส้นระดับสูงซึ่งแสดงในพจน์ของพารามิเตอร์เสถียรภาพแอบแฝง
ที่ต้องการ 

 
ค าส าคัญ: เกณฑ์เสถียรภาพ การโก่งเดาะ เสาแบบออยเลอร์ ฐาน
รากยืดหยุ่นประเภทวิงเคลอร์ 
 
 

ABSTRACT 

The objective of this research work is aiming at the 

determination of the stability criteria and 

corresponding buckling shape function for a 

continuous elastically restrained Euler column in 

which the elastic restraint can be viewed and modeled 

as Winkler-type foundation. The column with 10 

combinations of classical end condition is considered. 

The method of problem analysis starts with 

formulating the dimensionless governing equation for 

the column buckling and then analytical solving. It is 

founded that most of the obtained stability criteria are 

highly nonlinear transcendental equations represented 

in terms of the required implicit stability parameters. 

 

Keywords: Stability Criteria, Buckling, Euler Column, 

Winkler-Type Elastic Foundation 

 

 

1. บทน าและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

ความสามารถต้านทานการโก่งเดาะ (Buckling resistant capacity) 
ภายใต้ผลของแรงอัดกระท าตามแนวแกน (Axially compressive 
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loaded) ของเสายาว (Long column) โดยปราศจากการยึดรั้งใน
แนวขวางตั้งฉากตลอดความยาวเสาสามารถพิจารณาได้จากค่า
น้ าหนักบรรทุกโก่งเดาะวิกฤติหรือเรียกโดยย่อว่า น้ าหนักบรรทุก
วิกฤติ (Critical buckling load or critical load:

crP ) ซ่ึงมี
คุณลักษณะเป็นค่าเฉพาะประจ าตัวของเสาท่ีขึ้นอยู่กับค่าก าลังของ
วัสดุท่ีใช้ (Material strength) ค่าความแกร่งและความชะลูด 
(Stiffness and slenderness) ของเสารวมไปถึงเงื่อนไขการยึดรั้ง
บริเวณปลายเสาท้ัง 2 ข้าง (End restraint condition) [1] – [5] 
ตัวอย่างการวิบัติอันเน่ืองจากการโก่งเดาะของเสาท่ีกล่าวน้ีแสดงใน
รูปท่ี 1 [6] ในกรณีของเสาท่ีอยู่ภายในอาคาร (Interior columns) 

ค่าน้ าหนักบรรทุกวิกฤติส าหรับเสาท่ีมีการยึดรั้งอย่างต่อเน่ือง
ตลอดช่วงความยาวเสา (Continuously restrained columns) มี
ค่าแตกต่างไปจากกรณีของเสาเมื่อมีการยึดรั้งเฉพาะบริเวณท่ีปลาย
อย่างเดียว ตัวอย่างของการพิจารณาและวิเคราะห์เสาท่ีมีลักษณะ
ดังกล่าวน้ีเช่น ในกรณีเสาท่ีมีการยึดติดกับโครงสร้างผนังอาคารซ่ึง
การวิเคราะห์สามารถจ าลองผนังให้เป็นฐานรากยืดหยุ่นได้ (Elastic 
foundation) [7], [8] โดยมีปฏิสัมพันธ์ของการส่งถ่ายแรงระหว่าง
เสาและผนัง (Interaction of force transfer) หรือกรณีท่อส่ง
ล าเลียงของเหลว (Pipeline) ท่ีวางตัวทอดอยู่บนพื้นใต้ทะเลดังรูปท่ี 
2 [9] รางรถไฟท่ีวางพาดบนหมอนรองรับรางดังรูปท่ี 3 [10] หรือ ใน
กรณีของเสาเข็มท่ีฝังอยู่ในดินดังรูปท่ี 4 [11] และรูปท่ี 5 [12] เป็น
ต้น 

ส าหรับการส ารวจผลงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องและใช้เป็นแนวทางใน
การศึกษามีรายละเอียดพอสังเขปดังต่อไปน้ี Atanackovic and 
Novakovic [13] ได้ท าการวิเคราะห์ปัญหาการโก่งเดาะของเสาท่ีมี
ปลายยึดแน่นท้ัง 2 ข้างและวางบนฐานรากยืดหยุ่นประเภทวิงเคลอร์ 
(Winkler-type elastic foundation) ดังในรูปท่ี 6 โดยสนใจศึกษาเพื่อ
หาขนาดหน้าตัดเสาท่ีเหมาะสม (Optimum cross sections) แสดงใน
พจน์ของโมเมนต์ความเฉื่อยของหน้าตัดเสา (Moment of inertia of 
cross section) และต่อมาภายหลัง Atanackovic et al. [14] ได้มี
การศึกษาเพิ่มเติมในปัญหาลักษณะเดียวกันโดยพิจารณาให้เสาวางบน
ฐานรากเพียงบางส่วนดังแสดงในรูปท่ี 7 
 

 

รูปท่ี 1 การวิบัติจากการโก่งเดาะของเสาภายในอาคาร [6] 
 

 

รูปท่ี 2 การโก่งเดาะของท่อส่งล าเลียงของเหลวบนพื้นใต้ทะเล [9] 
 

 

รูปที่ 3 การโก่งเดาะของรางรถไฟท่ีวางพาดบนหมอนรองรับราง 
[10] 
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รูปท่ี 4 การโก่งเดาะของฐานรากเสาเข็ม [11] 
 

Atay and Coskun [15] ท าการทดสอบปัญหาการโก่งเดาะของเสา
วางบนฐานรากยืดหยุ่นดังแสดงในรูปท่ี 8 และก าหนดให้ปลายเสาท้ัง 2 
ข้างมีการยึดรั้งแบบคลาสสิคท่ีแตกต่างกันใน 5 กรณี โดยการวิเคราะห์
ปัญหาใช้วิธีกระบวนการวนซ้ าแบบแปรผัน (Variational iteration 
method: VIM) ซ่ึงเป็นระเบียบวิธีการเชิงตัวเลข (Numerical 
procedure) จากผลการวิเคราะห์สรุปได้ว่า ค่าน้ าหนักบรรทุกวิกฤติท่ี
ได้มีค่าท่ีสอดคล้องกันอย่างดีเมื่อท าการเปรียบเทียบกับผลลัพธ์เชิง
ทฤษฎีและในเวลาถัดมา Eryilmaz et al. [16] ได้ศึกษาปัญหาใน
ลักษณะเดียวกันน้ีโดยน าเสนอการประยุกต์ใช้วิธีการวิเคราะห์โฮโมโตพี 
(Homotopy analysis method) เพื่อหาค่าน้ าหนักบรรทุกวิกฤติ 

Melissianos and Gantes [17] วิเคราะห์และจ าลองพฤติกรรม
การโก่งเดาะของท่อส่งล าเลียงของเหลวท่ีฝังภายในหรือวางบนดินและมี
จุดต่อภายในของท่อ (Interior joint or connection) เป็นแบบยึดหมุน
ร่วมกับมีสปริงยึดรั้งเชิงมุม (Rotational elastic spring) โดยท าการ
จ าลองให้เป็นปัญหาของเสาท่ีมีปลายแบบยึดหมุนหรือแบบยึดแน่นและ
วางบนฐานรากยืดหยุ่นดังรูปท่ี 9 

 
 

 

 

รูปที่ 5 การโก่งเดาะของเสาเข็มกลุ่มหรือเสาเข็มเดี่ยวขนาดใหญ่
รองรับเสาตอม่อ [12] 
 

 
 

รูปท่ี 6 เสามีปลายยึดแน่นท้ัง 2 ข้างวางบนฐานรากยืดหยุ่น 
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รูปท่ี 7 เสามีปลายยึดแน่นท้ัง 2 ข้างวางบนฐานรากยืดหยุ่นบางส่วน 
 

 
 

รูปท่ี 8 เสาท่ีมีเงื่อนไขปลายแบบคลาสสิควางบนฐานรากยืดหยุ่น 
 

 
 

รูปท่ี 9 เสาวางบนฐานรากยืดหยุ่นและมีจุดต่อภายในยึดหมุนร่วมกับ
สปริงยึดรั้งเชิงมุม 
 

 
 

รูปที่ 10 เสาท่ีมีหน้าตัดแปรเปลี่ยนวางบนฐานรากยืดหยุ่นและมี
ปลาย 2 ข้างยึดหมุนร่วมกับสปริงยึดรั้งเชิงมุม [18] 
 

Ghadban et al. [18] ศึกษาปัญหาการโก่งเดาะของเสาท่ีมีหน้าตัด
ไม่สม่ าเสมอและมีเงื่อนไขการยึดรั้งท่ีปลายดังรูปท่ี 10 เน่ืองจากการแก้
สมการเชิงอนุพันธ์ควบคุมของปัญหาท่ีพิจารณาด้วยวิธีการเชิงวิเคราะห์
มีความยุ่งยากและซับซ้อนจึงน าเสนอระเบียบวิธีการเชิงตัวเลข 
(Numerical procedure) ด้วยการแบ่งเสาออกเป็นชิ้นส่วนย่อย ๆ 
(Segmental elements) โดยสมมติให้มีคุณสมบัติของหน้าตัดเสาท่ี
สม่ าเสมอ (Uniform section) ในแต่ละชิ้นส่วน 

เน่ืองจากปัญหาการโก่งเดาะของเสามีความส าคัญในเชิงโครงสร้าง 
โดยการวิบัติเน่ืองจากการโก่งเดาะเป็นการวิบัติแบบทันทีทันใด 

(Sudden failure) เมื่อความสามารถของเสาในการรองรับน้ าหนัก
บรรทุกจากภายนอกมีค่าเข้าใกล้ค่าน้ าหนักบรรทุกวิกฤติ ดังน้ัน จึง
ได้รับความสนใจอย่างกว้างขวางจากนักวิจัย ท้ังน้ี ได้มีการสรุป ทบทวน
และวิเคราะห์ผลการศึกษาวิจัยในอดีตอย่างต่อเนื่องและมีรายงานไว้
อย่างละเอียดโดย Johnston [19] Thurlimann [20] และ Wang et 
al. [21] 
 

ตารางที่ 1 สัญลักษณ์และความหมายของเงื่อนไขแบบคลาสสิค 

สัญลักษณ ์ ความหมาย 

C  Clamped condition: เงื่อนไขแบบยึดแนน่ 

S  Simple or hinged condition: เงื่อนไขแบบยึดหมุน 

G  Guided condition: เงื่อนไขแบบล้อเลื่อนไถลในรางน ารอ่ง 

F  Free end condition: เงื่อนไขแบบปลายอิสระ 

 

ตารางที่ 2 เสาท่ีมีการยึดรั้งแบบต่อเน่ืองและมีเงื่อนไขของปลายเสา
แบบคลาสสิค 

กรณ ี ลักษณะเงื่อนไขการยึดร้ังท่ีปลายเสา 
1 -C C  Column with a continuous elastic restraint 
2 -S C  Column with a continuous elastic restraint 
3 -G C  Column with a continuous elastic restraint 
4 -F C  Column with a continuous elastic restraint 
5 -S S  Column with a continuous elastic restraint 
6 -G S  Column with a continuous elastic restraint 
7 -F S  Column with a continuous elastic restraint 
8 -G G  Column with a continuous elastic restraint 
9 -F G  Column with a continuous elastic restraint 
10 -F F  Column with a continuous elastic restraint 

 

 
 

รูปท่ี 11 แบบจ าลองปัญหาเพ่ือการวิเคราะห์ 
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ส าหรับบทความน้ีเป็นการศึกษาปัญหาการโก่งเดาะของเสาแบบ
ออยเลอร์ (Euler column) [1], [3] ท่ีมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเน่ือง
ตลอดความยาวช่วงเสาโดยจ าลองให้เป็นฐานรากยืดหยุ่นแบบวิงเคลอร์ 
[7], [8] และมีปลายเสาท้ัง 2 ข้าง ยึดรั้งด้วยเงื่อนไขแบบคลาสสิคใด ๆ 
(Arbitrary classical end conditions) อาทิเช่น ปลายยึดหมุน ปลาย
ยึดแน่น ปลายเลื่อนไถลในรางน าร่อง และปลายอิสระ ซ่ึงมีสัญลักษณ์
ระบุไวต้ามตารางท่ี 1 และมีแบบจ าลองท่ีใช้ในการวิเคราะห์แสดงในรูป
ท่ี 11 การศึกษาและวิเคราะห์ปัญหาใช้ระเบียบวิธีการเชิงวิเคราะห์ 
(Analytical method) ส าหรับเงื่อนไขการยึดรั้งปลายเสาท่ีแตกต่างกัน
ใน 10 กรณี ดังตารางท่ี 2 โดยมุ่งเน้นพิสูจน์หาเกณฑ์เสถียรภาพแม่น
ตรงและฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะในแต่ละกรณีของเสาท่ีพิจารณา 
 

 
 

รูปท่ี 12 สมดุลแรงของผังวัตถุอิสระ 
 

 
 

รูปท่ี 13 พารามิเตอร์ไร้มิติเพื่อการวิเคราะห์ 
 

2. ระเบียบวิธีการวิเคราะห ์

จากรูปท่ี 11 ก าหนดให้เสามีความยาว L ความแกร่ง EI อยู่

ภายใต้ผลของแรงอัดกระท าตามแนวแกนเสา P โดย E และ I คือ 
ค่ายังก์มอดูลัส (Young’s modulus) และโมเมนต์ความเฉื่อยของ
หน้าตัดเสา ตามล าดับ โดยจ าลองปัญหาให้เป็นกรณีของเสาวางอยู่
บนฐานรากยืดหยุ่นประเภทวิงเคลอร์ท่ีมีค่าความแกร่งหรือมอดูลัส
ของฐานราก (Subgrade stiffness or modulus) K และเสามี
ปริมาณการโก่งตัว (Deflection) ท่ีพิกัด x ใด ๆ คือ ( )w x และเมื่อ
พิจารณาสมดุลของแรง (Equilibrium of forces) ของผังวัตถุอิสระ 
(Free-body-diagram) ในทิศทางแนวขวางกับแนวแกนเสาส าหรับ
ชิ้นส่วนความยาวน้อย ๆ (Infinitesimal length) dx ดังในรูปท่ี 12 
โดย M คือ โมเมนต์ดัดและV คือ แรงเฉือนบนหน้าตัดเสา พบว่า 
สมการเชิงอนุพันธ์ควบคุมปัญหาการโก่งเดาะคือ [3] – [5] 
 

4 2

4 2

( ) ( )
( ) 0  

d w x P d w x K
w x

dx EI dx EI
 (1) 

 
ก าหนดให้พารามิเตอร์ไร้มิติของพิกัด  และปริมาณการโก่งตัว 

( )W  ในรูปท่ี 13 มีนิยามดังน้ี [22] 
 
  x L  และ ( ) ( ) W w x L  เมื่อ 0 , ( ) 1  W  (2) 
 
ดังน้ันแล้ว สมการ (1) สามารถเขียนได้ใหม่ในรูปแบบสมการไร้มิติเป็น 

4 2
2

4 2

( ) ( )
( ) 0

 
 

 
  

d W d W
kW

d d
 (3) 

 
โดยท่ี ค่าพารามิเตอร์เสถียรภาพ (Stability parameter:  ) 
พารามิเตอร์แสดงอัตราส่วนของน้ าหนักบรรทุก ( ) น้ าหนักบรรทุก
วิกฤติ ( )crP และพารามิเตอร์ความแกร่งของฐานราก ( )k มีนิยาม
ตามล าดับดังต่อไปน้ี 
 

    (4) 
 

crP P   (5) 
 

2 2

crP EI L  (6) 
 

4k KL EI  (7) 
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การหาผลเฉลยของสมการ (3) ท าได้ด้วยการสมมติให้ 
( ) rW e    [23] เมื่อ r  เรียกว่า ค่าเจาะจงหรือค่าเฉพาะ 

(Eigen- or characteristic values) และน าไปสู่สมการ
ลักษณะเฉพาะ (Characteristic equation) 
 

4 2 2 0  r r k  (8) 
 
ซ่ึงมีรากค าตอบของสมการ (Roots) คือ [24] 
 

1 2 1

3 4 2

   


   

r r R i

r r R i
 (9) 

 

โดยท่ี 1 i  และ 
 

2
2 2

1,2
2 2

  
  

 
R k  (10) 

 
ผลเฉลยท่ัวไป (General solution) ของสมการ (3) จึงเขียนได้เป็น 

 

1 1 2 1 3 2( ) cos sin cos     W C R C R C R  
 

4 2sin C R  (11) 
 
ท้ังน้ี ค่า

1C ถึง
4C เป็นค่าคงท่ีไม่ทราบค่าโดยสามารถหาค่ามาได้

ภายหลังจากการประยุกต์เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 
ของปลายเสาท้ัง 2 ข้าง ท่ี 0  และ 1   

เนื่องจากบทความน้ีสนใจศึกษาและวิเคราะห์ปัญหาการโก่งเดาะ
ของเสาท่ีมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเน่ืองตลอดความยาวช่วงเสาใน 10 
กรณี ซ่ึงครอบคลุมทุกเงื่อนไขของปลายเสาท่ีมีการยึดรั้งแบบ
คลาสสิคท่ีแตกต่างกันท้ังหมด (All possible different cases) ดัง
ได้แสดงไว้ในตารางท่ี 2 โดยมีวัตถุประสงค์หลักเพื่อพิสูจน์หาเกณฑ์
เสถียรภาพแม่นตรง (Exact stability criteria) และฟังก์ชันรูปร่าง
การโก่งเดาะในสมการรูปแบบปิด (Closed-form buckling shape 
function expressions) ท่ีสอดคล้องกับเสาในแต่ละกรณี ดังน้ัน
แล้ว การแก้ปัญหาของเสาในแต่ละกรณีจึงจ าเป็นต้องทราบเงื่อนไข
ขอบเขตท่ีปลายเสาแต่ละข้างดังมีรายละเอียดต่อไปน้ี 

 

กรณีที่ 1: เสา -C C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 14) 
 

 

 

รูปท่ี 14 เสา -C C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 
 

(0)
(0) 0


 

dW
W

d
 (12) 

 
(1)

(1) 0


 
dW

W
d

 (13) 

 
กรณีที่ 2: เสา -S C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 15) 
 

 

 

รูปท่ี 15 เสา -S C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 
 

2

2

(0)
(0) 0


 

d W
W

d
 (14) 

 
(1)

(1) 0


 
dW

W
d

 (15) 

 
กรณีที่ 3: เสา -G C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปที่ 
16) 
 

 

 
รูปท่ี 16 เสา -G C และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 
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3
2

3

(0) (0) (0)
0

  
  

dW d W dW

d d d
 (16) 

 
(1)

(1) 0


 
dW

W
d

 (17) 

 
กรณีที่ 4: เสา -F C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 17) 
 

 

 
รูปที่ 17 เสา -F C และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 

 
2 3

2

2 3

(0) (0) (0)
0

  
  

d W d W dW

d d d
 (18) 

 
(1)

(1) 0


 
dW

W
d

 (19) 

 
กรณีที่ 5: เสา -S S และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 18) 
 

 

 
รูปท่ี 18 เสา -S S และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 

 
2

2

(0)
(0) 0


 

d W
W

d
 (20) 

 
2

2

(1)
(1) 0


 

d W
W

d
 (21) 

 
กรณีที่ 6: เสา -G S และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 19) 
 

 

 
รูปท่ี 19 เสา -G S และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 

 
3

2

3

(0) (0) (0)
0

  
  

dW d W dW

d d d
 (22) 

 
2

2

(1)
(1) 0


 

d W
W

d
 (23) 

 
กรณีที่ 7: เสา -F S และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 20) 
 

 

 
รูปท่ี 20 เสา -F S และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 

 
2 3

2

2 3

(0) (0) (0)
0

  
  

d W d W dW

d d d
 (24) 

 
2

2

(1)
(1) 0


 

d W
W

d
 (25) 

กรณีที่ 8: เสา -G G และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 21) 
 

 
 

รูปท่ี 21 เสา -G G และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 
 

3
2

3

(0) (0) (0)
0

  
  

dW d W dW

d d d
 (26) 

 
3

2

3

(1) (1) (1)
0

  
  

dW d W dW

d d d
 (27) 
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กรณีที่ 9: เสา -F G และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 22) 
 

 
 

รูปท่ี 22 เสา -F G และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 
 

2 3
2

2 3

(0) (0) (0)
0

  
  

d W d W dW

d d d
 (28) 

 
3

2

3

(1) (1) (1)
0

  
  

dW d W dW

d d d
 (29) 

 
กรณีที่ 10: เสา -F F และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเน่ือง (รูปท่ี 
23) 
 

 
 

รูปท่ี 23 เสา -F F และมกีารยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง 
 

2 3
2

2 3

(0) (0) (0)
0

  
  

d W d W dW

d d d
 (30) 

 
2 3

2

2 3

(1) (1) (1)
0

  
  

d W d W dW

d d d
 (31) 

 

3. เกณฑ์เสถียรภาพและฟังกช์ันรูปร่างการโก่งเดาะ 

ส าหรับการหาเกณฑ์เสถียรภาพและฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะของ
เสาในแต่ละกรณีสามารถอธิบายและสรุปเป็นขั้นตอนได้ดังน้ี (1) ท าการ
ประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตของปลายเสาท่ี 0  และ 1  จึงน าไปสู่
ระบบสมการร่วมเชิงเส้นแบบเอกพันธ์ (Homogeneous linear 
equations system) ในพจน์ของค่าคงท่ีไม่ทราบค่า ( )iC (2) ท า
การจัดระบบสมการร่วมให้อยู่ในรูปแบบสมการแมทริกซ์ (Matrix 
equation) [25] (3) เกณฑ์เสถียรภาพของเสาได้จากการก าหนดให้ค่า

ดีเทอมิแนนท์ (Determinant) ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์มีค่าเป็น
ศูนย์ (4) ฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะของเสาหาได้จากการก าหนด
ค่าคงท่ีไม่ทราบค่า ( )iC ตัวใดตัวหน่ึงท่ีไม่เป็นศูนย์ให้มีค่าท่ีแน่นอน
ใด ๆ ค่าหน่ึง เพื่อความสะดวกจึงก าหนดให้มีค่าเป็น 1 หลังจากน้ัน 
ท าการแก้ระบบสมการเพื่อหาค่าคงท่ีไม่ทราบค่าท่ีเหลือ 

จากระเบียบขั้นตอนดังกล่าวข้างต้นจึงหาเกณฑ์เสถียรภาพและ
ฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะของเสาในแต่ละกรณีไดด้ังต่อไปน้ี 

 
กรณีที่ 1: เสา -C C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเน่ือง (รูปท่ี 

14) 
จากสมการ (11) สมการ (12) และสมการ (13) จึงได้ 

 

1 3 0 C C  (32) 
 

2 1 4 2 0 C R C R  (33) 
 

1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin 0   C R C R C R C R  (34) 
 

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( sin cos ) ( sin cos )  C R C R R C R C R R  
0  (35) 

 
ให้แทนสมการ (32) และสมการ (33) ส าหรับ

3C และ
4C

ตามล าดับ ลงในสมการ (34) และสมการ (35) และจัดในรูปแบบ
สมการแมทริกซ์ 
 

2 1 2 2 1 1 2 1

1 1 2 2 1 1 2 2

(cos cos ) sin sin

sin sin (cos cos )

    
       

R R R R R R R C

R R R R R R R C
 

0

0

 
  
 

 (36) 

 
ก าหนดค่าดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ (36) 

ใหม้ีค่าเป็นศูนย์ ผลลัพธ์ท่ีได้คือ 
 

2 2

1 2 1 2 1 2 1 22 (1 cos cos ) ( )sin sin 0   R R R R R R R R  (37) 
 
ดังน้ัน สมการ (37) จึงเป็นเกณฑ์เสถียรภาพของเสาในกรณีท่ี 1 
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ก าหนดให้
1 1C ในสมการ (36) และสมการ (11) ร่วมกับ

พิจารณาสมการ (32) และสมการ (33) จึงได้ฟังก์ชันรูปร่างการโก่ง
เดาะ 
 

1 2 1 2 4 2( ) cos sin cos sin       W R C R R C R  (38) 
 

2 1 2
2

2 1 1 2

(cos cos )

sin sin


 



R R R
C

R R R R
 (39) 

 

1 1 2
4

2 1 1 2

(cos cos )

sin sin






R R R
C

R R R R
 (40) 

 
กรณีที่ 2: เสา -S C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 15) 

พิจารณาสมการ (11) สมการ (14) และสมการ (15) จึงน าไปสู่
สมการ 

1 3 0 C C  (41) 
 

2 2

1 1 3 2 0 C R C R  (42) 
 

1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin 0   C R C R C R C R  (43) 
 

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( sin cos ) ( sin cos )  C R C R R C R C R R  
0  (44) 

 
เมื่อท าการแก้สมการ (41) และสมการ (42) ผลลัพธ์คือ 

 

1 3 0 C C  (45) 
 

ให้แทนท่ีสมการ (45) กลับลงสู่สมการ (43) และสมการ (44) 
ผลคือ 
 

1 2 2

1 1 2 2 4

sin sin 0

cos cos 0

    
    
   

R R C

R R R R C
 (46) 

 
และเมื่อก าหนดค่าดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ 
(46) ให้มีค่าเป็นศูนย์จึงได้เกณฑ์เสถียรภาพดังน้ี 
 

2 1 1 2tan tan 0 R R R R  (47) 
 

ก าหนดให้ 
2 1C  ลงในสมการ (46) และสมการ (11) และจาก

การพิจารณาสมการ (45) จึงได้ฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะ 
 

1
1 2

2

sin
( ) sin sin

sin
   

R
W R R

R
 (48) 

 
กรณีที่ 3: เสา -G C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 16) 

เมื่อแทนสมการ (11) ลงในสมการ (16) และสมการ (17) ผลท่ีได้คือ  
 

2 1 4 2 0 C R C R  (49) 
 

2 2 2 2

2 1 1 4 2 2( ) ( ) 0    C R R C R R  (50) 
 

1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin 0   C R C R C R C R  (51) 
 

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( sin cos ) ( sin cos )  C R C R R C R C R R  
0  (52) 

 
จากการพิจารณาสมการ (49) และสมการ (50) พบว่า 

 

2 4 0 C C  (53) 
 

โดยใช้สมการ (53) ดังน้ัน สมการ (51) และสมการ (52) เขียน
ได้เป็น 
 

11 2

31 1 2 2

cos cos 0

sin sin 0

    
    
   

CR R

CR R R R
 (54) 

 
เกณฑ์ เสถียรภาพได้จากการก าหนดให้ ค่าดี เทอมิแนนท์ข

องแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ (54) เป็นศูนย์ 
 

2 2 1 1tan tan 0 R R R R  (55) 
 

โดยก าหนดให้
1 1C ในสมการ (54) และสมการ (11) และ

พิจารณาสมการ (53) จึงได้ 
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1
1 2

2

cos
( ) cos cos

cos
   

R
W R R

R
 (56) 

 
กรณีที่ 4: เสา -F C และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 17) 

จากสมการ (11) จึงเขียนสมการ (18) และสมการ (19) ได้เป็น 
 

2 2

1 1 3 2 0 C R C R  (57) 
 

2 2 2 2

2 1 1 4 2 2( ) ( ) 0    C R R C R R  (58) 
 

1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin 0   C R C R C R C R  (59) 
 

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( sin cos ) ( sin cos )  C R C R R C R C R R  
0  (60) 

 
ด้วยการพิจารณาสมการ (57) และสมการ (58)  

 
2

1
3 1 2

2

 
R

C C
R

 (61) 

 
2 2

1 1
4 2 2 2

2 2

( )

( )






 



R R
C C

R R
 (62) 

 
เมื่อท าการแทนสมการ (61) และสมการ (62) ลงสู่สมการ (59) 

และสมการ (60) ผลลัพธ์คือ 
 

2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 1
2 2 2 2

2 1 1 2 1

2 2
22 1 1 2 2 2 1

2 2 2 2
2 1 2

( cos cos ) [ ( )sin

( ) ( )sin ]

( sin sin ) [( )cos
( ) ( )cos ]


 


 

  
      
   

     
     

R R R R R R R R

R R R R C

CR R R R R R R
R R R

 

0

0

 
  
 

 (63) 

 
ก าหนดค่าดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ (63) 

ให้มีค่าเป็นศูนย์จงึได้เกณฑ์เสถียรภาพเป็น  
 

4 4 2 2 2

1 2 1 2( ) ( )  R R R R  
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2cos cos [2 ( )]  R R R R R R  

2 2 2

1 2 1 2 1 2sin sin [( ) 2 ] 0   R R R R R R  (64) 
 

ก าหนดให้ 
1 1C ในสมการ (63) และสมการ (11) ร่วมกับ

พิจารณาสมการ (61) และสมการ (62) พบว่า 
 

2

1
1 2 1 22

2

( ) cos sin cos     
R

W R C R R
R

 

 
4 2sin C R  (65) 

 
2 2

2 1 1 2 2
2 2 2 2 2

2 2 1 1 2

( sin sin )( )

[( )cos ( )cos ]



 

 


  

R R R R R
C

R R R R R
 (66) 

 
2 2

1 2 1 1 2 1
4 2 2 2 2 2

2 2 1 1 2

( sin sin )( )

[( ) cos ( ) cos ]



 

 
 

  

R R R R R R
C

R R R R R
 (67) 

 
กรณีที่ 5: เสา -S S และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 18) 

โดยการแทนสมการ (11) ลงในสมการ (20) และสมการ (21) จึง
น าไปสู ่ 
 

1 3 0 C C  (68) 
 

2 2

1 1 3 2 0 C R C R  (69) 
 

1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin 0   C R C R C R C R  (70) 
 

2 2

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( cos sin ) ( cos sin )  C R C R R C R C R R  
0  (71) 

 
จากการแก้สมการ (68) และสมการ (69) 

 

1 3 0 C C  (72) 
 
และท าการแทนท่ีสมการ (72) กลับลงในสมการ (70) และสมการ 
(71) ได ้
 

1 2 2

2 2

1 1 2 2 4

sin sin 0

sin sin 0

    
    
   

R R C

R R R R C
 (73) 
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เมื่อให้ดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ (73) มี
ค่าเป็นศูนย ์ผลลัพธ์คือ 
 

1 2sin sin 0R R  (74) 
 

ในท่ี น้ี  สมการ (74) เป็นจริ ง ได้ก็ ต่ อ เมื่ อ
1sin 0R

หรือ
2sin 0R และจากการพิจารณาสมการ (10) โดยสมมติให้ 

0k  พบว่า 
 

1 0R , 
2 R  (75) 

 
เ น่ืองจากต้ องการหาค่าพารามิ เตอร์ เสถี ยรภาพท่ี ไม่ เป็ น

ศูนย์ ( 0)  ดังน้ัน เกณฑ์เสถียรภาพของเสาในกรณีน้ีคือ 
 

2sin 0R  (76) 
 

ฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะหาได้จากการก าหนดให้ 
2 1C ใน

สมการ (73) และสมการ (11) และพิจารณาสมการ (72) 
 

1
1 2

2

sin
( ) sin sin

sin
   

R
W R R

R
 (77) 

 
กรณีที่ 6: เสา -G S และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปที่ 
19) 

เมื่อแทนสมการ (11) ลงในสมการ (22) และสมการ (23) จึงได้  
 

2 1 4 2 0 C R C R  (78) 
 

2 2 2 2

2 1 1 4 2 2( ) ( ) 0    C R R C R R  (79) 
 

1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin 0   C R C R C R C R  (80) 
 

2 2

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( cos sin ) ( cos sin )  C R C R R C R C R R  
0  (81) 

 
และจากการพิจารณาสมการ (78) และสมการ (79) พบว่า 

2 4 0 C C  (82) 
 

โดยการแทนสมการ (82) ในสมการ (80) และสมการ (81) ได ้
 

11 2

2 2

31 1 2 2

cos cos 0

cos cos 0

    
    
   

CR R

CR R R R
 (83) 

 
ก าหนดให้ดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ (83) 

มีค่าเป็นศูนย์ จึงน าไปสู่สมการ  
 

1 2cos cos 0R R  (84) 
 

ด้วยเหตุผลเดียวกับเงื่อนไขของสมการ (75) และสมการ (76) จึง
สรุปได้ว่า เกณฑ์เสถียรภาพในกรณีน้ีคือ 
 

2cos 0R  (85) 
 

จากการก าหนดให้ 
1 1C ลงในสมการ (83) และสมการ (11) 

และพิจารณาสมการ (82) จึงได้ฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะเป็นดังน้ี 
 

1
1 2

2

cos
( ) cos cos

cos
   

R
W R R

R
 (86) 

 
กรณีที่ 7: เสา -F S และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปท่ี 20) 

โดยใชส้มการ (11) ร่วมกับสมการ (24) และสมการ (25) จึงน าไปสู ่
 

2 2

1 1 3 2 0 C R C R  (87) 
 

2 2 2 2

2 1 1 4 2 2( ) ( ) 0    C R R C R R  (88) 
 

1 1 2 1 3 2 4 2cos sin cos sin 0   C R C R C R C R  (89) 
 

2 2

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( cos sin ) ( cos sin )  C R C R R C R C R R  
0  (90) 

 
และเมื่อพิจารณาสมการ (87) และสมการ (88) 
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2

1
3 1 2

2

 
R

C C
R

 (91) 

 
2 2

1 1
4 2 2 2

2 2

( )

( )






 



R R
C C

R R
 (92) 

 

ให้แทนสมการ (91) และสมการ (92) ส าหรับ
3C และ

4C

ตามล าดับ ลงสูส่มการ (89) และสมการ (90) จึงได้ 
 

2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 1
2 2 2 2

2 1 1 2 1

2 2
21 1 2 1 2 1

2 2 2 2
2 2 1 2

( cos cos ) [ ( )sin

( ) ( )sin ]

(cos cos ) ( )sin
( ) ( )sin ]


 


 

  
      
   

    
     

R R R R R R R R

R R R R C

CR R R R R R
R R R R

 

0

0

 
  
 

 (93) 

 
เมื่อให้ดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ (93) มี

ค่าเป็นศูนย์ จึงได้เกณฑ์เสถียรภาพดังน้ี 
 

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2( ) tan ( ) tan 0    R R R R R R  (94) 
 

โดยการก าหนดให้
1 1C ในสมการ (93) และสมการ (11) 

ร่วมกับการใช้สมการ (91) และสมการ (92) จึงได้ฟังก์ชันรูปร่างการ
โก่งเดาะเป็น 
 

2

1
1 2 1 22

2

( ) cos sin cos     
R

W R C R R
R

 

 
4 2sin C R  (95) 

 
2 2

1 1 2 2
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

(cos cos )( )

( )sin ( )sin



 

 
 

  

R R R R
C

R R R R R R
 (96) 

2 2 2

1 1 2 1
4 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2

(cos cos )( )

[ ( )sin ( )sin ]



 

 


  

R R R R
C

R R R R R R R
 (97) 

 
กรณีที่ 8: เสา -G G และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปที่ 
21) 

พิจารณาสมการ (11) สมการ (26) และสมการ (27) จึงได้  
 

2 1 4 2 0 C R C R  (98) 
 

2 2 2 2

2 1 1 4 2 2( ) ( ) 0    C R R C R R  (99) 
 

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( sin cos ) ( sin cos )  C R C R R C R C R R  
0  (100) 

 
2 2

1 1 2 1 1 1( sin cos ) ( ) C R C R R R  
2 2

3 2 4 2 2 2( sin cos ) ( ) 0   C R C R R R  (101) 
 

จากการแก้สมการ (98) และสมการ (99) พบว่า 
 

2 4 0 C C  (102) 
 

เมื่อแทนสมการ (102) กลับลงในสมการ (100) และสมการ 
(101) ได ้
 

11 1 2 2

2 2 2 2

31 1 1 2 2 2

sin sin 0

( )sin ( )sin 0 

    
         

CR R R R

CR R R R R R
(103) 

 
โดยพิจารณาก าหนดให้ค่าดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์

ในสมการ (103) เป็นศูนย์ และด้วยเหตุผลเดียวกับเสาในกรณีท่ี 5 
จึงได้เกณฑ์เสถียรภาพ 
 

2sin 0R  (104) 
 
และเมื่อก าหนดให้ 

1 1C ในสมการ (103) และสมการ (11) และ
พิจารณาสมการ (102) จึงได้ 
 

1 1
1 2

2 2

sin
( ) cos cos

sin
   

R R
W R R

R R
 (105) 

 
กรณีที่ 9: เสา -F G และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปที่ 
22) 

จากสมการ (11) สมการ (28) และสมการ (29) พบว่า 
 

2 2

1 1 3 2 0 C R C R  (106) 
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2 2 2 2

2 1 1 4 2 2( ) ( ) 0    C R R C R R  (107) 
 

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( sin cos ) ( sin cos )  C R C R R C R C R R  
0  (108) 

2 2

1 1 2 1 1 1( sin cos ) ( ) C R C R R R  
2 2

3 2 4 2 2 2( sin cos ) ( ) 0   C R C R R R  (109) 
 

โดยพิจารณาสมการ (108) และสมการ (109) ได ้ 
 

2

1
3 1 2

2

 
R

C C
R

 (110) 

 
2 2

1 1
4 2 2 2

2 2

( )

( )






 



R R
C C

R R
 (111) 

 
เมื่อแทน

3C และ
4C จากสมการ (110) และสมการ (111) ตามล าดับ 

ลงสู่ในสมการ (108) และสมการ (109) ผลลัพธ์ท่ีได้คือ 
 

2 2
2 1 1 2 2 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

2 2
22 1 22 1 1

2 22 2
11 2 2

( sin sin ) [( )cos
( ) ( )cos ]

(cos cos )( )sin
( )( )sin


 




  
      
   

    
    

R R R R R R R
R R R C

CR R RR R R
RR R R

 

0

0

 
  
 

 (112) 

 
จากการก าหนดให้ดีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ใน

สมการ (112) มีค่าเป็นศูนย์ พบว่า 
 

2 2 2 2

2 1 1 1 2 2( ) tan ( ) tan 0    R R R R R R  (113) 
 

ก าหนดให้
1 1C ในสมการ (112) และสมการ (11) และ

พิจารณาสมการ (110) และสมการ (114) จึงได้ฟังก์ชันรูปร่างการโก่ง
เดาะดังน้ี 
 

2

1
1 2 1 22

2

( ) cos sin cos     
R

W R C R R
R

 

4 2sin C R  (114) 

2 2

2 1 1 2 2
2 2 2 2 2

2 2 1 1 2

( sin sin )( )

[( )cos ( )cos ]



 

 


  

R R R R R
C

R R R R R
 (115) 

 
2 2

1 2 1 1 2 1
4 2 2 2 2 2

2 2 1 1 2

( sin sin )( )

[( ) cos ( ) cos ]

R R R R R R
C

R R R R R



 

 
 

  
 (116) 

 
กรณีที่ 10: เสา -F F และมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเนื่อง (รูปที่ 
23) 

โดยการแทนสมการ (11) ลงในสมการ (30) และสมการ (31) จึง
น าไปสู ่
 

2 2

1 1 3 2 0 C R C R  (117) 
 

2 2 2 2

2 1 1 4 2 2( ) ( ) 0    C R R C R R  (118) 
 

2 2

1 1 2 1 1 3 2 4 2 2( cos sin ) ( cos sin )  C R C R R C R C R R  
0  (119) 

 
2 2

1 1 2 1 1 1( sin cos ) ( ) C R C R R R  
2 2

3 2 4 2 2 2( sin cos ) ( ) 0   C R C R R R  (120) 
 
และจากสมการ (117) และสมการ (118) พบว่า 
 

2

1
3 1 2

2

 
R

C C
R

 (121) 

 
2 2

1 1
4 2 2 2

2 2

( )

( )






 



R R
C C

R R
 (122) 

 
เมื่อแทนสมการ (121) และสมการ (122) กลับลงไปในสมการ 

(119) และสมการ (120) จึงได้ 
 

2 2
1 1 2 1 2 1

2 2 2 2
2 2 1 2 1

2 2
22 1 22 1 1

2 22 2
11 2 2

(cos cos ) ( )sin
( ) ( )sin

(cos cos )( )sin
( )( )sin


 




 
      
   

    
    

R R R R R R
R R R R C

CR R RR R R
RR R R

 

0

0

 
  
 

 (123) 
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และก าหนดใหด้ีเทอมิแนนท์ของแมทริกซ์สัมประสิทธิ์ในสมการ (123) 
มีค่าเป็นศูนย์ จึงได้เกณฑ์เสถียรภาพดังน้ี 
 

2 2 2 2 3 3

1 2 1 2 1 2 1 22 ( )( )cos cos 2   R R R R R R R R  
2 4 2 2

1 2 1 2( 3 )sin sin 0   R R R R  (124) 
 

จากน้ัน ก าหนดให้
1 1C ลงในสมการ (123) และสมการ (11) 

และพิจารณาสมการ (121) และสมการ (122) เช่นน้ีแล้ว ฟังก์ชัน
รูปร่างการโก่งเดาะคือ 
 

2

1
1 2 1 22

2

( ) cos sin cos     
R

W R C R R
R

 

 
4 2sin C R  (125) 

 
2 2

1 1 2 2
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

(cos cos )( )

( )sin ( )sin



 

 
 

  

R R R R
C

R R R R R R
 (126) 

 
2 2 2

1 1 2 1
4 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2

(cos cos )( )

[ ( )sin ( )sin ]



 

 


  

R R R R
C

R R R R R R R
 (127) 

 

4. บทวิเคราะห์และอภิปราย 

ผลการวิเคราะห์และพิสูจน์เกณฑ์เสถียรภาพและฟังก์ชันรูปร่าง
การโก่งเดาะของเสาท้ัง 10 กรณี ได้ท าการสรุปไว้ในตารางท่ี 3 จาก
การส ารวจผลงานวิจัยในอดีตท่ีเกี่ยวข้องกับปัญหาต่างๆ ของเสาวาง
บนฐานรากยืดหยุ่นเช่น ปัญหาการดัด การสั่นและการโก่งเดาะ 
สามารถกล่าวได้ว่า ไม่ปรากฏมีการศึกษาและน าเสนอปัญหาของเสา
ท่ีมลีักษณะของเงื่อนไขดังในกรณีท่ี 7 ถึง 9 

ส าหรับเกณฑ์เสถียรภาพท่ีได้มาโดยส่วนใหญ่ พบว่า มีรูปแบบ
เป็นสมการอดิศัยท่ีมีลักษณะไร้ เชิงเส้น เป็นอย่างมาก (Highly 
nonlinear transcendental equation) ซ่ึงแตกต่างไปจากกรณี
ของเสาท่ีปราศจากการรองรับด้วยฐานรากยืดหยุ่น [3] – [5, [22] 
ยกเว้น เสาในกรณีท่ี 5 6 และ 8 
 
 
 
 

ตารางที่ 3 สรุปเกณฑ์เสถียรภาพและฟังก์ชันรูปร่างการโก่งเดาะ 

กรณ ี เง่ือนไขท่ีปลายเสา 
เกณฑ์เสถียรภาพ ฟังก์ชันการโก่งเดาะ 

สมการท่ี สมการท่ี 
1 -C C  37 38 
2 -S C  47 48 
3 -G C  55 56 
4 -F C  64 65 
5 -S S  76 77 
6 -G S  85 86 
7 -F S  94 95 
8 -G G  104 105 
9 -F G  113 114 
10 -F F  124 125 

 

เมื่อพิจารณาก าหนดให้พารามิเตอร์ความแกร่งของฐานรากมีค่า
เป็นศูนย์ ( 0)k ซ่ึงให้ค่า

1 0R และ
2 R ดังในสมการ (75) 

เช่นน้ีแล้ว ปัญหาของเสาท่ีพิจารณาในท่ีน้ีจึงลดรูปกลายมาเป็น
ปัญหาใหม่ของเสาท่ีปราศจากการรองรับด้วยฐานรากยืดหยุ่นและ
เมื่อแทนสมการ (75) ลงในสมการ (11) พบว่า ฟังก์ชันรูปร่างการโก่ง
เดาะทั่วไปท่ีไดคื้อ 
 

1 3 4( ) cos sin    W C C C  (128) 
 

สังเกตว่า สมการ (128) ไม่เป็นจริงตรงตามสมการของฟังก์ชัน
รูปร่างการโก่งเดาะของเสาท่ีปราศจากการรองรับด้วยฐานราก
ยืดหยุ่น ซ่ึงควรมรีูปแบบสมการเป็นดังน้ี [3-5,22] 
 

1 2 3 4( ) cos sin      W C C C C  (129) 
 
และนอกจากน้ีแล้ว สมการ (128) มีจ านวนค่าคงท่ีไม่ทราบค่า 
(Unknown constants) เพียง 3 จ านวน ซ่ึงไม่เพียงพอในการสอด
รับกับจ านวนของสมการเงื่อนไขขอบเขตของปัญหาท่ีมี 4 เงื่อนไข 
หรือในความหมายทางคณิตศาสตร์อาจกล่าวได้ว่า มีจ านวนสมการ
มากเกินความจ าเป็นส าหรับการหาตัวไม่ทราบค่าท่ีต้องการ ส่งผลท า
ให้ผลลัพธ์ท่ีได้ไม่มีลักษณะของความเป็นหน่ึงเดียวหรือมีความเป็น
เอกลักษณ์ (Uniqueness) 
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ความแตกต่างระหว่างสมการ (128) และสมการ (129) สามารถ
ท าการอธิบายเหตุผลไดโ้ดยพิจารณาจากท่ีมาของสมการคือ รูปแบบ
สมการ (129) เป็นผลมาจากสมการลักษณะเฉพาะดังน้ี [22] 
 

4 2 2 2 2 2( ) 0    r r r r  (130) 
 

และมีรากค าตอบของสมการ คือ 

1,2

3,4

0



 


  

r

r i
 (131) 

 
โดยมีรากค าตอบท่ีซ้ ากัน 1 คู่ (Double repeated roots) 
คือ

1 0r และ 
2 0r  เช่นน้ีแล้ว รูปแบบของ ( )W จึงเป็นไป

ตามสมการ (129) [23] ซ่ึงแตกต่างไปจากสมการ (11) ท่ีได้จากการ
พิจารณาสมการลักษณะเฉพาะในสมการ (8) และมีรากค าตอบท่ีไม่
ซ้ ากันหรือแตกต่างกันท้ังหมด (All distinct roots) ดังแสดงใน
สมการ (9) ดังน้ัน เมื่อก าหนดให้ 0k ลงในสมการ (10) จึงได้ราก
ค าตอบเช่นเดียวกับสมการ (131) จึงไม่สามารถใช้สมการ (11) ใน
กรณีท่ี 0k ได้ ซ่ึงสมการ (128) เป็นผลมาจากการแทนสมการ 
(75) ท่ีได้จากการก าหนดให้ 0k ลงในสมการ (11)  

ดังน้ัน หากต้องการค านวณหาค่าพารามิเตอร์เสถียรภาพในเชิง
ตัวเลข (Numerical values) ส าหรับปัญหาของเสาท่ีปราศจากการ
รองรับด้วยฐานรากยืดหยุ่น ( 0)k จากเกณฑ์เสถียรภาพท่ีได้จาก
การพิจารณาปัญหาของเสาวางบนฐานรากยืดหยุ่นจึงไม่สามารถแทน
ค่า 0k ได้โดยตรง แต่ยังคงสามารถท าได้ด้วยการก าหนดให้ค่า k

มีค่าท่ีน้อยมากๆ ( 0)k ซ่ึงเปรียบเสมือนว่าไม่มีผลกระทบจาก
ฐานรากยืดหยุ่นท่ีมีต่อผลการตอบสนองของเสา 
 

5. บทสรุป 

ค่าน้ าหนักบรรทุกโก่งเดาะวิกฤติมีลักษณะเป็นค่าเฉพาะ
ประจ าตัวของเสาท่ีจ าเป็นต้องพิจารณาในการวิ เคราะห์และ
ออกแบบเสายาวหรือเสาชะลูดเพ่ือป้องกันไม่ให้เกิดการวิบัติจากการ
โก่งเดาะ ปัญหาของเสาท่ีมีการยึดรั้งแบบยืดหยุ่นต่อเน่ืองตลอด
ความยาวช่วงเสาสามารถน าไปประยุกต์กับการวิเคราะห์ปัญหา
ในทางปฏิบัติได้โดยท าการจ าลองให้เป็นปัญหาของเสาวางบนฐาน
รากยืดหยุ่น ดังน้ัน การศึกษาวิจัยน้ีมีวัตถุประสงค์ในการวิเคราะห์
ปัญหาการโก่งเดาะของเสาแบบออยเลอร์วางบนฐานรากยืดหยุ่น

ประเภทวิงเคลอร์และมีเงื่อนไขของการยึดรั้งท่ีปลายเสาเป็นแบบ
คลาสสิคท่ีแตกต่างกัน 10 กรณี โดยใช้ระเบียบวิธีการเชิงวิเคราะห์ 
ผลลัพธ์ท่ีได้จากการศึกษาน าเสนอในรูปแบบของเกณฑ์เสถียรภาพ
แม่นตรงแสดงในพจน์ของพารามิเตอร์เสถียรภาพท่ีแฝงอยู่ในสมการ
และฟังก์ชันแสดงถึงรูปร่างการโก่งเดาะท่ีสอดคล้องกัน พบว่า โดย
ส่วนใหญ่ของเกณฑ์เสถียรภาพมีรูปแบบเป็นสมการอดิศัยท่ีมีลักษณะ
ไร้เชิงเส้นอย่างมาก การค านวณหาค่าพารามิเตอร์เสถียรภาพท่ี
ต้องการจึงจ าเป็นต้องใช้ระเบียบวิธีการเชิงตัวเลขในการสืบค้นซ่ึงอยู่
ในขั้นตอนของการด าเนินการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร์และจะมี
การน าเสนอในรูปแบบของบทความในอนาคต 
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ความสนใจศึกษางานวิจัยในเรื่อง กลศาสตร์ของแข็ง 
กลศาสตร์การแตกหัก กลศาสตร์การสัมผัส และ

กลศาสตร์เชิงค านวณด้วยวิธีการแม่นตรงและตัวเลข 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 


