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บทคัดย่อ 
 

 แบบจ าลองโมริ-ทานากะเม่ือรวมกับฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นของรูปแบบการกระจายตวัแบบต่อเน่ือง สามารถใช้ใน
การค านวณคุณสมบัติยืดหยุ่นแบบแอนไอโซทรอปิกของวัสดุคอมโพสิตเส้นใยเสริมแรงแบบสั้น การประยุกต์ใช้ของ
แบบจ าลองน้ีสามารถท านายพฤติกรรมของวัสดุคอมโพสิทเส้นใยเสริมแรงแบบสั้นได้ อย่างไรก็ตามค่าคุณสมบัติของวัสดุ
หลักและวัสดุเสริมแรงมีผลท าให้พฤตกิรรมของวัสดุคอมโพสิทเปลีย่นแปลงไป งานน้ีศึกษาเพิ่มเติมเก่ียวกับผลที่เกิดจากการ
เปลี่ยนแปลงค่าอัตราส่วนคุณสมบัติทางกลของวัสดหุลักตอ่วัสดุเสริมแรง ทิศทางการเรียงตัวของวัสดุเสริมแรง ค่าอัตราส่วน
ผสมเชิงปริมาตรของวัสดุเสริมแรง เป็นต้น เพื่อหาข้อจ ากัดของแบบจ าลองน้ี 
 
 ค ำส ำคัญ: วัสดุเส้นใยเสริมแรงแบบสั้น, การศึกษาตวัแปร, ทิศทางการเรียงตัวของวัสดุเสริมแรง, แบบจ าลองโมริ-
ทานากะ 
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Abstract 
 

The Mori-Tanaka model combined with an orientation distribution function of the reinforcements 
can be used to calculate the anisotropic elastic properties of a short fiber reinforced composite from 
the volume fraction and orientation of the reinforcements. The applicability of the model has been 
demonstrated in rice husks reinforced polypropylene composite. However, because the elastic moduli 
of the rice husks and the matrix are within an order of magnitude, the model cannot show the ability 
to capture the effects of high modulus reinforcements. This work further investigates the responses of 
the Mori-Tanaka model with an orientation distribution function under a range of model parameters to 
gain an insight into the model behavior and its limitations. The parameters under study include the 
reinforcement morphological and geometrical properties, such as orientation distribution, volume 
fraction and dimensions, and the relative moduli between the matrix and the reinforcements. The 
model is theoretically shown to be suitable for modeling short fiber reinforced composite but with 
limitations. 
 
 Keywords: Short Fiber Composite, Parametric Study, Fiber Orientation Distribution, Anisotropy, 
Mori-Tanaka Model 
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1. บทน ำ 
 ในปัจจุบันวัสดุคอมโพสิทเส้นใยเสริมแรงแบบสั้นนิยม
ใช้ในอุตสาหกรรม เน่ืองจากมีความยืดหยุ่นในการขึ้นรูปได้
หลายรูปแบบ และยังสามารถเพิ่มความแข็งแรงของวัสดุได้ 
อย่างไรก็ค่าคุณสมบัติทางกล รูปร่าง การเรียงตัว ของวัสดุ
เส้นใยเสริมแรง มีผลท าให้พฤติกรรมของวัสดุเปลี่ยนแปลงไป 
 จากงานวิจัยที่ผ่านมา Benveniste [1] ได้ศึกษา
แบบจ าลองของโมริทานากะ เพื่อท านายพฤติกรรมของ
วัสดุคอมโพสิทเส้นใยเสริมแรงแบบสั้น โดยเป็นการ
กระจายตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรงแบบสั้นแบบสม่ าเสมอ
ในทิศทางเดียว Ferrari และ Johnson [4] จึงได้ศึกษา
เพิ่มเติมถึงทิศทางการเรียงตัวของแบบจ าลองโมริทานากะ 
แต่ ก็ยังมีข้อจ ากัดอยู่ ในงานวิจัยที่ผ่านมาตามล าดับ 
[4,8,10] Fu และ Lauke [5] ได้ศึกษาผลของทิศทางการ
เรียงตัวของวัสดุเสริมแรง และผลของความยาวของวัสดุ
เสริมแรงในวัสดุคอมโพสิทเส้นใยเสริมแรงแบบสั้น โดยวัสดุ
เป็นแบบแผ่นบาง  
 งานวิจัยน้ีจึงได้ศึกษาขีดจ ากัดของแบบจ าลองโมริ-ทา
นากะ ผลกระทบต่อตัวแปรในแบบจ าลองของโมริ-ทานา
กะ ผลที่ได้จากงานวิจัยน้ีจะน าไปสู่การท านายพฤติกรรม
และคุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิทเส้นใยเสริมแรง
แบบสั้น 
 
2. แบบจ ำลองโมริ-ทำนำกะที่รวมผลของฟังก์ช่ัน

กำรกระจำยตัวแบบต่อเนื่อง 
 2.1 แบบจ ำลองโมริ-ทำนำกะ 
  แบบจ าลองโมริ-ทานากะ [9] เป็นแบบจ าลอง
ส าหรับท านายคุณสมบัติทางกลของวัสดุคอมโพสิทเส้นใย
เสริมแรงแบบสั้น โดยใช้วิธีการของ Eshelby’s ช่วยในการ
แก้ปัญหา โดยมีสมมุติฐาน 2 ข้อดังน้ี 
  1) วัสดุเสริมแรงต้องเป็นเน้ือเดียวและมีการเรียง
ตัวในทิศทางเดียวกัน 
  2) การเชื่อมยึดระหว่างผิวของวัสดุหลักและวัสดุ
เสริมแรงต้องสมบูรณ์ (Perfect Bonding) 
  การค านวณโครงสร้างของวัสดุสามารถค านวณ
จากแบบจ าลองโมริ-ทานากะ ซ่ึงค่าสติฟเนสส์เทนเซอร์
อันดับ  4 เป็นความส าพันธ์ระหว่ าง ความเค้น กับ 
ความเครียด ดังสมการ 
 
  

𝐶𝑀𝑇 =  𝐶𝑚 + 𝑤𝑓(𝐶𝑓 − 𝐶𝑚) [Ι + 𝑆𝐸(𝐶𝑚)
−1

(𝐶𝑓 − 𝐶𝑚)]
−1

 

 

[(1 − 𝑤𝑓)Ι + 𝑤𝑓 [𝑆𝐸(𝐶𝑚)
−1

(𝐶𝑓 − 𝐶𝑚)]
−1

]
−1

 (1) 
 
 โดย 𝐶 is เป็นสติฟเนสส์เทนเซอร์อันดับ 4, Ι เทน
เซอร์เอกลักษณ์อันดับ 4, 𝑤 อัตราส่วนผสมเชิงปริมาตร, 
the subscript 𝑀𝑇 is for the composite, 𝑚 for the 
matrix, and 𝑓 for the inclusions. 𝑆𝐸 เอชเชลบีเทน
เซอร์อันดับ 4 เป็นความสัมพันธ์ของความเครียดใน
โครงสร้างระดับไมโคร ถ้าคุณสมบัติวัสดุ มีความเป็น
สมมาตรจะสามารถลดรูปของเอชเชลบีเทนเซอร์ได้ ตาม
สมการ 2 ตัวอย่างเช่น ถ้าวัสดุมีคุณสมบัติเป็นไอโซโทรปิก 
สติฟเนสส์เทนเซอร์จะอยู่ในรูปตัวแปร มอดูลัสความ
ยืดหยุ่น E, อัตราส่วนปัวซอง 𝑣 โดยรูปร่างของวัสดุ
เสริมแรงจะมีผลกับเอชเชลบี เทนเซอร์ ส าหรับวัสดุ
เสริมแรงที่ มีรุปร่างแบบทรงรี โดยมีแกนของรูปร่าง 
[𝑎, 𝑏, 𝑐] และอัตราส่วนปัวซอง  𝑣 เอชเชลบีเทนเซอร์
แสดงดังสมการ  
 
𝑆𝐸 =

[
 
 
 
 
 
𝑆1111 𝑆1122 𝑆1133 0 0 0
𝑆2211 𝑆2222 𝑆2233 0 0 0
𝑆3311 𝑆3322 𝑆3333 0 0 0

0 0 0 𝑆2323 0 0
0 0 0 0 𝑆1313 0
0 0 0 0 0 𝑆1212]

 
 
 
 
 

 (2) 

 
เม่ีอ 
 

𝑆1111 =
3𝑎2

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼11 +

1−2𝑣𝑓

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼1, (3-1) 

𝑆2222 =
3𝑏2

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼22 +

1−2𝑣𝑓

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼2,        (3-2) 

𝑆3333 =
3𝑐2

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼33 +

1−2𝑣𝑓

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼3, (3-3) 

𝑆1122 =
𝑏2

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼12 +

1−2𝑣𝑓

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼1, (3-4) 

𝑆1133 =
𝑐2

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼13 +

1−2𝑣𝑓

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼1, (3-5) 

𝑆2233 =
𝑐2

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼23 +

1−2𝑣𝑓

8𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼2, (3-6) 

𝑆1212 =
𝑎2+𝑏2

16𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼12 +

1−2𝑣𝑓

16𝜋(1−𝑣𝑓)
(𝐼1 + 𝐼2), (3-7) 

𝑆1313 =
𝑎2+𝑐2

16𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼13 +

1−2𝑣𝑓

16𝜋(1−𝑣𝑓)
(𝐼1 + 𝐼3), (3-8) 

𝑆2323 =
𝑏2+𝑐2

16𝜋(1−𝑣𝑓)
𝐼23 +

1−2𝑣𝑓

16𝜋(1−𝑣𝑓)
(𝐼2 + 𝐼3). (3-9) 
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โดยตัวแปร 𝐼1 , 𝐼2 , 𝐼3 , 𝐼11 , 𝐼12 , 𝐼13 , 𝐼22 , 𝐼23 , 𝐼33 สามารถ
หาได้จาก 
 

𝐼2 = 𝐼3 =
2𝜋𝑎𝑐2

(𝑎2−𝑐2)
3
2

[
𝑎

𝑐
(
𝑎2

𝑐2 − 1)

1

2
− 𝑐𝑜𝑠ℎ−1 𝑎

𝑏
]  (4-1) 

𝐼1 = 4𝜋 − 2𝐼2 (4-2) 
𝐼12 =

(𝐼2−𝐼1)

(𝑎2−𝑏2)
 (4-3) 

𝐼13 = 𝐼12 (4-4) 
3𝐼11 =

4𝜋

𝑎2 − 2𝐼12 (4-5) 
𝐼23 =

𝜋

𝑏2 −
(𝐼2−𝐼1)

4(𝑎2−𝑏2)
 (4-6) 

𝐼22 = 𝐼23 = 𝐼33 (4-7) 
 
 แบบจ าลองโมริทานากะใช้ส าหรับท านายคุณสมบัติ
ทางกลของวัสดุคอมโพสิทที่ มี เส้นใยแบบสั้นเป็นตัว
เสริมแรง แต่เงื่อนไขคือสามารถใช้ท านายได้เฉพาะเส้นใยที่
เรียงตัวในทิศทางเดียว ถ้ามีการเรียงตัวแบบกระจายหลาย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 การเรียงตัวในทิศทางของค่าเฉลี่ย 𝑀(𝐾, 𝛼) สามารถ
อธิบายได้ด้วยฟังก์ชั่นของค่าความเข้มข้นของการเรียงตัว
เทียบกับมุมเฉลี่ยในการเรียงตวัตามรูปที่ 1 ดังสมการที่ (5) 
 

 𝑀(𝐾, 𝛼) = 𝐾𝑐𝑜𝑠𝛼𝑒1 + 𝐾𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑒2                   (5) 
 

 ในงานวิจัยน้ีได้เลือกใช้เทนเซอร์โครงสร้างตามแบบ
ของ Kanatani กล่าวคือเทนเซอร์โครงสร้างการกระจาย
ตัวประเภท 1 (Fabric Tensor of The First Kind) เป็น
สมการความสัมพันธ์ทางคณิตศาสตร์ที่น าข้อมูลเทนเซอร์
โครงสร้างมาเขียนเป็นความสัมพันธ์แบบเทนเซอร์ล าดับ
สอง (Rank 2) โดยมีคุณสมบัติสมมาตรตามแนวทแยงโดย
สามารถเขียนเป็นความสัมพันธ์ดังสมการที่ (6) 
 

ทิศทาง แบบจ าลองของ โมริทานากะจะท านายค่ า
คุณสมบัติได้ไม่แม่นย า งานวิจัยน้ีจึงสนใจทิศทางการเรียง
ตัวของเส้นใยเสริมแรงเป็นหลัก 
 
 2.2 ทิศทำงกำรเรียงตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรง 
  การกระจายตัวของวัสดุ เสริมความแข็งแรง
สามารถอธิบายได้จากเทนเซอร์โครงสร้างการกระจายตัว 
(Fabric Diffusion Tensor) ที่บ่งบอกถึงความหนาแน่น
ของการเรียงตัวของวัสดุเสริมความแข็งแรงในทิศทางต่างๆ 
ตามหลักของ Kanatani การกระจายตัวในสองมิติเป็นค่าที่
ได้จากข้อมูลทางสถิติของการกระจายตัวแบบวงกลม 
(Circular Distribution) อธิบายได้ด้วยมุมเฉลี่ยในการเรียง
ตัว (Mean Angle) α ∈ [−

𝜋

2
,
𝜋

2
] และค่าความเข้มข้นของ

การกระจายตวัในมุมเฉลี่ย (Concentration Factor) โดยที่ 
𝐾 ≥ 0 โดยค่าทั้งสองถูกสร้างเป็นความสัมพันธ์ของข้อมูล
เทนเซอร์โครงสร้าง (Input Fabric Tensor Function)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑁𝑖𝑗 = 𝑀𝑖(𝐾, 𝛼) ⊗ 𝑀𝑗(𝐾, 𝛼)           (6) 
 

โดยที่  𝑁𝑖𝑗 คือ เทนเซอร์โครงสร้างประเภทที่หน่ึง 
 ⊗  คือ dyadic product 
 

อักษรห้อย i และ j คือ ตัวแปรอิสระมีค่าตั้งแต่ 1 หรือ 2 
ซ่ึงแสดงถึงทิศทางในแกน 1 หรือ 2 ตามล าดับ 
 

 ส่วนเทนเซอร์โครงสร้างการกระจายตัวประเภท 3 
(Fabric Tensor of the Third Kind) 𝐷𝑖𝑗 เป็นเทนเซอร์
โครงสร้างการกระจายตัวที่มีคุณสมบัติ Deviatoric คือ
ผลรวมของเทนเซอร์ตามแนวทแยงมีค่าเป็นศูนย์ โดย
สามารถเขียนเป็นความสัมพันธ์ได้ดังสมการที่ (7-1) 
 

 𝐷𝑖𝑗 = 𝑁𝑖𝑗 −
1

2
𝑁00𝐼  (7-1) 

 
 

รูปที่ 1 ทิศทางการเรียงตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรงเทียบกับแกนหลัก 
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 โดยที่ 𝐼 คือ เทนเซอร์เอกลักษณ์ล าดับสองจะอยู่ในรูป 
𝐼 = [

1 0
0 1

] และ 𝑁00 คือ Trace ของ 𝑁𝑖𝑗 องค์ประกอบ
ของเทนเซอร์ 𝐷𝑖𝑗 อธิบายได้ดังสมการที่ (7-2) 
 

 [𝐷11 , 𝐷12] = 𝑓(𝐾, 𝛼) 

 𝐷11 = 𝐾2 [[𝑐𝑜𝑠𝛼]2 −
1

2
] 

 𝐷22 = 𝐾2 [[𝑠𝑖𝑛𝛼]2 −
1

2
] 

 

 𝐷12 = 𝐷21 = 𝐾2[[𝑐𝑜𝑠𝛼][𝑠𝑖𝑛𝛼]]     (7-2) 
 

 สมการความน่าจะเป็นของการกระจายตัวของวัสดุ
เสริมความแข็งแรงบนระนาบสามารถอธิบายได้โดยอาศัย
เทนเซอร์โครงสร้างการกระจายตัวประเภท 3 แบบเทน
เซอร์ล าดับสอง (Rank 2) เขียนในรูปของฟังก์ชั่นการ
กระจายตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรงบนระนาบในทิศทาง 
 𝑛 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑒2 ได้ดังสมการที่ (8) 
 

 𝜌(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2 =
1

2𝜋
[1 + 4𝐷𝑖𝑗𝑛𝑖𝑛𝑗] (8) 

 

 โดยเม่ือตัวห้อยซ้ าให้มีผลเป็นการบวกกันตามหลักของ
ไอน์สไตน์ (Einstein Summation - Convention) จาก
สมการที่ (8) สามารถจัดรูปใหม่ได้ดังสมการที่ (8-1)  
 

𝜌(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2 =
1

2𝜋
[1 + 4(𝐷11𝑛1𝑛1 +

𝐷12𝑛1𝑛2 + 𝐷21𝑛2𝑛1+𝐷22𝑛2𝑛2)] (8-1) 
 

 โดยที่ 𝑛1 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 และ 𝑛2 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 สมการที่ (8-1) 
จะสามารถรูปใหม่ได้ดังสมการที่ (8-2) 
 

 𝜌(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2 =
1

2𝜋
[4[𝐷11[𝑐𝑜𝑠2𝜃] +

𝐷12[𝑠𝑖𝑛2𝜃]] + 1] (8-2) 
 

 เม่ือแทนสมการที่ (7-2) ลงในสมการที่ (8-2) จะ
สามารถจัดรูปใหม่ได้ดังสมการที่ (8-3) 
 

 𝜌(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2 =
1

2𝜋
[1 + 2𝐾2[𝑐𝑜𝑠(2(𝜃 −

𝛼))]] (8-3) 
 

 ผล ร วมขอ ง ก า รกร ะจ า ย ตั ว ใ นทุ ก มุมห รื อค่ า 
Normalization ของการกระจายตัวแสดงดังสมการที่ (9) 
 

 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2 =

∫ 𝜌(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2]𝑑𝜃
𝜋

2

−
𝜋

2

 (9) 

 ความน่าจะเป็นของการเรียงตัวของสารเสริมความ
แข็งแรงในทิศทางหน่ึงสามารถอธิบายได้ด้วยสมการความ
น่าจะเป็นดังสมการที่ (10-1) ซ่ึงเป็นฟังก์ชั่นการกระจาย
ตัวตามแบบของ  Kanatani เ ม่ือน ามาอยู่ ใน รูปของ 
Exponential จะเรียกรูปแบบการกระจายตัวแบบน้ีว่า 
von Mises Distribution 
 

 𝑃(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2 =
𝑒𝑥𝑝[𝜌(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2]

𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2
 (10-1) 

 

  น าสมการที่ (8-3) และ (9) แทนในสมการที่ (10) จะ
สามารถจัดรูปใหม่ได้ดังสมการที่ (10-2) 
 

 𝑃(𝑛)𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠 𝑅𝑎𝑛𝑘2 =

𝑒𝑥𝑝[
1

2𝜋
[1+2𝐾2[𝑐𝑜𝑠(2(𝜃−𝛼))]]]

∫ 𝑒𝑥𝑝[
1

2𝜋
[1+2𝐾2[𝑐𝑜𝑠(2(𝜃−𝛼))]]]𝑑𝜃

𝜋
2

−
𝜋
2

  (10-2) 

 
 2.3 The Mori-Tanaka model with orientation 
distribution function 
  เม่ือพิจารณาแบบจ าลองของโมริทานากะที่ยังไม่
รวมผลการกระจายตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรงแล้วพบว่า
โครงสร้างของสติฟเนสส์เทนเซอร์ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙  ที่แสดงพฤติกรรม
ของแบบจ าลอง มีลั กษณะเหมือนกับวั สดุประเภท 
Transversely Isotropic Material โดยเป็นวัสดุที่
คุณสมบัติทางกลคือมีแนวแกนหลักเป็นแกน 𝑒1 และ
ระนาบรอบแกนเป็นระนาบสมมาตรโดยเป็นผลมาจาก
แบบจ าลองโมริทานากะจะมีรูปแบบการกระจายตัวของ
เส้นใยในทิศทางเดียว 
  ดังน้ันการน าแบบจ าลองโมริทานากะมาใช้อธิบาย
พฤติกรรมของวัสดุสารประกอบที่วัสดุเส้นใยเสริมแรงมีการ
กระจายตัวไปในทิศทางต่างๆบนระนาบ จ าเป็นต้องน า
สติฟเนสส์เทนเซอร์ของแบบจ าลองโมริทานากะมา
ประยุกต์รวมเข้ากับรูปแบบการกระจายตัวของวัสดุเส้นใย
เสริมแรงในทุกทิศทางภายในระนาบ โดยค านวณจากการ
หาค่าเฉลี่ยของเทนเซอร์ในทุกทิศทาง เน่ืองจากสติฟเนสส์
เทนเซอร์ของโมริทานากะอธิบายเฉพาะในทิศหน่ึงๆ 
(Local Coordinate) เท่าน้ัน จึงต้องมีการแปลงให้เทน
เซอร์น้ีอยู่ในทิศทางหลัก (Global Coordinate) จากกฎ
การแปลงเทนเซอร์ (Tensorial Transformation Law) 
ด้วยการอาศัยคุณสมบัติของเทนเซอร์การหมุน 𝑄𝑖𝑗 
ส าหรับในสองมิติแสดงดังภาพที่ 2 
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 การแปลงแกนท าได้โดยการหมุนรอบแกนนอกระนาบ 
และสามารถเขียนเทนเซอร์การหมุนได้ดังสมการที่ (11) 
 

 𝑄𝑖𝑗(𝜃) = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1

] (11) 
 

 ส าหรับการแปลงความเค้นด้วยกฎการแปลงเทนเซอร์ 
(Tensorial Transformation Law) จากพิกัดย่อย (Local) 
ไปพิกัดหลัก Global สามารถอธิบายได้ตามสมการที่ (12) 
 

 𝜎𝑚𝑛
𝐺 = 𝑄𝑚𝑖𝑄𝑛𝑗𝜎𝑖𝑗

𝐿  (12) 
 

 โดยที่ 𝜎𝑚𝑛
𝐺  คือความเค้น (Stress) บนพิกัดหลักและ 

𝜎𝑖𝑗
𝐿  คือความเค้น (Stress) บนพิกัดย่อย และเช่นเดียวกัน

ส าหรับการแปลงความเครียดด้วยกฎการแปลงเทนเซอร์
แสดงดังสมการที่ (13) 
 

 𝜀𝑝𝑞
𝐺 = 𝑄𝑝𝑘𝑄𝑞𝑙𝜀𝑘𝑙

𝐿  (13) 
 

 โดยที่ 𝜀𝑝𝑞
𝐺  คือความเครียด (Strain) บนพิกัดหลัก และ 

𝜀𝑘𝑙
𝐿  คือความเครียด (Strain) บนพิกัดย่อย เม่ือพิจารณา

ความสัมพันธ์ของความเค้นและความเครียดบนพิกัดหลัก
และพิกัดย่อย จะได้ความสัมพันธ์ตามสมการที่ (14) 
 

 𝜎𝑚𝑛
𝐺 = 𝐶𝑚𝑛𝑝𝑞

𝐺 𝜀𝑝𝑞
𝐺  

 

 𝜎𝑖𝑗
𝐿 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝐿 𝜀𝑘𝑙
𝐿  (14) 

 

 เม่ือแทนค่าการแปลงเทนเซอร์สมการที่ (12) และ (13) 
แทนลงในสมการที่ (14) จะได้ความสัมพันธ์ระหว่างความ
เค้นและความเครียดบนพิกัดหลักดังสมการที่ (15) 
 

 𝜎𝑚𝑛
𝐺 = 𝑄𝑚𝑖𝑄𝑛𝑗𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝐿 𝑄𝑘𝑝
𝑇 𝑄𝑙𝑞

𝑇 𝜀𝑝𝑞
𝐺  (15) 

 

 หรือจะได้ว่า ค่าสติฟเนสส์เทนเซอร์ของวัสดุสารประกอบ
ในพิกัดหลักมีความสัมพันธ์กับสติฟเนสส์เทนเซอร์ของวัสดุ
สารประกอบในพกัิดย่อยตามสมการที่ (16) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝐶𝑚𝑛𝑝𝑞

𝐺 = 𝑄𝑚𝑖𝑄𝑛𝑗𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐿 𝑄𝑘𝑝

𝑇 𝑄𝑙𝑞
𝑇  (16) 

 

 การรวมผลของทิศทางการเรียงตัวของวัสดุเส้นใย
เสริมแรงกับแบบจ าลองของโมริทานากะสามารถกระท าได้ 
3 แบบ ซ่ึงแบ่งตามประเภทของฟังก์ชั่นความน่าจะเป็น
ของรูปแบบการกระจายตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรง ที่
กล่าวมาข้างต้น 
 การรวมผลของฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นของรูปแบบการ
เรียงตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรงที่ค านวณได้จากภาพถ่าย
โดยตรงในทุกทิศทาง ซ่ึงอยู่ในฟัง ก์ชั่นของมุม 𝜃 กับ
แบบจ าลองของโมริทานากะซ่ึงอยู่ในฟังก์ชั่นของมุม 𝜃 
เช่นกัน โดยจะใช้วิธีการอินทริเกรตพื้นที่ใต้กราฟแบบ
ฟังก์ชั่นไม่ต่อเน่ือง (Discrete Function) หรือเรียกวิธีน้ีว่า 
Direct Integration เพื่อรวมผลฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นกับ
สติฟเนสส์เทนเซอร์ในทุกทิศทางตั้งแต่ − 𝜋

2
≤ 𝜃 <

𝜋

2
  

แสดงดังสมการที่ (17) 
 

 𝐶𝑚𝑛𝑝𝑞
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑒 = ∑ [𝑃(𝜃)𝐶𝑚𝑛𝑝𝑞

𝐺 (𝜃)]
𝜋

2

𝑛=−
𝜋

2

 (17) 
 

 โดยที่ 𝑃(𝜃) เป็นฟังก์ชั่นความน่าจะเป็นของรูปแบบ
การเรียงตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรงที่ได้จากภาพถ่าย
โดยตรง และ 𝐶𝑚𝑛𝑝𝑞

𝐺 (𝜃) คือค่าสติฟเนสส์เทนเซอร์ของ
วัสดุสารประกอบในพิกัดหลักแสดงดังสมการที่ (16) โดย
ตัวแปรท่ีมีผลกับแบบจ าลองของโมริทานากะมีดังน้ี 

 ค่าคุณสมบัติทางกลของวัสดุหลักและวัสดเุสริมแรง: 
𝐸𝑚 , 𝐸𝑓 

 รูปร่างของวัสดุเส้นใยเสริมแรง: 𝑎, 𝑏, 𝑐,  
 ทิศทางการเรียงตัวของวัสดเุส้นใยเสริมแรงและ

ความเข้มข้นของการกระจายตัว: 𝛼,𝐾 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2 แสดงการแปลงสติฟเนสส์เทนเซอร์ด้วยเทนเซอร์การหมุนจากทิศทางย่อย (Local) เป็นทิศทางหลัก (Global) 
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3. กำรปรับเทียบแบบจ ำลองโมริทำนำกะกับผล
กำรทดลอง 

 การทดสอบการรับภาระแรงดึงในแนวแกนของวัสดุ
สารประกอบโพลีโพรพิลีนผสมแกลบดงึด้วยความเร็ว 2.5 มม. 
ต่อนาทีจนวัสดุเกิดความเสียหายด้วยเคร่ือง Universal 
Testing และวัดระยะเสียรูปด้วย Extensometer ผลการ
ทดสอบของวัสดุสารประกอบโพลีโพรพิลีนผสมแกลบที่ได้
ในรูปที่  3 แสดงให้เห็นถึงพฤติกรรมแบบเป็นเชิงเส้น
จนกระทั่งเสียหายด้วยการแตกแบบเปราะ เม่ือเทียบ
พฤติกรรมของแบบจ าลองโมริทานากะจะมีค่าความ
คลาดเคลื่อนอยู่ในเกณฑ์ที่ยอมรับได้ และพบว่า การใส่
แกลบเป็นวัสดุเส้นใยเสริมความแขง็แรงจะท าให้ค่ามอดูลัส
ในแนวแกนเพิ่มสูงขึ้น แต่จะท าให้เปอร์เซนต์การยืดตัวลด
น้อยลง ท าให้เกิดการเสยีหายที่การยดืตัวต่ ากว่าโพลีโพรพิลีน 
 

 
 

รูปที่ 3 การทดสอบการดึงของวสัดุคอมโพสิทเสน้ใยเสริมแรงแบบสัน้ 

 
4. กำรศึกษำตัวแปรที่มีผลกับแบบจ ำลองของโมริ

ทำนำกะ 
 ขอบเขตการศกึษาตัวแปรในแบบจ าลองโมริทานากะคือ 

 ค่าความหนาแน่นของการเรียงตัวของวัสดุเส้นใย
เสริมแรง 𝐾 จาก 𝐾 = 1/3  ถึง  𝐾 = 4, 

 อัตราส่วนความยาวต่อความกว้างของวัสดุเส้นใย
เส ริมแรง  𝑎 𝑏⁄ , สม มุติ ให้ วั สดุ เ ป็ น รูปทรง รี 
𝑎 > 𝑏 = 𝑐 , จ า ก อั ต ร า ส่ ว น  𝑎 𝑏⁄  =  1 ถึ ง 
𝑎 𝑏⁄ → ∞.  

 

 โดยผลที่ได้ แสดงในรูปของอัตราส่วนค่ามอดูลัสความ
ยืดหยุ่นของวัสดุคอมโพสิทต่อวัสดุหลัก (Axial Modulus 
Ratio) โดยใช้กรณีอ้างอิงเป็น (𝛼 = 0°., 𝐾 = 2 , 𝑎 𝑏⁄  = 5)  
 
 

 จากภาพที่ 4 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนค่า
มอดูลัสความยืดหยุ่นของวัสดุคอมโพสิทต่อวัสดุหลัก 
(Axial Modulus Ratio) กับทิศทางการเรียงตัวของวัสดุ
เส้นใยเสริมแรง (𝜃) ผลที่ได้แสดงให้เหน็ว่าเม่ือเพิ่มคา่ความ
หนาแน่นของการเรียงตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรง 𝐾 จะมี
ผลท าให้ อัตราส่วนค่ามอดูลัสความยืดหยุ่นของวัสดุ
คอมโพสิทต่อวัสดุหลัก (Axial Modulus Ratio) มีค่า
สูงขึ้นและจะเร่ิมคงที่เมื่อเข้าใกล้ 4 และมีค่ามากที่สุดที่ทิศ
ทางการเรียงตัวเท่ากับ 0 องศา 
 

 
 

รูปที่ 4 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนมอดูลัสกับค่าความ
หนาแน่นการกระจายตัว K 

 
 จากภาพที่ 5 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนค่า
มอดูลัสความยดืหยุ่นของวัสดคุอมโพสทิตอ่วัสดุหลัก (Axial 
Modulus Ratio) กับทิศทางการเรียงตัวของวัสดุเส้นใย
เสริมแรง (𝜃) ผลที่ได้แสดงให้เห็นว่าเม่ือเพิ่มอัตราส่วนความ
ยาวต่อความกว้างของวัสดุเส้นใยเสริมแรง 𝑎 𝑏⁄  จะมีผลท าให้
อัตราส่วนค่ามอดูลัสความยืดหยุ่นของวัสดุคอมโพสิทต่อ
วัสดุหลัก (Axial Modulus Ratio) มีค่าสูงขึ้นเพียงเล็กน้อย
เทา่น้ัน และมีค่ามากที่สุดที่ทศิทางการเรียงตวัเท่ากับ 0 องศา 
 

 
 

รูปที่ 5 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนมอดูลัสกับค่า
อัตราส่วนความยาวต่อความกว้างของวัสดุเส้นใย 
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5. สรุป 
 งานวิจัยน้ีแสดงให้เห็นถึงผลที่เกิดจากการเปลี่ยนของ
ตัวแปรในแบบจ าลองของโมริทานากะและผลของทิศ
ทางการเรียงตัวของวัสดุเส้นใยเสริมแรง ผลที่ได้สรุปได้ว่า
การเปลี่ยนแปลง ค่าความหนาแน่นของการเรียงตัวของ
วัสดุเส้นใยเสริมแรง 𝐾 และอัตราส่วนความยาวต่อความ
กว้างของวัสดุเส้นใยเสริมแรง 𝑎 𝑏⁄  มีผลต่อค่าคุณสมบัติ
ของวัสดุน้อยมากเม่ือเปรียบเทียบกับผลของทิศทางการ
เรียงตัวของวัสดุเสริมเส้นใย 
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