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บทคดัยอ่ 
ในบทความนี้ เราแนะน า Q -เมทรกิซ์ จากจ านวน c -Jacobsthal และวธิเีขา้รหสัและถอดรหสั

จาก Q -เมทริกซ์ นอกจากนัน้ เราได้ท าการสร้างความสมัพันธ์ระหว่างสมาชิกของเมทริกซ์รหัส การ
ตรวจจบัและการแกไ้ขขอ้ผดิพลาดส าหรบัทฤษฎรีหสันี้ ค่าความสามารถในการแกไ้ขขอ้ผดิพลาดของรหสั 
คอื 93.33%   

  
ค ำส ำคญั:  เขา้รหสั  ถอดรหสั  c -Jacobsthal 

 
Abstract 

In this manuscript, we introduce Q -matrix from c -Jacobsthal numbers and a method 
for coding and decoding messages from this Q -matrix. In addition, we construct the relations 
between the code matrix elements, error detection and correction for this coding theory. 
Correction ability of this method is 93.33%.  

 
Keywords: Coding, decoding, c -Jacobsthal  

 
บทน ำ  
 ทฤษฎีการถอดรหสั (Coding theory) เป็นการศกึษาคุณสมบตัิของรหสัและน าไปปรบัใช้อย่าง
เหมาะสม เพื่อให้เข้ากบัสถานการณ์ต่าง ๆ ไม่ว่าจะเป็นการบีบอดัข้อมูล วิทยาการเข้ารหัสลับ การ
ตรวจหาและแก้ไขขอ้ผดิพลาดการส่งและการเกบ็ขอ้มูล รหสัจะถูกน าไปใชป้ระโยชน์ในสาขาวชิาต่าง ๆ 
เช่น ทฤษฎสีารสนเทศ วศิวกรรมไฟฟ้า ภาษาศาสตร ์และวทิยาการคอมพวิเตอร ์
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 ในทุกวนันี้ ความปลอดภยัของขอ้มูลกลายเป็นสิง่ส าคญัมากขึน้ ในแง่การส่งขอ้มูลผ่านทางช่อง
ทางการสือ่สาร ขัน้ตอนวธิกีารเขา้และถอดรหสัเป็นสิง่ทีส่ าคญัมากทีจ่ะช่วยในการเพิม่ความปลอดภยัของ
ขอ้มูล ซึ่งได้มนีักคณิตศาสตรไ์ด้เริม่น าจ านวนส าคญัทางคณิตศาสตรม์าประยุกต์ในการสรา้งทฤษฎีการ
เขา้และถอดรหสั ในปี 2006 Stakov ไดเ้สนอทฤษฎีรหสัตวัใหม่ทีส่รา้งจากเมทรกิซ์ฟิโบนักช ี(Fibonacci 
matrix)  ในปี 2009 Basu & Prasad ไดเ้สนอความสมัพนัธท์ัว่ไประหว่างสมาชกิของเมทรกิซร์หสัส าหรบั
ทฤษฎีรหัสฟิโบนักชี ต่อมามีนักคณิตศาสตร์หลายท่านได้พัฒนาทฤษฎีรหัสบนจ านวนอื่น ๆ ทาง
คณิตศาสตรซ์ึง่ท าใหข้ ัน้ตอนวธิกีารเขา้และถอดรหสัมคีวามปลอดภยัมากขึน้ (Prasad, 2016; Tas, Ucar 
& Ozgur, 2017) 
 ในทางคณิตศาสตรล์ าดบั Jacobsthal เป็นล าดบัของจ านวนจรงิที่ถูกตัง้ชื่อตามนักคณิตศาสตร์
ชาวเยอรมนั Ernst Jacobsthal โดยมกีารนิยามตามความสมัพนัธเ์วยีนเกดิดงันี้ 

1 22 ,   2,3,4,...n n nJ J J n     
โดยที ่ 0 0J   และ 1 1J    
 โดยล าดบันี้มคีวามส าคญัในสาขาคอมพวิเตอรใ์นการเปลีย่นทศิทางของขัน้ตอนการด าเนินการ
ของโปรแกรม โดยใชใ้นกระบวนการแยกค าสัง่แบบมเีงื่อนไขในไมโครคอนโทรลเลอร์ (Microcontroller) 
ซึง่ระบบการแยกค าสัง่มรีปูแบบเป็น 1, 3, 5, 11, 21, … กรณี ส าหรบัหน่วยความจ า 2, 3, 4, 5, 6, … บติ 
ตามล าดบั ซึง่จ านวนกรณีดงักล่าวเป็นล าดบั Jacobsthal (Kyppo, 2019) 
 ในงานวิจัยนี้ จะกล่าวถึงล าดับ c -Jacobsthal ซึ่งนิยามมาจากล าดับ ( , )k c -Jacobsthal 
(Marques & Trojovsky, 2019) โดยที ่ 2k   ซึง่มนีิยามดงัต่อไปนี้ 

1 2 ,   2,3,4,...n n nJ J cJ n     
โดยที ่ 0 10, 1J J   และ 0c    
เราสร้างวิธีการเข้ารหัสและถอดรหัสโดยใช้ Q -เมทริกซ์ ของล าดับ c -Jacobsthal พร้อมทัง้วิธีการ
ตรวจสอบและแกไ้ขขอ้ผดิพลาดของรหสั และค านวณค่าความสามารถในการแก้ไขขอ้ผดิพลาดของรหสั 
ซึ่งจะเห็นได้ว่าเราสามารถมองเป็นกรณีทัว่ไปจากทฤษฎีรหัสฟิโบนักชี ( 1)c   และจากการที่ c  
สามารถเลอืกเป็นจ านวนเตม็บวกใด ๆ ท าใหส้ามารถเพิม่ความปลอดภยัในการคาดเดาของการโจรกรรม
ทางขอ้มลูมากขึน้ 

 
วตัถปุระสงคก์ำรวิจยั  

1) เพื่อสรา้งวธิกีารเขา้รหสัและถอดรหสัจากจ านวน c -Jacobsthal 
2) เพื่อตรวจสอบและแก้ไขข้อผิดพลาดของรหสั และค านวณค่าความสามารถในการแก้ไข

ขอ้ผดิพลาดของรหสั 
 

วิธีด ำเนินกำรวิจยั  
จากความสมัพนัธเ์วยีนเกดิของล าดบั c -Jacobsthal  

1 2n n nJ J cJ    
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เราสามารถสรา้ง Q -เมทรกิซ ์ไดด้งันี้ 

2 1

1 0

1

1 0

J cJc
Q

J cJ

  
    
   

 

และก าลงั n  ของเมทรกิซ ์Q  คอื  

1

1

n nn

n n

J cJ
Q

J cJ





 
  
 

 

โดยที ่det( ) ( )n nQ c   
 ถา้เราแทนค่าขอ้ความเริม่ตน้ในรปูเมทรกิซไ์ม่เอกฐานขนาด 2 2  ดงันี้ 

1 2

3 4

m m
M

m m

 
  
 

 

โดยที ่ im  เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่ตดิลบ  
และส าหรบัจ านวนเตม็บวก n  ใด ๆ เราสามารถท าการเขา้รหสั โดยการคณูดว้ยเมทรกิซ ์ nQ  จาก 
ดา้นขวา 

1 2

3 4

n
e e

M Q E
e e

 
   

 
 

และส่งข้อความที่เป็นรหสัผ่านช่องทางการสื่อสาร และท าการถอดรหสั โดยการคูณเมทรกิซ์ E  ด้วย 
nQ  ดงันี้ 

1 2

3 4

n n
e e

E Q Q M
e e

  
    

 
 

เราสามารถพสิจูน์ไดว้่า ส าหรบัค่า n  ทีม่ากพอ 

1

2

e
r

e
  และ  3

4

e
r

e
  

โดยที่ r  เป็นค่าคงที่ ซึ่งเราสามารถน าความสมัพนัธ์นี้ มาตรวจสอบและแก้ไขข้อผดิพลาดของรหสัได ้
พรอ้มทัง้ใชว้ธิกีารนบัเพื่อหาค่าความน่าจะเป็นของค่าความสามารถในการแกไ้ขขอ้ผดิพลาดของรหสั 

  
ผลกำรวิจยั  

เพื่อความสะดวกในการพสิจูน์เราท าการแสดงการพสิจูน์สมบตัพิืน้ฐานของค่า Q -เมทรกิซ ์และ
ค่าของลมิติของสดัสว่น 1nJ   และ nJ  ดงันี้ 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1  ส าหรบั n  เป็นจ านวนเตม็บวกใด ๆ และ 
1

1 0

c
Q

 
  
 

 จะไดว้่า 

1

1

n nn

n n

J cJ
Q

J cJ





 
  
 

 



4                                              วารสารวชิาการวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัราชภฏันครสวรรค์ 
ปีที ่12 ฉบบัที ่16 กรกฎาคม - ธนัวาคม 2563 

พิสูจน์   เราจะใชว้ธิกีารอุปนยัทางคณิตศาสตร ์
ขัน้ฐาน 

2 1

1 0

1

1 0

J cJc
Q

J cJ

  
    
   

 

ดงันัน้ ขัน้ฐานเป็นจรงิ 

ขัน้อุปนยั  สมมตวิ่า  1

1

k kk

k k

J cJ
Q

J cJ





 
  
 

 

ดงันัน้    
1

1

1

1 1

1

2 1

1

1
       

1 0

       

       

k k

k k

k k

k k k

k k k

k k

k k

Q Q Q

J cJ c

J cJ

J cJ cJ

J cJ cJ

J cJ

J cJ







 



 





   
    

  

 
  

 

 
  
 

 

ดงันัน้ ทฤษฎบีทเป็นจรงิ 
 
บทแทรกท่ี 2  ส าหรบั n  เป็นจ านวนเตม็บวกใด ๆ จะไดว้่า 

1)  det( ) ( )n nQ c   
2)  2 1

1 1 ( 1)n n

n n nJ J J c 

      
พิสูจน์   สงัเกตไดว้่า  detQ c   
ดงันัน้  det( ) (det ) ( )n n nQ Q c    
และจะไดว้่า   

2

1 1( ) det( ) ( )n n

n n nc J J J Q c       
ซึง่สง่ผลให ้ 2 1

1 1 ( 1)n n

n n nJ J J c 

      
 
ทฤษฎีบทท่ี 3  ส าหรบั n  เป็นจ านวนเตม็บวกใด ๆ จะไดว้่า 

( 4 1 1) ( 4 1 1)

2 4 1

n n

n n

c c
J

c

     


    และ   
1 4 1 1

lim
2

n

n
n

J c

J





 
  

พิสูจน์   เราสามารถหาค่าลกัษณะเฉพาะและเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะของ Q -เมทรกิซ ์ไดด้งันี้ 

1

1 4 1

2

c


 
   ซึง่สอดคลอ้งกบัเวกเตอร ์ 1

1 4 1

2

1

c

v

  
 
 
  
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และ  
2

1 4 1

2

c


 
   ซึง่สอดคลอ้งกบัเวกเตอร ์ 2

1 4 1

2

1

c

v

  
 
 
  

 

 
ดงันัน้เราสามารถเขยีน Q  ในรปูของเมทรกิซท์ะแยงมุมไดด้งันี้ 

1D P QP  

โดยที ่ 

1 4 1
0

2

1 4 1
0

2

c

D
c

  
 
 
  
 
     

และ  
1 4 1 1 4 1

2 2

1 1

c c

P

    
 
 
  

 

จะไดว้่า  1n nD P Q P  
ดงันัน้   1n nQ PD P  

โดยที ่ 

1 4 1
0

2

1 4 1
0

2

n

n

n

c

D

c

   
     

  
   

   
   

 

จากการค านวณ สามารถแสดงไดว้่า 

   

   

1 1

1
1

1

1 4 1 1 4 1

2 4 1

1 4 1 1 4 1

2 4 1

n n

n
n n

n n
n n

n

c c

J cJ c

J cJ
c c

c





 






     
 
   

   
       
 
  

 

ดงันัน้  
   1 4 1 1 4 1

2 4 1

n n

n n

c c
J

c

    



 

และ 
            

   

   

1 1

1

1

1 4 1 1 4 1 2 4 1
lim lim

2 4 1 1 4 1 1 4 1

1 4 1
            

2

n n

n

n

n nnn n
n

c cJ c

J c c c

c

 



 

     
 

     

 

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ควำมสมัพนัธร์ะหว่ำงสมำชิกของเมทริกซร์หสั 

จาก  1 2 1 1 2

3 4 1 3 4

n nn

n n

m m J cJ e e
E M Q

m m J cJ e e





     
        

     
 

และ  1

1

1

( )

n nn

n

n n

cJ cJ
Q

J Jc





 
  

  
 

โดยไม่เสยีนยัทัว่ไป สมมต ิ n  เป็นจ านวนคู่ จะไดว้่า 

1 1 2 1 2 1

3 1 4 3 4 1

1 n n n nn

n

n n n n

ce J e J ce J e J
M E Q

ce J e J ce J e Jc

 

 

   
    

   
 

ดงันัน้ จะไดว้่า 

1 1 2 0n nce J e J  

                                                 

(1) 

                                                                         
1 2 1 0n nce J e J     

                                                

(2) 

3 1 4 0n nce J e J  

                                                 

(3) 

             
3 4 1 0n nce J e J   

                                                

(4) 
จาก (1) และ (2) เราสามารถแสดงไดว้่า 

1 1

2 1

n n

n n

J Je

cJ e cJ





   

เมื่อ n  มคี่ามาก จะไดว้่า 

1

2

e
r

e
  

โดยที ่ 1 4 1

2

c
r

c

 
  

ในท านองเดยีวกนั จาก (3) และ (4) เราสามารถสรุปไดว้่า ส าหรบั n  มคี่ามาก  

3

4

e
r

e
  

 
กำรตรวจข้อผิดพลำดของรหสั 

ในทฤษฎรีหสั การตรวจสอบและแกไ้ขขอ้ผดิพลาดของรหสัเป็นเรื่องส าคญัทีต่้องพจิารณาเพราะ
ในช่องทางการสื่อสารอาจจะมกีารรบกวนเกดิขึน้ ซึง่สิง่ทีช่่วยในการตรวจสอบ คอื ค่าดเีทอรม์แินนทข์อง
เมทรกิซ ์ 
จากสมการ nM Q E    
จะไดว้่า  

                                                                           
det (det ) ( )nE M c  

                                        

(5) 
ดงันัน้ ถ้าค่าดีเทอร์มิแนนท์ของ E  และ M  ไม่สอดคล้องสมการ (5) เราสามารถสรุปได้ว่ารหัสเกิด
ขอ้ผดิพลาดขึน้ 
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กำรแก้ไขข้อผิดพลำดของรหสั 
 ในความเป็นจรงิเราไม่สามารถพจิารณาว่าต าแหน่งไหนทีเ่กดิขอ้ผดิพลาดของรหสั เราท าไดแ้ค่
พจิารณาตามกรณีทีส่มมตติามจ านวนต าแหน่งของขอ้ผดิพลาดของขอ้มูล ดงันี้ 
กรณีที ่1  มขีอ้ผดิพลาดของรหสัแค่ 1 ต าแหน่ง 
 โดยไม่เสยีนัยทัว่ไป ใหส้มาชกิตวัแรกของเมทรกิซ ์ E  เป็นตวัทีม่ขีอ้ผดิพลาด ดงันัน้ เมทรกิซท์ี่
ผดิพลาด คอื 

2

3 4

u e
E

e e

 
   

 
 

โดยที ่u  คอื รหสัทีถู่กเปลีย่นแปลงไป และสมาชกิทีเ่หลอืมคีวามถูกตอ้งของรหสั 
จากสมการ nM Q E   จะไดว้่า ค่าดเีทอรม์แินนทข์องทัง้สองขา้งของสมการเท่ากนั 

4 2 3det( ) ( )nM c ue e e     
ซึง่เราสามารถแกส้มการหาค่า u  ทีถู่กตอ้งไดใ้นรปู 

2 3

4

det( ) ( )nM c e e
u

e

  
  

โดยการใชค้่า u  ทีถู่กตอ้งนี้ เราสามารถแกไ้ขขอ้ผดิพลาดของรหสัใน 1 ต าแหน่งได้ 
กรณีที ่2  มขีอ้ผดิพลาดของรหสั 2 ต าแหน่ง 
 สมมตติวัทีม่ขีอ้ผดิพลาดเป็นสมาชกิในแถวที ่1 ของเมทรกิซ ์ E  ดงันัน้ เมทรกิซท์ีผ่ดิพลาด คอื 

3 4

u v
E

e e

 
   

 
 

จากการเท่ากนัของค่าดเีทอรม์แินนท ์จะได ้

                                                                           4 3 ( ) det( )nue ve c M  

                                     

(6) 
เรารูจ้ากการพสิจูน์ว่า 

                                                                            

u
r

v


                                                  
(7) 

เราสามารถเหน็ไดช้ดัเจนว่า สมการ (6) เป็นสมการไดโอแฟนไทน์ ซึง่มคี าตอบจ านวนมาก เราสามารถหา
ค าตอบทีส่อดคลอ้งกบัสมการ (7) โดยการใชค้่า u และ v  ทีถู่กต้องนี้ เราสามารถแกไ้ขขอ้ผดิพลาดของ
รหสัใน 2 ต าแหน่งได ้
กรณีที ่3 มขีอ้ผดิพลาดของรหสั 3 ต าแหน่ง  

4

u v

w e

 
 
 

 

โดยการเท่ากนัของดเีทอรม์แินนท ์จะไดว้่า 

4 ( ) det( )nue vw c M    
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จาก 
4

w
r

e
  เราสามารถลดรปูสมการดงักล่าวใหเ้หลอืสมการไดโอแฟนไทน์สองตวัแปร และเนื่องจาก 

u
r

v
  โดยกระบวนการทีเ่หมอืนกนักบักรณีที ่2 เราสามารถแกส้มการในกรณีทีม่ขีอ้ผดิพลาด 3 

ต าแหน่งได ้
 

สว่นในกรณีทีม่ขีอ้ผดิพลาด 4 ต าแหน่ง นัน่คอื E  เป็นรหสัทีผ่ดิพลาดทุกต าแหน่งและไม่สามารถทีจ่ะ
แกไ้ขขอ้ผดิพลาดได ้
 เนื่องจากรหัสอาจเกิดข้อผิดพลาดขึ้นได้ ตัง้แต่การเกิดข้อผิดพลาด 1 ต าแหน่ง จนถึงเกิด
ขอ้ผดิพลาด 4 ต าแหน่ง ดงันัน้ จ านวนวธิกีารเกดิขอ้ผดิพลาดทัง้หมด เท่ากบั 
4 4 4 4

1 2 3 4 15C C C C     วิธ ีโดยที่เราสามารถแก้ไขรหสัให้ถูกต้องได้ทุกวิธี ยกเว้นวิธีเดียวคือ
กรณีทีเ่กดิขอ้ผดิพลาดทัง้ 4 ต าแหน่ง  4

4 1C   ดงันัน้ ค่าความสามารถในการแก้ไขขอ้ผดิพลาดของ

รหสัจงึมคี่า เท่ากบั 14
0.9333 93.33%

15
   

 
ตวัอยำ่งกำรเข้ำและถอดรหสั 
 ส าหรบัการเขา้และถอดรหสัของการสง่ขอ้ความ เริม่แรกเราจะท าการใส่ขอ้ความทีต่้องการสง่ลง
ในเมทรกิซข์นาดเป็นเลขคู่ โดยเตมิ 0  ลงระหว่างค า และเตมิ 0  ทีท่า้ยประโยคจนกว่าเตม็เมทรกิซ ์
หลงัจากนัน้ ท าการแบ่งเมทรกิซ์เป็นเมทรกิซ์บลอ็คขนาด 2 2  โดยก าหนดการแปลงตวัอกัษรให้เป็น
ตวัเลขดงันี้ 
 
ตำรำงท่ี 1 การแปลงตวัอกัษร 
ตวัอกัษร A B C D E F G H I J K L M  
ตวัเลข 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13  
ตวัอกัษร N O P Q R S T U V W X Y Z  
ตวัเลข 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 0 
 
สมมตวิ่า เราตอ้งการสง่ขอ้ความค าว่า “NAKHON SAWAN MAP” ซึง่เราสามารถก าหนดเมทรกิซ์
ขอ้ความไดด้งันี้ 

0

0

N A K H

O N S
B

A W A N

M A P

 
 
 
 
 
 

 

ท าการแบ่งเมทรกิซใ์หเ้ป็นเมทรกิซบ์ลอ็คขนาด 2x2 และแปลงตวัอกัษรใหเ้ป็นตวัเลข ไดเ้ป็น 
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1 2

3 4

M M
B

M M

 
  
 

 

โดยที ่ 1 2 3 4

14 1 11 8 1 23 1 14
, , ,

15 14 0 19 0 13 1 16
M M M M

       
          
       

 

หลงัจากนัน้ ท าการเขา้รหสั โดยในทีน่ี้เราก าหนดให ้ 3c   และ 2n   จะได ้

1 2

3 4

,   1,2,3,4
i in

i i

i i

e e
M Q E i

e e

 
    

   

ดงันัน้  1 2 3 4

57 45 52 57 27 72 18 45
,  ,  ,  

74 87 19 57 13 39 20 51
E E E E

       
          
       

 

และเมื่อขอ้ความทีเ่ป็นรหสัถูกสง่ถงึปลายทาง จะสามารถถูกถอดรหสั ไดเ้ป็น 

1 2

3 4

,   1,2,3,4
i in n

i i

i i

e e
E Q Q M i

e e

  
     

 
 

ซึง่จะไดเ้มทรกิซร์หสั iM  
และไดเ้มทรกิซข์อ้ความ คอื  

1 2

3 4

14 1 11 8

15 14 0 19

1 23 1 14

0 13 1 16

M M
B

M M

 
 

        
 
 

 

และเมื่อท าการแปลงตวัเลขใหเ้ป็นตวัอกัษรตามตารางการแปลงขา้งตน้ จะไดข้อ้ความทีถู่กสง่ไปนัน่เอง 
 จากตวัอย่างขา้งตน้ เมื่อเราพจิารณา 1E  จะพบว่าอตัราสว่นของสมาชกิในแต่ละแถว เป็นดงันี้ 
 
ตำรำงท่ี 2  อตัราสว่นของสมาชกิในแต่ละแถวของ 1E  

n  1 2e e  3 4e e  
2 1.2667 0.8506 
5 0.7070 0.7537 
6 0.8048 0.7756 
10 0.7756 0.7684 
15 0.7674 0.7675 
20 0.7676 0.7676 

 

จากตารางจะเหน็ว่า เมื่อ n มคี่ามากขึน้ ค่าของอตัราสว่นของสมาชกิในแต่ละแถวจะมคี่าเขา้ใกล ้0.7676  

มากขึน้  ส าหรบัเมทรกิซ ์E อื่น ๆ ค่าของอตัราสว่นของสมาชกิในแต่ละแถวมคี่าเขา้ใกล ้0.7676 เมื่อ n มี

ค่ามากขึน้เช่นเดยีวกนั
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อภิปรำยผลกำรวิจยัและขอ้เสนอแนะ  
 กระบวนการเขา้รหสัโดยใช ้Q -เมทรกิซเ์ป็นกระบวนการเขา้รหสัทีอ่ยู่ในรูปของการคณูเมทรกิซ ์
ซึ่งสามารถไปประยุกต์ใช้ได้ง่ายกบัการเขยีนโปรแกรมสมยัใหม่ ในกรณีที่มีข้อมูลเป็นจ านวนมาก เรา
สามารถจดัการขอ้ความโดยแบ่งขอ้ความเป็นสว่น ๆ และรบัขอ้มลูไดไ้ม่จ ากดั 
 ค่าความสามารถในการแก้ไขขอ้ผดิพลาดของรหสัของกระบวนการนี้ เท่ากบั 93.33% โดยที่
สามารถแกไ้ขขอ้ผดิพลาดของรหสัไดถ้งึ 3 ต าแหน่งจากทัง้หมด 4 ต าแหน่ง 
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