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บทคัดย่อ 
การวิจัยนี้มีจุดหมายเพื่อสร้างเมทริกซ์จาคอปส์ธาล M ขนาด 3 3  บางเมทริกซ์ ที่มีความสัมพันธ์กับล าดับจา
คอปส์ธาล และศึกษาสมบัติบางประการของเมทริกซ์ nM  ซึ่งสัมพันธ์กับจ านวนจาคอปส์ธาล ผลการวิจัยพบว่า 

ในกรณีที่
1 2 0

M= 1 0 1

0 0 1

 
 
 
  

 ได้  nM  มีความสัมพันธ์กับจ านวนจาคอปส์ธาล nJ  ที่แตกต่างกันเมื่อ n  เป็นจ านวน

เต็มบวกคู่ และคี่ ตามล าดับ 
   
ค าส าคัญ:  ล าดับจาคอปส์ธาล  เมทริกซ์จาคอปส์ธาล 
 

Abstract 
This study aimed to find some Jacobsthal matrix M  of 3 3  dimension relating with the 
Jacobsthal numbers and to focus on some properties of nM  related with some Jacobsthal  
numbers. The study shows that the matrix In addition, it was shown that the matrix 

1 2 0

M= 1 0 1

0 0 1

 
 
 
  

and nM  is  closely related to different Jacobsthal numbers when they are 

positive, even and odd integers. 
 
Keywords:  JACOBSTHAL SEQUENCE, JACOBSTHAL MATRIX 
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1. บทน า   
            การศึกษาคุณสมบัติบางประการของจ านวนจาคอปส์ธาล มีการน าเสนอหลากหลายวิธี โดยอาศัย
ความสัมพันธ์เวียนเกิด (Recurrence relations) ของสมการสูตรทั่วไปของจ านวนจาคอปส์ธาล ซึ่งเป็นจ านวน
เวียนเกิดในรูปแบบหนึ่ง ต่อมานักวิจัยช่ือ  Fikri Köken และ Durmus Bozkurt ได้ศึกษาความสัมพันธ์ของ
จ านวนจาคอปส์ธาลโดยวิธีเมทริกซ์ขนาด 2 2  ซึ่งได้รับแนวความคิดมาจากการสร้างเมริกซ์ ขนาด 2 2  เพื่อ
ศึกษาคุณสมบัติจ านวนฟีโบนักชี ของ R.J.Sinvester,1979  ซึ่ง Fikri Köken และ Durmus Bozkurt  ได้ตีพิมพ์
บทความทางวิชาการทางคณิตศาสตร์ เรื่อง On the Jacobsthal Numbers by Matrix Methods  ในวารสาร 
International Journal of Contemporary Mathematical Sciences 3(13), 605-614 ใ น ปี  ค .ศ .2008  
แนวคิดของนักวิจัยข้างต้นเหมือนกันตรงที่พยายามสร้างเมทริกซ์ของจ านวนเวียนเกิดเพื่อหาความสัมพันธ์ให้
สอดคล้องกับสมการเวียนเกิดรูปท่ัวไปและสมการความสัมพันธ์อื่น ๆ ของจ านวนเวียนเกิดดังกล่าวที่มีผู้สืบค้นไว้
ก่อนแล้ว เช่น Cassini’s formula ด้วยการแสดงแทนในรูปการ แก้สมการเชิงเส้นโดยใช้เมทริกซ์ขนาด 2 2   
ซึ่งการคิดค้นวิธีการสร้างเมทริกซ์นี้ มีความสอดคล้องกับสมบัติเมทริกซ์การแปลง (Transformation metrics)  
ด้วยหลักการดังกล่าว ผู้วิจัย จึงมีแนวคิดที่จะใช้สมบัติของเมทริกซ์จัตุรัส ขนาด 3 3   สร้างเมทริกซ์การแปลง
ซึ่งสัมพันธ์กับค่าเฉพาะและความเป็น อิสระเชิงเส้นของเมทริกจาคอปส์ธาล อธิบายความสัมพันธ์บางประการของ
จ านวนจาคอปส์ธาล ท่ีเกิดขึ้น   
 
2. วัตถุประสงค์การวิจัย  
 ในการศึกษาครั้งนี้  มีวัตถุประสงค์เพื่อสร้างเมทริกซ์จาคอปส์ขนาด 3 3 ที่มีสัมพันธ์กับค่าเฉพาะและ
ความเป็นอิสระเชิงเส้นของเมทริกจาคอปส์ธาลและ รวมถึงเพื่อศึกษาสมบัติบางประการของจ านวนจาคอปส์ธาล   
 
3. ความรู้พ้ืนฐาน 

การศึกษาวิจัยเริ่มจากการศึกษานิยามและสมบัติบางประการของจ านวนจาคอปส์ธาล ฟังก์ชัน
ก่อก าเนิดของความสัมพันธ์เวียนเกิด สมการลักษณะเฉพาะจาคอปส์ธาล รวมถึงสมบัติของเมทริกซ์จัตุรัสและ
สมบัติที่เกี่ยวกับสมการลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์จัตุรัสใด ๆ เพื่อน าไปใช้เป็นเง่ือนไขการสร้างเมทริกซ์ขนาด 
3 3  ที่เป็นเครื่องมือในการสร้างเมทริกซ์ท่ีจะแสดงความสัมพันธ์กับล าดับจาคอปส์ธาล  

จากการศึกษาสมบัติของเมทริกซ์จัตุรัสและสมบัติที่เกี่ยวกับสมการลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์จัตุรัสใด 
ๆ  แล้วจะสามารถน าไปมาใช้เป็นเครื่องมือในการสร้างเมทริกซ์ M ขนาด 3 3  เพื่อน าไปสู่การสร้างเมทริกซ์จา

คอปส์ธาลขนาด 3 3  ที่จะแสดงความสัมพันธ์กับจ านวนในล าดับจาคอปส์ธาล และศึกษาสมบัติของ nM  ที่
เกี่ยวข้องกับผลบวกย่อยของล าดับจาคอปส์ธาล ในเบื้องต้นได้ดังนี้  

บทนิยาม 1.1 จ านวนจาคอปส์ธาล (Jocobsthal numbers) หมายถึง จ านวนเต็มที่เป็นสมาชิกใด ๆ ใน  ล าดบั   

1 2 3 nJ , J , J , … , J , …  โดยที่   
n n-1 n-2J = J +2J  เมื่อ n  เป็นจ านวนเต็มซึ่ง n 2  โดยมีเ ง่ือนไขเริ่มต้น 

0 1J = 0 , J  = 1  
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จากบทนิยาม 1.1 สามารถเขียนสมการเวียนเกิดของล าดับจาคอปส์ธาล ดังนี้ 

 

n

n-1 n-2

0 ; n = 0

J = 1 ; n = 1

J +2J ; n 2




 

 

 ใช้สัญลักษณ์   n n=0
J

  แทน ล าดับจาคอปส์ธาลและเรียกแต่ละสมาชิก nJ  เมื่อ n  เป็นจ านวนเต็ม
ในล าดับจาคอปส์ธาล ว่า จ านวนจาคอปส์ธาล  

ทฤษฎีบท 1.2 ถ้า n n=0
J

  เป็นล าดับจาคอปส์ธาล โดยที่ 
n n-1 n-2J = J +2J เมื่อ n  เป็นจ านวนเต็มซึ่ง n 2  

และมเีงื่อนไขเริม่ต้น 
0 1J = 0 , J  = 1  แล้ว  

n

i

i=0

J
n+2J 1

=
2

  

ทฤษฎีบท1.3 ถ้า  n n=0
J

  เป็นล าดบัจาคอปส์ธาล โดยที่ 
n n-1 n-2J = J +2J เมื่อ n  เป็นจ านวนเต็มซึ่ง n 2  

และมเีงื่อนไขเริม่ต้น 
0 1J = 0 , J  = 1  แล้ว  

n n-1

i i

i=0 i=0

J +2 J 
n+1

i

i=0

J 1
 

  
 
  

จากทฤษฎีบท 1.2 สามารถแสดงผลบวกจ ากัดของล าดับจาคอปส์ธาล
n

i

i=0

J กับล าดับจาคอปส์ธาล 

 n n=0
J

  และได้ความสัมพันธ์เชิงสมการของผลบวกจ ากัดของล าดับของล าดับจาคอปส์ธาล คือ 

 
n n-1

i i

i=0 i=0

J +2 J 
n+1

i

i=0

J 1
 

  
 
  ดังตารางที ่1 ต่อไปนี้ 

ตารางที่  1  แสดงผลบวกจ ากัดของล าดับจาคอปส์ธาล
n

i

i=0

J กับล าดับจาคอปส์ธาล  n n=0
J

 และ 

n n-1

i i

i=0 i=0

J +2 J 
n+1

i

i=0

J 1
 

  
 
  

n  0 1 2 3 4 5 6 7 … 

nJ  0 1 1 3 5 11 21 43 … 
n

i

i=0

J  0 1 2 5 10 21 42 85 … 

n n-1

i i

i=0 i=0

J +2 J   0 1 4 9 20 41 84 169 … 

n+1

i

i=0

J 1
 

 
 
  0 2-1 5-1 10-1 21-1 42-1 85-1 170-1  

 
 
 



วารสารวิชาการวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏนครสวรรค์                               117 
                     ปีที่ 13 ฉบับที ่17 มกราคม - มถิุนายน 2564 

บทนิยาม 1.4 ถ้า X เป็นเมทริกซ์จัตุรัส ใด ๆ และ n n 1 2

n n 1 2 1 0P( ) a a ... a a a 0

             
เป็นสมการลักษณะเฉพาะของ X เมื่อ 

na  เป็นสัมประสิทธิ์พหุนาม และ n 0  เป็นจ านวนเต็มบวก  
แล้ว จะเรียก n n 1 2

n n 1 2 1 0 nP(X) a X a X ... a X a X a I

        ว่าสมการเมทริกซ์
ลักษณะเฉพาะของ X  เมื่อ   เป็นเมทริกซ์จัตรุัสศูนย์ และเรยีก X ว่า เมริกซ์ผลเฉลยของสมการเมท
ริกซ์ลักษณะเฉพาะ P(X)  

บทนิยาม 1.5 ให้ X , Y และ U เป็นเมทริกซ์จัตุรัส ใด ๆ และเป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน (Non – singular  
matrix ) ถ้า 1X UYU  แล้ว เรียก Y ว่าเมทริกซ์คล้ายของ X    

ทฤษฎีบท 1.6  ให้ A , B, C, D  เป็นเมทริกซจ์ัตุรสัขนาด n n  และ P(x)  เป็นพหุนามลกัษณะ  
เฉพาะของเมทริกซ์ A และ D โดยที ่ A BC , D CB  และ C  เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน  
แล้ว n n 1A  C D C  ทุกค่า n I   

ผลการวิจัย  
จากบทความวิจัยของ Fikri Köken และ Bozkurt ได้แสดงให้เห็นว่ามีเมทริกซ์ขนาด 2×2  ที่สมพันธ์

กั บ ล า ดั บ จ า ค อป ส์ ธ า ล  ก ล่ า ว คื อ  
1 2

F =
1 0

 
 
 

 ซึ่ ง พบ ว่ า   n n+1

n-1 n

J J1 2
=

J J1 0

    
    

     
แ ละ 

n n+1

n-1 n

j j1 2
=

j j1 0

    
    

     
 และต่อมาเขาได้สร้างเมทริกซ์ A =

1 0 0

1 1 2

0 1 0

 
 
 
  

และแสดงให้เห็นว่า 

n

n
A =D  เมื่อ n n+2 n+1 n

n+1 n n-1

1 0 0

1
D = (J -1) J 2J

2

1
(J -1) J 2J

2

 
 
 
 
 
 
 
 

  ท าให้ผู้วิจัยสนใจที่จะสร้างเมทริกซ์ M3×3   จาก

ฐานหลัก  2
B ={ , , }w w w1 2 3  ในปริภูมิเวกเตอร์ 3R  โดย 

1
= (1,1,0)w , 

2
= (2,0,0)w  และ

3
= (0,1,1)w   ที่เป็นอิสระต่อกันและ M =

T T T

1 2 3
ν , ν , ν    ซึ่งได้ M =

1 2 0

1 0 1

0 0 1

 
 
 
  

และ  

M  มีสมบัติดังนี้  

ทฤษฎีบท 1.7 ถ้า M

1 2 0

= 1 0 1

0 0 1

 
 
 
  

 แล้ว  

(1) สมการเมทริกซล์ักษณะเฉพาะของ M  คือ  3 2δ 2δ δ 2       
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(2) ค่าเฉพาะของ M  คือ 
1 1    , 

2 1     และ 
3 2   

(3) M จะเป็นเมทริกซผ์ลเฉลยของสมการเมทริกซ์ลักษณะเฉพาะ 
3 2

n
X 2X X 2I = θ    

บทแทรก 1.8 ถ้า D  เป็นเมทริกซ์คล้าย M  แล้ว D  เป็นเมทริกซผ์ลเฉลยของสมการเมทริกซ ์

ลักษณะเฉพาะ 3 2

n
X 2X X 2I = θ     

จากทฤษฎีบท 1.7(3) และบทแทรก1.8 ท าให้ได้ว่า  P(X)
3 2

n
= X 2X X 2I = θ    เป็น

สมการเมทริกซ์ลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์ M  และ เมทริกซ์ D    
  ต่อไปจะศึกษาความสัมพันธ์ของ M กับจ านวนจาคอปส์ธาล ดังนี ้

ทฤษฎีบท 1.9 ถ้า
1 2 0

M 1 0 1

0 0 1

 
 


 
  

เป็นเมทริกซ์ขนาด3×3  และ n n=0
J

  เป็นล าดบัจาคอปส์ธาล แล้ว 

n

n+1 n i

i=0

n-1

n

n n-1 i

i=0

J 2J J

M = J 2J J

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



   ส าหรับทุกจ านวนเต็มคู่ n 2   

และ

n

n+1 n i

i=0

n-1
n

n n-1 i

i=0

J 2J J -1

M = J 2J J +1

0 0 1

  
  

   
 

  
   

  
 
 
 
 



     ส าหรับทุกจ านวนเตม็คี่ n>2   

พิสูจน์  ให้ M

1 2 0

1 0 1

0 0 1

 
 


 
  

เป็นเมทริกซ์ขนาด 3×3  และ n n=0
J

  เป็นล าดับจาคอปส์ธาล  

ก าหนดให ้ P(n)  แทนประพจน์ 

n

n+1 n i

i=0

n-1
n

n n-1 i

i=0

J 2J J

M = J 2J J

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 



      ส าหรับทุกจ านวนเต็มคู่ n 2  
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และ 

n

n+1 n i

i=0

n-1
n

n n-1 i

i=0

J 2J J -1

M = J 2J J +1

0 0 1

  
  
  

  
  
  

 
 
 



     ส าหรับทุกค่าจ านวนเตม็คี่ n>2  

พิจารณา ( i ) เมื่อ n 2 . จะได้ว่า  2

3 2 2

M = 1 2 1

0 0 1

 
 
 
  

   ………...……… 

และ

2 2 2

2+1 2 i 3 2 i 3 2 i

i=0 i=0 i=0

2-1 1 1

2 2-1 i 2 1 i 2 1 i

i=0 i=0 i=0

J 2J J J 2J J J 2J J

J 2J J = J 2J J = J 2J J

0 0 1 0 0 1 0 0 1

     
     
     
     
     
     
     
     
     

  

  
 

จาก 
2

i 0 1 2

i=0

J = J +J +J 0 1 1 2    และ 
1

i 0 1

i=0

J J +J 0 1 1     

และจ านวนจาคอปส์ธาล 
1 2 3

J = 1 , J = 1 , J = 3  

ดังนั้น เมื่อ n=2   จะได้

2

2+1 2 i

i=0

2-1

2 2-1 i

i=0

J 2J J

3 2 2

J 2J J = 1 2 1

0 0 1
0 0 1

 
 
   
   
   
     
 
 




           ………………………..… 

จาก =ดังนั้น P(2) เป็นจริง  

เมื่อ n 3  จะได้ว่า 3 1 2

1 2 0 3 2 2 5 6 4

M M M 1 0 1 1 2 1 = 3 2 3

0 0 1 0 0 1 0 0 1

     
     

 
     
          

………….… 

เนื่องจาก    
3

i 0 1 2 3

i=0

J 1 J +J +J +J 1 0+1+1+3 1=4
 

     
 
   

และ     
2

i 0 1 2

i=0

J 1 J +J +J 1 0+1+1 1=3
 

     
 
  

และจ านวนจาคอปส์ธาล 1 2 3J = 1 , J = 1 , J = 3  

ดังนั้น เมื่อ n 3 จะได ้ 

3

4 3 i

i=1

2

3 2 i

i=1

J 2J J -1

5 6 4

J 2J J +1 = 3 2 3

0 0 1
0 0 1

  
  

  
               

 
  



       ……….……..……………...… 

จาก =ดังนั้น P(3) เป็นจริง  
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(ii) ให้ P(k) เป็นจริงทุกค่า k 2  

เมื่อ k  จ านวนเต็มคู่ จะได้ว่า 

k

k+1 k i

i=0

k-1
k

k k-1 i

i=0

J 2J J

M = J 2J J

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



  

เมื่อ k  จ านวนเต็มคีจ่ะได้ว่า 

k

k+1 k i

i=0

k-1
k

k k-1 i

i=0

J 2J J -1

M = J 2J J +1

0 0 1

  
  

   
 

  
   

  
 
 
 
 



  

เพราะว่า 1 k k+1M M = M จะแสดงว่า P(k+1) เป็นจริงทุกค่า k 2  ดังนี ้
พิจารณา  เมื่อ k  จ านวนเต็มคู่ จะได้ว่า k+1  จ านวนเต็มคี่  

จึงได้ว่า

k k k-1

k+1 k i k+1 k k k-1 i i

i=0 i=0 i=0

k-1 k

k k-1 i k+1 k i

i=0 i=0

J 2J J J +2J 2(J +2J ) J +2 J

1 2 0

1 0 1 J 2J J = J 2J ( J )+1

0 0 1
0 0 1 0 0 1

   
   
    
    
    
         
   
   

  

   

จากทฤษฎีบท 1.2 ได้ว่า
k-1 k+1

i i i

i=0 i=0 i=0

J +2 J J 1
 

  
 

  
k

 

ดังนั้น 

k+1

k+2 k+1 i

i=0

k
k+1

k+1 k i

i=0

J 2J ( J ) -1

M = J 2J ( J )+1

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



  

จึงได้ P(k+1) เป็นจริงเมื่อ k  จ านวนเต็มคู่  
พิจารณา เมื่อ k  จ านวนเตม็คี่จะไดว้่า k+1  เป็นจ านวนคู่ 
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จะได้ว่า 

k k k-1

k+1 k i k+1 k k k-1 i i
i=0 i=0 i=0

k-1 k

k k-1 i k+1 k i

i=0 i=0

J 2J J -1 J +2J 2J +4J J +2 J +1

1 2 0

1 0 1 J 2J J +1 = J 2J J

0 0 1
0 0 10 0 1

    
    

                            
   
    

  

   

จากทฤษฎีบท 1.2 ได้ว่า
k-1 k+1

i i i

i=0 i=0 i=0

J +2 J J 1
 

  
 

  
k

 

ดังนั้น 

k+1 k+1

k+1 k k k-1 i k+2 k+1 i

i=0 i=0

k k
k+1

k+1 k i k+1 k i

i=0 i=0

J +2J 2(J +2J ) J 1)+1 J 2J J

M = J 2J J = J 2J J

0 0 1 0 0 1

    
         

   
   
   
   
   
   
     

 

   

จึงได้ P(k+1) เป็นจริงเมื่อ k  จ านวนเต็มคี่  

ดังนั้น ถ้า 
1 2 0

M 1 0 1

0 0 1

 
 


 
  

เป็นเมทริกซ์ขนาด 3×3  และ n n=0
J

  เป็นล าดับจาคอปส์ธาล แล้ว 

n

n+1 n i

i=0

n-1
n

n n-1 i

i=0

J 2J J

M = J 2J J

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



   ส าหรับทุกค่าจ านวนเต็มคู่ n 2  

และ     

n

n+1 n i

i=0

n-1
n

n n-1 i

i=0

J 2J J -1

M = J 2J J +1

0 0 1

  
  

   
 

  
   

  
 
 
 
 



    ส าหรับทุกค่าจ านวนเตม็คี่ n>2   
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บทต้ัง 1.10 ให้ 
1 2 0

M 1 0 1

0 0 1

 
 


 
  

 และ 
1 0 0

D 0 -1 0

0 0 2

 
 


 
  

 เป็นเมทรกิซค์ล้ายเมทริกซ์ M  จะได้วา่ 

n n 1M  C D C  ทุกค่า n I เมื่อ
-1 -1 2

C 0 1 1

1 0 0

 
 


 
  

 

พิสูจน์  ให ้
1 2 0

M 1 0 1

0 0 1

 
 


 
  

 และ 
1 0 0

D 0 -1 0

0 0 2

 
 


 
  

 เป็นเมทริกซ์คล้าย M   

โดยทฤษฎีบท 1.7(3) และบทแทรก1.8 ได้ว่า  P(X)
3 2

n
= X 2X X 2I = θ    เป็นสมการเมทริกซ์

ลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์ M  และ เมทริกซ์ D       

ให้  
-1 -1 2

C 0 1 1

1 0 0

 
 


 
  

 ดังนั้น C  เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน  

ได้ว่า M=AC  และ D=CB เมื่อ 
-1/2 4/3 1/3

1/3 1/3 4/3

1/3 1/3 1/3

A

 
 


 
  

 
0 0 2

B= -1/3 -2/3 -2/3

1/3 -1/3 2/3

 
 
 
  

  

 
โดยทฤษฎีบท 1.6 จึงได้ว่า  n n 1M  C D C  ทุกค่า n I    
 

ทฤษฎีบท 1.11  ให ้  n n=0
J

 เป็นล าดับจาคอปส์ธาล    ถ้า n เป็นจ านวนเต็มบวกคู่แล้วจะได้   
n n-1

i n+1 i n

i=0 i=0

1
[ J ] J 2 [ J ] J 1 0  ,  

3

    
         

    
    

       n+1 n n n-1 n+2 n+1 n+1 n

1 1
J 2J 2 J 2J 1, J +J 2 J +J 0 , 

3 3
                

          n

n+2 n+1 n+1 n n 1 n n n-1 n 3 n

1 1 1
J +J 2 J +J 0 , - J - 2J J - 2J 0 ,  J J 2

3 3 3
             

 

พิสูจน์  ให้
1 2 0

M 1 0 1

0 0 1

 
 


 
  

 และ 
1 0 0

D 0 -1 0

0 0 2

 
 


 
  

  

จากบทตั้ง 1.10 ได้ว่า n n 1M  C D C  ทุกค่า n I  เมื่อ
-1 -1 2

C 0 1 1

1 0 0

 
 


 
  
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โดยทฤษฎีบท 1.9  ได้ว่า  

n

n+1 n i

i=0

n-1
n

n n-1 i

i=0

J 2J J

M = J 2J J

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



     ส าหรับทุกจ านวนเตม็คู่ n 2   

พิจารณา  n n 1M  C D C จะได้ว่า  1 n nC M C  D   

กรณีที่ n  เป็นจ านวนเต็มคู่ จะได้ว่า  

n

n n 1 n

n n

1 0 0 1 0 0

D 0 -1 0 0 1 0 = C M C

0 0 2 0 0 2



   
   

    
     

 

       

       

n n-1

i n+1 i n n+1 n n n-1 n+1 n n n-1

i=0 i=0

n n-1

i n+1 i n n+1 n n n-1 n+1 n n n-1

i=0 i=0

1 0 0

1 2 1 1 2 1 2
- [ J ] -J + [ J ] -J - - -J +2J + -J +2J - 2J +2J + 2J +2J

3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1
[ J ] -J + [ J ] -J + -J +2J + -J +2J 2J +2J + 2J +2J

3 3 3 3 3 3 3




    

    
   

   
   
   

 

 






 
 
 
 
 

 

เมื่อ เทียบเมทริกซ์ที่เท่ากันของ n 1 nD = C M C  จะได้ว่า  

(1) จาก 
n n-1

i n+1 i n

i=0 i=0

1 2 1
[ J ] J + [ J ] J 0

3 3 3

   
       

   
   

ดังนั้น  
n n-1

i n+1 i n

i=0 i=0

1
[ J ] J 2 [ J ] J 1 0

3

    
         

    
  เมื่อ n  เป็นจ านวนเต็มคู ่

(2) จาก    n+1 n n n-1

1 2
J +2J + J +2J 1

3 3
     

ดังนั้น     n+1 n n n-1

1
J 2J 2 J 2J 1

3
      เมื่อ n เป็นจ านวนเตม็คู ่

(3) จาก     n+1 n n n-1

1 2
0 2J +2J + 2J +2J

3 3
   

                               n+1 n+2 n n+1

1 2
= J +J + J +J

3 3
  

   ดังนั้น     n+2 n+1 n+1 n

1
J +J 2 J +J 0

3
       เมื่อ n เป็นจ านวนเตม็คู ่

(4) จาก  
n n-1

i n+1 i n

i=0 i=0

1 1 1
0 [ J ] J + [ J ] J

3 3 3

   
      

   
   

                   
n n-1

i n+1 i n

i=0 i=0

1
[ J ] J + [ J ] J +1

3

    
      

    
   

ดังนั้น   
n n-1

i i n+1 n

i=0 i=0

1
J J J +J +1 0

3

  
    

  
    เมื่อ n เป็นจ านวนเต็มคู ่
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(5) จาก      n+1 n n n-1

1 1
0 J +2J + J +2J

3 3
    

                      n+1 n n n-1

1 1
J 2J J 2J

3 3
      

ดังนั้น     n+1 n n n-1

1
J 2J J 2J 0

3
       เมื่อ  n  เป็นจ านวนเต็มคู ่

(6) จาก    n

n+1 n n n-1

1 1
2 2J +2J + 2J +2J

3 3
  

                                n+1 n n n-1

1
2J +2J + 2J +2J

3
     

                                n+1 n+2 n n+1

1
J J J J

3
       

                                n+2 n+1 n n+3 n

1 1
J 2J J J J

3 3
         

       ดังนั้น    n

n+3 n

1
J J = 2

3
 เมื่อ n  เป็นจ านวนเตม็คู่    

ทฤษฎีบท 1.12  ให ้ n n=0
J

 เป็นล าดับจาคอปส์ธาล ถ้า n   เป็นจ านวนเต็มบวกคีท่ี่มากกว่า 2 แล้วจะได้   

n n-1

i n+1 i n

i=0 i=0

1
J J 1 2 J J +1 1 0,

3

       
             

       
     

       n+1 n n n-1 n+1 n n n-1

1 1
 J 2J 2 J 2J 1 , 2 J +J 4 J +J 0 ,
3 3

               

     
n-1

n

i n+1 n n+1 n-1 n n+3 n

i=0

1 1 1
 2 J J +1 0 , 2J J + 2J J 0 , J J = 2
3 3 3

  
          

  
  

สามารถพิสูจน์ได้ในท านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 1.11  

บทแทรก  1.13   ให ้  n n=0
J

 เป็นล าดับจาคอปส์ธาล จะได้ว่า 

(1)    n+1 n n n-1

1
J 2J 2 J 2J 1

3
     

    เมื่อ n  เป็นจ านวนเต็มคู ่

(2)    n+1 n n n-1

1
J 2J 2 J 2J 1

3
      

 เมื่อ n  เป็นจ านวนเตม็คี ่

(3)   n

n+3 n

1
J J 2

3
     ทุกค่า n  เป็นจ านวนเตม็  

 
4. สรุปผลการวิจัย  

ในการวิจัยครั้งนี้ มีการศึกษาและค้นพบความสัมพันธ์บางประการของจ านวนจาคอปสธ์าล โดยใช้สมบตัิ
ของเมทริกซ์จัตุรัส ขนาด 3 3   สร้างเมทริกซ์การแปลงซึ่งสัมพันธ์กับค่าเฉพาะและความเป็น  อิสระเชิงเส้น
ของเมทริกซ์จาคอปส์ธาล 
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5. กิตติกรรมประกาศ    
 ผู้วิจัยขอขอบคุณมหาวิทยาลัยราชภัฏเพชรบูรณ์ ที่สนับสนุนทุนวิจัย และขอขอบคุณผู้ทรงคุณวุฒิทุก
ท่านที่ได้ให้ความอนุเคราะห์ตรวจสอบตรวจทาน รวมถึงคณาจารย์หลักสูตรสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะ
วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏเพชรบูรณ์ ทุกคนที่ได้ให้ก าลังใจและสนับสนุนการค้นคว้า
งานวิจัยให้มีคุณภาพและส าเร็จลุล่วง 
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