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 ν ?3).2/��8�6%0�70�=��
�-�.���
�7� 0�	�)��;>/7�-�
�-++5�,�
���)
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'��'�
 ?3).
�.'�=��
	9��6'9�-7�0����)
���,�8��8���;

0�	�.�2��� +.�����'�%&�+���� (degree of  freedom
�8���(�9� �1
��'��2�	��9�-+.����%�=�*+-7+'/���;
����'��2�	��9��%&��8����01: 617+
9�.+�����B�
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0�����	��9� 27�=������7+.�����=��9��P��)
������	�)6%��<,-7+'/�������9'���+
9�.'� 
��7��8�'�=��9��P��)
 �����0�7-7+'/�������9'���+
9�.�8���� 
%������ ?3).���6'9�/7�9���9����/7�9�'���7+.'��9�+
/9�9�=�3)
����,=�3). �B����9� 27������*)+�9��9��P��)
-+.���9'���+
9�.-+.����7+.�	9���,�9��P��)
-+.%������
��
'��.*)+�6-	8�0=7�9�-+.����+
9�.��9�����6'9��'��2�%&�6%��'0�
�<617��'�,�
�8���� n-1 ��� �9�������1	7�
��2/� lock 
-+.-7+'/���1��;2/��7+. 	8�0=7���'+����-+.����%�=�
6%=�3)


����+
9�.��9� ����7+.���=��9�-+.-7+'/���1=�3)
�	9���, 5 ��*)+.������6'9	��,�9�	�)�	7���.-+.-7+'/���1��;
�B�
.�9�'��9��P��)
�	9���, 5 1�.��;�����3.'����%��'�(�9� 
+�6�617,7�. �1
'��.*)+�6-	�)�9��9��P��)
�7+.'��9��	9���, 5
9 �8���� �	9���;� �9���8����	�) 10 ��6'9'�+����0�����	��9� 
��7� 
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��� '��*)+	�.A�4�+�.��4�9� degree of  freedom 
�.���� +�	���9� �~����
 �������' ����2��� �%&�
���0��-�.�����2��� 	�)2/��8�6%0�70���*)+.-+.
��,�8��8���;

f freedom) �*+ �8����-+.-7+'/�0�����8�'�
���;�617+
9�.�%&�+���� 27�����%������;� '� n �9� 

n-1 �9� �����'�+
/9 1 �9� 	�)6'9'����'�%&�+����
��	�)6%��<,-7+'/�������9'���+
9�.'� n ���+
9�. 

9�.�8���� n ��� -+.���6%0�7=��9��P��)
-+.
. ���'	�)����/7�9�'��'��9�=�3).��)�=��	8�0=7�7+.'�

9�.-+.����7+.�	9���,�9��P��)
-+.%������ '��
2�%&�6%��'0� =�*++����,+�617�9��%&��9�01 
ck 0=7�8��+,'��B�
.�8��+,�1�
� �B*)+0=7�9��P��)

�
6%=�3).���

1=�3).�1
-7+'/���1��;'� 10 �8���� ���'��9��P��)

1��;�9�0���9��-7+'/�'��9��%&�+�6�,7�. 	��,��9
�9� (Estimate) -+.-7+'/���1��;�9���9�����'��9��%&�
5 �8����-7+'/�	�)'�+����0�����	��9���'��B�
. 
��	��9� �7+.-3;�+
/9��,+�� 9 �8����	�)�	��9�6%

�����
� '=���	
���
���A�Q��������
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27�0=7 �8����	�) 1 �	��9�+
9�.+�����%&� 6 
 �8����	�) 2 �	��9�+
9�.+�����%&� 2 
 �8����	�) 3 �	��9�+
9�.+�����%&� 3 
 �8����	�) 4 �	��9�+
9�.+�����%&� 10 

�8����	�) 5 �	��9�+
9�.+�����%&� 5 
�8����	�) 6 �	��9�+
9�.+�����%&� 2 
�8����	�) 7 �	��9�+
9�.+�����%&� 7 
�8����	�) 8 �	��9�+
9�.+�����%&� 2 
�8����	�) 9 �	��9�+
9�.+�����%&� 4 
�8����	�) 10 6'9'���	5���	��9� �7+.�%&� 9 �	9���;� �3.��	8�0=7�9��P��)
-+.-7+'/���1��;

�	9���, 5 
 

+ + + + + + + + += 6 2 3 10 5 2 7 2 4 9
10

x

������+
9�.-7�.�7� +�����	��9�����%��9�. : �%&��8����+*)�: 617'��'�
 ��9�����1	7�
 
��2/��8�=�10=7'��9��%&�6%��'�.*)+�6--+.�9��P��)
-+.-7+'/���1��; =�*+�'��� a = b + c 23.�'�����;
��'�����%�+
/9 3 �����9�9� 27�����/7�9�-+.����%�+
/9 2 �������<����7�'���=��9�-+.����%����	�) 3 617
��
 ��)��<�*+ �9�-+.����%����	�) 3 2/��8�=�16�7 	8�0=76'9�%&�+����0�����8�=�1�9�-+.����%��,,
��'0����+. �3.	8�0=7�9����'�%&�+����2/��1�.6%=�3).�9���;��+. 

Degree of freedom parameters in probability distributions 
�2���	�)�8�+.�����'�%&�+����'�0�7 617��9 ��������.6��8���.�+. (Chi-square Distribution) 

��������.	� (t- Distribution) ��������.�+� (F-Distribution) ����������=
���'�%�%��� 
(Analysis of Variance) ���B
���(
 (Regression) �%&��7�

���O��O��P"�!������� (Chi-square Distribution) 
��������.6��8���.�+. (Chi-square Distribution) ���)'�'*)+%� �.�. 1900 ���
� �B�
�
��� 

(Karl Pearson) 617�>
�B�9�����1�7���*)+.-+.��������.6��8���.�+.�8�=��,���	1�+,A������/%
���	1� (Goodness of Fit Test) �/%�9�.��������.6��8���.�+.-3;�+
/9��,+.�����'�%&�+���� �*+ 27����
�%���9' x '���������.%����1
'��9��P��)
�	9���, µ ����9���,�)
.�,�'������ σ �'*)+��9'���+
9�.
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���%������'� n ���+
9�. ��617�9�-+.-7+'/� �*+ x1, x
�9�'������ Z ��7�
��8���.�+.-+.�9�'��������617�9�6��8���.�+. 
���'�%&�+�����	9���,=�3). 1�.��;

������ Zn (Zn)2
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µ

σ
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−=2 1

1 2
( xZ

x2
µ

σ
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σ
−=2 4

4 2
( xZ

M M M
xn

µ
σ
−= n

n
xZ µ

σ
−=2

2
( n

n
xZ
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x2, x3, x4, x5,[, xn ?3).�8�'��%�.-7+'/�	�)617�%&�
617�9�6��8���.�+. �-�
��	�17�
 χ 2 	�)'�+.�� 

χ 2
ν

µ 2) χ 2
1(1) 1

µ 2) χ 2
2(1) 1

µ 2) χ 2
3(1) 1

µ 2) χ 2
4 (1) 1

M M
µ 2) χ 2

(1)n 1

B5
	�)617�	9���,�9�6��8���.�+.?3).'�+.��
+.'�,�����

χ 2 ν

χ= 2
( 2 )  2

χ= 2
( 3 ) 3

M M
χ −= 2

( 1)n n-1
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�'*)+	��,�9� 
σ

−
2

2( 1) sn '���������.6��8���.�+. �1
'�+.�����'�%&�+�����	9���, n-1 

�8�'�0�7�%&�%���
��
0���*)+.-+.���+��'��	�.�2��� ?3).���)
�-7+.��,���%��'�(�9�������	1�+,
���'�%�%���-+.%������ 

"�1�����4������O��O��P"�!������� 
1. '����4(���7.6'9�''������'�
+1�1�
� �1
 χ 2 '��9� 0 23. ∞
2. ��7���7.'����4(�����9�.�����'+.�����'�%&�+���� 

o 27� +.�����'�%&�+���� '��9��	9���, 1 =�*+ 2 ��7.-+.��������.6��8���.�+. 
��'����4(���7�
�/%��� J ���,-7�. 

o 27� +.�����'�%&�+���� '��9�'����9�=�*+�	9���, 3 ��7.-+.��������.6��8���.
�+.��'����4(��,7-�� ����'*)++.�����'�%&�+���� '��9�'��-3;���7. 
-+.��������.��'����4(�0��7���
.��7.%��� 

�>�A�B��1.���4(�-+.��7���7.��������.6��8���.�+. 

�9��P��)
��-�(��-+.��������.6��8���.�+. �	9���, [ ]χ ν=2
vE

�9����'�%�%���-+.��������.6��8���.�+. �	9���, [ ]χ ν=2 2vVar  

d.f.=1
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���O��O���� (t- D
>/7�7�B,�*+ ������
' ?��� �+��?� (William Sealy Gosset) 

Student 1�.��;���������.	� �3.���
�+���*)+=�3).�9� ��������.�����1�	
	� 
?3).'����4(���������.��7�
��3.��������.%��� 
�,�)
.�,�'������-+.���9'���+
9�. (s) ��'��9�0��7���
.��,�9��9���,�)
.�,�'������-+.%������ 
(σ ) ��������.	����='*+���������.%��� ��9=����(�	�)��9'���9'���+
9�.'�'�-��1�7+
 
��	8�0=7��������.	� ����9�.6%�����������.%��� 
��9���������.%��� B*;�	�)	�;.='1A�
0�7��7.-+.��������.	��	9���,=�3)
��������.	��%&����9'-+.��������. ?3).�/%��7.-+.��������.	���-3;�
(Sample) =�*++.�����'�%&�+���� 

��������.	�)'����'��'B��5
��������.%����
ν

νχ
ν

=( ) 2
( )

Zt

�9��P��)
��-�(��-+.��������.6��8���.�+. �	9���, E

�9����'�%�%���-+.��������.6��8���.�+. �	9���,

�>�A�B��1.���4(�-+.��7�
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Distribution)
Sealy Gosset) ���++��>
�B�9�1
0�7�*)+�9� 
������.�����1�	
	� (Student`s t- Distribution) 
�'*)+���+
9�.	�)��9''� '�-��10=d9'�� �9��9��
��
.��,�9��9���,�)
.�,�'������-+.%������ 
���(�	�)��9'���9'���+
9�.'�'�-��1�7+
 (n < 30) 
��� �1
��������.	���'����'�19.-+.��7.�7+

������.	��	9���,=�3).�='*+���������.%��� 
��������.	���-3;�+
/9��,-��1-+.���9'���+
9�. 

�������������.6��8���.�+. 1�.��;

ν =  ( ) 0E t

, ν
ν

ν
=   −( ) 2

Var t  �'*)+ ν >2 

�7���7.��������.	�

��������	
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� 



24 
���������������	
������
����	�����
�

���O��O����Z (F- Distribution) 
 ��������.�+� �%&������;.�*)+�B*)+�%&����
�����9 �?+�
�����1
 �+. �~���+�
 (Sir Ronald A. 
Fisher) ��������.�+�'�=�7�	�)0�����3�4�23.+�����9�����'�%�%���-+.���+
9�.��9' ?3).617'����
%������	�)'���������.%��� 2 ���9'	�)�%&�+�����9+��� 27� x1 ��� x2 �%&�����%���9'+�����9+��� ��� 
'���������.6��8���.�+. =�*+��������.%��� 17�
+.�����'�%&�+���� ν 1 ��� ν 2 ��'�8�1�, 1�.��;�
��������.�+��%&�+�����9��-+.��������.6��8���.�+.	�)=��17�
+.�����'�%&�+���� ��617�9� 

ν

ν

 
 
 =
 
 
 

1

1

2

2

x

F
x

27���9'���+
9�.-��1 n1 ��� n2 ���%������	�)'���������.%��� �1
'��9��P��)
�	9���, µ1 , µ2

������'�%�%����	9���, σ 1 , σ 2 ��'�8�1�, �����������.6��8���.�+.	�)'�+.�����'�%&�+���� 
�	9���, n-1 ��617�9�

χ
σ− = −

2
2

1 2( 1)n
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��617 

σ
χ

σσ
χ σ

σσ

−

−
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− 

 
− 

 −  = = = =
 − −  

− 
 
 

1
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1

2

2

1 2
1

2 2
1 1

2 22
21 1

2 22 2 2
1 22 2 1

22 2
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2

( 1)

( 1)
( 1)

( 1)
( 1)

( 1)

n

n

S
n

Sn
SnF SS Sn

n
n

�%&���������.�+�	�)'�+.�����'�%&�+���� ν 1 = n1-1 ��� ν 2 = n2-1 ��'�8�1�,
=�����(�	�) σ σ=2 2

1 2 ��617�9�

= 1
2

2
2

S
F

S

�9��P��)
��-�(��-+.��������.�+� �	9���, ν ν
ν

ν
  =  −1 2

2
( , )

2 2
E F �'*)+ ν 2 >2 

�9����'�%�%���-+.��������.�+� �	9���, ν ν
ν ν ν

ν ν ν
+ − =  − −1 2

2
2 1 2

( , ) 2
1 2 2

2 ( 2)
( 2) ( 4)

Var F  
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�'*)+ ν 2 >4 
"�1�����4������O��O����Z 

1. '����4(���7.6'9�''������'�
+1�1�
� �1
 
2. ��7���7.'����4(�����9�.�����'+.�����'�%&�+��
o 27� ν '��9��	9���, 1 =�*+ 2 ��7.'����4(���7�
�/%
o 27�  +.�����'�%&�+����  '��9�'����9�=�*+�	9���, 
��'����4(��,7-�� ����'*)++.�����'�%&�+���� 
��'����4(�0��7���
.��7.%��� 

�>�A�B��1.���4(�-+.��7�

********************************

ν 1 =3, ν 2
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1
 F '��9���;.��9 0 23. ∞
'�%&�+����
(���7�
�/%��� J ���,-7�. 
���9�=�*+�	9���, 3 ��7.-+.��������.�+� 
��'�%&�+���� '��9�'��-3;���7.-+.��������. 

�7���7.��������.�+�

**************

ν 1 =90, ν 2

ν 1 =50, ν 2

ν 1 =10, ν 2
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