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บทคดัย่อ 
งานวจิยันี้ไดศ้กึษาเกีย่วกบัรูปแบบของรูปสามเหลี่ยมซึ่งมพีื้นทีม่ากสุดเมื่อแนบใน

วงกลมและรปูแบบของรปูสามเหลีย่มซึง่มพีืน้ทีน้่อยสดุทีปิ่ดทบัวงกลมตามก าหนด 
ค าส าคญั:  สามเหลีย่มแนบในวงกลม  สามเหลีย่มซึง่ดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลม 

ABSTRACT 
This research studies about finding the largest inscribed triangle and the 

smallest cover triangle of a circle. 
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    สามเหลีย่มแนบในใหญ่ทีส่ดุและสามเหลีย่มปิดทบัเลก็ทีส่ดุ 2 

1.  บทน า 
เน่ืองจากในสถานการณ์ปจัจุบนัทรพัยากร

ถูกจ ากดั ปญัหาการหาค่ามากสุดหรอืน้อยสุด

จึงมีบทบาทส าคัญ ในการควบคุมการใช้

ทรพัยากรที่มอียู่อย่างจ ากดัให้คุ้มค่ามากที่สุด 

ดงันัน้ผู้วิจยัจึงสนใจที่จะค้นหารูปแบบของรูป

สามเหลีย่มซึง่จะให้พืน้ทีม่ากสุดเมื่อแนบอยู่ใน

วงกลมตามก าหนดและค้นหารูปแบบของรูป

สามเหลี่ยมซึ่งจะให้พื้นที่น้อยสุดเมื่อด้านทัง้

สามสมัผสัวงกลมตามก าหนด (รูปสามเหลี่ยม

ซึง่มวีงกลมตามก าหนดแนบใน) ทัง้สองปญัหา

น้ี เป็นปญัหาประเภทเดยีวกบัปญัหาเรขาคณิต

ของฟองสบู่ (Soap bubble problem) และปญั-
หาการปิดทับเส้นโค้งของโมเซอร์ (Moser’s 

worm problem) ซึง่เป็นปญัหาประเภททีค่าด-
การณ์ค าตอบไดง้่าย แต่ยากทีจ่ะยนืยนัค าตอบ 

งานวจิยัน้ีต้องการยนืยนัค าตอบของปญัหาทัง้

สอง การประยุกตอ์นุพนัธจ์ากฟงักช์นัของพืน้ที่

ของรูปสามเหลี่ยมสามารถน ามาใช้ในหาค่า

พืน้ที่มากสุดและน้อยสุดได้ แต่การหาฟงัก์ชนั

ของพืน้ทีข่องรูปสามเหลีย่มใดๆ ในกรณีทีไ่ม่มี

สองด้านใดๆ ยาวเท่ากนัเลยนัน้ท าได้ยาก จึง

จ าเ ป็นต้องแบ่งขัน้ตอนในการหาค าตอบ

ออกเป็น 2 ขัน้ตอน โดยจะน าความรู้ทาง

เรขาคณิตแบบฉบบั (Classical geometry) 
และการประยุกต์อนุพนัธ์ของฟงัก์ชนัมาใช้ใน

การพสิูจน์เป็นหลกั ในงานวจิยันี้จะก าหนดให้

> @ABC  แทนพืน้ทีข่องรปูสามเหลีย่ม ABC  
 

2.  วิธีการ 
การหารปูแบบของรปูสามเหลีย่มซึง่มพีืน้ที่

มากสดุเมื่อแนบในวงกลมตามก าหนด สามารถ

อธบิายได้ดว้ยการแสดงให้เหน็ว่า เมื่อก าหนด

รูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึ่งแนบในวงกลมตามที่

ก าหนดมา จะมรีูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่ซึง่มฐีาน

เป็นดา้นของสามเหลีย่มนัน้และมพีืน้ที่มากกว่า

รูปสามเหลี่ยมที่ก าหนดเสมอ ดังทฤษฎีบท

ต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 1 ให้ ABC เป็นรปูสามเหลีย่มใดๆ 

ซึง่แนบในวงกลมตามก าหนด จะไดว้่ามรีปู

สามเหลีย่ม ABD แนบในวงกลมนัน้ ซึง่ 
DBDA  และ > @ > @ABDABC d  

พิสูจน์  ให้ O  เป็นจุดศูนย์กลางวงกลม และ 

M เป็นจุดกึง่กลางบนดา้น AB 
ลาก OM พบวงกลมทีจุ่ด D (บนด้านเดยีวกนั

กบั C ) จะได ้ ABDM A   
ให ้N เป็นจุดบน AB ทีท่ าให ้ ABCN A   

ดงัรปูที ่1 จะได ้CN  ขนานกบัDM  
เน่ืองจาก O  อยู่บน DM จะได ้ DMCN d  
นัน่คอื 

> @ > @1 1
2 2

ABC AB CN AB DM ABD � d �   
 
โดยทฤษฎบีท 1 พบว่า ในบรรดารปูสาม 

เหลีย่มแนบในวงกลม รปูสามเหลีย่มซึง่ม ี
 
 
 

 
 
 
 
 
 

รปูที ่1 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่1 
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พื้นที่มากสุดจะต้องเป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่ 

ซึ่งในขัน้ตอนต่อไปจะแสดงให้เห็นว่า รูป

สามเหลี่ยมหน้าจัว่ซึง่มพีืน้ทีม่ากสุดนัน้เป็นรูป

สามเหลีย่มดา้นเท่า  
 

ทฤษฎีบท 2 ในบรรดารูปสามเหลีย่มหน้าจัว่
ซึง่แนบในวงกลมรศัม ี r  หน่วย  จะไดว้่า รูป
สามเหลี่ยมด้านเท่ามีพื้นที่มากสุดซึ่งเท่ากับ 

23 3
4

r
 
ตารางหน่วย 

พิสูจน์ ให้รูปสามเหลี่ยม ABC  เป็นรูปสาม-
เหลีย่มหน้าจัว่ ม ี CBCA   แนบในวงกลมจุด
ศูนย์กลาง O รศัม ี r หน่วย และ D เป็นจุด

กึง่กลางดา้น AB  จะไดว้่า O อยู่บน CD  และ 

ABCD A  และ rCO    
ให ้ E  อยู่บน AC  ที่ท าให ้ ACOE A  ดงั

รปูที ่2 จะไดว้่า 
2

CACE      

ให ้ xCD   โดยทฤษฎบีทพทีาโกรสั จะได้
ว่า 22AD rx x �   

ก าหนดให้  ( )f x  แทน [ABC] นั น่คือ 

� � 22 xrxxxf �  
หาค่า x  ทีท่ าให้ ( ) 0f xc    

 

 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่2 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่2 
 

จะไดว้่า f ม ีค่าสงูสดุที่ 
3
2
rx    

ดงันัน้ ABC'  จะมพีืน้ทีม่ากสดุ เมื่อ 3
2
rCD     

เมื่อแทนค่า
 

3
2
rCD  โดยใช้ทฤษฎีบทพี

ทาโกรสัจะได้ 3AB BC AC r    นัน่คือ

'ABC เป็นรปูสามเหลีย่มดา้นเท่า 
 
ในท านองเดียวกัน การหารูปแบบของรูป

สามเหลี่ยมซึ่งมีพื้นที่น้อยสุดที่ปิดทบัวงกลม 

จะพิจารณาการหารูปแบบของรูปสามเหลี่ยม

ซึง่มพีืน้ที่น้อยสุดเมื่อดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลม

รศัม ีr หน่วย โดยการแสดงใหเ้หน็ก่อนว่า เมื่อ
ก าหนดรูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึ่งด้านทัง้สาม

สมัผสัวงกลมตามก าหนด จะมีรูปสามเหลี่ยม

หน้าจัว่ ซึ่งมีจุดยอดเป็นจุดใดๆของรูปสาม -
เหลี่ยมนัน้ และมพีื้นที่น้อยกว่าหรือเท่ากบัรูป

สามเหลี่ยมตามที่ก าหนดเสมอ ดังทฤษฎีบท

ต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบท 3 ให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มใดๆ 

ซึง่มดี้าน CA, CB และ AB สมัผสัวงกลมตาม

ก าหนด จะได้ว่า มีรูปสามเหลี่ยม CEF  ซึ่งมี

ดา้น CFCE, และEF  สมัผสัวงกลม ซึง่ 
CFCE   และ > @ > @CEFABC t  

พิสูจน์  ก าหนดให ้O เป็นจุดศูนยก์ลางวงกลม 

และ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึ่งมีด้าน 

CA, CB และ AB สมัผสัวงกลมทีจุ่ด XY และ Z 
ตามล าดบั  

ให ้ E  และ F  เป็นจุดบน  CA  และ CB  

ตามล าดบั ทีท่ าให ้ CFCE   และ EF  สมัผสั 
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รปูที ่3 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่3 
 

วงกลม  นัน่คอื CEF'  เป็นรูปสามเหลี่ยม

หน้าจัว่ ดงัรปูที ่3 
ให ้EF สมัผสัวงกลมทีจุ่ด I จะไดว้่า I เป็น

จุดกึง่กลางของดา้น EF 
ถา้ E เป็นจุดเดยีวกนักบั  A  จะได ้ I  เป็น

จุดเดยีวกบั Z  ซึง่สง่ผลให ้ F  เป็นจุดเดยีวกบั 

B  นัน่คอื  'ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่ 

และ > @ > @ABC CEF   
ถ้า E ไม่เป็นจุดเดยีวกนักบั A จะได้ I ไม่

เป็นจุดเดยีวกบั Z   
ให ้ D  เป็นจุดตดัของ AB  และ EF  

จะไดว้่า ID DZ    
โดยไม่เสียนัยทัว่ไป ให้ D  อยู่บนด้าน

IF จะได ้CA CE!  และ CB CF�  นัน่คอื   
                     CA CB!   

พจิารณา CEF'  จะได ้ ˆ 90CEF R�   
นัน่คอื ˆ 90DEA R!  

เน่ืองจากรปูสามเหลีย่มใดๆมมีุมแหลม 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รปูที ่4 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่3 

 
อย่างน้อย 2 มุม จะไดว้่า ˆ 90EAD R�   นัน่คอื 

ˆˆDEA EAD!  ดงันัน้ DA > ED  ดงัรปูที ่4 
พจิารณา   IDEIED �  

                   

� �
� �
� �

� �

DF
DBBF

DBYBYF
YBDBYF
YBDBIF
ZBDBEI

DZEI

!
� 

�� 
�� 
�� 
�� 

� 

 

พจิารณา   ZBDZDB �  

                 
� �
� �
� �

� �

DA
ED

FBED
FBEIDI
FBEIDI
FBIFDI
FBFYDI

BYDI

�
�

� 
�� 
�� 
�� 
�� 

� 

 

นัน่คอื   DFED !   
และ     ADDB�   
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เน่ืองจาก  
> @ � �1 ˆsin ,

2
AED ED AD EDA � � �  

       
> @ � �1 ˆsin

2
BFD DF DB BDF � � �  

และ  

� � � �1 1ˆ ˆsin sin
2 2

ED AD EDA DF DB BDF� � � ! � � �

นัน่คอื    > @ > @AED BFD!    
ดงันัน้    > @ > @ABC CEF!  

โดยทฤษฎบีท 3 จะไดว้่า ในบรรดารปูสาม-
เหลีย่มซึง่ดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลมตามก าหนด 

รูปสามเหลี่ยมซึ่งมพีื้นที่น้อยสุดจะต้องเป็นรูป

สามเหลี่ยมหน้าจัว่ ซึ่งในขัน้ต่อไปเราจะแสดง

ให้เห็นว่า รูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่นัน้เป็นรูป

สามเหลีย่มดา้นเท่า 
  

ทฤษฎีบท 4 ในบรรดารปูสามเหลีย่มหน้าจัว่ซึง่
ดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลมรศัม r หน่วย จะไดว้่า 

รปูสามเหลีย่มดา้นเท่ามพีืน้ทีน้่อยสุดซึง่เท่ากบั 
23 3r  ตารางหน่วย 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่5 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่4 

พิสูจน์ ให้รูปสามเหลี่ยม ABC เป็นรูปสาม-
เหลี่ยมหน้าจัว่ มี CA CB  สมัผสัวงกลมจุด

ศนูยก์ลาง O รศัม ีr หน่วย D เป็นจุดกึง่กลาง  
ดา้น AB จะไดว้่า  
       O อยู่บน CD  และ CD ABA   

ให้จุด E  อยู่บน AC  ที่ท าให้ OE ACA  

ดงัรปูที ่5 จะไดว้่า OE r  
ให ้CD x  โดยทฤษฎบีทพทีาโกรสั จะได้

ว่า 
2

r xAD
x r

 
�

 
ก าหนดให้ ( )f x  แทน [ABC] นัน่คอื

 
� �

3
2

2
rxf x
x r

 
�

 
หาค่า x  ทีท่ าให ้ ( ) 0f xc   จะไดว้่า f มคี่า 
ต ่าสดุที ่ 3x r  ดงันัน้ 'ABC จะมพีืน้ทีน้่อย
สดุ เมื่อ 3CD r  เมื่อแทนค่าโดยใชท้ฤษฎบีท

พทีาโกรสัจะได ้
2 3AB BC AC r    

นัน่คอื 'ABC เป็นรปูสามเหลีย่มดา้นเท่า 
 
3.  ผลและอภิปรายผล 

ก าหนดวงกลมที่มรีศัม ี r  หน่วย การหา

รปูแบบของรปูสามเหลีย่มซึง่มพีืน้ทีม่ากสุดเมื่อ

แนบในวงกลม สามารถอธิบายได้โดยอาศัย

ทฤษฎบีท 1 และ 2 ดงัต่อไปนี้ 
ทฤษฎีบท 1 ให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มใดๆ 
ซึ่งแนบในวงกลมตามก าหนด จะได้ว่ามีรูป

สามเหลีย่ม ABD แนบในวงกลมนัน้ ซึง่ 
      DA DB  และ > @ > @ABC ABDd  
ทฤษฎีบท 2 ในบรรดารูปสามเหลีย่มหน้าจัว่
ซึง่แนบในวงกลมรศัม ี r  หน่วย จะไดว้่า รูป

 

Ridkung

Ridkung

Ridkung

Ridkung

Ridkung

Ridkung
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สามเหลี่ยมด้านเท่ามีพื้นที่มากสุดซึ่งเท่ากับ 

23 3
4

r
 
ตารางหน่วย 

ทฤษฎีบท 3 ให ้ABC เป็นรูปสามเหลีย่มใดๆ 

ซึง่มดี้าน CA, CB และ AB สมัผสัวงกลมตาม

ก าหนด จะได้ว่า มีรูปสามเหลี่ยม CEF  ซึ่งมี

ดา้น CFCE, และEF  สมัผสัวงกลม ซึง่ 
CFCE   และ > @ > @CEFABC t  

ทฤษฎีบท 4 ในบรรดารปูสามเหลีย่มหน้าจัว่ซึง่
ดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลมรศัม ี  r  หน่วย จะได้

ว่า รูปสามเหลี่ยมด้านเท่ามีพื้นที่น้อยสุดซึ่ง

เท่ากบั 23 3r  ตารางหน่วย 
ประโยชน์ที่ได้จากการศกึษาปญัหาการหา

รูปแบบของรูปสามเหลี่ยม จะเห็นได้ว่าข้อดี

ของปญัหาการหารูปสามเหลีย่มซึง่มพีืน้ทีน้่อย

สดุเมื่อดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลมตามก าหนดจะ

สอดคลอ้งกบัปญัหาการปิดทบัของโมเซอร์ ใน

ลักษณะของ ก า ร ปิ ดทับ ว งกลมด้ ว ย รู ป

สามเหลี่ยม นัน่คือ หากต้องการแผ่นปิดทบัที่

เป็นรูปสามเหลี่ยม เพื่อปิดทับพื้นผิววงกลม 

จะต้องสร้างแผ่นปิดทบัเป็นรูปสามเหลีย่มดา้น

เท่า จงึจะประหยดัทรพัยากรในการสร้างแผ่น

ปิดทบัไดด้ทีีส่ดุ 
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