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บทคดัย่อ 
เราพสิจูน์สมบตัเิชงิทศันศาสตรข์องภาคตดักรวยซึ่งเกีย่วขอ้งกบัทางเดนิของแสงที่

ผา่นจุดโฟกสัของภาคตดักรวยและสะทอ้นทีภ่าคตดักรวยนัน้ตามกฎการสะทอ้นของแสง โดย

ใชเ้ทคนิคการพสิูจน์แบบไม่องิระบบพกิดัและการพสิูจน์โดยใช้ขอ้ขดัแยง้ซึ่งนักเรยีนระดบั

มธัยมศกึษาตอนปลายสามารถเขา้ใจไดไ้มย่าก 

ค าส าคญั:  ภาคตดักรวย จุดโฟกสั สมบตัเิชงิทศันศาสตร ์เทคนิคการพสิจูน์ 
ABSTRACT 

We prove optical properties of conic sections involving trajectories of light passing 

through foci of the conic sections and reflecting at the conic sections according to the law of 

reflection. Proof techniques employed include coordinate-free proof and proof by 

contradiction, which are accessible to high-school students. 
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1.  บทน า 
ภาคตัดกรวยคือเส้นโค้งที่เกิดจากการตัด

กรวยกลมด้วยระนาบ ได้แก่ วงกลม วงรี 
พาราโบลา และไฮเพอรโ์บลา นักเรยีนในระดบั
มธัยมศกึษาตอนปลายศกึษาสมบตัิต่างๆของ
ภาคตดักรวยเหล่านี้  [1] โดยสมบตัิที่ส าคญั
ประการหนึ่งคอืจุดโฟกสัของภาคตดักรวยการ
ใช้ค าว่า “จุดโฟกสั” ในความหมายทัว่ไปนัน้
มกัจะใชใ้นความหมายของการเป็นจุดรวมแสง
ในอุปกรณ์ทัศนศาสตร์ เช่น กล้องจุลทรรศน์ 
หรอืกลอ้งโทรทรรศน์ นักเรยีนจงึอาจมคี าถาม
ว่าจุดโฟกสัของภาคตัดกรวยนัน้มีสมบตัิของ
การเป็นจุดรวมแสงในเชงิทศันศาสตรห์รอืไม่ 

บทความนี้จะน าเสนอสมบตัเิชงิทศันศาสตร์
ของภาคตดักรวย และถึงแม้ว่าเราจะสามารถ
พสิูจน์สมบตัิเหล่านี้โดยใช้เรขาคณิตวเิคราะห์
และแคลคูลสั [2, 3, 4] แต่เราจะใชก้ารพสิจูน์
แบบไม่องิระบบพกิดั (coordinate-free proof)
ด้วยการพิสูจน์โดยใช้ข้อขดัแย้ง (proof by 
contradiction) ซึ่ ง จ ะท า ให้ ไ ด้บทพิสู จ น์ ที่
กระชบั และนักเรยีนในระดบัมธัยมศกึษาตอน
ปลายสามารถเข้าใจได้ไม่ยาก โดยผู้เขยีนได้
ศกึษาแนวคดิในการพสิจูน์ลกัษณะน้ีจาก [5, 6] 

 
2.  สมบติัเชิงทศันศาสตรข์องภาคตดักรวย 

สมบัติเชิงทัศนศาสตร์ของภาคตัดกรวย
ใดๆนัน้สรุปเป็นประโยคเพยีงประโยคเดยีวได้
ดงันี้ [2, 3, 4] 

“ถ้าแสงเดนิทางออกจากจุดโฟกสัจุดหนึ่ง
ของภาคตดักรวยและตกกระทบทีภ่าคตดักรวย
นัน้ แลว้แสงจะสะทอ้นตามแนวเสน้ตรงซึง่ผ่าน
จุดโฟกสัอกีจุดหนึ่งของภาคตดักรวยนัน้” 

เราสมมติว่ าแสงสะท้อนตามกฎการ
สะทอ้นของแสง กล่าวคอื “มุมตกกระทบเท่ากบั
มุมสะทอ้น” โดยที่มุมทัง้สองคอืมุมที่ล าแสงตก

กระทบและล าแสงสะทอ้นท ากบัเสน้ตัง้ฉากของ
ภาคตดักรวย ณ จุดทีพ่จิารณา 

รปูที ่1 แสดงสมบตัเิชงิทศันศาสตรข์องวงร ี
โดยเมื่อแสงทีเ่ดนิทางออกจากจุดโฟกสัจุดหนึ่ง
ของวงรตีกกระทบวงร ีแล้วจะสะท้อนตามกฎ
การสะทอ้นของแสง และเดนิทางผ่านจุดโฟกสั
อกีจุดหนึ่งของวงร ี

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่1 สมบตัเิชงิทศันศาสตรข์องวงร ี

 
รูปที่ 2 แสดงสมบัติเชิงทัศนศาสตร์ของ

ไฮเพอร์โบลา โดยเมื่อแสงที่เดินทางออกจาก
จุดโฟกัสจุดหนึ่งของไฮเพอร์โบลาตกกระทบ
ไฮเพอร์โบลา แล้วจะสะท้อนตามกฎการ
สะทอ้นของแสง และถึงแมว้่าแสงสะทอ้นจะไม่
ผ่านจุดโฟกสัอกีจุดหนึ่งของไฮเพอรโ์บลา แต่ก ็

 
 
 
 
 
 
 
 

 

รปูที ่2 สมบตัเิชงิทศันศาสตรข์องไฮเพอรโ์บลา 
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รปูที ่3 สมบตัเิชงิทศันศาสตรข์องพาราโบลา 
 
เดนิทางตามแนวเสน้ตรง (เสน้ประ) ซึง่ผ่านจุด
โฟกสัอกีจุดหนึ่งของไฮเพอรโ์บลา 

รูปที่ 3 แสดงสมบัติเชิงทัศนศาสตร์ของ
พาราโบลา ถงึแมว้่าพาราโบลามจีุดโฟกสัเพยีง
จุดเดียว แต่เราอาจสมมติว่าจุดโฟกัสอีกจุด
หนึ่งของพาราโบลาอยู่ทีอ่นนัตบ์นแกนสมมาตร
ทางด้านเปิดของพาราโบลา โดยเมื่อแสงที่
เดินทางออกจากจุดโฟกัสของพาราโบลาตก
กระทบพาราโบลา แล้วจะสะท้อนตามกฎการ
สะท้อนของแสง และเดนิทางไปยงัจุดโฟกสัที่
อนันต์ ซึง่หมายความว่าแสงสะทอ้นต้องขนาน
กบัแกนสมมาตรของพาราโบลา ในทางกลบักนั
เมื่อแสงทีข่นานกบัแกนสมมาตรของพาราโบลา
ตกกระทบพาราโบลา แล้วจะสะท้อนตามกฎ
การสะทอ้นของแสง และเดนิทางผ่านจุดโฟกสั
ของพาราโบลา 

ในกรณีของวงกลมนัน้ เราอาจพจิารณาว่า
จุดโฟกสัทัง้สองอยู่ที่จุดศูนย์กลางของวงกลม 
แสงทีเ่ดนิทางออกจากจุดศนูยก์ลางของวงกลม
จะเดินทางตามแนวรัศมีของวงกลม และตก
กระทบตัง้ฉากกบัเสน้รอบวงของวงกลม ดงันัน้
แสงจะสะท้อนกลับตามแนวเดิมและเดิน
ทางผ่านจุดศนูยก์ลางของวงกลมอกีครัง้ 

เราสามารถแปลงสมบัติเชิงทัศนศาสตร์
ของภาคตดักรวยใหเ้ป็นสมบตัเิชงิคณิตศาสตร์
เพื่อใหเ้อือ้ต่อการพสิจูน์ไดด้งันี้ 
“ถ้า   เป็นจุดใดๆ บนภาคตัดกรวยที่มีจุด
โฟกสัที่   และ    แลว้เสน้ตัง้ฉากของภาคตดั
กรวยที่จุด   จะแบ่งครึ่งมุมตรงข้ามคู่หนึ่งที่
เกดิจากการตดักนัของเสน้ตรง     ⃡      และ     ⃡      
(และเสน้สมัผสัของภาคตดักรวยทีจุ่ด   จะแบ่ง
ครึง่มุมตรงขา้มอกีคู่หนึ่ง)” 
 
3.  พิสูจน์สมบติัเชิงทศันศาสตรข์องภาคตดั
กรวย 
 เราเหน็ไดง้่ายแลว้ว่าสมบตัเิชงิทศันศาสตร์
ของวงกลมเป็นจรงิ เราจงึพสิูจน์เฉพาะสมบตัิ
เชิงทัศนศาสตร์ของวงรี ไฮเพอร์โบลา และ
พาราโบลา ดงันี้ 
 
3.1  วงร ี
 ก่อนที่จะพิสูจน์สมบตัิเชงิทศันศาสตร์ของ
วงรีนัน้ เราอ้างองิถึงนิยามของวงรวี่า วงรทีี่มี
จุดโฟกสัที ่   และ    คอืเซตของจุด   โดยที ่
        เป็นค่าคงตวัซึง่มากกว่า      และ
ค่าคงตัวนี้เรยีกว่า ผลรวมคงตวั  ให้สงัเกตว่า
ถ้าวงรีสองวงมีจุดโฟกัสร่วมกัน แล้ววงรีที่มี
ผลรวมคงตัวน้อยกว่าต้องอยู่ ใกล้จุดโฟกัส
มากกว่า กล่าวคอื วงรทีีม่ผีลรวมคงตวัน้อยกวา่
ตอ้งอยู่ภายในวงรทีีม่ผีลรวมคงตวัมากกว่า 
 ในการพิสูจน์โดยใช้ข้อขัดแย้งนัน้ เราจะ
สมมตวิ่าเสน้ตัง้ฉากของวงรทีีจุ่ด   ไม่แบ่งครึง่
มุม         กล่าวคอื       ดงัรปูที ่4 
 ก าหนดให้   

  เป็นจุดที่ได้จากการสะท้อน
จุด    ข้ามเสน้สมัผสัของวงรทีี่จุด   จะได้ว่า 
      

   และมุมระหว่างเสน้ตัง้ฉากของวงรี
ทีจุ่ด   และสว่นของเสน้ตรง   

  ̅̅ ̅̅ ̅ ตอ้งเท่ากบั  
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รปูที ่4 พสิจูน์สมบตัเิชงิทศันศาสตรข์องวงรโีดยใชข้อ้ 
ขดัแยง้ 
 
   เมื่อเป็นเช่นนี้จุด   

 ,  ,    จึงไม่อยู่บน
เสน้ตรงเดยีวกนั 
 ก าหนดให ้   เป็นจุดตดัของเสน้ตรง   

   
 ⃡       

และเสน้สมัผสัของวงรทีีจุ่ด    การที่จุด   
 ,  , 

   ไม่อยู่บนเสน้ตรงเดยีวกนัหมายความว่า   
และ    ไม่ใช่จุดเดียวกัน นอกจากนัน้แล้ว 
       

    จะไดว้่า 
            

         

   
    

   
       

         

โดยอสมการทีเ่กดิขึน้คอือสมการสามเหลีย่ม 
(triangle inequality) ดงันัน้ 
                  ซึ่งหมายความว่า
ถ้าจุด    อยู่บนวงรีที่มีจุดโฟกสัที่    และ   

แลว้วงรดีงักล่าวจะต้องอยู่ภายในวงรทีี่ผ่านจุด 

  และมจีุดโฟกสัที่     และ    แต่ขอ้สรุปนี้
ขดัแยง้กบัการทีจุ่ด    อยู่บนเสน้สมัผสัของวงรี
ที่ผ่านจุด   จึงต้องอยู่ภายนอกวงรีดังกล่าว
เน่ืองจากขอ้สมมตทิีว่่าเสน้ตัง้ฉากของวงรทีีจุ่ด
  ไม่แบ่งครึง่มุม         ท าใหเ้กดิขอ้ขดัแยง้

เราจงึสรุปไดว้่าเสน้ตัง้ฉากของวงรทีีจุ่ด   ต้อง
แบ่งครึง่มุม         ตามทีต่อ้งการ 
 
3.2  ไฮเพอรโ์บลา 
 ก่อนที่จะพิสูจน์สมบตัิเชงิทศันศาสตร์ของ
ไฮเพอร์โบลานั ้น เราอ้างอิงถึงนิยามของ
ไฮเพอรโ์บลาว่า ไฮเพอรโ์บลาทีม่จีุดโฟกสัที่   

และ     คอืเซตของจุด   โดยที ่ |       | 
เป็นค่าคงตัวซึ่งน้อยกว่า      และค่าคงตัวนี้
เรียกว่า  ผลต่างคงตัว  ให้สัง เกตว่า  ถ้า
ไฮเพอร์โบลาสองรูปมีจุดโฟกัสร่วมกัน แล้ว
ไฮเพอร์โบลาที่มีผลต่างคงตัวมากกว่าต้องอยู่ 
ใกล้จุ ด โฟกัสมากกว่ า   ดัง รูปที่   5   ซึ่ ง
ไฮเพอร์โบลาสีน ้าเงินมีผลต่างคงตัวมากกว่า
ไฮเพอรโ์บลาสแีดง 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่5 ไฮเพอรโ์บลาสองรปูทีม่จีุดโฟกสัร่วมกนั 
 

ในการพิสูจน์โดยใช้ข้อขดัแย้งนัน้ เราจะ
สมมติว่าเส้นตัง้ฉากของไฮเพอร์โบลาที่จุด   
ไม่แบ่งครึง่มุม         กล่าวคอื       ดงั
รปูที ่6 

ก าหนดให ้  
  เป็นจุดที่ไดจ้ากการสะทอ้น

จุด    ข้ามเส้นสมัผสัของวงรทีี่จุด   จะได้ว่า 
      

   และมุมระหว่างเสน้ตัง้ฉากของวงรี
ทีจุ่ด   และส่วนของเสน้ตรง   

  ̅̅ ̅̅ ̅ ต้องเท่ากบั
   เมื่อเป็นเช่นนี้จุด   

 ,  ,    จึงไม่อยู่บน
เสน้ตรงเดยีวกนั 
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รูปที ่6 พสิูจน์สมบตัเิชงิทศันศาสตร์ของไฮเพอร์โบลา

โดยใชข้อ้ขดัแยง้ 
 

ก าหนดให ้  เป็นจุดตดัของเสน้ตรง   
   
 ⃡       

และเส้นสัมผัสของวงรีที่จุด   การที่จุด   
 , 

 ,    ไม่อยู่บนเสน้ตรงเดยีวกนัหมายความว่า 
 
  และ    ไม่ใช่จุดเดียวกนั นอกจากนัน้แล้ว 
       

    จะไดว้่า 
            

           
   

       
  

         
ดังนัน้  |         |  |       | ซึ่ง 
หมายความว่าถา้จุด    อยู่บนไฮเพอรโ์บลาทีม่ ี
จุดโฟกสัที่      และ     แล้วไฮเพอร์โบลา  
ดังกล่าวจะต้องอยู่ ใกล้จุดโฟกัสมากกว่ า 
ไฮเพอร์โบลาที่ผ่านจุด   และมจีุดโฟกสัที่   

และ    แต่ขอ้สรุปนี้ขดัแยง้กบัการทีจุ่ด    อยู่
บนเสน้สมัผสัของไฮเพอรโ์บลาทีผ่่านจุด   จงึ
ต้องอยู่บนไฮเพอร์โบลาที่มีผลต่างคงตัวน้อย
กว่าไฮเพอรโ์บลาทีผ่่านจุด   (รูปที ่7 แสดงให้
เห็นว่าเส้นสมัผสัของไฮเพอร์โบลารูปหนึ่งไม่
สามารถผ่านจุดอื่นของไฮเพอรโ์บลารปูนัน้ได ้ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที ่7 เส้นสมัผสัของไฮเพอร์โบลาไม่สามารถผ่านจุด

อื่นของไฮเพอรโ์บลาได ้
 

จงึไม่สามารถตดัไฮเพอรโ์บลาอกีรูปหนึ่งทีม่จีุด
โฟกสัร่วมกนัและอยู่ใกล้จุดโฟกสัมากกว่าได ้
เสน้ประในรปูนี้คอืเสน้ก ากบัของไฮเพอรโ์บลา) 

เนื่องจากขอ้สมมติที่ว่าเสน้ตัง้ฉากของไฮ-
เพอรโ์บลาทีจุ่ด   ไม่แบ่งครึง่มุม          ท า 
ให้เกิดข้อขดัแย้ง เราจึงสรุปได้ว่าเส้นตัง้ฉาก
ของไฮเพอรโ์บลาทีจุ่ด   ตอ้งแบ่งครึง่มุม 
        ตามทีต่อ้งการ 
3.3  พาราโบลา 

ก่อนที่จะพสิูจน์สมบตัเิชงิทศันศาสตรข์อง
พาราโบลานั ้น  เ ราอ้า งอิ งถึ งนิ ย ามของ
พาราโบลาว่า พาราโบลาทีม่จีุดโฟกสัที่   และ
เสน้ไดเรกตรกิซ ์  คอืเซตของจุด   โดยที ่    
เท่ากบัระยะตัง้ฉากจากจุด   ถงึเสน้ตรง   ให้
สัง เกตว่าถ้าพาราโบลาสองรูปมีจุดโฟกัส
ร่วมกนั และมีเส้นไดเรกตริกซ์ขนานกนั แล้ว
พาราโบลาทีอ่ยู่ใกลจุ้ดโฟกสัมากกว่ากจ็ะมเีสน้
ไดเรกตรกิซท์ีอ่ยู่ใกลจุ้ดโฟกสัมากกว่าด้วย ดงั
รูปที่ 8 ซึง่เสน้ไดเรกตรกิซข์องพาราโบลาสนี ้า
เงินอยู่ใกล้จุดโฟกสัมากกว่าเส้นไดเรกตริกซ์
ของพาราโบลาสแีดง 
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รปูที ่8 พาราโบลาทีม่จีุดโฟกสัร่วมกนัและเสน้ไดเรกตรกิซข์นานกนั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่9 พสิจูน์สมบตัเิชงิทศันศาสตรข์องพาราโบลาโดยใชข้อ้ขดัแยง้ 

 
ในการพสิูจน์โดยใชข้อ้ขดัแย้งนัน้ เราจะสมมติ
ว่า เสน้ตัง้ฉากของพาราโบลาทีจุ่ด    ไม่แบ่ง
ครึง่มุมทีส่่วนของเสน้ตรง   ̅̅ ̅̅  ท ากบัเสน้ตรงที ่
ผ่านจุด     และขนานกับแกนสมมาตรของ 
พาราโบลา กล่าวคอื       ดงัรปูที ่9 

ก าหนดให ้   เป็นจุดทีไ่ด้จากการสะทอ้น
จุด   ข้ามเส้นสมัผัสของพาราโบลาที่จุด     
จะไดว้่า        และมุมระหว่างเสน้ตัง้ฉาก

ของพาราโบลาที่จุด   และส่วนของเส้นตรง 
   ̅̅ ̅̅̅ ต้องเท่ากับ    เมื่อเป็นเช่นนี้ส่วนของ
เสน้ตรง    ̅̅ ̅̅̅ จงึไม่ขนานกบัแกนสมมาตรของ
พาราโบลา 

ก าหนดให้     เป็นจุดตัดของเส้นสัมผัส
ของวงรีที่จุด   และเสน้ตรงที่ผ่านจุด    และ
ขนานกบัแกนสมมาตรของพาราโบลา การที่
ส่ วนของ เส้นต รง     ̅̅ ̅̅̅ ไม่ ขนานกับแกน
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สมมาตรของพาราโบลาหมายความว่า   และ 
   ไม่ใช่จุดเดยีวกนั นอกจากนัน้แลว้ 
         

พิจารณาเส้นตรง   ซึ่งตัง้ฉากกับแกน
สมมาตรของพาราโบลา เส้นตรงดังกล่าวถูก
สรา้งขึน้ตรงขา้มกบัด้านเปิดของพาราโบลาให้
มีระยะตัง้ฉากจากจุด   เท่ากับ     ดังนั ้น 
เส้นตรง   จึงต้องเป็นเส้นไดเรกตริกซ์ของ
พาราโบลา และเสน้ตรง    ซึง่ผ่านจุด    และ
ตัง้ฉากกบัแกนสมมาตรของพาราโบลาต้องอยู่
ใกล้จุดโฟกัสมากกว่าเส้นตรง   เพราะ     
เท่ากบัระยะตัง้ฉากจากจุด   ถงึเสน้ตรง   แต่
ส่วนของเสน้ตรง    ̅̅ ̅̅̅ ไม่ตัง้ฉากกบัเสน้ตรง   
จะได้ว่าถ้า    เป็นจุดบนพาราโบลาที่มีจุด
โฟกัสที่    และมีเส้นไดเรกตริกซ์     แล้ว
พาราโบลาดังกล่าวจะต้องอยู่ใกล้จุดโฟกัส
มากกว่าพาราโบลาทีผ่่านจุด   (ซึง่มจีุดโฟกสั
ร่วมกนัและมเีส้นไดเรกตรกิซ์  ) แต่ขอ้สรุปนี้
ขดัแย้งกับการที่จุด    อยู่บนเส้นสมัผัสของ
พาราโบลาทีผ่่านจุด   จงึตอ้งอยู่บนพาราโบลา
ทีอ่ยู่ไกลจากจุดโฟกสัมากกว่าพาราโบลาทีผ่่าน
จุด    

เนื่องจากข้อสมมติที่ว่าเส้นตัง้ฉากของ
พาราโบลาที่จุด   ไม่แบ่งครึ่งมุมที่ส่วนของ
เส้นตรง   ̅̅ ̅̅  ท ากับเส้นตรงที่ผ่านจุด   และ
ขนานกบัแกนสมมาตรของพาราโบลาท าใหเ้กดิ
ข้อขัดแย้ง เราจึงสรุปได้ว่าเส้นตัง้ฉากของ
พาราโบลาที่จุด   ต้องแบ่งครึ่งมุมดังกล่าว
ตามทีต่อ้งการ 
 

4.  สรปุ 
เราได้พิสูจ น์สมบัติ เชิงทัศนศาสตร์ที่

เกี่ยวกบัจุดโฟกสัของภาคตดักรวยซึง่เป็นเสน้
โค้งระนาบ ในอุปกรณ์ทศันศาสตร์นัน้ ผวิสะ-
ทอ้นมกัจะเป็นผวิทีไ่ดจ้ากการหมุน (surface of 

revolution) ภาคตดักรวยรอบแกนสมมาตร
เช่น ทรงร ี(ellipsoid) พาราโบลอยด ์(parabo-
loid) หรือ ไฮเพอร์โบลอยด์ (hyperboloid) 
อย่างไรกต็าม ถ้าแสงเดนิทางบนระนาบทีผ่่าน
แกนสมมาตรของผวิสะทอ้นเหล่านี้ แล้วสมบตัิ
เชงิทศันศาสตรท์ีเ่ราไดพ้สิจูน์กย็งัคงเป็นจรงิอยู่ 
      ผู้อ่ านที่มีความรู้ เ กี่ ยวกับ เ รขาคณิต
วเิคราะห์ (เกี่ยวกบัความชนัของเส้นแบ่งครึ่ง
มุมระหว่างเส้นตรง) และแคลคูลสั (เกี่ยวกับ
ความชนัของเสน้สมัผสัเสน้โคง้) สามารถพสิจูน์
สมบัติเชิงทัศนศาสตร์ของภาคตัดกรวยได้
เช่นเดียวกัน โดยผู้อ่านจะพบว่าสามารถใช้
เทคนิคการพสิจูน์โดยตรง (direct proof) ไดแ้ต่ 
กจ็ะตอ้งจดัรปูพจน์เชงิพชีคณิตค่อนขา้งมาก 
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