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บทคดัย่อ 
บทความนี้น าเสนอแนวความคดิการนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์ โดยเริม่จากการ

นิยามฟังกช์นัก าลงัของเมทรกิซห์ลงัจากนัน้ไดข้ยายแนวความคดิไปยงัการนิยามฟังกช์นั
ใดๆของเมทรกิซ์ และได้ยกตวัอย่างการค านวณค่าเพื่อให้เขา้ใจนิยามได้อย่างชดัเจน 
นอกจากนี้ยงัไดก้ลา่วถงึการประยกุตฟั์งกช์นัเมทรกิซใ์นคณติศาสตรก์ารเงนิอกีดว้ย 

ค าส าคญั:  ฟังก์ชนัเมทรกิซ์  เมทรกิซ์แปลงเป็นเมทรกิซ์ทแยงมุมได ้ รูปแบบบญัญตัิ
จอรแ์ดน  ฟังกช์นัก าลงัของเมทรกิซ ์ ฟังกช์นัอดศิยัของเมทรกิซ์ 

ABSTRACT 

This article presents a concept to define a function of matrix. Start by 

defining a power function of matrix is then expanded to the concept of the 

definition of any function of matrix. Some calculating-examples are provided to 

clearly understand. An application to financial mathematics is shown. 

Keywords:  Function of Matrix, Diagonalizable Matrix, Jordan Canonical Form, 

Power Function of Matrix, Transcendental Function of Matrix 
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1. บทนํา 

วตัถุประสงค์ของบทความนีÊเพืÉอถ่ายทอดแนวคิดอย่างง่ายในการนิยาม

ฟังก์ชนัเมทรกิซ ์โดยขยายแนวคดิจากการนิยามฟังก์ชนัสเกลาร ์นําไปสู่การนิยาม

ฟังก์ชนัเมทรกิซ์จากฟังก์ชนัทีÉถูกขยาย หลงัจากนั Êนขยายแนวคดิไปยงัการนิยาม

ฟังก์ชนัเมทรกิซใ์ดๆโดยผ่านรปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดน 

เมืÉอพจิารณาฟังก์ชนัของตวัแปรเดยีวเหนือสนาม F (เซตของจํานวนจรงิ

  หรอื เซตของจํานวนเชิงซ้อน ) เพืÉอความสะดวกจะกําหนดให้ F  เป็น    

นั Éนคอืพจิารณาฟังก์ชนัทีÉมโีดเมนและเรนจ์เป็นสบัเซตของ   ซึÉงสามารถเขียน

แทนด้วยสญัลกัษณ์ : ff D   เมืÉอ fD   แทนโดเมนของ f   หรอือาจจะ

เขยีนในรปูการส่งค่า  x f x   นอกจากนีÊยงัสามารถพจิารณา f  เป็นการส่งค่า

จากปรภิมูเิมทรกิซ์บน ขนาด  1 1  ไปยงัปรภิูมขิองเมทรกิซ์บน   ขนาด 1 1
ไดอ้กีดว้ย นั Éนคอื      f x f x     

กําหนดให้ n n  เป็นปรภิูมเิมทรกิซ์บน    ขนาด n n  ปัญหาหนึÉงทีÉ

น่าสนใจ คอื จะนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์ซึÉงส่งค่าจาก n n  ไปยงั n n อย่างไร นั Éน

คือ ถ้าให้ n nA  และ : n n
ff D  เมืÉอ  n n

fD  แล้วจะนิยามฟังก์ช ัน

เมทรกิซ์  f A อยา่งไร เช่น ควรจะนิยาม Ae , sin A และ cos Aอยา่งไร 

2. ความรู้เบืÊองต้นในพีชคณิตเชิงเส้น 

ในหวัขอ้นีÊจะกล่าวถงึความรูเ้บืÊองต้นในพชีคณิตเชงิเสน้ซึÉงใชใ้นการนิยาม

และคาํนวณค่าของฟังก์ชนัเมทรกิซ ์

กําหนดให ้ 1 2, ,..., n    เป็นค่าลกัษณะเฉพาะของเมทรกิซ ์ A  เรยีก เซต

1 2{ , ,..., }n    ว่ า  ส เ ป ก ต รั ม  (Spectrum) ข อ ง เ ม ท ริ ก ซ์ A   แ ล ะ เ รี ย ก 

 
1

( ) max i
i n

A 
 

  ว่า รศัมเีชงิสเปกตรมั (Spectral radius) ของเมทรกิซ ์ A  

2.1 เมทริกซ์แปลงเป็นเมทริกซ์ทแยงมมุได้ 

กําหนดให้ n nA   และมคี่าลกัษณะเฉพาะ 1 2, ,..., m   ทีÉแตกต่างกัน

ทั Êงหมด  กําหนดให้ ( )
k

E A  แทนปรภิูมเิวกเตอรล์กัษณะเฉพาะของ AทีÉสมนัย

กบั k , 1,...,k m  และ มติขิอง ( )
k

E A  เขยีนแทนดว้ย dim ( )
k

E A  ซึÉงจะกล่าว

ว่า เมทรกิซ ์ Aแปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้(Diagonalizable matrix) ถ้าม ี
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เมทรกิซไ์มเ่อกฐาน S  ซึÉง 
1S AS D       (1) 

เมืÉอ D  เป็นเมทรกิซ์ทแยงมุม หรอืกล่าวไดว้่าเมทรกิซ์ A  คล้ายกบั เมทรกิซ์ D  

นั Éนเอง สมบตักิารแปลงใหเ้ป็นเมทรกิซ์ทแยงมุมได้จะช่วยทําใหส้ามารถคาํนวณค่า

ต่างๆเมทรกิซ์ A  ไดง้่ายขึÊน เช่น การหาดเีทอรม์แินนต์ การหาเมทรกิซ์อนิเวอรส์ 

หรอื การคํานวณค่าอืÉนๆทีÉเกีÉยวกับเมทริกซ์ เป็นต้น โดยเงืÉอนไขทีÉจําเป็นและ

เพยีงพอสําหรบัแปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้เป็นตามทฤษฎดีงัต่อไปนีÊ 

ทฤษฎีบท 1 [1] กําหนดให ้ n nA   จะไดว้่า  
1

dim ( )
k

m

k

E A n


  กต่็อเมืÉอ A  

แปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้

จากเงืÉอนไข 
1

dim ( )
k

m

k

E A n


  ในทฤษฎบีท 1 ทาํใหท้ราบว่าปรภิมู ิ

ของเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะของ A  คอื 1 2Span{ , ,..., }nx x x  เมืÉอ 1 2, ,..., nx x x  เป็น

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทีÉสมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะ  1 2, ,..., n    (อาจมบีางค่าทีÉ

ซํÊ ากันได้) ตามลําดับ เมทริกซ์ไม่เอกฐาน S  ทีÉทําให้ 1S AS D   โดยทีÉ  

 
1

1 2

0

diag , ,...,

0
n

n

D


  



 
 
    
  


  


 เ ป็ น เมท ริก ซ์ ทแย ง มุ ม  ส าม า รถ

กําหนดใหเ้ป็นเมทรกิซ์ซึÉงมแีต่ละคอลมัน์เป็นเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะ 1 2, ,..., nx x x  

นั Éนคือ  1 2, ,..., nS x x x  ผลทีÉตามมาคือ สามารถเขียนเมทริกซ์ A  ในรูป 

1A SDS  ซึÉงทําให้สามารถคํานวณค่าต่างๆของเมทรกิซ์ A ได้ง่ายและสะดวก

ขึÊน อาท ิ

1det det detSDA DS   และ  1 1 111SDSA S D S
      (2) 
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2.2 รปูแบบบญัญติัจอรแ์ดน 

ตามทีÉได้กล่าวมาแล้วในหวัข้อทีÉผ่านมา หาก dim ( )E A m   เมทรกิซ์ 

A  จะไม่สามารถแปลงเป็นเมทรกิซ์ทแยงมุมได้ อย่างไรก็ตามสําหรบัเมทรกิซ์ 
n nA  ใดๆ จะสามารถแปลงใหอ้ยูใ่นรปูใกลเ้คยีงกบัเมทรกิซท์แยงมุม ทีÉเรยีกว่า 

รปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดน (Jordan canonical form) ไดเ้สมอ 

ทฤษฎีบท 2 [1] กําหนดให ้ n nA   และให ้ dim ( )E A s


  จะมเีมทรกิซ์ไม่

เอกฐาน Q  ซึÉง 

 
1

21
1 2

0

diag , ,...,

0

s

s

J

J
Q AQ J J J J

J



 
 
 
     
 
  


 (3) 

โดยทีÉแต่ละเมทรกิซ ์ k km m
kJ

 เรยีกว่า บลอ็ซก์จอรแ์ดน (Jordan block) ซึÉง 

เป็นเมทรกิซ์สามเหลีÉยมในรูป 

1 0

1

0

k

k
k

k

J






 
 
 
   
 
  




  และสมนัยกบัเวกเตอร์

ฐานของ ( )
k

E A  สําหรบัค่าลกัษณะเฉพาะ  k  ของเมทรกิซ ์ A  

พจิารณาเมทรกิซ ์
5 8 4

3 5 3

2 4 3

A

  
    
   

 ซึÉงมคี่าลกัษณะเฉพาะ 1 และมปีรภิูมิ

ของเวกเตอร ์คอื 
1 0

Span 0 , 1

1 2

                             

ทาํใหไ้ดว้่า 
1

dim ( ) 2 3
k

m

k

E A


   

ดงันั Êนเมทรกิซ ์ A  ไมส่ามารถแปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้อย่างไรกต็าม

โดยทฤษฎบีท 2 สามารถแปลงเมทรกิซ ์ A  ใหอ้ยูใ่นรปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดนได ้

คาํถามทีÉน่าสนใจคอื จะหาเมทรกิซไ์มเ่อกฐาน Q  ไดอ้ยา่งไรในเมืÉอ  
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1

dim ( )
k

m

k

E A n


  นั Éนแสดงว่าจาํนวนเวกเตอรฐ์านของปรภิูมเิวกเตอร ์

ลกัษณะเฉพาะของเมทรกิซ ์ A  น้อยกว่า n  ดงันั Êน จงึไม่สามารถสรา้งเมทรกิซ์ไม่

เอกฐาน Q  ซึÉงแต่ละคอลัมน์ประกอบด้วยเวกเตอร์ลักษณะเฉพาะทั Êงหมดแต่

สามารถสร้างได้เพียงบางคอลัมน์เท่านั Êน โดยคอลัมน์ทีÉเหลือจะเป็นเวกเตอร์

ลักษณะเฉพาะทั Éวไป (Generalized eigenvectors) ของเมทริกซ์ A  ซึÉงนิยาม

ดงัต่อไปนีÊ 

บทนิยาม 3 เรยีกเวกเตอรไ์มใ่ช่ศูนย ์ x  ว่า เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทั Éวไป ของ 

เมทรกิซ ์ A  ระดบัข ั Êน k  ทีÉสมนัยกบัค่าลกัษณะ   ถ้า 

( ) 0kA I x     และ 1( ) 0kA I x     (4) 

จะ เห็นว่ ากรณีทีÉ  1k   ในบทนิยาม 3 ก็คือ นิยามของเวก เตอร์

ลกัษณะเฉพาะปกตนิั Éนเอง ให้ x  เป็นเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทั Éวไปของเมทรกิซ์ 

A  ระดบัข ั Êน k  ทีÉสมนัยกบัค่าลกัษณะเฉพาะ  นิยาม 

  1

1

k
x A I x    และ  k i

ix A I x     สาํหรบั 2,...,i k  (5) 

จ ะ ไ ด้ ว่ า สํ า ห รับ แ ต่ ล ะ  2,3,...,i k ,     0
i k

iA I x A I x      แ ล ะ   

   1 1
0

i k

iA I x A I x       ดังนั Êน เวกเตอร์   k i

ix A I x    เ ป็น

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทั Éวไปของเมทรกิซ ์ A  ระดบัข ั Êน i  

บทนิยาม 4 เรยีกเซตของเวกเตอร์ 1 2{ , ,..., }kx x x  ทีÉนิยามตาม (5) ว่า โซ่ของ

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทั Éวไป ของเมทรกิซ ์ A  ทีÉสมนัยกบัค่าลกัษณะเฉพาะ   

โซ่ของเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทั ÉวไปทีÉนิยามตาม (5) จะมสีมบตัเิป็นอิสระ

เชงิเส้น และยูเนียนทั Êงหมดของโซ่ของเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะทั Éวไปจะเป็นอิสระ

เชงิเสน้และแผ่ทั Éว (Span) ปรภิมูขิองเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทั Éวไปของเมทรกิซ ์ A  

และสําหรบัเมทรกิซ์ n nA  ใดๆ สามารถสร้างเมทรกิซ์ไม่เอกฐาน Q ได้โดย

กําหนดให้เ ป็นเมทริกซ์ซึÉงแต่ละคอลัมน์เ ป็นฐานของปริภูมิของเวกเตอร์

ลกัษณะเฉพาะทั Éวไปของเมทรกิซ ์ A    
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ตวัอย่างทีÉ 1 กําหนดให ้ 
5 8 4

3 5 3

2 4 3

A

  
    
   

 จงเขยีนเมทรกิซ ์ A  ในรปู   

1QJQ  เมืÉอ Q  เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน และ  1 2diag , ,..., sJ J J J  โดยทีÉ  
k km m

kJ
 เป็นบลอ็ซก์จอรแ์ดน 

วิธีทาํ เราไดห้าค่าลกัษณะเฉพาะและปรภิมูเิวกเตอรล์กัษณะเฉพาะของเมทรกิซ ์

A  มาแลว้ ซึÉงไดค้่าลกัษณะเฉพาะ 1  และมปีรภิูมขิองเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะ

คอื  
1 0

Span 0 , 1

1 2

                             

 ดงันั Êนเวกเตอรท์ีÉไมเ่ป็นศูนยใ์น 
1 0

Span 0 , 1

1 2

                             

 จะเป็น

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทั Éวไปของ 1 ทีÉมคี่าระดบัชั Êนเป็น 1 ซึÉงก่อกําเนิดโซ่ x   

ต่อไปจะหาค่าระดบัชั ÊนอืÉนทีÉเป็นไปได้ของค่าลกัษณะเฉพาะ 1  โดยพจิารณา 

 
4 8 4

3 6 3

2 4 2

k

k
A I

  
   
   

   สําหรบับางจาํนวนนับ k  ดงันีÊ  

ซึÉงพบว่า   0A I   และ  

2

2

4 8 4

3 6 3 0

2 4 2

A I

  
    
  




  

ดงันั Êน ค่าระดบัชั ÊนทีÉเป็นไปได้สูงสุดของค่าลกัษณะเฉพาะ 1  คอืค่าระดบัชั Êน 2 

สําหรบักรณีนีÊ  เวกเตอร์ลักษณะเฉพาะทั Éวไปของค่าลักษณะเฉพาะ 1  จะ

ก่อกําเนิดโซ่  1 2,y y โดยทีÉ 1y  และ 2y  สอดคลอ้งเง ืÉอนไข (5) นั Éนคอื สอดคล้อง

กบัสมการ  1 ( ) 0y A I y     

และ   2y y   เมืÉอ 2( ) 0A I y    

จะเหน็ว่าจากสมการ 2( ) 0A I y   จะได ้ y เป็นเวกเตอรใ์ดๆทีÉไมใ่ช่เวกเตอร ์0  

นั Éนคอืสามารถเลอืก 0y   และทาํให ้ ( ) 0A I y   

ในทีÉนีÊ เลอืก 
1

0

0

y

 
 
   
  

 จะได ้
1 4

( ) 0 3

4 8 4

3 0

0 2

6 3

2 4 2

A I y

   
   
 

  
   


        
        
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ดงันั Êนได ้โซ่  1 2

4 1

, 3 , 0

2 0

y y

                              

ซึÉงทําใหย้เูนียนทั Êงหมดของโซ่ของเวกเตอร์

ลกัษณะเฉพาะทั Éวไปคอื  1 2

1

0

4 1

, , 3 , 0,

1 2 0

x y y

                 

 

           

 
 
 
   

 

กําหนดให ้  1 2

1 4 1

, , 0 3 0

1 2 0

Q x y y

 
 
    
  

 จะได ้ 1

0 2 / 3 1

0 1/ 3 0

1 2 1

Q

 
 
   







 

 และ 

 1

0 2 / 3 1 5 8 4 1 0 0

0 1/ 3 0 3 5 3 0

1 4 1

0 3 0

1

1 1

1 2 1 2 4 3 00 0 12

Q AQ J

   
    


     
     
             
             

 

เมืÉอ 1 2diag{ , }J J J   โดยทีÉ 1 [1]J   และ 2

1 1

0 1
J

 
    

 เป็นบลอ็ซก์จอรแ์ดน 

 นั Éนคอืสามารถเขยีนเมทรกิซ ์ A  ไดใ้นรปู 1A QJQ            

3. ฟังกช์นัเมทริกซ์ 

กําหนดให ้ n nA   หากกล่าวถงึฟังก์ชนัเมทรกิซ์ของเมทรกิซ์ A  อาจมี

แนวทางในการนิยามไดห้ลากหลาย อาท ิ

- การนิยามฟังก์ชนัของ A  แบบรายสมาชกิ เช่น ijaA

n n
e e


      

- การนิยามฟังก์ชนัของ A  ไปยงั m r  เช่น 

1 0

4 6

5 2

w x w x
f

y z y z

                        

 

- การนิยามฟังก์ชนัของ A  ไปยงั F (  หรอื ) เช่น  f A A  

 แต่ในทีÉนีÊจะกล่าวถงึการนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ ์ ( )f A  ทีÉมคีวามเป็นทั Éวไป

จากฟังก์ชนัสเกลาร ์ ( )f x  โดย ( )f A  ยงัเป็นเมทรกิซท์ีÉมมีติเิดยีวกบัเมทรกิซ ์ A  

โดยก่อนอืÉนจะกล่าวถงึฟังก์ชนัเมทรกิซโ์ดยใชแ้นวความคดิของฟังกช์นัทีÉถูกขยาย

มาจากฟังก์ชนัสเกลารข์องตวัแปรเดยีว 
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3.1 ฟังกช์นัทีÉถกูขยาย 

บทนิยาม 5 กําหนดให ้ : ff D ( fD  ) เป็นฟังกช์นั  

เรยีก : n n n
f

nf D    ว่า ฟังก์ชนัที Éถูกขยาย 

จากบทนิยาม 5 ทําให้ทราบว่าแนวทางหนึÉงในการนิยามฟังก์ชนัก์ของ 

เมทรกิซค์อืการนิยามในรปูฟังกช์นัทีÉถูกขยาย เช่น 

- ฟังก์ชนั ( ) 5f x x   สําหรบัทุกๆ x    มฟัีงก์ชนัทีÉถูกขยาย คอื 

( ) 5f A A  สําหรบัทุกๆ  n nA   

- ฟังก์ชัน 2( )f x x สําหรบัทุกๆ x    มีฟังก์ชันทีÉถูกขยาย คือ 
2( )f A A  สําหรบัทุกๆ  n nA   

3.1.1 ฟังกช์นักาํลงัของเมทริกซ์ 

กําหนดให ้m  เป็นจาํนวนเตม็บวก ฟังก์ชนักําลงัของเมทรกิซ ์ f  จะนิยาม

จากฟังก์ชันทีÉถูกขยายมาจาก ( ) mf x x  สําหรบัทุกๆ x   นั Éนคือ ฟังก์ชนั

กําลงั f  ของเมทรกิซนิ์ยามโดย 
( ) mf A A   สาํหรบัทุกๆ n nA     (6) 

โดยทีÉ 1m mA AA    เมืÉอ (0)A I  เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณขนาด n n  โดยใช้

แนวความคดิเดยีวกนั ฟังกช์นักําลงั mA   นิยามไดโ้ดย 
1( )m mA A     สาํหรบัทุกๆ n nA   ซึÉง mA  มอีนิเวอรส์     (7) 

3.1.2 ฟังกช์นัพหนุามของเมทริกซ์ 

กําหนดให ้  p x  เป็นพหุนามในตวัแปร x  กําลงั n  นั Éนคอื 
  1

1 1 0
n n

n np x a x a x a x a
                (8) 

สําหรับบางสเกลาร์  ,   1,2,ka k n   โดยทีÉ 0na   ดังนั Êนสามารถนิยาม 

พหุนามจากฟังก์ชนัทีÉถูกขยาย ดงันีÊ 

  1
1 1 0: n n

n np A a A a A a A a I
     , สาํหรบัทุกๆ n nA     (9) 

ข้อสงัเกตประการหนึÉงคอื ถ้า  p   เป็นพหุนามลกัษณะเฉพาะของเมทรกิซ์ A  

แลว้ จะได ้   0p A   เรยีกสมบตันีิÊว่า กฎของเคยเ์ลย ์
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3.1.3 ฟังกช์นัเชิงเศษส่วนของเมทริกซ ์

กําหนดให ้ ( )p x  และ ( )q x  เป็นพหุนามและ ( )
( )

( )

p x
f x

q x
  เป็นฟังกช์นั 

เชงิเศษส่วน สาํหรบัทุกๆ x   ซึÉง ( ) 0q x   สามารถนิยามฟังกช์นัเชงิเศษส่วน

ของเมทรกิซไ์ดโ้ดย 

  1
( ) ( ) ( )f A q A p A

  สําหรบัทุกๆ  n nA   ซึÉง   1
( )q A

 มคี่า         (10)  

แนวความคิดของการนิยามฟังก์ชันเมทริกซ์ด้วยฟังก์ชันทีÉถูกขยายดู

เหมอืนจะสมเหตุสมผลและไม่ยุ่งยาก อย่างไรก็ตามถ้าฟังก์ชนัสเกลาร์นั Êนเป็น

ฟังก์ชนัอดิศัย ปัญหาคือ ฟังก์ชันเมทริกซ์จากฟังก์ชันทีÉถูกขยายเหล่านั Êน จะมี

ความหมายและคาํนวณค่าอย่างไร เช่น ฟังกช์นั Ae , sin A  และ cos A   

3.2 นิยามของฟังกช์นัเมทริกซ์ผา่นรปูแบบบญัญติัจอรแ์ดน 

กําหนดให ้ n nA   ซึÉงมคี่าลกัษณะเฉพาะจํานวน m  ค่าทีÉแตกต่างกนั

ทั Êงหมดคอื 1 2, ,..., m   และ in เป็นอนัดบัของบลอ็กจอรแ์ดนทีÉใหญ่ทีÉสุดทีÉบรรจ ุ i  

บทนิยาม 6 จะกล่าวว่าฟังกช์นั f เป็นฟังกช์นัทีÉนิยามบนสเปกตรมัของ A  ถ้า 
( ) ( )j

if  , 0,1,..., 1ij n   , 1, 2,...,i m   มคี่า              (11) 

และเรยีกค่าใน (11) ว่า ค่าของฟังกช์นับนสเปกตรมัของ A  

บทนิยาม 7 กําหนดให ้ A  เป็นเมทรกิซใ์ดๆซึÉง 1A QJQ  เมืÉอ  

1diag{ ,..., }mJ J J   และกําหนดให ้ f  เป็นฟังก์ชนัทีÉนิยามบนสเปกตรมัของ A  

ฟังก์ชนั f  ของเมทรกิซ ์ A  นิยามโดย 
1 1

1( ) ( ) diag{ ( ),..., ( )}mf A Qf J Q Q f J f J Q     (12) 

เมืÉอ 

( 1) ( )
( ) ( )

( 1)!

( ) ( )

( )

0 ( )

km
k

k k
k

k k

k

k

f
f f

m

f J f

f

f

 





 
   
   
  
   



 


                  (13) 
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โดยเฉพาะอย่างยิÉงถา้ J   
1

1 2

0

diag , ,...,

0
n

n

D


  



 
 
    
  


  


 จะได ้

1 1
1( ) ( ) diag{ ( ),..., ( )}nf A Qf D Q Q f f Q      (14) 

ตวัอย่างทีÉ 2 จากตวัอยา่งทีÉ 1 กําหนดให ้
5 8 4

3 5 3

2 4 3

A

  
    
   

จงคาํนวณค่า Ae    

วิธีทาํ เนืÉองจาก{1} เป็นสเปกตรัมของ A  ดังนั Êน te  เป็นฟังก์ชันทีÉนิยามบน 

สเปกตรมัของ A  จากตวัอยา่งทีÉ 1 ไดว้่า  1A QJQ เมืÉอ 

1 2

1 0 0

0 1 1 =diag{ , }

0 0 1

J J J

 
 
   
  

,  
1 4 1

0 3 0

1 2 0

Q

 
 
   
  

และ 1

0 2 / 3 1

0 1/ 3 0

1 2 1

Q

 
 
   







 

 

โดยทีÉ 1 [1]J   และ 2

1 1

0 1
J

 
    

 จากสตูร (13) ในบทนิยาม 7 จะได ้

1 2diag{ , }J JJe e e   เมืÉอ  1 [1]Je e e   และ  2

1 1

0 1

0
J e e

e e
e

    
 
     

   ดงันั Êน  

1

0 2 / 3 1 5 8 4

0 1/ 3 0 3 5 3

1

1 4 1 0 0

0 3 0 0

1 2 0 0 0 2 1 2 4 3

A J

e e e

e e e

e e

e

e Qe Q e e

ee



 
  



       
       
                 
              

                 

3.3 อนุกรมเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นัเมทริกซ์ 

อนุกรมเทย์เลอร์ของฟังก์ช ันเมทริกซ์เป็นเครืÉองมือหนึÉงซึÉงใช้ในการ

ประมาณค่าฟังก์ชันเมทรกิซ์ ซึÉงเงืÉอนไขการมกีารกระจายอนุกรมเทย์เลอร์ของ

ฟังก์ชนันั Êนจะต้องสอดคล้องกบัรศัมกีารลู่เข้าของฟังก์ชนัสเกลาร์ ตามทฤษฎีบท

ต่อไปนีÊ 
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ทฤษฎีบท 8 [2] สมมตวิ่า f  เป็นฟังก์ชนัสเกลารท์ีÉมกีารกระจายอนุกรมเทยเ์ลอร ์

รอบจุด a   คอื 
( )

0

( )
( ) ( )

!

j
j

j

f a
f x x a

j




   ซึÉงมรีศัมกีารลู่เขา้ r  สําหรบัแต่ละ 

n nA   จะไดว้่า ( )f A  นิยามไดแ้ละ 
( )

0

( )
( ) ( )

!

j
j

j

f a
f A A aI

j




      (15) 

ก็ต่อเมืÉอ แต่ละค่าลกัษณะเฉพาะ 1 2, ,..., m   ทีÉแตกต่างกนัทั Êงหมดของเมทรกิซ์ 

A  สอดคลอ้งเงืÉอนไขใดเงืÉอนไขหนึÉงต่อไปนีÊ 

(1) i a r    , 1, 2,...,i m  

(2) i a r     และ อนุกรมเทย์เลอร์ของ  ( 1)inf   ลู่เข้าทีÉจุด i    

สาํหรบัทุกๆ 1, 2,...,i m  

โดยทฤษฎบีท 8 ทําให้สามารถนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซผ์่านการกระจายอนุ

กรมเทยเ์ลอรไ์ดอ้กีแนวทางหนึÉง ดงัเช่นฟังก์ชนัต่อไปนีÊ 

3.3.1 ฟังกช์นัเอก็โปเนนเชียลเมทริกซ์ 

การนิยามฟังก์ชนัเอ็กโปเนนเชยีลเมทรกิซ์จะเริÉมจากการกระจายอนุกรม

เทยเ์ลอรข์อง xe  รอบจดุ 0 คอื 

0 !

k
x

k

x
e

k




  , สาํหรบัทุกๆ x     (16) 

ดงันั Êนโดยทฤษฎบีท 8 ฟังก์ชนัก์เอก็โปเนนเชยีลเมทรกิซ ์ Ae  นิยามไดโ้ดย 

0 !

k
A

k

A
e

k




 , สาํหรบัทุกๆเมทรกิซ ์ n nA     (17) 

นอกจากการใช้บทนิยาม 7 และ ทฤษฎบีท 8 ยงัสามารถใช้สมบตัิต่อไปนีÊ

ช่วยในการคาํนวณค่าของ Ae  ไดอ้กีดว้ย 

ทฤษฎีบท 9 [3] ให ้ , n nA B   จะไดว้่า 

(1) ถา้ AและB มสีมบตัสิลบัทีÉการคณู นั Éนคอื AB BA   แลว้  A B A Be e e   

(2) ถา้    แลว้ 
0

0 cos sin

sin cos
e


  

 

           
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(3) ,diag{ } diag{ , }A B A Be e e  

(4) ถา้  

0 1     0 0

0      

      0

      1

0      0 0  

A

  
 
 
   
 
 
    

   
   
   

   แลว้ 

2 1

2

1
2! ( 1)!

0 1

2!
1

0 0 1

n

At

t t
t

n

t

t
e

t

 
 
  
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
  



 

  


 

 

ตวัอย่างทีÉ 3 กําหนดให ้
2 4 0

0 2 4

0 0 2

A

  
   
  

 จงคาํนวณ Ate  

วธิทีาํ เนืÉองจาก 
2 4 0 1 0 0 0 1 0

0 2 4 2 0 1 0 4 0 0 1

0 0 2 0 0 1 0 0 0

A

          
             
          

  

และ 2I ,
0 1 0

4 0 0 1

0 0 0

 
 
   
  

 มสีมบตัสิลบัทีÉ ดงันั Êน  
 

2 0 0 0 1 0

0 2 0 0 0 1 4

0 0 2 0 0 0

t

t t

tAte e e

     

            

2 2

2

2

0 0 1 4 8

0 0 0 1 4

0 0 0 0 1

t

t

t

e t t

e t

e

      
       
         

2 2 2 2

2 2

2

4 8

0 4

0 0

t t t

t t

t

e e t e t

e e t

e

  
   
   

           

3.3.2 ลอการิทึมเมทริกซ์ 

แนวทางหนึÉงในการนิยามฟังก์ชันลอการทิึมเมทรกิซ์คือการนิยามผ่าน

อนุกรมเทยเ์ลอร ์เนืÉองจากอนุกรมเทยเ์ลอรร์อบจดุ 0 ของ 
2 3 4

ln(1 ) ...
2 3 4

x x x
x x         (18) 

ซึÉงลู่เขา้สําหรบัทุกๆ x  ทีÉ | | 1x   โดยการแทน x  ดว้ย x   ใน (18) จะได ้
2 3 4

ln(1 ) ...
2 3 4

x x x
x x         (19) 

เมืÉอนํา (19) หกัออกดว้ย (18) จะได ้
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3 51
ln 2 ...

1 3 5

x x x
x

x

              
   (20) 

โดยการเปลีÉยนตวัแปรให ้ 1

1

x
y

x




   จะได ้ 1

1

y
x

y




 และ 

2 1

0

1 1
ln 2

2 1 1

k

k

y
y

k y





           (21) 

ซึÉงลู่เขา้สําหรบัทุกๆ y  เมืÉอ 
1

1
1

y

y

 


 นั Éนคอื Re( ) 0y    

ดงันั Êน ฟังก์ชนัลอการทิมึเมทรกิซ ์สามารถนิยามไดโ้ดย 

   2 11

0

1
ln 2

2 1

k

k

A I A I A
k

 


  

   (22) 

ซึÉงลู่เขา้สําหรบัทุกๆ n nA   เมืÉอ min Re( ( )) 0k
k

A   

3.3.3 ฟังกช์นักาํลงัเศษส่วนของเมทริกซ ์  

ในหวัขอ้นีÊจะนิยามฟังก์ชนักําลงัเศษส่วนของเมทรกิซ ์(Matrix fractional 

power function) ซึÉงไม่ได้หมายถงึเมทรกิซ์ทีÉมกีําลงัเป็นเศษส่วนเพยีงเท่านั Êน ยงั

หมายถงึเมทรกิซท์ีÉมกีําลงัเป็นจาํนวนเชงิซอ้นดว้ย แต่ยงัคงเรยีกชืÉอเช่นเดมิ 

กําหนดให้ r  จะได้ว่า lnr r xx e  สําหรบัทุกๆ 0x  และ เนืÉองจาก 
2 3

1 ...
2! 3!

x x x
e x      ลู่เขา้สําหรบัทุกๆ x   จะได ้

2 3( ln ) ( ln )
1 ln ...

2! 3!
r r x r x

x r x       (23) 

ดงันั Êน ฟังก์ชนักําลงัเศษส่วนเมทรกิซ ์ สามารถนิยามไดโ้ดย 
2 3( ln ) ( ln )

1 ln ...
2! 3!

r r A r A
A r A       (24) 

ซึÉงลู่เขา้สําหรบัทุกๆ n nA   เมืÉอ min Re( ( )) 0k
k

A     

โดยเฉพาะอย่างยิÉง ถ้า 2p  ทีÉเป็นจาํนวนนับ จะเรยีก    
2 3

1/
2 3

ln (ln ) (ln )
1 ...

2! 3!
p A A A

A
p p p

       (25) 

ว่า รากที É p  ที Éเป็นบวกของเมทรกิซ ์ A  ซึÉงจะมคี่าเมืÉอ min Re( ( )) 0k
k

A   
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3.3.4 ฟังกช์นัอดิศยัเมทริกซ ์

ฟังก์ชนัอดศิยัในทีÉนีÊไดแ้ก่ ฟังก์ชนัตรโีกณมติ ิและฟังก์ชนัไฮเพอรโ์บลกิซึÉง

สามารถนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์จากฟังก์ชนัทีÉถูกขยายของฟังก์ชนัเหล่านีÊโดยเขยีน

ฟังก์ชนัดงักล่าวในรปูฟังกช์นัเอก็โปเนนเชยีล ดงันีÊ 

สาํหรบัฟังกช์นัตรโีกณมติ ิ

cos
2

ix ixe e
x

  และ sin
2

ix ixe e
x

i

   (26) 

และ สําหรบัฟังก์ชนัไฮเพอรโ์บลกิ 

cosh
2

x xe e
x

  และ sinh
2

x xe e
x

i

   (27) 

เมืÉอ 
0 !

k
x

k

x
e

k




 , 

0

( 1)

!

k k
x

k

x
e

k






 ,
0 !

k k
ix

k

i x
e

k




  และ  

 
0 !

k

ix

k

ki
e

x

k







  , สาํหรบัทุกๆ x   โดยทีÉ 1i   เป็นจาํนวนจนิตภาพ

ในจาํนวนเชงิซอ้น  

บทนิยาม 10 กําหนดให ้  n nA   ฟังก์ชนัตรโีกณมติเิมทรกิซนิ์ยามไดโ้ดย 

1. cos
2

Ai Aie e
A

  

2. sin
2

Ai Aie e
A

i

  

3.   1
sec cosA A

   เมืÉอ det(cos ) 0A   

4. tan sin secA A A  

5.   1
csc sinA A

   เมืÉอ det(sin ) 0A   

6. cot cos cscA A A  

บทนิยาม 11 กําหนดให ้  n nA   ฟังก์ชนัไฮเพอรโ์บลกิเมทรกิซน์ิยามไดโ้ดย 

1. cosh
2

A Ae e
A

  

2. sinh
2

A Ae e
A

i

  

3.   1
sech coshA A

  เมืÉอ det(cosh ) 0A   
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4. tan sinh sechA A A  

5.   1
csch sinhA A

  เมืÉอ det(sinh ) 0A   

6. coth cosh cschA A A  

4. การประยุกต์ในคณิตศาสตรก์ารเงิน: แบบจาํลองการจ่ายชาํระหนีÊ  

พจิารณาการผ่อนชําระหนีÊสนิเชืÉอทีÉอยู่อาศยั 1 รายการ สมมุตใิห ้ 0p  เป็น

เงนิตน้ทีÉลกูหนีÊกูย้มืหรอืวงเงนิทีÉสถาบนัการเงนิอนุมตัใิหผู้กู้ ้ โดยทีÉการจา่ยชําระคนื

นั Êนจะต้องจ่ายชําระคนืเป็นจํานวนเงนิทีÉมากกว่าดอกเบีÊยทีÉเกดิขึÊน ณ เวลานั Êน ให้ 

( )p t  แทนเงนิต้นหรอืมลูค่าหนีÊคงเหลอืหลงัจากการชําระหนีÊทีÉเวลา t  ใดๆ ตลอด

ช่วงเวลาแห่งสญัญาการกูย้มื [0, ]T  โดยทีÉ T  เป็นเวลาสิÊนสุดของสญัญา สมมตวิ่า

ผูกู้ส้ามารถจา่ยชําระคนืเงนิกู้ ไดต้ลอดเวลา โดยทีÉอตัราการจา่ยชําระคนื ทีÉ t   ใดๆ

เท่ากบั ( )h t  ต่อปี ภายใตอ้ตัราดอกเบีÊยทบต้นต่อเนืÉอง ( )t  ต่อปี พจิารณามูลค่า

ของหนีÊคงเหลือทีÉเวลา t   หลงัจากมกีารจ่ายชําระหนีÊอย่างต่อเนืÉองบนช่วง 

[ , ]t t  , 1   จะได้ว่า  เงินต้นคงเหลือหลังจากการชําระหนีÊทีÉเวลา t    

เท่ากับ มูลค่าของหนีÊสะสม หกัออกด้วย มูลค่าของเงนิจ่ายชําระคืนตลอดช่วง  

[ , ]t t h  นั Éนคอื 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
t t

t s
ts ds d

t
p t p t e h s e ds

 
   


 

       (28) 

ผลทีÉตามมาคอื  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t o t op t p t e h t e o             

                                  ( ) ( ) 1 ( ) ( )p t h t t o             (29) 

เมืÉอ ( ) ( ( ))f x o g x  เมืÉอ x a    ก็ต่อเมืÉอ ( )
lim 0

( )x a

f x

g x
  ซึÉงหมายถึง ( )f x  

มคี่าน้อยกว่า ( )g x  มากๆเมืÉอ x  เขา้ใกล้ a  ดงันั Êน ( ) 0no    เมืÉอ 0   จงึ

สามารถตคีวามเป็นค่าความคลาดเคลืÉอนในเทอมของ   ทีÉมกีําลงัสูงกว่า n  เมืÉอ 

  เขา้ใกล ้0  ซึÉงสามารถจดัรปูไดเ้ป็น 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

p t p t o
h t p t h t t

  
 

 
       (30) 

ถา้ให ้ 0   จะได ้
( )

( ) ( ) ( )
dp t

t p t h t
dt

     (31) 
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เพืÉอความสะดวกกําหนดสญัลกัษณ์ 1[ ,..., ]na a แทนเวกเตอรใ์น n  จาก

แบบจําลองการจ่ายชําระหนีÊสินเชืÉอ 1 รายการ ตามสมการ (31) ดังนั Êนจะได้

แบบจาํลองการจ่ายชําระหนีÊของรายการของสนิเชืÉอขนาด n  (รายการ) อธบิายได้

ดว้ยสมการเชงิอนุพนัธ ์ใน n  ดงันีÊ 

 ( )
( ) ( )

dp t
t p t h t

dt
      (32) 

เมืÉอ  1( ) ( ),..., ( )np t p t p t  แทนรายการของเงนิต้นคงเหลอืทีÉเวลา  t  ใดๆ  

      1( ) diag ( ),..., ( )nt t t   แทนเมทรกิซข์องอตัราดอกเบีÊยทบต้นต่อเนืÉอง 

      1( ) [ ( ),..., ( )]nh t h t h t  แทนการลดลงของเงนิตน้ หรอื อตัราการจา่ยชําระคนื 

      iT  แทนอายุของสญัญาการจา่ยชําระหนีÊ สญัญาทีÉ 1,...,i n  และ 

      max i
i

T T   ซึÉงจะเป็นเวลาทีÉน้อยทีÉสุดทีÉจ่ายชําระหนีÊ ครบทุกสญัญา 

 พจิารณาสมการ (32) เมืÉอคณู 0

( )
t

s ds

e


 ทั Êง 2 ขา้งของสมการจะได ้

 0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

s ds s ds s ds

e e edp t t p t dt h t dt
  


    

     (33) 

ซึÉงสามารถลดรปู และอนิทเิกรตตั Êงแต่เวลา  0 ถงึ k  ใดๆ ไดเ้ป็น 

0

0

( ) ( )

0

( ) ( )

t t

s

kk s ds s ds

p t h t dtd e e
     

  
 

 
    (34) 

ดงันั Êนจะไดผ้ลเฉลยของแบบจาํลองชําระหนีÊ ในรปู              

0

(

0

) (

0

)

( ) ( )

k k

t

s ds s dsk

e ep k p h t dt
  

     (35) 

เมืÉอ  
1 1

0 00 0 0

diag ( ) ,..., ( )( ) ( ) ( )

diag ,...,

k kk k k

n ns ds s dss ds s ds s ds

e e e e
   

  
 
  

        
  

 

โดยเฉพาะอย่างยิÉง ถ้า  1( ) diag ,..., nt    และ 1( ) [ ,..., ]nh t h h   

จะได ้หนีÊคงเหลอืทีÉเวลา k  ใดๆ จะเท่ากบั 

    1 1 ( )( )
0 1

0

( ) [ ,.diag ,..., diag , , ., ]... .n nk k tk k
k

n
te e ep k p h dte h       
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         1 1 ( )( )
1

0 0

0diag ,..., , ,n n

k k
k k tk k t

ne e h e dt h dp e t    
   

 
   

        
1

1

1
0 0

1 ( 1)( 1)
,...,

n

n

kk
kk n

n

h eh e
e ep p




 
 
 
 
 

           (36) 

และเมืÉอมกีารชําระหนีÊเสรจ็สมบรูณ์จะได ้ ( ) 0p T   นั Éนคอื  

0

( 1)j

j

T
T j

j

h e
pe







  สําหรบัทุกๆ 1,2,...,j n      (37) 

นอกจากการประยุกต์ฟังก์ชนัเมทรกิซใ์นการสรา้งแบบจําลองคณิตศาสตร์

ของการจ่ายชําระหนีÊตามทีÉได้กล่าวแล้ว ยงัพบการประยุกต์ใช้ฟังก์ชนัเมทรกิซ์ใน

แบบจาํลองทางคณติศาสตรด์า้นอืÉนๆ เช่น ทางดา้นคณิตศาสตรก์ารเงนิ ทฤษฎกีาร

ควบคุม ปัญหาต่างๆทางฟิสกิสแ์ละวศิวกรรมศาสตร ์เป็นต้น ซึÉงผู้อ่านสามารถหา

อ่านเพิÉมเติมได้ในบทความวิจยั บทความวิชาการ หรอืหนังสือทีÉเกีÉยวข้อง อาทิ

อา้งองิรายการ [4-9 และเอกสารอา้งองิภายในเล่ม] 

5. สรปุ 

บทความนีÊมวีตัถุประสงคเ์พืÉอนําเสนอแนวคดิพืÊนฐานในการนิยามฟังก์ชนั

เมทรกิซ์ ซึÉงมลีกัษณะมคีวามเป็นนัยทั Éวไปจากฟังก์ชนัสเกลาร์ โดยเริÉมจากการ

นิยามฟังก์ชนัของเมทรกิซ์โดยใช้ฟังก์ชนัทีÉถูกขยายจากฟังก์ชนัสเกลาร ์หลงัจาก

นั Êนไดนํ้าสู่การนิยามของฟังก์ชนัเมทรกิซผ์่านรปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดนของฟังก์ชนัทีÉ

นิยามบนสเปกตรมัของเมทรกิซใ์ดๆ อย่างไรกต็ามการคํานวณค่าของฟังก์ชนัเมท

รกิซ์ในรูปฟังก์ชนัเมทรกิซ์ผ่านรูปแบบบญัญตัจิอรแ์ดนนั Êนก็ยงัมคีวามยุ่งยากอยู่ด ี

ในบทความนีÊจงึได้นําเสนอการนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์ผ่านฟังก์ชนัทีÉถูกขยายจาก

การกระจายอนุกรมเทยเ์ลอรข์องฟังก์ชนัสเกลาร ์ซึÉงจะมปีระโยชน์มากในเรืÉองของ

การประมาณค่าของฟังก์ชนั นอกจากนีÊในบทความนีÊไดย้กตวัอย่างการประยุกต์ใน

การสร้างแบบจําลองการจ่ายชําระหนีÊ เพืÉอให้ผู้อ่านเห็นถึงความเชืÉอมโยงของ

ทฤษฎทีางคณิตศาสตรก์บัปัญหาทางโลกจรงิมากขึÊน 
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มหาวทิยาลยัธรรมศาสตร ์เป็นอยา่งยิÉง ทีÉเป็นแรงผลกัดนัและกําลงัใจทําใหเ้กิดการ
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