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บทคดัย่อ 
บทความนี้แสดงวิธีการพิสูจน์อสมการแอร์ดิช-มอร์เดล ซึ่งกล่าวว่าส าหรับ

สามเหลีย่มใดๆ ทีม่จีุดหนึ่งอยูภ่ายในสามเหลีย่มนัน้แลว้ ผลบวกของระยะตัง้ฉากจากจุด
นัน้ไปยงัดา้นทัง้สามของสามเหลี่ยม มคี่าน้อยกว่าหรอืเท่ากบัครึ่งหนึ่งของผลบวกของ
ระยะจากจุดนัน้ไปยงัจุดยอดทัง้สามของสามเหลี่ยม โดยใช้การพิสูจน์ของ คลาวดิ      
แอลซนิา และ โรเจอร์ บ ีเนลสนั ซึ่งตพีมิพ์ใน Forum Geometricorum V7(2007) 99-

102 เป็นเอกสารอา้งองิหลกั 

ค าส าคญั:  อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล  ดา้นตรงขา้มมุมฉาก  สามเหลีย่มคลา้ย 

ABSTRACT 

The article shows the proof of Erdös-Mordell inequality for any triangle, 

there exist a point inside the triangle which the sum of the orthogonal projection 

from the point to all three sides is less than or equal to half of the sum of the 

distance from the point to the three vertices of the triangle. The proof is based on 

the work of Claudi Alsina and Roger B. Nelson which published in Forum 

Geometricorum V7(2007) 99-102. 

Keywords:  Erdös-Mordell Inequality, Hypotenuse, Similar Triangle 
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1. บทน า 

ให ้∆ABC เป็นสามเหลี่ยมใดๆ ให ้O เป็นจุดภายใน ∆ABC ซึง่ OP OQ 

และ OR ตัง้ฉากกบัดา้น BC CA และ AB  ตามล าดบั จงพสิจูน์ว่า          

OA + OB + OC ≥ 2 (OP + OQ + OR) (รปูที ่1) 

ปัญหานี้ พอล แอรด์ชิ แห่งมหาวทิยาลยัแมนเชสเตอร ์สหราชอาณาจกัร 
ได้น าเสนอใน American Mathematical Monthly ในปี 1935 [1] และ แอล ที 
มอรเ์ดล ร่วมกบั ด ีเอฟ แบรโ์รว ์ไดแ้สดงวธิกีารพสิูจน์โดยน าเสนอใน American 

Mathematical Monthly ในปี 1937 [2] ถ้าแทนความยาวของเส้นตรง OP OQ 

และ OR ดว้ย p q และ r ตามล าดบั และแทนความยาวของเส้นตรง OA OB และ 
OC ด้วย x y และ z ตามล าดบั ดงัรูปที่ 2 แล้ว อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล จะอยู่ใน
รปูแบบดงันี้ 

x + y + z ≥ 2 (p + q + z) 

 

 

 

 

 

รปูที ่1 ∆ABC ม ีOP OQ และ OR ตัง้ฉาก
ดา้น BC CA และ AB 

รปูที ่2 x y z และ p q r ในอสมการแอรด์ชิ-
มอรเ์ดล 

 

ในบทความนี้แสดงการพสิูจน์อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล โดยใชว้ธิกีารพสิูจน์
ของ คลาวดิ แอลชินา ร่วมกับ โรเจอร์ บี เนลสัน ซึ่งน าเสนอใน Forum 

geometricrum ในปี 2007 [3] 

2. ด้านตรงข้ามมุมฉาก 

บทตัง้ 1  ในสามเหลีย่มมมุฉากใดๆ ดา้นตรงขา้มมมุฉากเป็นดา้นทีย่าวทีสุ่ด 
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สิง่ทีก่ าหนดให ้ 1. ให ้ABC เป็นสามเหลีย่มมมุฉากทีม่ ี Ĉ  = 90o 

  2. ให้ a b และ c เป็นความยาวของด้านที่รองรับ  Â B̂ และ Ĉ 
ตามล าดบัดงัรปูที ่3 เรยีก c ว่าดา้นตรงขา้มมมุฉาก เรยีก a และ b ว่าดา้นประกอบ
มมุฉาก 

 

 

 

 

 

รปูที ่3 ส่ิงท่ีก ำหนดใหต้ำมบทตั้ง 1 

 

สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์ c ≥ a และ c ≥ b 

 

พิสจูน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. Â + B̂ + Ĉ = 180˚ 1. ผลบวกของมมุภายในทุกมมุของสามเหลีย่มมี

ค่า 180˚ 

2. Ĉ = 90˚ 2. ก าหนดให ้

3. Â + B̂ = 90˚ 3. จาก 1 และ 2 

4. 0 ≤ Â ≤ 90˚ และ 0 ≤  B̂ ≤ 90˚ 4. จาก 3 

5. 0 ≤ sin A ≤ 1 และ 0 ≤  sin B ≤ 1 5. จาก 4 ด าเนินการหาค่าไซน์ 

6. 
a

sinA =
c
และ b

sinB =
c

 6. นิยามไซน์จากรปูที ่3 

7. 0 ≤
a

c
≤ 1และ 0 ≤

b

c
≤ 1 7. จาก 5 และ 6 

8. a ≤ c หรอื c ≥ a 

    b ≤ c หรอื c ≥ b 

8. จาก 7 
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3. สามเหลีÉยมคล้าย 

บทตั Êง 2  สามเหลีÉยมสองรปูทีÉมมุีมภายในสองมุมเท่ากนัมุมต่อมุมแล้วสามเหลีÉยม

สองรปูนั Êนเป็นสามเหลีÉยมคลา้ย และการอา้งองิบทตั ÊงนีÊจะใชว่้า มมุ-มมุ 

 

สิÉงทีÉกําหนดให ้ 1. ให ้ABC และ DEF เป็นสามเหลีÉยมใดๆ สองรปู 

  2. ให ้Â = D̂ และ B̂ = Ê ดงัรปูทีÉ 4 

 

 

 

 

 

รูปทีÉ 4 สิÉงทีÉกาํหนดใหต้ามบทตัÊง 2 

 

สิÉงทีÉตอ้งการพสิจูน์ ABC ⁓ DEF 

 

พิสูจน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. Â + B̂ + Ĉ = 180˚ 1. ผลบวกของมมุภายในทุกมมุของสามเหลีÉยมมี

ค่า 180˚ 

2. D̂ + Ê + F̂ = 180˚ 2. ในทาํนองเดยีวกบั 1 

3. Â = D̂ และ B̂ = Ê 3. กาํหนดให ้

4. Ĉ = F̂ 4. จาก 1 2 และ 3 

5. ABC ⁓ DEF 5. จาก 1 2 และ 3 
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4. อสมการท่ีช่วยในการพิสูจน์อสมการแอรดิ์ช-มอรเ์ดล 

บทตัง้ 3  ส าหรบั ∆ABC ดงัรปูที ่2 อสมการต่อไปนี้เป็นจรงิ 

ax ≥ br + cq 

by ≥ ar + cp 

cz ≥ aq +bp 

 

สิง่ทีก่ าหนดให ้ 1. ให้ ∆ABC เป็นสามเหลี่ยมใดๆ ที่ม ีa b และ c เป็นความยาว
ของดา้น BC CA และ AB ตามล าดบั 

  2. ให ้O เป็นจดุใดๆ ภายใน ∆ABC 

  3. ให ้OP BC OQ CA และ OR AB 

  4. ให ้p q และ r เป็นความยาวของ OP OQ และ OR ตามล าดบั 

  5. ให ้x y และ z เป็นความยาวของ OA OB และ OC ตามล าดบั 

 

สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์ ax ≥ br + cq 

ส าหรบัการพสิูจน์ by ≥ ar + cp และ cz ≥ aq +bp สามารถด าเนินการไดใ้นท านอง
เดยีวกนั 

 

สรา้งเพื่อการพสิจูน์ 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่5 สร้ำงเพ่ือกำรพิสูจน์ส ำหรับบทตั้ง 3 
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1. ลาก CX  ให ้OÂB = AĈX 

2. ลาก BY ให ้ OÂC = AB̂Y 

3. ลาก AFCX ทีÉ F 

4. ลาก AEBY ทีÉ E 

5. ลาก BDCF ทีÉ D ดงัรูปทีÉ 5 

พิสูจน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. OÂR = AĈF 1. สรา้งเพืÉอการพสิจูน์ 

2. ˆORA  = ˆAFC  2. กาํหนดใหแ้ต่ละมมุมค่ีา 90o 

3. ORA ⁓ AFC 3. มุม-มุม จาก 1 และ 2 

4. 
OA OR

=
A C AF

 4. จาก 3 สมบตัขิองสามเหลีÉยมคลา้ย 

อตัราสว่นความยาวของดา้นทีÉสมนัยกนัทุกคู่

เป็นอตัราสว่นทีÉเท่ากนั 

5. OQA ⁓ AEB 5. ในทาํนองเดยีวกบั 3 (OÂQ = AB̂Y และ 

 ˆOQA = ˆAEB = 90˚) 

6. 
OA OQ

=
AB AE

 6. จาก 5 ในทาํนองเดยีวกบั 4 

7. OÂR + ˆORA  + AÔR = 180o 7. มุมภายในของสามเหลีÉยมรวมกนัมคี่า 180̊ 

(∆ORA) 

8. OÂR + AÔR = 90o 8. จาก 7 เมืÉอ OR̂A = 90 ̊

9. AÔR = CÂF 9. จาก 3 มุมทีÉสมนัยกนัของสามเหลีÉยมคลา้ย 

10. OÂR + CÂF = 90o 10. จาก 8 และ 9 

11. OÂQ + BÂE = 90o 11. ในทาํนองเดยีวกบั 10 

12. BÂE + OÂR + OÂQ + CÂF = 180o 12. จาก 10 และ 11 รวมกนั 
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13. EF = AE + AF 13. จาก 12 มุม 180˚ คอืมุมบนเสน้ตรง 

14. EF CX และ EF BY 14. จาก 13 และสรา้งเพื่อการพสิจูน์ 

15. FÊB + EF̂C = 180o 15. จาก 14 

16. CX // BY มี EF เป็นเส้นตดัขวาง 16. สมบัติของเส้นขนาน ผลบวกของมุม

ภายในที่อยู่บนขา้งเดยีวกนัของเส้นตดัขวาง

เสน้ตรงสองเสน้มคี่ารวมกนั 180˚ แลว้เสน้ตรง

สองเสน้ขนานกนั 

17. ˆBDC = 90o, ˆEFC = 90o 17. สรา้งเพื่อการพสิจูน์ 

18. EF // BD มี CX เป็นเส้นตดัขวาง 18. จาก 14 สมบตัขิองเสน้ขนาน มุมภายนอก 

และมุมภายในที่อยู่บนข้าง เดียวกันของ

เสน้ตดัขวางเสน้ตรงสองเสน้มคี่าเท่ากนั แลว้

เสน้ตรงสองเสน้ขนานกนั 

19. EF = BD 19. จาก 16 ระยะตัง้ฉากระหว่างเสน้คู่ขนานมี

ค่าคงที ่(CX // BY) 

20. BC ≥ BD 20.  จากบทตัง้ 1 เมื่อ ∆BDC เป็นสามเหลีย่ม

มุมฉากที่มี BD̂C เป็นมุมฉาก และ BC เป็น

ดา้นตรงขา้มมุมฉาก 

21. BC ≥ EF 21. จาก 19 และ 20 

22. OA • AF = OR • AC 22. จาก 4 

23. OA • AE = OQ • AB 23. จาก 6 

24. OA (AF + AE) = OR • AC + OQ • AB 24. น า 22 และ 23 บวกกนั 

25. OA • EF = OR • AC + OQ • AB 25. จาก 13 และ 24 

26. OA • BC ≥ OA • EF 26. จาก 21 
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27. OA • BC ≥ OR • AC + OQ • AB  

     หรอื ax ≥ br + cq 

27. จาก 25 และ 26 

 

5. อสมการแอรดิ์ช-มอรเ์ดล 

ทฤษฎีหลกั  ให ้ABC เป็นสามเหลีย่มใดๆ ทีม่ ีO เป็นจดุภายในสามเหลีย่ม p q 
และ r เป็นระยะตัง้ฉากจากจดุ O ไปยงัดา้นทัง้สามของสามเหลีย่ม x y และ z เป็น
ระยะจากจดุ O ไปยงัจดุยอดทัง้สามของสามเหลีย่มแลว้ x + y + z  ≥ 2 (p + q+ r) 

พิสูจน์  ส าหรบั a > 0, b > 0 และ c > 0 เมื่อ a, b และ c เป็นความยาวของดา้นที่
รองรบั Â, B̂ และ Ĉ ของ ABC ตามล าดบั จะได ้

(a – c)2 = a2 – 2ac + c2 ≥ 0 

(b – c)2 = b2 – 2bc + c2 ≥ 0 
(a – b)2 = a2 – 2ab + b2 ≥ 0 

 

จดัสมการใหมจ่ะไดอ้สมการ ดงันี้ 
a2 + c2 ≥ 2ac 

b2 + c2 ≥ 2bc 

a2 + b2 ≥ 2ab 

 

หรอื     a c
+ 2

c a
               (1) 

b c
+ 2

c b
               (2) 

a b
+ 2

b a
               (3) 

 

จากบทตัง้ 3   ax ≥ br + cq 

    by ≥ ar + cp 

    cz ≥ aq + bp 
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จดัอสมการใหม ่จะได ้  b c
x r+ q

a a
              (4) 

    a c
y r+ p

b b
              (5) 

    a b
z q+ p

c c
              (6) 

 

น า (4) + (5) + (6) จะได ้

b a c a c b
x + y + z ( + )r + ( + )q + ( + )p

a b a c b c
         (7) 

 

จาก (1), (2), (3) จะได ้

b a c a c b
( + )r + ( + )q + ( + )p 2(r+q+p)

a b a c b c
  

ดงันัน้    x + y + z ≥ 2 (r + p + q) 

หรอื    r + p + q ≤ 
1

2
 (x + y + z) 

 

6. กรณีเท่ากนัในอสมการแอรดิ์ช-มอรเ์ดล 

บทแทรก  ให ้ABC เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่าทีม่ ีO เป็นจุดศูนยก์ลางของวงกลม
ลอ้มรอบสามเหลีย่ม ลาก AO, BO และ CO ไปตดั BC, CA และ AB ที ่P, Q และ 
R ตามล าดบั 
จงพสิจูน์ว่า 1. OP OQ และ OR ตัง้ฉากกบั BC CA และ AB ตามล าดบั 

  2. AO + BO + CO = 2 (OP + OQ + OR) 

 

สิง่ทีก่ าหนดให ้ 1. ABC เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่า 

  2. O เป็นจดุศูนยก์ลางของวงกลมลอ้มรอบ ABC 

  3. ลาก AO, BO และ CO ไปตดั BC, CA และ AB ที ่P, Q และ   
R ตามล าดบั ดงัรปูที ่6 
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รปูที ่6 ส่ิงท่ีก ำหนดใหต้ำมบทแทรก 
 

สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์ 1. OP   BC, OQ   CA และ OR   AB 

   2. AO + BO + CO = 2 (OP + OQ + OR) 

พิสจูน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. BO = CO 1. รศัมขีองวงกลมเดยีวกนัย่อมเท่ากนั 

2. AB = AC 2. ดา้นของ ∆ABC ซึง่เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่า 

3. AOB   AOC 3. ดา้น – ดา้น – ดา้น จาก 1, 2 และม ีAO เป็น

ดา้นร่วม 

4. OÂB = OÂC 4. จาก 3 มุมในล าดบัเดยีวกนัของสามเหลี่ยม

เท่ากนัทุกประการย่อมเท่ากนั 

5. AB̂P = AĈP 5. มุมของ ∆ABC ซึง่เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่า 

6. ∆ABP   ∆ACP 6. มุม – ดา้น – มุม จาก 4, 2 และ 5 

7. BP = CP 7. จาก 6 ดา้นในล าดบัเดยีวกนัของสามเหลีย่ม

เท่ากนัทุกประการย่อมเท่ากนั 

8. AP̂B = AP̂C 8. จาก 6 มุมในล าดบัเดยีวกนัของสามเหลี่ยม

เท่ากนัทุกประการย่อมเท่ากนั 
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9. AP̂B + AP̂C = 180˚ 9. เส้นตรงเส้นหนึ่งตัง้อยู่บนเส้นตรงอีกเส้น

หนึ่ง มุมประชดิรวมกนัมคี่า 180˚ (เสน้ตรง AP 

ตัง้อยู่บนเสน้ตรง BC ณ จุด P) 

10. AP̂B = AP̂C = 90˚ 10. จาก 8 และ 9 

11. OP   BC 11. จาก 10 

12. OQ   CA 

      OR   AB 

12. ในท านองเดยีวกบั 11 

13. AP̂B = AQ̂O = 90˚ 13. จาก 11 และ 12 

14. ∆ABP ~ ∆AOQ 14. มุม – มุม จาก 4 และ 13 

15. 
AB BP

=
AO OQ

 15. จาก 14 ด้านที่อยู่ในล าดับเดียวกันของ

สามเหลีย่มคลา้ยเป็นสดัสว่นเท่ากนั 

16. BP + CP = BC 16. ให ้P เป็นจุดบน BC 

17. BC = AB 17. ด้านของ ∆ABC ซึ่งเป็นสามเหลี่ยมด้าน

เท่า 

18. 1
BP = AB

2
 18. จาก 7, 16 และ 17 

19. AO = 2OQ 19. จาก 15 และ 18 

20. BO = 2OR 

      CO = 2OP 

20. ในท านองเดยีวกบั 19 

21. AO + BO + CO = 2 (OP + OR + OQ) 21. จาก 19 และ 20 

7. บทสรปุ 

อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล ส าหรบัสามเหลีย่มใดๆ ทีม่จีุดหนึ่งจุดอยู่ภายใน
สามเหลี่ยมนัน้แล้ว ผลบวกของระยะทางจากจุดนัน้ไปยงัจุดยอดทัง้สามของ
สามเหลี่ยมมากกว่า หรอื เท่ากบัสองเท่าของระยะตัง้ฉากจากจุดนัน้ไปยงัด้านทัง้
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สามของสามเหลีย่ม โดยกรณเีท่ากนัจะเป็นจรงิเมือ่ สามเหลีย่มเป็นสามเหลีย่มดา้น
เท่า และจุดหนึ่งจุดภายในสามเหลี่ยมด้านเท่าต้องเป็นศูนย์กลางของวงกลม
ลอ้มรอบสามเหลีย่ม 

วธิกีารที่ใช้ในการพสิูจน์อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล ที่น าเสนอในบทความนี้ 
เป็นวธิกีารทีใ่ชค้วามรูท้างเรขาคณติ และพชีคณติทีไ่มซ่บัซอ้น งา่ยแก่การท าความ
เขา้ใจ ส าหรบัการพสิูจน์ที่แตกต่างไปจากวธิทีี่น าเสนอ ผู้สนใจสามารถศกึษาจาก 
[4] และ [5] 

เอกสารอ้างอิง 
[1] Paul Erdős, “American Mathematical Monthly,” Problem 3740, vol. 42, pp. 

396, 1935. 

[2] Mordell L. J. and Barrow D. F., “American Mathematical Monthly,” 

Solution to 3740, vol. 44, pp. 252-254, 1937. 

[3] Claudi Alsina and Roger B. Nelsen, “Forum Geometricorum,” A Visual 

Proof of the Erdös-Mordell Inequality, vol. 7, pp. 99-102, 2007. 

[4] Michigan Math J., “The Michigan Mathematical Journal,” A Simple Proof 

of the Erdős-Mordell Inequality for Triangles, vol. 4, pp. 97-98, 1957. 

[5] Jian Liu, “International Electronic Journal,” A New Proof of the Erdős-

Mordell Inequality, vol. 4, no. 2, pp. 114-119, 2011. 

 


	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_36.pdf (p.1)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_25.pdf (p.2)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_26.pdf (p.3)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_27.pdf (p.4)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_28.pdf (p.5)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_29.pdf (p.6)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_30.pdf (p.7)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_31.pdf (p.8)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_32.pdf (p.9)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_33.pdf (p.10)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_34.pdf (p.11)
	Vol62-No-692-2017-6-16-PB (1)_35.pdf (p.12)
	Blank Page
	Blank Page

