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บทคดัย่อ 
บทความนี้แสดงการหาและพสิจูน์สตูรของล าดบัฟีโบนักชดีว้ยวธิตี่างๆ โดยใช้

ความรูค้ณิตศาสตร์ในระดบัมธัยมและระดบัปรญิญาตร ี ซึง่วธิตี่างๆเหล่านี้ประกอบไป
ดว้ยเนื้อหาในเรือ่งล าดบัเรขาคณิต ฟังกช์นักอ่ก าเนิดและเนื้อหาในวชิาพชีคณิตเชงิเสน้ 

ค ำส ำคญั:  ล าดบัฟีโบนกัช ี ล าดบัเรขาคณิต  ฟังกช์นักอ่ก าเนิด  พชีคณิตเชงิเสน้ 

ABSTRACT 

This article gives several methods for finding and proving the well-

known formula of the Fibonacci sequence.  In these methods, we employ many 

topics ranging from high-school mathematics to university mathematics. The 

topics we use include geometric sequences, generating functions and some topics 

in linear algebra. 

Keywords:  Fibonacci sequence, Geometric sequences, Generating functions, 

Linear Algebra  
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1. บทน ำ 

บ่อยครัง้การแก้โจทยใ์นวชิาคณิตศาสตร ์สามารถท าได้หลายวธิ ีซึง่แต่ละ
วธิอีาจใชค้วามรูท้างคณิตศาสตรใ์นเนื้อหาทีแ่ตกต่างกนั ดงันัน้ การแก้โจทยท์ีผู่ท้ า
สามารถท าได้หลายวธิ ีจะท าให้ได้เห็นมุมมองในเนื้อหาวชิาคณิตศาสตร์หลายๆ
สาขา ซึง่บางครัง้ท าใหไ้ดเ้หน็ความเชื่อมโยงของคณติศาสตรส์าขาต่างๆ ได ้

บทความนี้  น าเสนอวิธีต่ างๆ  ในการหาสูตรของล าดับ ฟิ โบนักช ี
(Fibonacci Sequence) ซึง่เป็นล าดบัเวยีนเกดิทีน่ิยามโดยก าหนดให ้

          F1 = 1, F2 = 1   (เงือ่นไขเริม่ตน้) 

และ               Fn+2 = Fn+1 + Fn  เมือ่ n = 1, 2, 3,…       (*) 

จะเห็นว่าการนิยามข้างต้นเป็นการนิยามล าดับเวียนเกิด (Recursive 

Sequence) กล่าวคอื ในเบือ้งต้นเราทราบว่า F1 = F2 = 1 จากนัน้ การหา F3 ต้อง
ใชค้่าของ F1 และ F2 ซึง่โดย (*) จะไดว้่า  F3 = F2 + F1  = 1+1  = 2 จากนัน้ หา 
F4 โดยใช้ค่าของ F3 และ F2 ท าเช่นนี้ไปเรื่อยๆ โดยจะเห็นว่า การนิยามล าดับ 
(𝐹𝑛)𝑛=1

∞  ข้างต้นนัน้ นิยามโดยแจ่มชดั (Well-defined) กล่าวคอื เงื่อนไขเริม่ต้น 
และสมการเวยีนเกดิ (*) สอดคลอ้งกนัเป็นอย่างดที าใหส้ามารถระบุเทอมที ่n ใดๆ 
ของล าดบัได้ นอกจากนี้จะเหน็ว่ามลี าดบั (𝐹𝑛)𝑛=1

∞  ล าดบัเดยีวเท่านัน้ที่สอดคล้อง
ทัง้ เงือ่นไขเริม่ตน้ และเงือ่นไขเวยีนเกดิ (*) ขา้งตน้ 

สูตรของบิเนต์ (Binet’s Formula) ส าหรบัการหาพจน์ที่ n ของล าดับ 
ฟิโบนกัช ีคอื    𝐹𝑛 =

1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) ,     n = 1, 2, 3,… 

โดยที ่𝛼 =
1+√5

2
 และ 𝛽 =

1−√5

2
 

(สงัเกตว่า α + 𝛽 = 1, 𝛼 − 𝛽 = √5  และ 𝛼𝛽 = −1) 

บทความนี้น าเสนอวธิกีารต่างๆ ในการหาสตูรของบเินต์ 
หมายเหตุ: จากนี้ เป็นต้นไป จะแทนค่าของ 1+√5

2
 และ 1−√5

2
  ด้วย 𝛼 และ 𝛽  

ตามล าดบั 
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2. นำนำวิธีในกำรหำสตูรของบิเนต์ 
วิ ธี ท่ี  1  : ใ ช้ควำมรู้ เ ก่ี ย วกับล ำดับ เรขำค ณิ ต ซ่ึ ง เป็น เน้ื อหำ

คณิตศำสตรใ์นระดบัมธัยมศึกษำ 

ในระดบัมธัยมศกึษา ทราบว่าพจน์ทัว่ไปของล าดบัเรขาคณิต (Geometric 

Sequence) อยู่ในรูป an = arn-1, n = 1, 2, 3,… โดยที่ a, r ∈ ℝ\{0} ซึ่งล าดับ
เรขาคณตินี้ สามารถเขยีนไดใ้นรปูของล าดบัเวยีนเกดิไดโ้ดยให้ 

               a1 = a   (เงือ่นไขเริม่ตน้) 

และ  an+1 = ran ,  n = 1, 2, 3,…           (1) 

ซึ่งจะเห็นว่าสมการเวยีนเกิด (1) มรีูปของสมการที่คล้ายกบัสมการเวยีน
เกดิฟิโบนักช ี(*) ดงันัน้ จงึคาดว่าจะมลี าดบัเรขาคณิตทีส่อดคลอ้งกบัสมการเวยีน
เกดิ (*) 

ใหล้ าดบัเรขาคณติ (𝑎𝑟𝑛−1)𝑛=1
∞  สอดคลอ้งกบัสมการเวยีนเกดิ (*) 

จะไดว้่า  arn+1  =  arn  + arn-1  ,  n = 1, 2, 3,… 

ดงันัน้  r2 = r + 1    นัน่คอื    r2 – r  – 1 = 0 

จะไดว้่า   r = 
1+√5

2
  หรอื  1−√5

2
 นัน่คอื    r = 𝛼 หรอื 𝛽 

ท าให้ได้ว่า ล าดบัเรขาคณิตทัง้หมดที่สอดคล้องสมการเวยีนเกิด (*) คอื 
ล าดับ เรขาคณิตที่อยู่ ในรูป   (𝑎𝛼𝑛−1)𝑛=1

∞  และ  (𝑏𝛽𝑛−1)𝑛=1
∞  โดยที่  a, b ∈

ℝ\{0}นอกจากนี้ สงัเกตว่าผลบวกของล าดบัเรขาคณิต (𝑎𝛼𝑛−1 + 𝑏𝛽𝑛−1)𝑛=1
∞  ก็

สอดคลอ้งกบัสมการเวยีนเกดิฟิโบนกัชดีว้ย 

ดงันัน้ เงือ่นไขเริม่ตน้ทีว่่า  F1 = F2 = 1  เป็นเงื่อนไขทีท่ าใหส้ามารถหาค่า
เฉพาะของ a และ b ได ้

นัน่คือ ถ้าก าหนดให้  Fn = 𝑎𝛼𝑛−1 + 𝑏𝛽𝑛−1 เมื่อ n = 1, 2, 3,…  แล้ว 
จะไดว้่าเงือ่นไข F1 = F2 = 1  ท าใหไ้ดร้ะบบสมการ 

      a + b = 1 

และ   α𝑎 + 𝛽𝑏 = 1  

ซึง่มคี าตอบเป็น 𝑎 =
1−𝛽

𝛼−𝛽
=

1+√5

2√5
=

𝛼

√5
  และ 𝑏 =

𝛼−1

𝛼−𝛽
=

√5−1

2√5
=

−𝛽

√5
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จงึไดว้่า  𝐹𝑛 =
1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) , n = 1, 2, 3,… 

ท าใหไ้ดว้่าล าดบั ( 1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛))

𝑛=1

∞

สอดคลอ้งนิยามของล าดบัฟิโบนกัช ี

เนื่องจากล าดบัของจ านวนจรงิที่สอดคล้องกบันิยามของล าดบัฟิโบนักชมีี
เพยีงล าดบัเดยีวเท่านัน้ ดงันัน้ สรปุไดว้่า 𝐹𝑛 =

1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) เมือ่ n = 1, 2, 3,… 

วิธีท่ี 2 : ใช้ควำมรู้เก่ียวกบัปริภมิูย่อย (Subspaces) ในวิชำพีชคณิต
เชิงเส้น (Linear algebra) 

แนวคิดของวิธีนี้จะเหมือนกับแนวคิดของวิธีที่ 1  เพียงแต่ว่าวิธีการให้
เหตุผลของวธิทีี่ 2  นัน้จะใชภ้าษาในวชิาพชีคณิตเชงิเสน้ที่อยู่ในรปูของปรภิูมยิ่อย
ของปรภิมูเิวกเตอรน์ัน่เอง 

ให้ ℝ∞ แทนปรภิูมขิองล าดบัของจ านวนจรงิทัง้หมด จะได้ว่า ℝ∞ เป็น
ปรภิมูเิวกเตอร ์(Vector space) เหนือสนาม ℝ 

พจิารณาปรภิมู ิ 
Ϝ = {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … ) ∈ ℝ∞|  𝑥𝑛+2 = 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 ,   𝑛 = 1,2,3, … } 

จะไดว้่า Ϝ เป็นปรภิมูยิอ่ย (Subspace) ของ ℝ∞ 

ให ้ 𝑎⃗ = (1,0,1,1,2,3,5, … ) ∈ ℝ∞ และ  𝑏⃗⃗ = (0,1,1,2,3,5, … ) ∈ ℝ∞ 

สามารถพสิจูน์ไดว้่า {𝑎,⃗⃗⃗ ⃗ 𝑏⃗⃗}  เป็นฐานของ Ϝ  (ละไวเ้ป็นแบบฝึกหดัส าหรบัผูอ่้าน) 

ดงันัน้  Ϝ  มมีติเิท่ากบั 2 

ท านองเดียวกันกับวิธีที่ 1 สามารถแสดงได้ว่า Ϝ มสีมาชิกที่เป็นล าดับ
เรขาคณิตที่อยู่ในรูป (1, 𝑟, 𝑟2, 𝑟3, … , 𝑟𝑛−1, … ) อยู่เพยีงแค่สองล าดบัเท่านัน้คือ 
𝑢⃗⃗ = (1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, … , 𝛼𝑛−1, … )  และ  𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗ = (1, 𝛽, 𝛽2, 𝛽3, … , 𝛽𝑛−1, … ) 

ในขณะเดยีวกนัสามารถแสดงได้ว่า  {𝑢,⃗⃗⃗ ⃗ 𝑣⃗}  เป็นอสิระเชงิเส้นต่อกนั (ละ
ไวเ้ป็นแบบฝึกหดั)   ยิง่ไปกว่านัน้ จากทีท่ราบว่ามติขิอง Ϝ เท่ากบั 2  ท าใหไ้ดด้ว้ย 
{𝑢,⃗⃗⃗ ⃗ 𝑣⃗} เป็นฐานของ Ϝ 

ให ้ 𝑓 = (1,1,2,3,5,8, … ) ∈ Ϝ   นัน่คอื  𝑓  เป็นล าดบัฟิโบนกัช ี

เนื่องจาก {𝑢,⃗⃗⃗ ⃗ 𝑣⃗} เป็นฐานของ Ϝ ดงันัน้ มจี านวนจรงิ 𝑎, 𝑏 ทีท่ าให ้𝑓 = 𝑎𝑢⃗⃗ + 𝑏𝑣⃗ 
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โดยการเทียบสองพจน์แรกของสมการนี้  จะได้ระบบสมการ    𝑎 + 𝑏 = 1 และ 
α𝑎 + 𝛽𝑏 = 1  ซึง่เป็นระบบสมการเดยีวกนักบัระบบสมการทีป่รากฎในวธิทีี ่1 

ดงันัน้  จะไดว้่า 𝑎 =
𝛼

√5
 และ 𝑏 =

−𝛽

√5
 

นัน่คอื   𝑓 = (
1

√5
𝛼𝛼𝑛−1 −

1

√5
𝛽𝛽𝑛−1)

𝑛=1

∞

= (
1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛))

𝑛=1

∞

  นัน่เอง 

# 

วิธีท่ี 3 : ใช้ควำมรู้เร่ืองตัวด ำเนินกำรเชิงเส้น (Linear Operators) 

ในวิชำพีชคณิตเชิงเส้น 

ให ้𝐷: ℝ∞ → ℝ∞   นิยามโดย  𝐷((𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … )) = (𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, … ) 

จะไดว้่า 𝐷 เป็นตวัด าเนินการเชงิเสน้บน ℝ∞ 

ให ้Ϝ ≔ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, … ) ∈ ℝ∞|  𝑥𝑛+2 = 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 , 𝑛 = 1, 2, 3, … } 

ให ้ 𝑇:  ℝ∞ → ℝ∞  นิยามโดย 𝑇 ≔ 𝐷2 − 𝐷 − 1 

นั ่น คื อ  𝑇(𝑥⃗) = (𝐷2 − 𝐷 − 1)(𝑥⃗) = 𝐷(𝐷(𝑥⃗)) − 𝐷(𝑥⃗) − 𝑥⃗   ส าห รับ  𝑥⃗ ∈

ℝ∞ 

จะไดว้่า 𝑇 เป็นตวัด าเนินการเชงิเสน้บน ℝ∞ 

นอกจากนี้ จะไดด้ว้ยว่า 𝑇 = (𝐷 − 𝛼)(𝐷 − 𝛽) = (𝐷 − 𝛽)(𝐷 − 𝛼) 

สามารถแสดงไดว้่า  ker 𝑇 = Ϝ,   ker(𝐷 − 𝛼) ⊆ ker 𝑇   และ  
ker(𝐷 − 𝛽) ⊆ ker 𝑇 (ละไวเ้ป็นแบบฝึกหดั) 

ส าหรับ 𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ ℝ∞  ซึ่ง (𝐷 − 𝛼)𝑥⃗ = 0⃗⃗  จะได้ว่า 𝐷𝑥⃗ =

𝛼𝑥⃗ 

นัน่คอื  (𝑥2, 𝑥3, … ) = (𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2, … )  ดงันัน้  เมือ่ 𝑥1 ≠ 0  จะไดว้่า 

α =
𝑥2

𝑥1
=

𝑥3

𝑥2
=

𝑥4

𝑥3
= ⋯ 

นัน่คอื 𝑥⃗ เป็นล าดบัเรขาคณติทีอ่ยูใ่นรปู 

(𝑥1, 𝑥1𝛼, 𝑥1𝛼2, 𝑥1𝛼3, … ) = 𝑥1(1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, … ) 

ดงันัน้  ker(𝐷 − 𝛼) ⊆ span{(1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, … ) } 

เหน็ไดช้ดัว่า span{(1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, … ) } ⊆ ker(𝐷 − 𝛼) 
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ดงันัน้  ker(𝐷 − 𝛼) = span{(1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, … ) } 
ท านองเดยีวกนั ker(𝐷 − 𝛽) = span{(1, 𝛽, 𝛽2, 𝛽3, … ) } 

ให ้ 𝑦⃗ ∈  Ϝ = ker 𝑇  จะไดว้่า (𝐷 − 𝛽)((𝐷 − 𝛼)𝑦⃗) = 𝑇(𝑦⃗) = 0⃗⃗ 

ดงันัน้  (𝐷 − 𝛼)𝑦⃗ ∈ ker(𝐷 − 𝛽) = span{(1, 𝛽, 𝛽2, 𝛽3, … ) } 

ท านองเดยีวกนั เนื่องจาก (𝐷 − 𝛼)(𝐷 − 𝛽) = (𝐷 − 𝛽)(𝐷 − 𝛼)   
จะไดด้ว้ยว่า  (𝐷 − 𝛽)𝑦⃗ ∈ ker(𝐷 − 𝛼) = span{(1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, … ) } 

ดงันัน้ มจี านวนจรงิ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  ทีท่ าให ้  𝐷𝑦⃗ − 𝛼𝑦⃗ = 𝑏(1, 𝛽, 𝛽2, … )  
และ  𝐷𝑦⃗ − 𝛽𝑦⃗ = 𝑎(1, 𝛼, 𝛼2, … ) 
น าสมการแรกลบดว้ยสมการทีส่องขา้งตน้ จะได ้

−√5 𝑦⃗ = (𝛽 − 𝛼)𝑦⃗  =  𝑏(1, 𝛽, 𝛽2, … ) − 𝑎(1, 𝛼, 𝛼2, … )               

                                ∈  span{(1, 𝛼, 𝛼2, … ), (1, 𝛽, 𝛽2, … )}   

นัน่คอื  𝑦⃗ ∈ span{(1, 𝛼, 𝛼2, … ), (1, 𝛽, 𝛽2, … )} 

ดงันัน้    ker 𝑇 ⊆ span{(1, 𝛼, 𝛼2, … ), (1, 𝛽, 𝛽2, … )} 

เนื่องจาก  span{(1, 𝛼, 𝛼2, … ), (1, 𝛽, 𝛽2, … )} ⊆ ker(𝐷 − 𝛼) + ker(𝐷 − 𝛽) 

                                                      ⊆ ker 𝑇 + ker 𝑇 = ker 𝑇 

ท าใหไ้ดว้่า   Ϝ = ker 𝑇 = span{(1, 𝛼, 𝛼2, … ), (1, 𝛽, 𝛽2, … )} 

ให ้  𝑓 = (1, 1, 2, 3, 5, … )   นัน่คอื  𝑓  แทนล าดบัฟิโบนกัช ี

ดงันัน้  𝑓 ∈  Ϝ = span{(1, 𝛼, 𝛼2, … ), (1, 𝛽, 𝛽2, … )} 

จะไดว้่า มจี านวนจรงิ 𝑐 และ 𝑑 ทีท่ าให ้

(1, 1, 2, 3, 5, … ) = 𝑓 = 𝑐(1, 𝛼, 𝛼2, … ) + 𝑑(1, 𝛽, 𝛽2, … ) 

ดงันัน้จะไดส้มการ 𝑐 + 𝑑 = 1  และ  𝛼𝑐 + 𝛽𝑑 = 1 

ซึง่ได ้ 𝑐 =
𝛼

√5
  และ 𝑑 = −

𝛽

√5
 

ดงันัน้  𝑓 = (
1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛))

𝑛=1

∞

  เหมอืนในวธิทีี ่2 นัน่เอง 

# 

วิธีท่ี 4 : ใช้ควำมรู้เก่ียวกบัเมทริกซ์ในระดบัมธัยมศึกษำ 

ให ้      𝒙𝒏⃗⃗ ⃗⃗⃗  =  [
𝐹𝑛

𝐹𝑛+1
]     และ    𝐴 =  [

0 1
1 1

] 
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จะได้ว่า ความสมัพันธ์เวียนเกิดของล าดบัฟิโบนักชีสามารถเขยีนได้ในรูปของ
สมการเมทรกิซด์งัต่อไปนี้ 

𝐴 𝒙⃗⃗⃗𝑛  =  [
0 1
1 1

] [
𝐹𝑛

𝐹𝑛+1
] = [

𝐹𝑛+1

𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1
] = [

𝐹𝑛+1

𝐹𝑛+2
] = 𝒙𝒏+𝟏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑛 = 1,2,3, … 

จะได้ว่า  ส าหรบัจ านวนเต็มบวก 𝑛,  𝒙⃗⃗⃗𝑛  สามารถเขยีนยอ้นกลบัไปเรื่อยๆ จนถึง
พจน์ทีม่ ี 𝒙⃗⃗⃗1 ไดด้งันี้ 

𝒙⃗⃗⃗𝑛 = 𝐴 𝒙⃗⃗⃗𝑛−1 =  𝐴(𝐴 𝒙⃗⃗⃗𝑛−2) = 𝐴(𝐴(𝐴 𝒙⃗⃗⃗𝑛−3)) = ⋯ = 𝐴𝑛−1 𝒙⃗⃗⃗1 

นัน่คอื  ถา้สามารถหาสตูรของ  𝐴𝑛−1 ได ้กจ็ะไดส้ตูรของล าดบัฟีโบนกัช ีนัน่เอง    
ดงันัน้ จะหาขัน้ตอนวธิทีีท่ าใหก้ารค านวณ  𝐴𝑛−1  นัน้ท าไดโ้ดยงา่ย 

สงัเกตว่า ถ้าสามารถหาเมทรกิซ์ไม่เอกฐาน  𝑃  ทีท่ าให้  𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷  โดยที่  𝐷  
เป็นเมทรกิซท์แยงมมุ แลว้ จะไดว้่า 

𝐴𝑛−1 = (𝑃𝐷𝑃−1)𝑛−1 = 𝑃𝐷𝑃−1𝑃𝐷𝑃−1 … 𝑃𝐷𝑃−1𝑃𝐷𝑃−1 = 𝑃𝐷𝑛−1𝑃−1 

จะเห็นว่าการหาเมทรกิซ์   𝐷𝑛−1  นัน้ท าได้โดยการยกก าลงั 𝑛 − 1 ไปที่
สมาชกิในแนวทแยงมุมของ  𝐷  นัน่เอง  ซึ่งท าให้การหา  𝐴𝑛−1  ก็จะท าเพยีงแค่
การค านวนผลคูณ  𝑃𝐷𝑛−1𝑃−1  เท่านัน้ 

ดงันัน้จงึต้องการหาเมทรกิซ์ไม่เอกฐาน 𝑃 และ เมทรกิซ์ทแยงมุม  𝐷 ที่
สองคลอ้งกบัสมการ  𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷    ใหไ้ดน้ัน่เอง 

สมมตวิ่า  𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷   ดงันัน้   𝐴𝑃 = 𝑃𝐷 

เขยีน  𝑃 = [𝑝1⃗⃗ ⃗⃗       𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗]  และ  𝐷 = diag(𝜆1, 𝜆2)  จะได้ว่า   𝐴𝑝1⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆1𝑝1⃗⃗ ⃗⃗   และ 
𝐴𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜆2𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗ (สังเกตว่า 𝑝1⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗ ≠ 0⃗⃗ เพราะว่า 𝑃  เป็นเมทริกซ์ไม่ เอกฐาน 
(det 𝑃 ≠ 0)) ดงันัน้  (𝜆1𝐼2 − 𝐴)𝑝1⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗  และ  (𝜆2𝐼2 − 𝐴)𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

ในทีน่ี้   𝐼2 = diag(1,1)  เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ์   

จะไดว้่า ถา้ (𝜆1𝐼2 − 𝐴) เป็นเมทรกิซไ์มเ่อกฐาน 

แลว้จะไดว้่า   𝑝1⃗⃗ ⃗⃗ = (𝜆1𝐼2 − 𝐴)−1 ∙ 0⃗⃗ = 0⃗⃗  เกดิขอ้ขดัแยง้ 
ดงันัน้ 𝜆1𝐼2 − 𝐴 เป็นเมทรกิซเ์อกฐาน นัน่คอื det(𝜆1𝐼2 − 𝐴) = 0 

ท านองเดยีวกนั  det(𝜆2𝐼2 − 𝐴) = 0   
ดงันัน้  ตอ้งการหา 𝜆 ∈ ℝ  ซึง่  det(𝜆𝐼2 − 𝐴) = 0 

ซึง่จะไดส้มการพหุนาม 𝜆2 − 𝜆 − 1 = det [
𝜆 −1

−1 𝜆 − 1
] = det(𝜆𝐼2 − 𝐴) = 0 
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ดงันัน้ 𝜆 = 𝛼 หรอื 𝛽   สงัเกตว่า α + 𝛽 = 1 และ αβ = −1  
แทน 𝜆1 = 𝛼 และ 𝜆2 = 𝛽 ในสมการ (𝜆1𝐼2 − 𝐴)𝑝1⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗  และ  
(𝜆2𝐼2 − 𝐴)𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗  
จะได ้ [ 𝛼 −1

−1 𝛼 − 1
] ∙ 𝑝1⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗  และ  [ 𝛽 −1

−1 𝛽 − 1
] ∙ 𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

ซึง่แกร้ะบบสมการเชงิเสน้หา 𝑝1⃗⃗ ⃗⃗  และ 𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗  ไดชุ้ดหน่ึง คอื  
𝑝1⃗⃗ ⃗⃗ = [

1
𝛼

] และ 𝑝2⃗⃗⃗⃗⃗ = [
1
𝛽

]  

ดงันัน้  จะไดว้่า   𝑃 = [
1 1
𝛼 𝛽

]  และ  𝐷 = [
𝛼 0
0 𝛽

]   

ซึง่ท าใหห้าตวัผกผนัของ 𝑃  ไดเ้ป็น  𝑃−1 =
1

𝛽−𝛼
[

𝛽 −1
−𝛼 1

]   

ดงันัน้  𝐴𝑛−1 = 𝑃𝐷𝑛−1𝑃−1 = [
1 1
𝛼 𝛽

] [
𝛼𝑛−1 0

0 𝛽𝑛−1] (
1

𝛽−𝛼
[

𝛽 −1
−𝛼 1

])  

ท าใหไ้ดว้่า  𝐴𝑛−1 =
1

𝛽−𝛼
[
𝛽𝛼𝑛−1 − 𝛼𝛽𝑛−1 −𝛼𝑛−1 + 𝛽𝑛−1

𝛽𝛼𝑛 − 𝛼𝛽𝑛 −𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 ] 

ดงันัน้  
[

𝐹𝑛

𝐹𝑛+1
] = 𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑛−1𝑥1⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝑛−1 [

1
1

] =
1

𝛽−𝛼
[
(𝛽 − 1)𝛼𝑛−1 + (1 − 𝛼)𝛽𝑛−1

(𝛽 − 1)𝛼𝑛 + (1 − 𝛼)𝛽𝑛 ]  

เนื่องจาก 𝛼 + β = 1  ดงันัน้  [ 𝐹𝑛

𝐹𝑛+1
] =

1

𝛼−𝛽
[

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼𝑛+1 − 𝛽𝑛+1]  

จะไดว้่า  𝐹𝑛 =
1

𝛼−𝛽
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)   เมือ่  𝑛 = 1, 2, 3, …. นัน่เอง  

# 

วิธีท่ี 5 : ใช้ควำมรู้เร่ืองฟังกช์นัก่อก ำเนิด (Generating Functions) 

พจิารณาฟังกช์นัก่อก าเนิดทีอ่ยูใ่นรปูอนุกรมก าลงั  𝐹(𝑥) = ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=1  

จ ะ ได้ ว่ า   𝑥𝐹(𝑥) = ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛+1 = ∑ 𝐹𝑛−1𝑥𝑛∞
𝑛=2  ∞

𝑛=1  แ ล ะ ใน ท าน อ ง เดี ย ว กั น  
𝑥2𝐹(𝑥) = ∑ 𝐹𝑛−3𝑥𝑛 ∞

𝑛=3  

พจิารณา 
 𝐹(𝑥) − 𝑥𝐹(𝑥) − 𝑥2𝐹(𝑥) = ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛 − ∑ 𝐹𝑛−1𝑥𝑛 −∞

𝑛=2  ∞
𝑛=1 ∑ 𝐹𝑛−2𝑥𝑛∞

𝑛=3  

                                               = (𝐹1𝑥 + 𝐹2𝑥2) − 𝐹1𝑥2 + ∑ (𝐹𝑛 − 𝐹𝑛−1 − 𝐹𝑛−2)𝑥𝑛∞
𝑛=3  

                                               = 𝑥 
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ดงันัน้   𝐹(𝑥)  =  
𝑥

1−𝑥−𝑥2 

พจิารณา 

𝐹 (
1

𝑥
)  =  

1
𝑥

1 −
1
𝑥

−
1

𝑥2

 =  
𝑥

𝑥2 − 𝑥 − 1
 =  

𝑥

(𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)
 

ดงันัน้ จะไดว้่า 

   𝐹(𝑥)  =  𝐹 (
1

1/𝑥
)  =  

1
𝑥

(
1
𝑥

− 𝛼) (
1
𝑥

− 𝛽)
 =  

𝑥

(1 − 𝛼𝑥)(1 − 𝛽𝑥)
  

                     =   
1

𝛼 − 𝛽
(

1

1 − 𝛼𝑥
−

1

1 − 𝛽𝑥
)            โดยการแยกเศษส่วนยอ่ย 

                             =   
1

√5
(

1

1 − 𝛼𝑥
−

1

1 − 𝛽𝑥
)                                      

จากนัน้ใชส้ตูรอนุกรมเรขาคณติอนนัต ์ จะไดว้่า 

𝐹(𝑥) =
𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
=

1

√5
(∑(𝛼𝑥)𝑛

∞

𝑛=0

− ∑(𝛽𝑥)𝑛

∞

𝑛=0

) = ∑ (
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

√5
) 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                                                                       = ∑ (
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

√5
) 𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

ดงันัน้        𝐹𝑛 =
1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛),           𝑛 = 1, 2, 3, ….                    ตามตอ้งการ   

# 

3. สรปุ 

วธิกีารหาสูตรของบิเนต์ของล าดบัฟีโบนักชีโดยวธิีที่ 1, 2 และ 3 นัน้ใช้
แนวคดิเดยีวกนั เพยีงแต่ใชภ้าษาคนละแบบ กล่าวคอื วธิทีี ่1 นัน้เป็นภาษาทีอ่ยูใ่น
ระดบัมธัยมศกึษา ในขณะทีว่ธิทีี ่ 2 และ 3 เป็นภาษาทีอ่ยู่ในระดบัมหาวทิยาลยัซึง่
เกี่ยวกับเนื้อหาในวิชาพีชคณิตเชิงเส้น นอกจากนี้แนวคิดในวิธีที่ 3 สามารถ
ประยกุตใ์ชก้บัการแกส้มการเชงิอนุพนัธเ์ชงิเสน้ไดด้ว้ย 

ส าหรบัวธิทีี ่4 ทีใ่ช้ความรูเ้รื่องเมทรกิซใ์นระดบัมธัยมศกึษานัน้ จรงิๆแล้ว
เป็นวธิกีารที่เรยีกว่า การท าให้เป็นเมทรกิซ์ทแยงมุม (Diogonalization) ซึ่งเป็น
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หวัขอ้ทีส่ าคญัที่สุดหวัขอ้หนึ่งในวชิาพชีคณิตเชงิเสน้ในระดบัมหาวทิยาลยั ส่วนวธิี
ที ่5 นัน้ใชเ้นื้อหาในวชิา วยิุตคณิต (Discrete Mathematics) ซึง่วธิทีี ่5 นี้นักเรยีน
มธัยมศกึษาตอนปลายสามารถท าความเขา้ใจไดโ้ดยไม่ยากนกั 

จรงิๆ แล้วการหาสูตรของล าดบัฟีโบนักชนีัน้เป็นการแก้สมการเวยีนเกิด
อนัดบัที่สอง ซึ่งแนวคดิในแต่ละวธิขีา้งต้นในบทความนี้สามารถขยายไปสู่การแก้
สมการเวยีนเกดิอนัดบัใดๆ ไดด้ว้ย 

4. แบบฝึกหดัท้ำยบทควำม 

เหมอืนกับที่ผ่านมา ก าหนดให้  𝛼 =
1+√5

2
, 𝛽 =

1−√5

2
  และ (𝐹𝑛)𝑛=1

∞  แทน
ล าดบัฟิโบนกัชใีนระบบจ านวนจรงิ (ยกเวน้ขอ้ 4) 

1. ก าหนดให ้𝑥 เป็นจ านวนจรงิใดๆ ซึง่  𝑥2 = 𝑥 + 1 

i) จงพสิจูน์ว่า  𝑥𝑛 = 𝐹𝑛𝑥 + 𝐹𝑛−1  ทุก 𝑥 = 2, 3, … 

ii) จงแสดงว่า  𝛼𝑛 = 𝐹𝑛𝛼 + 𝐹𝑛−1  และ   𝛽𝑛 = 𝐹𝑛𝛽 + 𝐹𝑛−1 

iii) จงใช ้ขอ้ ii พสิจูน์ว่า  𝐹𝑛 =
1

√5
(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛),        𝑛 = 1,2,3, … 

(วธิกีารหาสูตรของบิเนต์ของแบบฝึกหดัข้อที่ 1 คดิค้นโดย Erwin  Just  ซึ่งถูก
ตพีมิพใ์น  Mathematics Magazine, vol. 44 (1971), p. 199) 

2. พจิารณาวธิกีารหาสตูรของบเินตว์ธิทีี ่4 ขา้งตน้ 

i) จงหาสูตรของ (0 1
1 1

)
𝑛

 ในรูปของเมทริกซ์ที่สมาชิกอย่ในรูปของ
ล าดบัฟิโบนกัช ี

ii) โดยการใส่ดเีทอรม์แินนต์ในสูตรที่ได้จากขอ้ i ทัง้สองขา้ง จงแสดงว่า 
𝐹𝑛

2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 = (−1)𝑛+1,            𝑛 = 1, 2, 3, … 

3. บทประยกุตข์องล าดบัฟิโบนกัชใีนวชิาการวเิคราะหเ์ชงิจรงิ 

ก าหนดให ้ 𝑎1 = 1  และ  𝑎𝑛+1 = 1 +
1

𝑎𝑛
  ทุก 𝑛 ∈ ℕ 

i) จงแสดงว่า  𝑎𝑛 =
𝐹𝑛+1

𝐹𝑛
  ทุก  𝑛 ≥ 1 

ii) จงพสิจูน์ว่า (𝑎𝑛)𝑛=1
∞   เป็นล าดบัลู่เขา้ และ  lim

𝑛→∞
𝑎𝑛  =  𝛼 
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(หมายเหตุ:  ในวชิาการวเิคราะห์เชงิจรงิ การที่จะแสดงว่า (𝑎𝑛)𝑛=1
∞    เป็นล าดบัลู่

เข้านัน้ จะท าโดยการพิสูจน์ว่า (𝑎𝑛)𝑛=1
∞   เป็นล าดบัโคชโีดยใช้อสมการ |𝑎𝑛+1 −

𝑎𝑛| ≤
1

2
|𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1|  ส าหรบั 𝑛 ≥ 2 ) 

4. (ระดบัมหาวทิยาลยั) ก าหนดให้ 𝐾 เป็นสนาม (Field) ใดๆ ซึ่งบรรจุราก
ทัง้หมดของพหุนาม  𝑥2 − 𝑥 − 1 

นิยามล าดบัฟิโบนักชี (𝐹𝑛)𝑛=1
∞   ใน 𝐾  โดยให้ 𝐹1 = 𝐹2 = 1 ∈ 𝐾  และ 

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛   เมือ่ 𝑛 =  1, 2, 3, … 

จงหาสตูรบเินตข์องล าดบั  𝐹𝑛 

(ข้อเสนอแนะ: ในกรณีที่ค่าลกัษณะเฉพาะ (Characteristic) ของ K เป็น 5 สูตร
ของบเินตจ์ะแตกต่างจากกรณอีื่นๆ) 

5. (โจทยท์า้ทาย) นิยามล าดบัของจ านวนจรงิ  (𝑎𝑛)𝑛=1
∞   แบบเวยีนเกดิดงันี้ 

𝑎0 = 3, 𝑎1 = 0, 𝑎2 = 2  และ  𝑎𝑛+3 = 𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛  เมือ่ 𝑛 = 0, 1, 2, 3, … 

จงแสดงว่า ถา้ 𝑛 เป็นจ านวนเฉพาะ แลว้  𝑛|𝑎𝑛 

5. กิตติกรรมประกำศ 

ผูเ้ขยีนขอขอบพระคุณผู้ประเมนิบทความทีต่รวจทานความถูกต้องและให้
ขอ้เสนอแนะทีเ่ป็นประโยชน์ท าใหบ้ทความนี้มคีวามถูกตอ้งและสมบรูณ์มากขึน้ 
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