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บทคัดย่อ 

ในบทความน้ีได้นําเสนอแนวคิดของก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงและไอดีล

ทางซ้าย (ขวา) วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปย่อยเกือบทางซ้ายและมีการตรวจสอบสมบัติต่าง ๆ 

ของสิ่งที่กล่าวมาข้างต้น นอกจากน้ียังได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของไอดีลทางซ้าย (ขวา) วิภัช

นัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย 

คําสําคญั:  ก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย ก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วง  

ไอดีลทางซ้าย (ขวา) วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วง ก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้าย 
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ABSTRACT 

In this paper, the notions of interval valued bipolar-valued fuzzy left almost 
subsemigroups and interval valued bipolar-valued fuzzy left (right) ideals of left almost 
semigroups are investigated. Moreover, we give some characterization theorems of 

interval valued bipolar-valued fuzzy left (right) ideals of left almost semigroups. 
Keywords: Left almost semigroups, Interval valued bipolar-valued fuzzy left almost 

subsemigroups, Interval valued bipolar-valued fuzzy left (right) ideal,  

Left almost subsemigroups 

1. บทนํา 

ในปี ค.ศ. 1965 Zadeh [13] ได้แนะนําแนวคิดของเซตย่อยวิภัชนัย μ  ของเซตไม่ว่าง S  

กล่าวคือฟังก์ชัน : [0,1]Sμ →  เมื่อ [0,1]  เป็นช่วงปิดใน \  ในทศวรรษที่ผ่านมาได้มีการศึกษา 

ค้นคว้าและพัฒนาเซตย่อยวิภัชนัยกันอย่างแพร่หลาย โดยโครงสร้างเซตย่อยวิภัชนัยได้เริ่มต้นในการ

พัฒนาอย่างเป็นระบบในงานวิจัยของ Rosenfeld [9] ในปี ค.ศ. 1971 ต่อมาในปี ค.ศ. 1994 Zhang 

[15] ได้เสนอแนวคิดของเซตย่อยวิภัชนัยสองขั้ว ในปี ค.ศ. 2019 Arulmozhi และคณะ [2] ได้

แนะนําแนวความคิดของไอดีลวิภัชนัยสองขั้ว � �( , )η δ  ค่าช่วง (interval valued � �( , )η δ  bipolar 
fuzzy ideal) , ไบ-ไอดีล (bi-ideal) , ไอดีลภายใน ( interior ideal) และไอดีลวิภัชนัยสองขั้ว  

( ( , )q∈ ∈∨ -bipolar fuzzy ideal) ใน Γ -ก่ึงกรุปอันดับ 

ในปี ค.ศ. 2012 Yaqoob [10] ได้แนะนําแนวคิดของก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่า

สองขั้วในกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย นอกจากน้ีได้ศึกษาสมบัติบางประการของไอดีล (ทางขวา, ไบ-, 

ภายใน) ทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้ว (bipolar-valued fuzzy left (right, bi-, interior) ideal) ของกึ่ง

กรุปเกือบทางซ้าย นอกจากน้ี Faisal และคณะ [5] ได้แนะนําแนวคิดของฟัซซิฟิเคชันค่าสองขั้วใน  

AG-กรุปพอยด์อันดับ ในปี ค.ศ. 2012 Aslam และคณะ [4] ได้นําเสนอแนวความคิดของเซตย่อย

วิภัชนัยสองขั้วในก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย นอกจากน้ีได้อธิบายลักษณะเฉพาะบางประการของไอดีล 

(ทางขวา) ทางซ้ายวิภัชนัยสองขั้วของก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย ในปี ค.ศ. 2013 Khan และคณะ [7] ได้

ให้แนวคิดของก่ึงกรุปเกือบทางซ้ายอันดับวิภัชนัยค่าช่วงและได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของกึ่ง

กรุปเกือบทางซ้ายอันดับปกติภายใน (intra-regular ordered LA-semigroup) ในพจน์ของไอดีล 
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(ทางขวา) ทางซ้ายวิภัชนัยค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบทางซ้ายอันดับ นอกจากน้ี Yaqoob และคณะ [10 

- 12] ได้แนะนําแนวคิดของก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าช่วง ไอดีลทางซ้าย ไอดีลทางขวา

และไบ-ไอดีลในกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย แนวคิดของเซตวิภัชนัยสหัชญาณนิยมค่าช่วง (interval valued 

intuitionistic fuzzy set) ในก่ึงกรุปเกือบทางซ้ายถูกนําเสนอโดย Yaqoob ในปี ค .ศ . 2013 

นอกจากน้ีได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของกึ่งกรุปเกือบทางซ้ายปรกติในพจน์ของไอดีลทางซ้าย
วิภัชนัยสหัชญาณนิยมค่าช่วง ในปี ค.ศ. 2014 Abdullah และคณะ [1] ได้นําเสนอแนวความคิดของ

ไอดีลวิภัชนัย ( , )α β  ค่าช่วงในกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย 

ในบทความน้ีได้ศึกษาพัฒนาขยายแนวความคิดของเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วและเซตย่อยวิภัช

นัยค่าช่วงในกึ่งกรุปเกือบทางซ้ายตามแนวทางของ Yaqoob [10 - 11] และตามแนวทางของ 

Yaqoob และคณะ [12] นอกจากน้ีได้ตรวจสอบสมบัติต่าง ๆ ของกึ่งกรุปเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่า

สองขั้วค่าช่วงและไอดีลทางซ้าย (ขวา) วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย ย่ิงไปกว่า

น้ันยังได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของไอดีลทางซ้าย (ขวา) วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของก่ึงกรุป

เกือบทางซ้าย 

2. ความรู้พืน้ฐาน 

ในหัวข้อน้ีเราได้ศึกษาบทนิยามและผลลัพธ์บางอย่างที่จําเป็นสําหรับวัตถุประสงค์และการศึกษา

ในหัวข้อต่อไปของเรา 

บทนิยาม 2.1 [6] กําหนดให้ S  เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่าง จะเรียก S  ว่า ก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย (left 

almost semigroup) ถ้ามีฟังก์ชัน :S S S⋅ × →  โดยที่ ( , )a b ab6  สําหรับทุก ,a b S∈  และมี

สมบัติ  ( ) ( )ab c cb a=  สําหรับทุก  , ,a b c S∈  เรียกสมบัติ น้ี ว่า  อินเวอร์ทีปทางซ้าย  (left 

invertive) 

บทต้ัง 2.2 [6] กําหนดให้ S  เป็นก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย แล้ว ( )( ) ( )( )ab cd ac bd=  สําหรับทุก 

, , ,a b c d S∈   
กําหนดให้ S  เป็นก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย จะเรียก S  ว่ามีสมบัติเอกลักษณ์ทางซ้าย (left 

identity) ถ้ามี e S∈  ซึ่งทําให้ ea a=  สําหรับทุก a  ใน S  และจะเรียก “ e ” ว่า เอกลักษณ์

ทางซ้าย (left identity) 
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บทต้ัง 2.3 [8] กําหนดให้ S  เป็นก่ึงกรุปเกือบทางซ้ายที่มีเอกลักษณ์ทางซ้าย แล้ว ( ) ( )a bc b ac=

( ) ( )a bc b ac= สําหรับทุก , ,a b c S∈  

บท ต้ั ง  2. 4  [8] กํ าหนดใ ห้  S  เ ป็น ก่ึ งกรุ ป เ กื อบทางซ้ า ยที่ มี เ อกลั กษณ์ทา งซ้ าย  แล้ ว 
( )( ) ( )( )ab cd dc ba=  สําหรับทุก , , ,a b c d S∈  

กําหนดให้ S  เป็นก่ึงกรุปเกือบทางซ้ายและ A S∅≠ ⊆  จะเรียก A  ว่า ก่ึงกรุปย่อยเกือบ
ทางซ้าย (left almost subsemigroup) ถ้า ab A∈  สําหรับทุก ,a b A∈  และให้ I S∅≠ ⊆  

จะเรียก I  ว่า ไอดีลทางซ้าย (left ideal) ของ S  ถ้า SI I⊆  จะเรียก I  ว่า ไอดีลทางขวา 

(right ideal) ของ S  ถ้า IS I⊆  และจะเรียก I  ว่า ไอดีล (ideal) ของ S  ถ้า I  เป็นทั้งไอดีล

ทางซ้ายและทางขวา  

ต่ อ ไ ป เ ร า กํ า ห น ด ใ ห้  [0, 1]a∈   แ ล ะ  [ 1, 0]a− ∈ −   เ ร า นิ ย า ม  � [ , ]a a a− +∈   แ ล ะ 
j [ , ]a a a− +− ∈ − −  เมื่อ 0 1a a− +≤ ≤ ≤  และ 1 0a a− +− ≤ − ≤ − ≤  ตามลําดับ 

นอกจากน้ีเรายังกําหนดให้ [0, 1]D  และ [ 1, 0]D −  แทนเซตของช่วงย่อยปิด (closed 

subintervals) ทั้งหมดของ [0, 1] และ [ 1, 0]−  ตามลําดับ น่ันคือ �{ }[0, 1] : [0, 1]D a a= ∈  และ 
j{ }[ 1, 0] : [ 1, 0]D a a− = − − ∈ −  ต่อไปเราจะนิยามการดําเนินการ “⊆ ”, “= ”, “⊂ ”, “∩” และ 

“∪” บน [0, 1] ( [ 1, 0])D D −  ดังน้ี 

1. �a b⊆ �  ก็ต่อเมื่อ a b− −≤  และ a b+ +≤  (j ja b− ⊆ −  ก็ต่อเมื่อ a b− −− ≤ −  และ a b+ +− ≤ − ) 

2. �a b= �  ก็ต่อเมื่อ a b− −=  และ a b+ +=  (j ja b− = −  ก็ต่อเมื่อ a b− −− = −  และ a b+ +− = − ) 

3. �a b⊂ �  ก็ต่อเมื่อ a b− −<  และ a b+ +<  (j ja b− ⊂ −  ก็ต่อเมื่อ a b− −− < −  และ a b+ +− < − ) 

4. � ,a b a b a b− − + +⎡ ⎤∩ = ∧ ∧⎣ ⎦
�  j j( ),a b a b a b− − + +⎡ ⎤− ∩ − = − ∧− − ∧−⎣ ⎦  

5. � ,a b a b a b− − + +⎡ ⎤∪ = ∨ ∨⎣ ⎦
�  j j( ),a b a b a b− − + +⎡ ⎤− ∪ − = − ∨− − ∨−⎣ ⎦  

6. � ,a a a+ −⎡ ⎤− = − −⎣ ⎦  

สําหรับทุก � j j( ), [0, 1] , [ 1, 0]a b D a b D∈ − − ∈ −�  นอกจากน้ีความรู้พ้ืนฐานอ่ืน ๆ ที่เก่ียวข้องกับเซต

ย่อยวิภัชนัยค่าช่วงผู้ที่สนใจสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้ [1, 3, 12]  

ข้อสังเกต จากบทนิยามข้างต้นเห็นได้ชัดเจนว่าสําหรับทุก �, [0, 1]a b D∈�  จะได้ว่า �a b⊆ �  ก็ต่อเมื่อ
�b a− ⊆ −�  
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เซตย่อยวิภัชนัยค่าช่วง (interval valued fuzzy subset) iμ  ของเซต S  เป็นฟังก์ชันจาก 

S  ไป [0, 1]D  [14] และสําหรับทุกเซตย่อยวิภัชนัยค่าช่วง iμ  และ v�  ของ S  จะกล่าวว่า i vμ ⊆ �   

ถ้า i( ) ( )x v xμ ⊆ �  สําหรับทุก x S∈  ต่อไปเราจะนิยามเซตย่อยวิภัชนัยค่าช่วง i vμ ∩ �  และ i vμ ∪ �

ของ S  ดังน้ี 
i i( )( ) ( ) ( )v x x v xμ μ∩ = ∩� �

 และ i i( )( ) ( ) ( )v x x v xμ μ∪ = ∪� �  

สําหรับทุก x S∈  โดยทั่ว ๆ ไปแล้ว ถ้า i iμ  เป็นเซตย่อยวิภัชนัยค่าช่วงของ S  สําหรับทุก i I∈  

แล้ว i
i

i I
μ

∈
∩  และ i

i
i I
μ

∈
∪  จะนิยามโดย 

i( ) i( ) ( )i i
i I i I

x xμ μ
∈ ∈

=∩ ∩  และ i( ) i( ) ( )i i
i I i I

x xμ μ
∈ ∈

=∪ ∪  

3. ผลการวิจัย 

ในหัวข้อต่อไปน้ีเราจะแนะนําแนวความคิดของเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของก่ึงกรุปเกือบ

ทางซ้าย นอกจากน้ีได้ตรวจสอบสมบัติต่าง ๆ ของกึ่งกรุปเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงและ

ไอดีลทางซ้าย (ขวา) วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย โดยเริ่มต้นจากการกําหนดบท

นิยามของเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วง ดังน้ี  

บทนิยาม 3.1 เซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วง (interval valued bipolar-valued fuzzy 

subset) iμ  ของกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย S  นิยามโดย  
i j j{ }( , ( ), ( )) :x x x x Sμ μ μ+ −= ∈  

โดยที่ j : [0, 1]S Dμ+ →  และ j : [ 1, 0]S Dμ− → −  

ข้อสังเกต จากบทนิยาม 3.1 เห็นได้ชัดเจนว่า ถ้า j( ) [0, 0]f x− =  สําหรับทุก x S∈  แล้ว 
i j j{ }( , ( ), ( )) :f x f x f x x S+ −= ∈

 
จะเป็นเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย S  
ข้อตกลง  

1. เ พ่ือความสะดวกในบทความน้ีจะเขียนแทน i j j{ }( , ( ), ( )) :x x x x Sμ μ μ+ −= ∈  ด้วย 

i j j( , )μ μ μ+ −=  ย่ิงไปกว่าน้ัน i : [ 1, 1]S Dμ → −  เมื่อ [ 1, 1]D −  แทนเซตของช่วงย่อยปิดทั้งหมด
ของ [ 1, 1]−   
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2. จะนิยามเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วง i j j( , )+ −Θ= Θ Θ  ในก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย S  คือ 
j( ) [1, 1]x+Θ =  และ j( ) [ 1, 1]x−Θ = − −  สําหรับทุก x S∈  

บทนิยาม 3.2 กําหนดให้ S  เป็นก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย i j j( , )μ μ μ+ −=  และ j i( , )v v v+ −=�  เป็นเซต

ย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  ผลคูณ (product) ของ iμ  กับ v�  เขียนแทนด้วย i vμ �:  

นิยามโดย  

j j
j j( )( ) ( ) ; ,

( )( )
[0, 0] ;
x yz

y z y z S x yz
x

x yz

μ ν
μ ν

+ +

+ +
=

⎧ ∩ ∈ =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

D
∪

 

และ 

j j
j j( )( ) ( ) ; ,

( )( )
[0, 0] ;
x yz

y z y z S x yz
x

x yz

μ ν
μ ν

− −

− −
=

⎧ ∪ ∈ =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

D
∩

 

ทฤษฎีบท 3.3 ถ้า i j j j i( , ), ( , )v v vμ μ μ+ − + −= =�  และ i j j( , )ω ωω + −=  เป็นเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้ว

ค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย S  แล้ว i( ) i i( ) iv vμ ω ω μ=� �: : : :  

บทพิสูจน์ เริ่มต้นจะแสดงว่า j j j j j j( ) ( )v vμ ω ω μ+ + + + + +⊆D D D D  
ให้ x S∈  โดยบทนิยามผลคูณจะได้ว่า 

j j j( ) j j( ) j

j j( ) j( )
j j( ) j( )

j j( ) j

j j j( )
j j j( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

x yz y ab

x ab z

x zb a

x zb a zb cd

x wa

v x a v b z

a v b z

z v b a

c v d a

v w a

v x

μ ω μ ω

μ ω

ω μ

ω μ

ω μ

ω μ

+ + + + + +

= =

+ + +

=

+ + +

=

+ + +

= =

+ + +

=

+ + +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⊆ ∩ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= ∩ ∩

= ∩ ∩

⎛ ⎞⎛ ⎞
⊆ ∩ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= ∩

=

D D

D

D D

∪ ∪

∪

∪

∪ ∪

∪

 

กรณีอ่ืน ๆ

เมื่อ โดยที่

กรณีอ่ืน ๆ

เมื่อ โดยที่
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จึ งสรุปไ ด้ ว่า  j j( ) j j j( ) jv vμ ω ω μ+ + + + + +⊆D D D D  ในทํ านองเ ดียว กันเราสามารถแสดงไ ด้ ว่า 

j j j j j j( ) ( )v vω μ μ ω+ + + + + +⊆D D D D  น่ันคือ j j j j j j( ) ( )v vμ ω ω μ+ + + + + +=D D D D   

ต่อไปจะแสดงว่า j i j j i j( ) ( )v vμ ω ω μ− − − − − −⊇D D D D  

กําหนดให้ x S∈  พิจารณา 

j i j( ) j i( ) j

j i( ) j( )
j i( ) j( )

j i( ) j

j i j( )
j i j( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

x yz y ab

x ab z

x zb a

x zb a zb cd

x wa

v x a v b z

a v b z

z v b a

c v d a

v w a

v x

μ ω μ ω

μ ω

ω μ

ω μ

ω μ

ω μ

− − − − − −

= =

− − −

=

− − −

=

− − −

= =

− − −

=

− − −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⊇ ∪ ∪⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= ∪ ∪

= ∪ ∪

⎛ ⎞⎛ ⎞
⊇ ∪ ∪⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= ∪

=

D D

D

D D

∩ ∩

∩

∩

∩ ∩

∩

 

จึ งสรุป ไ ด้ ว่ า  j i j j i j( ) ( )v vμ ω ω μ− − − − − −⊇D D D D  ในทํ านอง เ ดียว กันเราสามารถแสดงได้ ว่ า 
j i j j i j( ) ( )v vμ ω ω μ− − − − − −⊆D D D D  จึงได้ว่า j i j j i j( ) ( )v vμ ω ω μ− − − − − −=D D D D  จากที่กล่าวมาสามารถ

สรุปได้ว่า i �( ) i i �( ) iμ ν ω ω ν μ=: : : :         

ข้อสังเกต กําหนดให้ i( )F S  คือ เซตของทุกเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบ

ทางซ้าย S  โดยทฤษฎีบท 3.3 จะได้ว่า i( )( ),F S :  เป็นก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย 

ทฤษฎีบท 3.4 ถ้า i j j j i i j j( , ), ( , ), ( , )v v vμ μ μ ω ω ω+ − + − + −= = =�  และ � j j( , )ξ ξ ξ+ −=  เป็นเซตย่อย
วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงในกึ่งกรุปเกือบทางซ้ายที่มีเอกลักษณ์ทางซ้าย S  แล้ว 

1. i i( ) i i( )v vμ ω μ ω=� �: : : :  

2. i( ) i �( ) � i( ) i( )v vμ ω ξ ξ ω μ=� �: : : : : :  

บทพิสูจน์ สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกันกับบทพิสูจน์ของทฤษฎีบท 3.3    
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บทนิยาม 3.5 กําหนดให้ i j j( , )μ μ μ+ −=  เป็นเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบ

ทางซ้าย S  จะเรียก i j j( , )μ μ μ+ −=  ว่า ก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วง 
(interval valued bipolar-valued fuzzy left almost subsemigroup) ของ S  ถ้า  

j j j( ) ( ) ( )xy x yμ μ μ+ + +⊇ ∩  และ j j j( ) ( ) ( )xy x yμ μ μ− − −⊆ ∪  
สําหรับทุก ,x y S∈  

บทนิยาม 3.6 กําหนดให้ i j j( , )μ μ μ+ −=  เป็นเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบ

ทางซ้าย S  จะเรียก i j j( , )μ μ μ+ −=  ว่า ไอดีลทางซ้าย [ขวา] วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วง (interval 
valued bipolar-valued fuzzy left [right] ideal) ของ S  ถ้า  

j j j j( ) ( ) ( ) ( )xy y xy xμ μ μ μ+ + + +⎡ ⎤⊇ ⊇⎣ ⎦  และ j j j j( ) ( ) ( ) ( )xy y xy xμ μ μ μ− − − −⎡ ⎤⊆ ⊆⎣ ⎦   

สําหรับทุก ,x y S∈  และถ้า i j j( , )μ μ μ+ −=  เป็นทั้งไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงและไอดีล

ทางขวาวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S แล้วจะเรียก i j j( , )μ μ μ+ −=  ว่า ไอดีลวิภัชนัยค่าสองขั้วค่า

ช่วง (interval valued bipolar-valued fuzzy ideal) ของ S  

ข้อสังเกต จากบทนิยาม 3.6 เห็นได้ชัดเจนว่า i j j( , )μ μ μ+ −=  เป็นไอดีลวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ

ก่ึงกรุปเกือบทางซ้าย S  ถ้า j j j( ) ( ) ( )xy x yμ μ μ+ + +⊇ ∪  และ j j j( ) ( ) ( )xy x yμ μ μ− − −⊆ ∩  สําหรับ
ทุก ,x y S∈  และทุกไอดีลทางซ้าย (ขวา) วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  จะเป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบ

ทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  เสมอ  

ทฤษฎีบท 3.7 ถ้า i j j( , )μ μ μ+ −=  เป็นเซตย่อยวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบทางซ้ายมี
เอกลักษณ์ทางซ้าย S  แล้วข้อความต่อไปน้ีเป็นจริงเสมอ  

1. i j j( , )μ μ μ+ −= เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  ก็ต่อเมื่อ 
j j jμ μ μ+ + +⊆D  และ j j jμ μ μ− − −⊆ D  

2. i j j( , )μ μ μ+ −=  เป็นไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  ก็ต่อเมื่อ j j jμ μ+ + +Θ ⊆D   

และ j j jμ μ− − −⊆ Θ D   

3. i j j( , )μ μ μ+ −=  เป็นไอดีลทางขวาวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  ก็ต่อเมื่อ j j jμ μ+ + +Θ ⊆D   

และ j j jμ μ− − −⊆ ΘD  
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4 .  i j j( , )μ μμ + −=  เ ป็นไอดีล วิ ภัชนัยค่ าสองขั้ วค่ า ช่วงของ  S  ก็ ต่อเมื่ อ  j j j,μ μ+ + +Θ ⊆D  
j j j,μ μ− − −⊆ Θ D  j j jμ μ+ + +Θ ⊆D  และ j j jμ μ− − −⊆ ΘD  
บทพิสูจน์  

1. สมมติให้ i j j( , )μ μμ + −=  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S   

ให้ x S∈  พิจารณา 
j j( ) j j( ) j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x yz x yz

x y z yz xμ μ μ μ μ μ− − − − − −

= =

⊇ ∪ ⊇ =D ∩ ∩  

ดังน้ัน j j jμ μ μ− − −⊆ D  ในการแสดงว่า j j jμ μ μ+ + +⊆D  ก็สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกัน 

สมมติให้ j j jμ μ μ+ + +⊆D  และ j j jμ μ μ− − −⊆ D  ให้ ,x y S∈  พิจารณา 
j j j( ) j j( ) j j( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

xy ab

xy xy a b x yμ μ μ μ μ μ μ− − − − − − −

=

⊆ = ∪ ⊆ ∪D ∩  

ดังน้ัน j j j( ) ( ) ( )xy x yμ μ μ− − −⊆ ∪  

ในการแสดงว่า j j j( ) ( ) ( )xy x yμ μ μ+ + +⊇ ∩  ก็สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกัน โดยบทนิยาม 3.5  

จะได้ว่า i j j( , )μ μμ + −=  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  

2. สมมติให้ i j j( , )μ μμ + −=  เป็นไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  

ให้ x S∈  ถ้า j( ) [0, 0]xμ− =  แล้ว j j j( ) ( )( )x xμ μ− − −⊇ Θ D  พิจารณา 
j j j j( ) j( ) j

j j

( )( ) ( ) ( ) [ 1, 1] ( ) ( )

( ) ( )

x yz x yz x yz

x yz

x y z z z

yz x

μ μ μ μ

μ μ

− − − − − −

= = =

− −

=

Θ ⊇ Θ ∪ = − − ∪ =

⊇ =

D ∩ ∩ ∩

∩
 

ดังน้ัน j j jμ μ− − −⊆ Θ D  ในการแสดงว่า j j jμ μ+ + +Θ ⊆D  ก็สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกัน 

สมมติให้ j j jμ μ+ + +Θ ⊆D  และ j j jμ μ− − −⊆ Θ D  ให้ ,x y S∈  พิจารณา 
j j j j j( ) j j

j j

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ 1, 1] ( ) ( )

xy ab

xy xy a b x y

y y

μ μ μ μ

μ μ

− − − − − − −

=

− −

⊆ Θ = Θ ∪ ⊆Θ ∪

= − − ∪ =

D ∩
 

ดังน้ัน j j( ) ( )xy yμ μ− −⊆   



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 64 เล่มที่ 698 พฤษภาคม – สิงหาคม 2562 

29 

ในการแสดงว่า j j( ) ( )xy yμ μ+ +⊇  ก็สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกัน โดยบทนิยาม 3.6 จะได้ว่า 
i j j( , )μ μμ + −=  เป็นไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของS 

3. สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกันกับข้อ 2 

4. เป็นผลมาจากข้อ 2 และข้อ 3         

ทฤษฎีบท 3.8 ถ้า S  เป็นก่ึงกรุปเกือบทางซ้ายที่มีเอกลักษณ์ทางซ้าย แล้ว i i iΘ Θ=Θ:  
บทพิสูจน์ เห็นได้ชัดเจนว่า x ex=  สําหรับทุก x S∈  เมื่อ e  เป็นเอกลักษณ์ทางซ้ายของ S  ดังน้ัน 

j j j j( ) j j( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [1, 1]
x ex

x e x e x+ + + + + +

=

Θ Θ = Θ ∩Θ ⊇Θ ∩Θ =D ∪  

น่ันคือ j j j( )( ) ( )x x+ + +Θ Θ = ΘD  สําหรับทุก x S∈  พิจารณา 
j j j j( ) j j( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ 1, 1]

x ex

x e x e x− − − − − −

=

Θ Θ = Θ ∪Θ ⊆Θ ∪Θ = − −D ∩  

สําหรับทุก x S∈  

แสดงว่า j j j( )( ) ( )x x− − −Θ Θ = ΘD  สําหรับทุก x S∈  จึงสามารถสรุปได้ว่า i i iΘ Θ=Θ:    

ทฤษฎีบท 3.9 กําหนดให้ i i, [0, 1]Dα β∈  ซึ่ง i iβ α⊆  และให้ i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นเซตย่อย

วิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบทางซ้าย S  นิยามโดย  

i
ik i

i
;

( )
;

A

x A
x

x A
α
β

α
μ

β
+

⎧ ∈⎪=⎨
∉⎪⎩

 

และ 

i
ik i

i
;

( )
;

A

x A
x

x A
α
β

α
μ

β
−

⎧− ∈⎪=⎨
− ∉⎪⎩

 

จะได้ว่าข้อความต่อไปน้ีเป็นจริงเสมอ 

1. A  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายของ S  ก็ต่อเมื่อ i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบ

ทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  

2. A  เป็นไอดีลทางซ้ายของ S  ก็ต่อเมื่อ i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยค่าสอง

ขั้วค่าช่วงของ S  
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3. A  เป็นไอดีลทางขวาของ S ก็ต่อเมื่อ i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นไอดีลทางขวาวิภัชนัยค่าสอง

ขั้วค่าช่วงของ S 

4. A  เป็นไอดีลของ S  ก็ต่อเมื่อ i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นไอดีลวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  

พิสูจน์  

1. สมมติให้ A  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายของ S  

ให้ ,x y S∈  

ถ้า x A∉  หรือ y A∉  แล้ว i
ik i( )A xα
β μ β− = −  หรือ i

ik i( )A yα
β μ β− = −  

ดังน้ัน i
ik i

i
ik

i
ik( ) ( ) ( )A A Axy x yα α α

β β βμ β μ μ− − −⊆ − = ∪  

ถ้า x A∈  และ y A∈  แล้ว xy A∈  จึงทําให้ได้ว่า i
ik i( )A xyα
β μ α− = −   

ดังน้ัน i
ik i i i

i
ik

i
ik( ) ( ) ( )A A Axy x yα α α

β β βμ α α α μ μ− − −= − = − ∪− = ∪   

จึงสรุปได้ว่า i
ik

i
ik

i
ik( ) ( ) ( )A A Axy x yα α α

β β βμ μ μ− − −⊆ ∪  

ในการแสดงว่า i
ik

i
ik

i
ik( ) ( ) ( )A A Axy x yα α α

β β βμ μ μ+ + +⊇ ∩  ก็สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกัน จากที่กล่าวมา

สามารถสรุปได้ว่า i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  

สมมติให้ i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  

ให้ ,x y A∈  พิจารณา i
ik

i
ik

i
ik i i i( ) ( ) ( )A A Axy x yα α α

β β βμ μ μ α α α− − −⊆ ∪ = − ∪− = −   

น่ันคือ i
ik i( )A xyα
β μ α− = −  ดังน้ัน xy A∈  จึงสรุปได้ว่า A  เป็นก่ึงกรุปย่อยเกือบทางซ้ายของ S  

2. สมมติให้ A  เป็นไอดีลทางซ้ายของ S  

ให้ ,x y S∈  

ถ้า x A∉  แล้ว i
ik i( )A xα
β μ β− = −  ดังน้ัน i

ik i
i
ik( ) ( )A Axy yα α

β βμ β μ− −⊆ − =  

ถ้า x A∈  แล้ว xy A∈  ทําให้ได้ว่า i
ik i( )A xyα
β μ α− = −  ดังน้ัน i

ik i
i
ik( ) ( )A Axy yα α

β βμ α μ− −= − ⊆   

จึงทําให้สามารถสรุปได้ว่า i
ik

i
ik( ) ( )A Axy yα α

β βμ μ− −⊆  

ในการแสดงว่า i
ik

i
ik( ) ( )A Axy yα α

β βμ μ+ −⊇  ก็สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกัน จากที่กล่าวสามารถสรุป

ได้ว่า i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  
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สมมติให้ i
ik

i
ik

i
ik( , )A A A

α α α
β β βμ μ μ+ −=  เป็นไอดีลทางซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วค่าช่วงของ S  

ให้ ,x A s S∈ ∈  เน่ืองจาก i
ik

i
ik i( ) ( )A Asx xα α

β βμ μ α− −⊆ = −  น่ันคือ i
ik i( )A sxα
β μ α− = −  ดังน้ัน sx A∈  

จึงสรุปได้ว่า A  เป็นไอดีลทางซ้ายของ S  

3. สามารถแสดงได้ในทํานองเดียวกันกับข้อ 2 

4. เป็นผลมาจากข้อ 2 และข้อ 3         

ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 3.9 เห็นได้ชัดเจนว่า k i1
0 Sμ =Θ
�
�  
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