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บทคัดย่อ 

ในบทความนี้จะศึกษาสมบัติของกราฟเคย์เลย์ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ของผลคูณตรงของ
กรุปวัฏจักรสองกรุป เมื่อ 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนนับใด ๆ ที่ไม่เท่ากับ 1 โดยมุ่งเน้นไปที่การเป็นกราฟ
เชื่อมโยง พร้อมทั้งหาเงื่อนไขที่ท าให้กราฟดังกล่าวเป็นกราฟแฮมิลตันและกราฟออยเลอร์ 
ค าส าคัญ:  กราฟเคย์เลย์ กราฟแฮมิลตัน กราฟออยเลอร์ ผลคูณเทนเซอร์ 

ABSTRACT 
In this paper, we study properties of Cayley graphs 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) of  

direct product between two cyclic groups where 𝑚 and 𝑛 are natural numbers which 
are not 1 emphasising their connectivity. Moreover, we find conditions to make them 
be Hamiltonian and Eulerian. 
Keywords:  Cayley graph, Hamilton graph, Euler graph, Tensor product 
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1.  บทน า 
ก าหนดให้ 𝑛 เป็นจ านวนนับที่มากกว่า 1 และ ℤ𝑛 แทนเซตของจ านวนเต็มมอดุโล 𝑛 และ  

𝑈𝑛 เป็นเซตของยูนิต (สมาชิกท่ีมีตัวผกผันการคูณใน ℤ𝑛) ทั้งหมดใน ℤ𝑛  
กราฟเคย์เลย์ยูนิตของ ℤ𝑛 เขียนแทนด้วย 𝐺𝑛 คือกราฟที่มีจุดยอดเป็นสมาชิกใน ℤ𝑛 และจุดยอด 

𝑢 และจุดยอด 𝑣 จะประชิดกันก็ต่อเมื่อ 𝑢 − 𝑣 ∈ 𝑈𝑛 เช่นในกรณีที่ 𝑛 = 4 จะได้ ℤ4 = {0,1,2,3} 
และ 𝑈4 = {1,3} ดังนั้น จุดยอด 1 ประชิดกับจุดยอด 2 และจุดยอด 4 แต่ไม่ประชิดกับจุดยอด 3 
รูปกราฟท่ีได้คือ 𝐶4 นอกจากนี้ รูปที่ 1.1 แสดงกราฟของเคย์เลย์ยูนิตที่มีอันดับตั้งแต่ 2 ถึง 10 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1 กราฟเคย์เลย์ยูนิตที่มีอันดับตั้งแต่ 2 ถึง 10 

ส าหรับงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับกราฟเคย์เลย์ยูนิตนั้นมีอยู่มากมาย ในบทความนี้มุ่งเน้นไปที่สมบัติ
พ้ืนฐานและสมบัติที่เกี่ยวข้องกับความเชื่อมโยงที่แสดงใน Megan [1] ในเรื่อง The structure of 
unitary Cayley graphs บางส่วนของทฤษฎีบทที่ใช้อ้างอิงในบทความนี้ขอแสดงไว้ ณ ที่นี ้

ทฤษฎีบท 1.1 [1] กราฟ 𝐺𝑛 เป็นกราฟปกติท่ีทุกจุดยอดมีดีกรีเท่ากับ 𝜙(𝑛) ทุกจ านวนนับ 𝑛 ที่มีค่า
มากกว่า 1 (เมื่อ 𝜙(𝑛) คือ ฟังก์ชันฟีออยเลอร์ของ 𝑛) 

ทฤษฎีบท 1.2 [1] กราฟ 𝐺𝑛 เป็นกราฟเชื่อมโยงทุกค่า 𝑛 

ทฤษฎีบท 1.3 กราฟ 𝐺𝑛 เป็นกราฟสองส่วน ก็ต่อเมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ 
บทพิสูจน์ ก าหนดให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ ดังนั้นจึงได้ว่าทุกจ านวนเต็มคู่ 𝑢 ตัวหารร่วมมากระหว่าง 𝑢 
และ 𝑛 ไม่ใช่ 1 เป็นผลท าให้ 𝑢 ไม่เป็นสมาชิกใน 𝑈𝑛 หรือพูดอีกอย่างได้ว่า สมาชิกทุกตัวใน 𝑈𝑛 ต้อง
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เป็นจ านวนเต็มคี่ เป็นผลท าให้จุดยอดสองจุดที่ประชิดกันต้องเป็นจุดยอดที่มีความเป็นคู่และคี่ที่
ต่างกัน ดังนั้นเมื่อแบ่ง ℤ𝑛 ออกเป็นส่วนของจ านวนเต็มคู่และส่วนของจ านวนเต็มค่ี จะได้ว่าจุดยอดใน
ส่วนเดียวกันจะไม่ประชิดกันและท าให้ 𝐺𝑛 เป็นกราฟสองส่วน 

ต่อไปสมมติให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ ดังนั้นเห็นได้ชัดว่า 1,2 ∈ 𝑈𝑛 จะเห็นได้ว่า 0 ประชิดกับจุด 1 
และ 2 และเช่นเดียวกัน 1 ประชิดกับ 2 จึงท าให ้𝐺𝑛 มี 𝐶3 เป็นกราฟย่อยและไม่เป็นกราฟสองส่วน  

  

ขอปิดท้ายในบทน านี้ด้วยการกล่าวถึงกราฟเคย์เลย์ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ของผลคูณตรง
ของกรุปวัฏจักรสองกรุป ก่อนอ่ืนจะกล่าวถึงกรุปที่เกิดจากผลคูณตรงระหว่างกรุปวัฏจักรสองกรุป 
ℤ𝑚 × ℤ𝑛 ที่มีการด าเนินการบวก นิยามโดย (𝑥, 𝑦) + (𝑎, 𝑏) = (𝑥 + 𝑎, 𝑦 + 𝑏) ทุก 𝑥, 𝑎 ∈ ℤ𝑚 และ 
𝑦, 𝑏 ∈ ℤ𝑛 เอกลักษณ์การบวกเป็น  (0,0) และตัวผกผันการบวกของ  (𝑥, 𝑦) คือ −(𝑥, 𝑦) =

(−𝑥, −𝑦) กราฟเคย์เลย์ของ ℤ𝑚 × ℤ𝑛 บนเซต 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 เขียนแทนด้วย 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) 

คือกราฟที่มีจุดยอดเป็นสมาชิกใน ℤ𝑚 × ℤ𝑛 และจุดยอด (𝑢1, 𝑣1) ประชิดกับจุดยอด (𝑢2, 𝑣2) ก็
ต่อเมื่อ (𝑢1, 𝑣1) − (𝑢2, 𝑣2) ∈ 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 

ตัวอย่างเช่น 𝐶𝑎𝑦(ℤ2 × ℤ3, 𝑈2 × 𝑈3) เป็นกราฟอันดับ 6 ที่ดีกรีของจุดยอดทุกจุดเท่ากับ 2 
ดังนั้นจ านวนเส้นเชื่อมเท่ากับ 6 เส้น สามารถแสดงได้ดังรูปที ่1.2 

รูปที่ 1.2 กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ2 × ℤ3, 𝑈2 × 𝑈3) 

ในหัวข้อถัดไปจะกล่าวถึงสมบัติของกราฟเคย์เลย์ของกรุป ℤ𝑚 × ℤ𝑛 บนเซตของยูนิต 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 
โดยศึกษาลักษณะ ความเชื่อมโยง การเป็นกราฟออยเลอร์ และการเป็นกราฟแฮมิลตัน ส่วนพ้ืน
ฐานความรู้ทางด้านทฤษฎีกราฟยึดตามหนังสือของ Douglas [2] และพ้ืนฐานทางด้านพีชคณิต
นามธรรมยึดตามหนังสือของ Dummit and Foote [3] 
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2.  การเป็นกราฟเชื่อมโยงของ 𝑪𝒂𝒚(ℤ𝒎 × ℤ𝒏, 𝑼𝒎 × 𝑼𝒏) 
ขอเริ่มโดยการกล่าวถึงสมบัติพ้ืนฐานของ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ได้แก่ จ านวนจุดยอด 

จ านวนเส้น และดีกรีของจุดยอด เห็นได้ชัดว่าจุดยอด (𝑥, 𝑦) ในกราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) จะ
ประชิดกับจุดยอด (𝑢𝑚 + 𝑥, 𝑢𝑛 + 𝑦) เสมอทุก 𝑢𝑚 ∈ 𝑈𝑚, 𝑢𝑛 ∈ 𝑈𝑛 ดังนั้นจึงได้ว่าดีกรีของจุดยอด
ใด ๆ ย่อมเท่ากันเสมอ นั้นคือ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟปกต ิ

ทฤษฎีบท 2.1 ก าหนดให้ 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนนับที่มีค่ามากกว่า 1 จะได้ว่า  
กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟปกติท่ีมีดีกรีเท่ากับ 𝜙(𝑚)𝜙(𝑛) 
บทพิสูจน์ จากที่กล่าวไว้ตอนต้นว่า (𝑥, 𝑦) จะประชิดกับจุดยอด (𝑢𝑚 + 𝑥, 𝑢𝑛 + 𝑦) เสมอทุก 
𝑢𝑚 ∈ 𝑈𝑚, 𝑢𝑛 ∈ 𝑈𝑛 เพราะฉะนั้นดีกรีของทุกจุดใน 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) มีค่าเท่ากันโดย
เท่ากับขนาดของ 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 ซึ่งมีค่าเท่ากับ 𝜙(𝑚)𝜙(𝑛)  
ดังนั้นสรุปได้ว่ากราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟปกติท่ีมีดีกรีเท่ากับ 𝜙(𝑚)𝜙(𝑛)  

บทแทรก 2.2 กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) มีอันดับและขนาดเท่ากับ 𝑚𝑛 และ 
1

2
𝑚𝑛𝜙(𝑚)𝜙(𝑛) ตามล าดับ 

บทพิสูจน์ จ านวนจุดยอดเป็นผลโดยตรงจากบทนิยามของกราฟเคย์เลย์ ส่วนจ านวนเส้นนั้นหาได้จาก
ทฤษฎีบทที ่2.1              

 ต่อไปจะขอกล่าวถึงตัวด าเนินการบนกราฟที่ชื่อว่า ผลคูณเทนเซอร์  
ก าหนด 𝐺1 และ 𝐺2 เป็นกราฟ ผลคูณเทนเซอร์ (tensor product) ระหว่าง 𝐺1 และ 𝐺2 คือ 
กราฟที่มีเซตของจุดยอดเป็น 𝐺1 × 𝐺2 และจุดยอด (𝑢1, 𝑣1) กับจุดยอด (𝑢2, 𝑣2) จะประชิดกัน ก็
ต่อเมื่อ จุดยอด 𝑢1 ประชิดกับจุดยอด 𝑢2 ใน 𝐺1 และจุดยอด 𝑣1 ประชิดกับจุดยอด 𝑣2 ใน 𝐺2 เมื่อ
พิจารณาผลคูณเทนเซอร์ระหว่าง 𝐶4 และ 𝐾2 จะได้ผลลัพธ์ดังรูปที่ 2.1 
 ในปี  ค.ศ.1963 Weichsel [4] ได้น าเสนองานวิจัยที่มีชื่อว่า  The Kronecker product of 
graphs ซึ่งเป็นอีกชื่อหนึ่งของ Tensor product นั่นเอง ในงานวิจัยได้กล่าวถึงสมบัติการเป็นกราฟ
เชื่อมโยงไว้ดังนี้ 
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รูปที่ 2.1 ผลคูณเทนเซอร์ระหว่าง 𝐶4 และ 𝐾2 

ทฤษฎีบท 2.3 [4] ก าหนดให้ 𝐺 และ 𝐻 เป็นกราฟเชื่อมโยง จะได้ว่าผลคูณเทนเซอร์ระหว่าง 𝐺 และ 
𝐻 เป็นกราฟเชื่อมโยง ก็ต่อเมื่อ หนึ่งในกราฟนั้นไม่เป็นกราฟสองส่วน (มีวงคี่เป็นกราฟย่อย) 

 เมื่อพิจาณาผลคูณเทนเซอร์ในรูปที่ 2.1 พบว่า ทั้ง 𝐶4 และ 𝐾2 ต่างก็เป็นกราฟสองส่วน จึงท าให้ 
𝐶4 × 𝐾2 ไม่เป็นกราฟเชื่อมโยง และมีทั้งหมด 2 ส่วนประกอบ ซึ่งเป็นไปตามทฤษฎีบทของ Weichsel 
[4] เช่นเดียวกันในทฤษฎีบทที่ 2.4 

ทฤษฎีบท 2.4 [4] ถ้า 𝐺 และ 𝐻 เป็นกราฟเชื่อมโยงที่ไม่มีวงคี่เป็นกราฟย่อย แล้ว 𝐺 × 𝐻 เป็นกราฟ
ไม่เชื่อมโยงและมี 2 ส่วนประกอบ 

 ในปี ค.ศ. 1997 Sylvain [5] ได้ศึกษาสมบัติการเป็นกราฟแฮมิลตันของกราฟผลคูณเทนเซอร์ ใน
งานตีพิมพ์ที่มีชื่อว่า Hamiltonicity of cross product of two Hamiltonain graphs เขาได้ให้
เงื่อนไขการเป็นกราฟแฮมิลตันของกราฟผลคูณเทนเซอร์ซึ่งผู้วิจัยจะน ามาอ้างถึง 

บทตั้ง 2.5 [5] ก าหนดให้ 𝐺 และ 𝐻 เป็นกราฟแฮมิลตันที่มีอันดับเท่ากับ 𝑚 และ 𝑛 ตามล าดับ 
ถ้า 𝑚 และ 𝑛 ไม่เป็นจ านวนเต็มคู่ท้ังคู ่จะได้ว่าผลคูณเทนเซอร์ระหว่าง 𝐺 และ 𝐻 เป็นกราฟแฮมิลตัน 

 จากบทนิยามและตัวอย่างท าให้เห็นได้ว่า เงื่อนไขที่ท าให้จุดยอด (𝑢1, 𝑣1) ประชิดกับจุดยอด 
(𝑢2, 𝑣2) นั้นคือจุดยอด 𝑢1, 𝑢2 ต้องประชิดกันใน 𝐺𝑚 และจุดยอด 𝑣1, 𝑣2 ต้องประชิดกันใน 𝐺𝑛 
นั่นเอง ซึ่งสอดคล้องกับการประชิดกันของสองจุดในกราฟผลคูณเทนเซอร์  จึงท าให้เราได้ลักษณะ
ทั่วไปของกราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 2.6 ก าหนด 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนนับที่มีค่ามากกว่า 1 จะได้ว่า  
𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ≡ 𝐺𝑚 × 𝐺𝑛 
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บทพิสูจน์ เห็นได้ชัดว่าเซตของจุดยอดของ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) และ 𝐺𝑚 × 𝐺𝑛 เท่ากับ 
ℤ𝑚 × ℤ𝑛 ต่อไปจะแสดงว่าเซตของเส้นทั้งคู่ เท่ากัน  โดยการสมมติ 𝑎, 𝑥 ∈ ℤ𝑚 และ 𝑏, 𝑦 ∈ ℤ𝑛  
เพ่ือความสะดวกจะใช้สัญลักษณ์ 𝐺 แทนกราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) 

(𝑎, 𝑏)(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸(𝐺) ↔ (𝑎, 𝑏) − (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 
            ↔ (𝑎 − 𝑥, 𝑏 − 𝑦) ∈ 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 
            ↔ 𝑎 − 𝑥 ∈ 𝑈𝑚 ∧ 𝑏 − 𝑦 ∈ 𝑈𝑛 
            ↔ 𝑎𝑥 ∈ 𝐸(𝐺𝑚) ∧ 𝑏𝑦 ∈ 𝐸(𝐺𝑛) 
            ↔ (𝑎, 𝑏)(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸(𝐺𝑚 × 𝐺𝑛) 

จึงสรุปได้ว่า 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ≡ 𝐺𝑚 × 𝐺𝑛   

 จากทฤษฎีบทที่ 2.6 ท าให้สามารถศึกษาสมบัติของ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) โดยการศึกษา
สมบัติของ 𝐺𝑚 × 𝐺𝑛 เริ่มต้นจากเงื่อนไขที่ท าให้กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟเชื่อมโยง 
โดยการอ้างอิงทฤษฎีบทที่ 2.3 และ 2.6 

ทฤษฎีบท 2.7 กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟเชื่อมโยง ก็ต่อเมื่อ 𝑚 หรือ 𝑛 เป็น
จ านวนนับคี่ 
บทพิสูจน์ สมมติว่าทั้ง 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนนับคู่ จากทฤษฎีบทที่ 1.2 และ 1.3 สรุปได้ว่าทั้ง 𝐺𝑚 
และ 𝐺𝑛 เป็นกราฟเชื่อมโยง และเป็นกราฟสองส่วน จึงเป็นผลท าให้ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ≡

𝐺𝑚 × 𝐺𝑛 ไม่เป็นกราฟเชื่อมโยง จากทฤษฎีบทที ่2.3  
ในทางกลับกันสมมติ  𝑚 เป็นจ านวนนับคี่  ดังนั้น 𝐺𝑚 ไม่เป็นกราฟสองส่วน และท าให้  

𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ≡ 𝐺𝑚 × 𝐺𝑛 เป็นกราฟเชื่อมโยง      

3.  การเป็นกราฟออยเลอร์และการเป็นกราฟแฮมิลตันของ 𝑪𝒂𝒚(ℤ𝒎 × ℤ𝒏, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) 
 ส าหรับกราฟ 𝐺 ใด ๆ จะเรียก 𝐺 ว่า กราฟออยเลอร์ เมื่อกราฟ 𝐺 มีวงจร (circuit) ที่บรรจุทุก
เส้นเชื่อมของ 𝐺 ในนั้น ซึ่งลักษณะของกราฟออยเลอร์ถูกแสดงในทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.1 [2] กราฟ 𝐺 เป็นกราฟออยเลอร์ ก็ต่อเมื่อ 𝐺 เป็นกราฟเชื่อมโยงที่จุดทุกจุดใน 𝐺 มี
ดีกรีเป็นจ านวนเต็มคู่ 

 ต่อไปเป็นเงื่อนไขของการเป็นกราฟออยเลอร์ของ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) 

ทฤษฎีบท 3.2 กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟออยเลอร์ ก็ต่อเมื่อ 𝑚 หรือ 𝑛 เป็น
จ านวนนับคี่ 
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บทพิสูจน์ จากทฤษฎีบทที่ 2.7 เห็นได้ว่า 𝑚 หรือ 𝑛 เป็นจ านวนนับคี่ เป็นเงื่อนไขจ าเป็นของการเป็น
กราฟเชื่อมโยง ดังนั้น จึงเป็นเงื่อนไขจ าเป็นของการเป็นกราฟออยเลอร์ด้วยเช่นกัน ต่อไปจะแสดงว่า 
𝑚 หรือ 𝑛 เป็นจ านวนนับคี่ เป็นเงื่อนไขเพียงพอที่จะสรุปว่า 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟ
ออยเลอร์ โดยสมมติ 𝑚 เป็นจ านวนนับคี่ที่มากกว่าหรือเท่ากับ 3 ดังนั้น 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) 

เป็นกราฟเชื่อมโยง จากที่ทราบอยู่แล้วว่า 𝜙(𝑚) เป็นจ านวนเต็มคู่เสมอ เพราะฉะนั้นดีกรีของจุดใน
กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ที่มีค่าเท่ากับ 𝜙(𝑚)𝜙(𝑛) เป็นจ านวนเต็มคู่เสมอ  
จึงสรุปไดว้่า 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟออยเลอร์  

กราฟแฮมิลตัน คือ กราฟที่มีวงบรรจุทุกจุดยอดของกราฟนั้น (spanning cycle) โดยเรียกวง
ดังกล่าวว่า วงแฮมิลตัน (Hamiltonian cycle) กราฟแฮมิลตันที่รู้จักได้แก่ กราฟวง (𝐶𝑛) กราฟแบบ
บริบูรณ ์(𝐾𝑛) เป็นต้น ต่อไปจะแสดงให้เห็นว่ากราฟ 𝐺𝑛 เป็นกราฟแฮมิลตันทุกจ านวนนับ 𝑛 ใด ๆ ที่
มากกว่า 1 

ทฤษฎีบท 3.3 ทุกจ านวนนับ 𝑛 ที่มากกว่า 1 จะได้ว่า กราฟ 𝐺𝑛 เป็นกราฟแฮมิลตัน 
บทพิสูจน์ เนื่องจาก ℤ𝑛 เป็นกรุปวัฏจักรที่มีตัวก่อก าเนิดเป็นสมาชิกใด ๆ ใน 𝑈𝑛  
ดังนั้น {𝑢, 2𝑢, 3𝑢, … , (𝑛 − 1)𝑢, 0} เท่ากับ ℤ𝑛 เมื่อ 𝑢 เป็นสมาชิกใน 𝑈𝑛 และจะพบว่าสองจุดที่อยู่
ติดกันในเซตดังกล่าว มีผลต่างเท่ากับ 𝑢 เพราะฉะนั้นสองจุดนั้นเป็นจุดยอดที่ประชิดกัน จึงสรุปได้ว่า 
{𝑢, 2𝑢, 3𝑢, … , (𝑛 − 1)𝑢, 0} คือเซตของจุดยอดของวง และท าให้ 𝐺𝑛 เป็นกราฟแฮมิลตัน   

 ต่อไปจะแสดงเงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอที่จะท าให้  𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟ 
แฮมิลตัน  

ทฤษฎีบท 3.4 กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟแฮมิลตัน ก็ต่อเมื่อ 𝑚 หรือ 𝑛 เป็น
จ านวนนับคี่ 
บทพิสูจน์ ถ้า 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนนับคู่ ท าให้ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ไม่เป็นกราฟเชื่อมโยง 
นั่นคือ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ไม่เป็นกราฟแฮมิลตัน ดังนั้น 𝑚 หรือ 𝑛 เป็นจ านวนนับคี่ จึงเป็น
เงื่อนไขที่จ าเป็นในการเป็นกราฟแฮมิลตันของ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛)  
ต่อไปสมมติให้ 𝑚 เป็นจ านวนนับคี่ จากทฤษฎีบทที่ 3.3 จะได้ว่าทั้ง 𝐺𝑚 และ 𝐺𝑛 เป็นกราฟแฮมิลตัน 
จากบทตั้งท่ี 2.5 จึงได้ว่า 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) ≡ 𝐺𝑚 × 𝐺𝑛 เป็นกราฟแฮมิลตัน   
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 ในบทความนนี้ ผู้วิจัยได้ศึกษาสมบัติพ้ืนฐาน ความเชื่อมโยงของกราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 ×

𝑈𝑛) โดยเริ่มต้นจากลักษณะของกราฟดังกล่าว จากนั้นได้ศึกษาหาเงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอ
ส าหรับการเป็นกราฟเชื่อมโยง กราฟออยเลอร์ และกราฟแฮมิลตัน ซึ่งทั้งหมดสามารถสรุปได้เป็น
ทฤษฎีบทดังต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.5 ก าหนด 𝑚 และ 𝑛 เป็นจ านวนนับที่มีค่ามากกว่า 1 จะได้ว่าข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน 
1. จ านวนนับ 𝑚 หรือ 𝑛 เป็นจ านวนนับคี่ 
2. กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟเชื่อมโยง 
3. กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟออยเลอร์ 
4. กราฟ 𝐶𝑎𝑦(ℤ𝑚 × ℤ𝑛, 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) เป็นกราฟแฮมิลตัน 
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