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ในตอนที่แล้ว เราได้แนะน าเกี่ยวกับเกมวางเหรียญบนโต๊ะกลม และได้กล่าวถึงปัญหาสามปัญหา

ที่เก่ียวข้อง คือ 
(ก) เราสามารถวางเหรียญลงไปบนโต๊ะที่ก าหนดมาให้ ได้มากที่สุดเป็นจ านวนกี่เหรียญ 
(ข) เหรียญเหรียญหนึ่งสามารถวางติดกับเหรียญอ่ืนพร้อม ๆ กันได้มากท่ีสุดกี่เหรียญ 
(ค) ถ้าเราต้องการที่จะวางเหรียญ เพ่ือกีดกันไม่ให้คนอ่ืนมาวางเหรียญติดกับเหรียญตรงกลาง

ที่ก าหนดมาให้ได้ เราจะต้องใช้เหรียญมาวางกันอย่างน้อยที่สุดกี่เหรียญ 
โดยค าถามแรก ได้น าไปสู่การให้บทนิยามทางคณิตศาสตร์ของค าว่า “บรรจุ” ซึ่งนักคณิตศาสตร์

หลายท่านได้ท าการศึกษาค้นคว้าปัญหาเกี่ยวกับการบรรจุในรูปแบบต่าง ๆ ไม่ว่าจะเป็น การบรรจุรูป
วงกลมที่มีขนาดเท่า ๆ กันหลายรูปลงในรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปหนึ่ง การบรรจุรูปวงกลมที่มีขนาด
แตกต่างกันหลายรูปลงในวงกลมอีกวงหนึ่ง หรือแม้แต่ในสามมิติ ก็มีการศึกษาเกี่ยวกับการบรรจุลูก
บอลหลาย ๆ ลูกลงในกล่องรูปทรงต่าง ๆ เป็นต้น 
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ตอนนี้ เราจะมาพิจารณาอีกสองปัญหาที่เหลือ ซึ่งสองปัญหานี้ จะน าไปสู่การนิยามจ านวนที่
เรียกว่า “จ านวนนิวตัน” (Newton number ) และ “จ านวนตัวบล็อก” (blocking number) 
ตามล าดับ 

1. จ านวนนิวตัน 
หนึ่งในปัญหาที่เราสนใจเกี่ยวกับเกมวางเหรียญก็คือ “เหรียญเหรียญหนึ่งสามารถวางติดกับ

เหรียญเหรียญอ่ืนพร้อม ๆ กันได้มากที่สุดกี่เหรียญ” ซึ่งเราสามารถตอบปัญหานี้ได้ โดยใช้เพียง
ความรู้เรขาคณิตเบื้องต้นเท่านั้น จากรูปที่ 1.1 จะเห็นได้ว่า เหรียญเหรียญหนึ่งจะสามารถวางติดกับ
เหรียญเหรียญอ่ืนได้หกเหรียญพอดี โดยทั้งหกเหรียญวางแนบติดกันโดยไม่มีช่องว่างให้ขยับเขยื้อนได้ 
(ยกเว้นเสียแต่ว่าจะขยับไปพร้อม ๆ กันทั้งหมด) 

 
รูปที่ 1.1 เหรียญเหรียญหนึ่งสามารถวางให้สัมผัสกับเหรียญเหรียญอ่ืนได้เพียง 6 เหรียญเท่านั้น 

ย้อนกลับไปเมื่อปี 1694 Gregory และ Newton ได้ถกเถียงกันถึงปัญหาเกี่ยวกับการสัมผัสกัน
ของทรงกลม โดยปัญหานี้เป็นที่รู้จักกันในชื่อ “ปัญหาทรงกลม 13 รูป” ซ่ึง Newton เชื่อว่าทรงกลม
รูปหนึ่งสามารถสัมผัสกับทรงกลมรูปอ่ืนที่มีขนาดเท่ากันได้มากที่สุด 12 รูป ในขณะที่ Gregory เชื่อ
ว่าน่าจะสัมผัสได้ 13 รูป เพราะ Gregory สังเกตว่าถ้าใช้ทรงกลมเพียง 12 รูปมาสัมผัส ก็จะยังคงมี
ช่องว่างหลงเหลือให้เราขยับเขยื้อนทรงกลมแต่ละรูปได้ ซึ่งทาง Gregory เชื่อว่าอาจจะเป็นไปได้ที่เรา
จะขยับเขยื้อนทรงกลมทั้ง 12 รูปนี้ให้เกิดบริเวณช่องว่างที่จะใส่ทรงกลมรูปที่ 13 เข้าไปได้ 

เป็นระยะเวลานานถึง 200 กว่าปี ที่นักคณิตศาสตร์พยายามค้นหาค าตอบของปัญหา “ทรงกลม 
13 รูป” โดยนักคณิตศาสตร์ท่านหนึ่งที่หลาย ๆ บทความได้อ้างชื่อว่าเป็นผู้แก้ปัญหานี้ได้เป็นคนแรก
ก็คือ Hoppe แต่แท้จริงแล้วการพิสูจน์ของเขาไม่สมบูรณ์ จนกระทั่งในปี 1953 Schütte และ Van 
der Waerden ได้ใช้แนวคิดเก่ียวกับทฤษฎีกราฟแก้ปัญหานี้ได้เป็นคนแรก โดยค าตอบที่ได้คือ 12 ซึ่ง
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ตรงกับจ านวนที่ Newton เชื่อมั่นนั่นเอง และสามปีต่อมา Leech ได้ตีพิมพ์บทความที่มีความยาว
เพียงสองหน้าเกี่ยวกับการพิสูจน์ข้อสรุปดังกล่าว แต่เป็นที่น่าเสียดายว่า บทพิสูจน์นี้มีรายละเอียด
เกี่ยวกับการค านวณอีกหลายขั้นตอนที่ต้องเติมเต็ม หลังจากนั้น ยังคงมีนักคณิตศาสตร์อีกหลายท่าน
ที่ได้ให้บทพิสูจน์ใหม่ ๆ ของปัญหานี้ อาทิ Böröczky, Anstreicher, Ericson, Zinoviev, Hsiang 
และ Musin 

ต่อไป เรามาพิจารณาการสัมผัสของรูปทรงนูน 𝑛 มิติใด ๆ 

บทนิยาม 1.1 ให้ 𝐾 และ 𝐾′ เป็นรูปทรงนูน 𝑛 มิติ เราจะกล่าวว่า 𝐾 สัมผัสกันกับ 𝐾′ ถ้า 𝐾 ∩ 𝐾′ ≠

∅ แต่ 𝐼𝑛𝑡(𝐾) ∩ 𝐼𝑛𝑡(𝐾′) = ∅ 

ให้ 𝐾 เป็นรูปทรงนูน 𝑛 มิติใด ๆ เราจะใช้ 𝛼(𝐾) แทนจ านวนที่มากที่สุดที่เป็นไปได้ของส าเนา
แบบเลื่อนของ 𝐾 ที่สามารถสัมผัสกับ 𝐾 พร้อม ๆ กันได้ (โดยภายในของส าเนาสองอันใด ๆ ต้องไม่
ซ้อนทับกัน) โดยเราจะเรียก 𝛼(𝐾) ว่าจ ำนวนนิวตัน (Newton number) หรือจ ำนวนตัวสัมผัส 
(kissing number) ของ 𝐾 ตัวอย่างเช่น จ านวนนิวตันของวงกลมเท่ากับ 6 และจ านวนนิวตันของทรง
กลมเท่ากับ 12 

ในกรณีสองมิติ Grünbaum ได้ข้อสรุปว่า ส าหรับรูปทรงนูนสองมิติ 𝐾 ใด ๆ 

𝛼(𝐾) = {
8, เมื่อ 𝐾 เป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน
6, กรณีอ่ืน ๆ

 

ส่วนในกรณีท่ีมากกว่าสองมิติขึ้นไป ในปี 1957 Hadwiger ได้พิสูจน์ว่า ในกรณีที่ 𝐾 เป็นรูปทรงนูน 𝑛 
มิติใด ๆ จะต้องมี 𝛼(𝐾) ≤ 3𝑛 − 1 เสมอ ซึ่งอสมการนี้จะเป็นสมการ ก็ต่อเมื่อ 𝐾 เป็นทรงลูกบาศก์
หน้าขนาน (parallelotope)  

 
รูปที่ 1.2 ตัวอย่างของทรงลูกบาศก์หน้าขนานสามมิติ 
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แนวความคิดคร่าว ๆ ของ Hadwiger ในการพิสูจน์อสมการข้างต้นจะถูกแบ่งออกเป็นสอง
ขั้นตอน โดยขั้นตอนแรก Hadwiger พิจารณากรณีที่ 𝐾 เป็นรูปทรงนูนที่สมมาตรเทียบกับจุด
ศูนย์กลาง ซึ่งโดยไม่เสียนัยทั่วไป เราสามารถสมมติว่าจุดศูนย์กลางของ 𝐾 อยู่ที่จุดก าเนิดได้ ในกรณีนี้ 
เราสามารถแสดงได้ไม่ยากว่า ถ้า 𝐾′ เป็นส าเนาแบบเลื่อนขนานของ 𝐾 และ 𝐾′ สัมผัสกับ 𝐾 แล้ว 
𝐾′ ⊂ 3𝐾 โดยในที่นี้ เรานิยาม 𝜆𝐾 = {𝜆𝑣|𝑣 ∈ 𝐾} เมื่อ 𝜆 เป็นจ านวนจริงใด ๆ จากข้อเท็จจริงนี้ เรา
จะสามารถสรุปได้ว่า (พิจารณารูปที่ 1.3) 

(𝛼(𝐾) + 1)|𝐾| ≤ |3𝐾| = 3𝑛|𝐾| 

เมื่อ |𝐾| แทนปริมาตรของ 𝐾 ซึ่งก็จะได้ว่า 𝛼(𝐾) ≤ 3𝑛 − 1 

 
รูปที่ 1.3 แสดงรูป 𝐾′ ทุกรูปที่สัมผัสกับ 𝐾 ซึ่งอยู่ใน 3𝐾 

ขั้นตอนที่สอง ให้ 𝐾 เป็นรูปทรงนูนใด ๆ เรานิยามเซตผลต่ำง (difference set) ของ 𝐾 โดย 
𝐷(𝐾) = {𝑢 − 𝑣|𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾} 

ซึ่งเนื่องจาก 𝐾 เป็นรูปทรงนูน เราจะสามารถแสดงได้ไม่ยากว่า 𝐷(𝐾) จะต้องเป็นรูปทรงนูนที่
สมมาตรเทียบกับจุดศูนย์กลาง (โดยมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดก าเนิด) นอกจากนี้ Hadwiger พิสูจน์ได้ว่า 
𝛼(𝐾) = 𝛼(𝐷(𝐾)) ดังนั้น เมื่อใช้ข้อสรุปจากขั้นตอนที่หนึ่ง เราก็จะได้ทันทีว่า  𝛼(𝐷(𝐾)) = 𝛼(𝐾) ≤

3𝑛 − 1 ส าหรับการพิสูจน์กรณีที่เป็นสมการจะมีความยุ่งยากและซับซ้อนกว่ามาก 
ส าหรับขอบเขตล่างของ 𝛼(𝐾) ในกรณีที่ 𝐾 เป็นรูปทรงนูน 𝑛 มิติใด ๆ Bourgain ได้แสดงว่า 

จะต้องมีค่าคงตัว 𝑐 ซึ่งไม่ข้ึนอยู่กับมิติ 𝑛 ที่ท าให้ 𝛼(𝐾) ≥ 3𝑐𝑛 
การค านวณค่าของ 𝛼(𝐾) ในกรณีที่ก าหนดรูปทรงนูน 𝐾 มาให้รูปหนึ่งนั้น โดยทั่วไปแล้วเป็น

ปัญหาที่ยากมาก ๆ อย่างไรก็ตาม Zong ได้ค้นพบวิธีที่มีประสิทธิภาพในการค านวณหา 𝛼(𝐾) ใน
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กรณีที่  𝐾 เป็นทรงสี่หน้า หรือทรงแปดหน้า โดย Zong ได้ข้อสรุปว่า ในสองกรณีนี้  ต่างก็มี  
𝛼(𝐾) = 18 

 
รูปที่ 1.4 ทรงสี่หน้า (ซ้าย) และทรงแปดหน้า (ขวา) 

มีนักคณิตศาสตร์หลายท่านให้ความสนใจค่าของ 𝛼(𝐾) ในกรณีที่ 𝐾 = 𝐵𝑛 เป็นลูกบอล 𝑛 มิติ
รัศมีหนึ่งหน่วย เช่น ในกรณี 𝑛 = 2 ลูกบอล 𝐵2 คือวงกลมหนึ่งหน่วย และในกรณี 𝑛 = 3 ลูกบอล 
𝐵3 คือทรงกลมหนึ่งหน่วย เป็นต้น ซึ่งจากที่กล่าวไปแล้วในตอนต้น เราทราบแล้วว่า 𝛼(𝐵2) = 6 
และ 𝛼(𝐵3) = 12 ส าหรับกรณีสี่มิติ Musin ได้ข้อสรุปว่า 𝛼(𝐵4) = 24 นอกจากนี้ Levenstein, 
Odlyzko และ Sloane ได้ พิสู จน์ว่ า  𝛼(𝐵8) = 240 และ 𝛼(𝐵24) = 196560 ส าหรับข้อสรุป
เกี่ยวกับกรณีทั่ว ๆ ไป Wyner, Shannon และ Kabatjanski ได้ข้อสรุปว่า 

20.2075…𝑛(1+𝑜(1)) ≤ 𝛼(𝐵𝑛) ≤ 20.401…𝑛(1+𝑜(1)) 

2. จ านวนตัวบล็อก 
ตอนนี้เราย้อนกลับไปที่ค าถามสุดท้ายที่เราถามไว้ในตอนต้นอีกครั้ง นั่นก็คือ “ถ้าเราต้องการที่จะ

วางเหรียญเพ่ือกีดกันไม่ให้คนอ่ืนมาวางเหรียญติดกับเหรียญตรงกลางที่ก าหนดมาให้ได้  เราจะต้องใช้
เหรียญมาวางกันอย่างน้อยที่สุดกี่เหรียญ” พิจารณาการวางตัวของเหรียญในรูปที่ 1.1 เราจะสามารถ
ให้เหตุผลได้ไม่ยากว่า เหรียญสามเหรียญไม่เพียงพอที่จะท าการกีดกันเหรียญอ่ืนไม่ให้มาสัมผัสกับ
เหรียญตรงกลาง แต่จากรูปที่ 2.1 เราจะเห็นได้ว่า เหรียญสี่เหรียญเพียงพอที่จะใช้ในการวางกัน
เหรียญอ่ืนได้ ดังนั้น ค าตอบของค าถามด้านหน้าก็คือ “4 เหรียญ” หรือกล่าวเป็นภาษาคณิตศาสตร์
ได้ว่า “เราต้องใช้ส าเนาแบบเลื่อนของ 𝐵2 จ านวน 4 อันมาวางสัมผัสกับ 𝐵2 เพ่ือกันไม่ให้มีส าเนา
แบบเลื่อนอันอื่น ๆ ของ 𝐵2 มาสัมผัสกับ 𝐵2 ได”้ 



ปัญหาเรขาคณิตกับเกมวางเหรียญ ตอนที่ 2 

18 

 
รูปที่ 2.1 ต้องใช้เหรียญจ านวนสี่เหรียญเพ่ือกันไม่ให้มีเหรียญอ่ืนมาวางติดกับเหรียญตรงกลางได้ 

ในกรณีทั่วไป เราจะใช้ 𝜏(𝐾) แทนจ านวนที่น้อยที่สุดของส าเนาแบบเลื่อนของ 𝐾 ที่ต้องใช้ในการ
วางสัมผัสกับ 𝐾 เพ่ือกีดกันไม่ให้มีส าเนาแบบเลื่อนอันอ่ืน ๆ ของ 𝐾 มาสัมผัสกับ 𝐾 ได้ โดยเราจะ
เรียก 𝜏(𝐾) ว่า “จ ำนวนตัวบล็อกของ 𝐾” ตัวอย่างเช่น 𝜏(𝐵2) = 4 เป็นต้น จากบทนิยาม เราจะเห็น
ได้ไม่ยากว่า 𝜏(𝐾) ≤ 𝛼(𝐾) เสมอ 

ต่อไป เราจะแนะน าอีกปัญหาหนึ่งซึ่งคล้ายคลึงกับปัญหาการบล็อกข้างต้น แต่ก่อนอ่ืน เราจะมา
นิยามค าว่า “การปิดทับ” กันก่อน 

บทนิยาม 2.1 ให้ 𝑆 เป็นสับเซตของ ℝ𝑛 และ 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, … เป็นรูปทรงนูน 𝑛 มิติ เราจะกล่าวว่า 
{𝐾𝑖} เป็นกำรปิดทับ (covering) ของ 𝑆 ถ้า 

𝑆 ⊂ ⋃ 𝐾𝑖

𝑖≥1

 

และในกรณีท่ี 𝐾𝑖 ต่างก็เป็นส าเนาแบบเลื่อนขนานของรูปทรงนูน 𝐾 รูปหนึ่ง เราจะกล่าวว่า {𝐾𝑖} เป็น
กำรปิดทับแบบเลื่อนขนำน (translative covering) ของ 𝑆 ด้วย 𝐾 

ตอนนี้ พิจารณาการปิดทับแบบเลื่อนขนานของรูปทรงนูน 𝐾 ด้วย 𝐼𝑛𝑡(𝐾) เราจะใช้ 𝛾(𝐾) แทน
จ านวนของส าเนาแบบเลื่อนขนานของ 𝐼𝑛𝑡(𝐾) ที่น้อยที่สุดที่เป็นไปได้ที่จะต้องใช้ในการปิดทับ 𝐾 
และเราจะเรียก 𝛾(𝐾) ว่า “จ ำนวนตัวปิดทับ Hadwiger ของ 𝐾” 

พิจารณากรณีท่ี 𝐾 = 𝐼2 เป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส เราจะเห็นได้ไม่ยากว่า ในกรณีนี้ ส าเนาแบบเลื่อน
ขนานของ 𝐼𝑛𝑡(𝐼2) ไม่สามารถปิดทับจุดยอดของ 𝐼2 พร้อมกันสองจุดขึ้นไปได้ ดังนั้น เราจะได้ว่า 
𝛾(𝐼2) ≥ 4 นอกจากนี้ จากรูปที่ 2.2 เราจะเห็นได้ไม่ยากว่า เราสามารถใช้ส าเนาแบบเลื่อนขนานของ 
𝐼𝑛𝑡(𝐼2) เพียงสี่อันเพ่ือปิดทับ 𝐼2 ได้ ดังนั้น 𝛾(𝐼2) = 4  
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รูปที่ 2.2 การปิดทับแบบเลื่อนขนานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 𝐼2 ด้วย 𝐼𝑛𝑡(𝐼2) 

ส าหรับกรณีที่ 𝐾 = 𝐵2 เป็นวงกลม เราจะพบว่าส าเนาของ 𝐼𝑛𝑡(𝐵2) ไม่สามารถปิดทับจุดปลาย
ทั้งสองจุดบนเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม 𝐵2 พร้อม ๆ กันได้ โดยข้อเท็จจริงนี้ เราจะได้ว่า 
𝛾(𝐵2) = 3 

 

 

 

 
ตารางที่ 2.3 การปิดทับแบบเลื่อนขนานของรูปวงกลม 𝐵2 ด้วย 𝐼𝑛𝑡(𝐵2) 

ส าหรับกรณีทั่วไป ในปี 1955 Levi ได้พิสูจน์ว่า ส าหรับรูปทรงนูนสองมิติ 𝐾 ใด ๆ 

𝛾(𝐾) = {
4, 𝐾 เป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน
3, กรณีอ่ืน ๆ

 

หลังจากมีข้อสรุปนี้ออกมาไม่นานนัก ในปี 1957 Hadwiger (รวมถึงในปี 1960 Gohberg และ 
Markus) ก็ได้ตั้งข้อคาดเดาว่า “ส าหรับรูปทรงนูน 𝑛 มิติ 𝐾 ใด ๆ จะต้องมี 𝛾(𝐾) ≤ 2𝑛 และอสมการ
นี้จะเป็นสมการก็ต่อเมื่อ 𝐾 เป็นทรงลูกบาศก์หน้าขนาน”  

ต่อไป เราจะแนะน าอีกรูปแบบหนึ่งของข้อคาดเดาของ Hadwiger ซึ่งถูกแนะน าโดย Boltjansky 
ในปี 1960 
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บทนิยาม 2.2 ก าหนดให้ 𝐾 เป็นรูปทรงนูน 𝑛 มิติใด ๆ และ 𝑝 เป็นจุดในปริภูมิ 𝑛 มิติซึ่งไม่อยู่ใน 𝐾 
ให้ 𝑞 เป็นจุดบนขอบของ 𝐾 เราจะกล่าวว่า 𝑞 สำมำรถโดนจุด 𝑝 ส่องสว่ำงได้ (หรือจุด 𝑝 สามารถส่อง
สว่างจุด 𝑞 ได้) ถ้าเส้นตรงที่ผ่าน 𝑝 และ 𝑞 ตัดกับ 𝐼𝑛𝑡(𝐾) (นั่นคืออินเตอร์เซกกับ 𝐼𝑛𝑡(𝐾) แล้วไม่
เป็นเซตว่าง) แต่ส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่าง 𝑝 กับ 𝑞 ไม่ตัดกับ 𝐼𝑛𝑡(𝐾) 

 
รูปที่ 2.4 จุด 𝑝 ส่องสว่างจุด 𝑦 แต่ไม่ส่องสว่างจุด 𝑥 และจุด 𝑧 

เราจะใช้ 𝜄(𝐾) แทนจ านวนของจุดภายนอก 𝐾 ที่น้อยที่สุดที่เป็นไปได้ที่สามารถใช้ในการส่อง
สว่างจุดขอบทุกจุดของ 𝐾 ได้ และจะเรียก 𝜄(𝐾) ว่า “จ ำนวนจุดส่องสว่ำงของ 𝐾” 

ถ้าดูผิวเผินจากบทนิยาม เราอาจจะรู้สึกว่า “จ านวนจุดส่องสว่าง” กับ “จ านวนตัวปิดทับ” ไม่
น่าจะมีความเกี่ยวข้องอะไรกันมากนัก แต่ในความเป็นจริงแล้ว Boltjansky ได้ข้อสรุปที่น่าทึ่งว่า ใน
กรณีท่ี 𝐾 เป็นรูปทรงนูนใด ๆ แล้ว 𝜄(𝐾) = 𝛾(𝐾) ดังนั้น ถ้าเราใช้ “จ านวนจุดส่องสว่าง 𝜄(𝐾)” แทน 
“จ านวนตัวปิดทับ 𝛾(𝐾)” เราก็จะได้ข้อคาดเดาอีกรูปแบบหนึ่งของข้อคาดเดาของ Hadwiger 

ตอนนี้กลับมาที่ “จ านวนตัวบล็อก 𝜏(𝐾)” ซึ่งเราได้นิยามไว้ในตอนต้นอีกครั้ง ที่จริงแล้ว 
แนวความคิดของ “จ านวนตัวบล็อก” เกิดขึ้นในปี 1995 ซึ่ง Zong ได้น าแนวคิดเกี่ยวกับตัวบล็อกมา
ใช้ในการศึกษาข้อคาดเดาของ Hadwiger 

Zong ได้ใช้แนวความคิดคล้าย ๆ กับที่ใช้ในบทพิสูจน์ของ 𝛼(𝐾) ≤ 3𝑛 − 1 ในการศึกษาสมบัติ
ของจ านวนตัวบล็อก 𝜏(𝐾) โดยเขาได้ค้นพบว่า 𝜏(𝐾) = 𝜏(𝐷(𝐾)) (ซึ่งเราได้เคยกล่าวไปแล้วว่า เซต
ผลต่าง 𝐷(𝐾) จะต้องสมมาตรเทียบกับจุดศูนย์กลางเสมอ) หลังจากนั้น เขาได้ท าการศึกษา 𝜏(𝐾) ใน
กรณีที่ 𝐾 เป็นรูปที่สมมาตรเทียบกับจุดศูนย์กลาง ซึ่งเขาได้ข้อสรุปว่า ถ้า 𝐶 เป็นรูปทรงนูน 𝑛 มิติซึ่ง
สมมาตรเทียบกับจุดศูนย์กลาง แล้ว 𝛾(𝐶) ≤ 𝜏(𝐶) นอกจากนี้ ส าหรับกรณีของรูปทรงนูนสองมิติ 𝐾 
ใด ๆ เขายังได้ด้วยว่า 𝜏(𝐾) = 4 เสมอ 
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การค านวณค่าของ 𝜏(𝐾) เมื่อก าหนดรูปทรงนูน 𝐾 รูปหนึ่งมาให้นั้น โดยทั่วไปแล้วเป็นเรื่องที่
ยากมาก ๆ อย่างไรก็ตาม ส าหรับกรณีที่ 𝐾 = 𝑃 เป็นทรงลูกบาศก์หน้าขนาน 𝑛 มิติ Zong ได้แสดงว่า 
𝜏(𝑃) = 2𝑛 และในกรณีท่ี 𝐾 เป็นทรงสี่หน้า หรือรูปทรงแปดหน้า เขาได้ว่า 𝜏(𝐾) = 6 

กรณีที่ 𝐾 = 𝐵𝑛 เป็นลูกบอล 𝑛 มิติหนึ่งหน่วย เราได้กล่าวไปแล้วในตอนต้นว่า 𝜏(𝐵2) = 4 
ส าหรับกรณีที่ 𝑛 ≥ 3 Dalla, Larman, Mani-Levitska และ Zong ได้แสดงว่า 𝜏(𝐵3) = 6 และ 
𝜏(𝐵4) = 9 นอกจากนี้ Zong ยังได้ข้อสรุปอีกว่า 

𝜏(𝐵𝑛) ≥ 20.2075…𝑛(1+𝑜(1)) 

และเนื่องจาก เรามี 𝜏(𝐾) ≤ 𝛼(𝐾) ดังนั้น 
𝛼(𝐵𝑛) ≥ 20.2075…𝑛(1+𝑜(1)) 

ซึ่งตรงกับข้อสรุปของ Wyner และ Shannon ที่กล่าวไว้ในหัวข้อที่แล้ว นอกจากนี้ ในปี 1996 Zong 
ยังค้นพบปรากฏการณ์ที่น่าประหลาดใจคือ เราสามารถหารูปทรงนูน 𝑛 มิติ 𝐶 ซ่ึง 

𝛼(𝐶) ≥ 2𝑛 > 𝛼(𝐵𝑛) 

แต่ว่า 
𝜏(𝐶) ≤ 2𝑛 < 20.2075…𝑛(1+𝑜(1)) ≤ 𝜏(𝐵𝑛) 

นั่นหมายความว่าจ านวนนิวตันของ 𝐶 มากกว่าของ 𝐵𝑛 แต่ว่าจ านวนตัวบล็อกของ 𝐶 กลับน้อยกว่า 
𝐵𝑛 หรือพูดง่าย ๆ ก็คือ 𝐶 สามารถสัมผัสกับตัวรอบข้างได้มากกว่า 𝐵𝑛 แต่ว่าเวลาจะบล็อก กลับใช้
จ านวนตัวที่น้อยกว่า ซึ่งเป็นข้อเท็จจริงที่ขัดกับความรู้สึกอย่างมาก 

จากข้อสรุปต่าง ๆ ข้างต้น Zong ได้ตั้งข้อคาดเดาเกี่ยวกับจ านวนตัวบล็อกในกรณีทั่วไปไว้ว่า 
“ส าหรับรูปทรงนูน 𝑛 มิติ 𝐾 ใด ๆ จะต้องสอดคล้อง 2𝑛 ≤ 𝜏(𝐾) ≤ 2𝑛” 

เนื่องจาก Zong ได้แสดงแล้วว่า ในกรณีที่ 𝐾 = 𝐶 เป็นรูปทรงนูนซึ่งสมมาตรเทียบกับจุด
ศูนย์กลาง จะต้องมี 𝛾(𝐶) ≤ 𝜏(𝐶) เสมอ ดังนั้น ถ้าข้อคาดเดาของ Zong เป็นจริง เราก็จะได้ทันทีว่า 
ข้อคาดเดาของ Hadwiger เป็นจริง ส าหรับรูปทรงนูนที่สมมาตรเทียบกับจุดศูนย์กลางใด ๆ 

3. สรุป 
จากที่กล่าวมาทั้งหมด เราได้เห็นแล้วว่า ปัญหาง่าย ๆ อย่างเกมวางเหรียญสามารถน าเราไปสู่

ข้อสรุปและทฤษฎีบททางเรขาคณิตที่น่าสนใจหลายอย่างด้วยกัน ซึ่งในบทความนี้ เราได้ศึกษา
เกี่ยวกับบทนิยามของ “การบรรจุ” “การปิดทับ” “จ านวนนิวตันหรือจ านวนตัวสัมผัส” “จ านวนตัว
บล็อก” และ “จ านวนจุดส่องสว่าง” รวมไปถึงข้อสรุปต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้อง อีกทั้งเรายังได้เห็นถึง
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ปรากฏการณ์ทางเรขาคณิตบางอย่างที่น่าประหลาดใจ อย่างเช่น “การที่จ านวนตัวสัมผัสมีค่ามากกว่า
ไม่ได้หมายความว่าจ านวนตัวบล็อกจะต้องมากกว่า” และนี่ท าให้เราตระหนักได้ถึงความยากของ
การศึกษาปัญหาเหล่านี้ ผู้เขียนหวังเป็นอย่างยิ่งว่า บทความนี้จะท าให้ผู้อ่านเห็นถึงความสวยงามของ
คณิตศาสตร์ และเป็นแรงบันดาลใจให้ผู้อ่านหันมาหลงรักในคณิตศาสตร์กันมากข้ึน  

กิตติกรรมประกาศ 
บทความนี้ขออุทิศแด่ศาสตราจารย์ Zong ผู้ซึ่งเป็นผู้ให้ค าแนะน าและความช่วยเหลือแก่ข้าพเจ้า

ในแทบทุกด้าน ขณะที่ข้าพเจ้าศึกษาอยู่ ณ มหาวิทยาลัยปักก่ิง 
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