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บทคัดย่อ 

ในบทความนี้จะน าเสนอเงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอส าหรับการบรรจุรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่า 
มุมเท่าที่มีความยาวด้าน 𝑎 หน่วย ลงในรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมาย 𝐴𝐵𝐶 ที่มี 𝐴𝐵̂𝐶 เป็นมุมฉาก
และมีด้านประกอบมุมฉากท่ีสั้นกว่าคือ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  ซึ่งยาว 𝑐 หน่วย โดยไดผ้ลการศึกษาดังนี้  

1) ถ้า 𝐴𝐶̂𝐵 = 𝛼 ≤ 54° แล้วจะสามารถใส่รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าลงในรูปสามเหลี่ยม 
มุมฉากเป้าหมาย 𝐴𝐵𝐶 ได ้ก็ต่อเมื่อ 𝑎 ≤

𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° sin 𝛼+cos 18° sec 𝛼
 

2) ถ้า 𝐴𝐶̂𝐵 = 𝛼 > 54° แล้วจะสามารถใส่รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าลงในรูปสามเหลี่ยม 
มุมฉากเป้าหมาย 𝐴𝐵𝐶 ได ้ก็ต่อเมื่อ 𝑎 ≤

𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼+sin 36∘ tan 𝛼+cos 36° 
 

ค าส าคัญ:  รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า การบรรจุ  
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ABSTRACT 
In this paper, we present necessary and sufficient conditions for fitting a regular 

pentagon which each side has the length 𝑎 into the target right triangle 𝐴𝐵𝐶 with the 
right angle 𝐴𝐵̂𝐶 and the shorter leg, 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , has the length 𝑐. We get the result as follows 

1) If 𝐴𝐶̂𝐵 = 𝛼 ≤ 54° then the regular pentagon can be fitted in the target 
triangle 𝐴𝐵𝐶 if and only if ≤ 𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° sin 𝛼+cos 18° sec 𝛼
 . 

2) if 𝐴𝐶̂𝐵 = 𝛼 > 54° then the regular pentagon can be fitted in the target 
triangle 𝐴𝐵𝐶 if and only if 𝑎 ≤

𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼+sin 36∘ tan 𝛼+cos 36° . 
Keywords:  Right triangle, Regular pentagon, Fitting 

1. บทน า 
การบรรจุรูปเรขาคณิตลงในรูปเรขาคณิตอีกรูปหนึ่งได้ศึกษาโดยนักคณิตศาสตร์หลายท่านด้วย

เหตุผลที่มีประโยชน์ในเชิงการประยุกต์ที่สามารถใช้แก้ปัญหาในชีวิตประจ าวันมากมาย ไม่ว่าจะเป็น
ปัญหาการบรรจุสิ่งของ หรือปัญหาการหาค่าสูงสุด-ต่ าสุด ปัญหาทั่วไปของการศึกษาดังกล่าวได้มีการ
แนะน าโดย Wetzel [2] ส าหรับปัญหาการบรรจุรูปเรขาคณิตลงในรูปสามเหลี่ยมได้มีการน ามา
พิจารณาครั้งแรกโดย Sullivan [4] ซึ่งพูดถึงรูปทั่วไปของการบรรจุรูปเรขาคณิตลงในรูปสามเหลี่ยม 

ในปี ค.ศ.2007 Jepson และ Vulpe [3] ได้เริ่มศึกษากรณีเฉพาะของปัญหาของ Wetzel และ 
Sullivan โดยสนใจเงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอส าหรับการบรรจุรูปสามเหลี่ยมมุมฉากลงในรูป
สามเหลี่ยมมุมฉากอีกรูปหนึ่ง ซึ่งผลการศึกษานี้สามารถสรุปได้เป็นทฤษฎีบท ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 1.1 [3] รูปสามเหลี่ยมมุมฉากเริ่มต้นที่มีด้านประกอบมุมฉากยาว 𝑎 และ 𝑏 (𝑎 ≤  𝑏) จะ
สามารถบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมายที่มีด้านประกอบมุมฉากยาว 𝑐 และ 𝑑 (𝑐 ≤  𝑑) 

ได ้ก็ต่อเมื่อ 

(ก) 𝑎 ≤ 𝑐 และ 𝑏 ≤ 𝑑 หรือ 

(ข) 𝑎 > 𝑐 และ 𝑏 ≤
𝑎𝑐(𝑑−√𝑎2−𝑐2)

𝑐2+𝑑√𝑎2−𝑐2
 หรือ 

(ค) 𝑏 > 𝑑 และ 𝑎 ≤
𝑏𝑑(𝑐−√𝑏2−𝑑2)

𝑑2+𝑐√𝑏2−𝑑2
 

จากความน่าสนใจของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ที่สามารถน าความรู้ทางตรีโกณมิติเบื้องต้นมาใช้ใน
การแก้ปัญหาการใส่รูปเรขาคณิตอีกรูปหนึ่งลงไปได้ โดยในปี ค.ศ. 2017 เมทา [1] ได้ศึกษาเงื่อนไขที่
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จ าเป็นและเพียงพอส าหรับการบรรจุรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า และรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสลงในรูปสามเหลี่ยม
มุมฉากเป้าหมาย โดยมีผลการศึกษาดังนี้ 

ทฤษฎีบท 1.2 [1] ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มี 𝐴𝐵̂𝐶 เป็นมุมฉาก และ 

𝑐 = |𝐵𝐶̅̅ ̅̅ | ≤ |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | = 𝑑 ถ้า 𝐴𝐶̂𝐵 =  𝛼 แล้ว รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ยาวด้านละ  𝑎 จะถูกบรรจุลงใน 

∆𝐴𝐵𝐶 ได้ ก็ต่อเมื่อ 𝑎 ≤
𝑐 tan 𝛼

1+tan 𝛼
 

ทฤษฎีบท 1.3 [1] ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมี 𝐴𝐵̂𝐶 เป็นมุมฉาก และ 

𝑐 = |𝐵𝐶̅̅ ̅̅ | ≤ |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | = 𝑑 ถ้า 𝐴𝐶̂𝐵 = 𝛼 ≤ 60° แล้วรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าท่ียาวด้านละ 𝑎 จะถูกบรรจุ
ลงใน ∆𝐴𝐵𝐶 ได้ ก็ต่อเมื่อ 𝑎 ≤

2𝑐 sin 𝛼

√3
 

ทฤษฎีบท 1.4 [1] ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มี 𝐴𝐵̂𝐶 เป็นมุมฉาก และ 
𝑐 = |𝐵𝐶̅̅ ̅̅ | ≤ |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | = 𝑑 ถ้า 𝐴𝐶̂𝐵 = 𝛼 > 60° แล้วรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าที่ยาวด้านละ 𝑎 จะถูกบรรจุ
ลงใน ∆𝐴𝐵𝐶 ได้ ก็ต่อเมื่อ 𝑎 ≤

2𝑐 

cos 𝛼+√3 sin 𝛼
 

ในบทความนี้ผู้เขียนจะน าเสนอค าตอบบางส่วนของปัญหาของ Wetzel และ Sullivan ที่ถามไว้
ใน [4] โดยในหัวข้อที่ 2 จะแสดงสมบัติส าคัญที่จ าเป็นต้องใช้ในการพิสูจน์ และในหัวข้อที่ 3 จะได้ให้
เงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอส าหรับการบรรจุรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าลงในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก
เป้าหมาย เนื่องด้วยเนื้อหาส่วนใหญ่ของบทความนี้เป็นการประยุกต์ใช้ความรู้เบื้องต้นทางเรขาคณิต
และฟังก์ชันตรีโกณมิติพ้ืนฐานในการอธิบาย ผู้เขียนจึงขอยกสมบัติดังกล่าวขึ้นมาใช้เลยโดยไม่แสดง
การพิสูจน์ 

2. ความรู้พื้นฐาน 
ในหัวข้อนี้ได้รวบรวมบทนิยาม และสมบัติต่าง ๆ ที่จ าเป็นต้องใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลักใน

หัวข้อ 3 ดังนี้ 

บทนิยาม 2.1 ให้ 𝑃 และ 𝑇 เป็นรูปเรขาคณิตใด ๆ เรากล่าวว่า 𝑃 สามารถ บรรจุ ลงใน 𝑇 ได้ ถ้าเรา
สามารถหมุนหรือเลื่อนขนาน 𝑃 จนได้รูป 𝑃′ และท าให้ 𝑃′ ⊂ 𝑇 นั่นคือไม่มีส่วนใดของ 𝑃′ ที่อยู่นอก 𝑇 
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รปูที ่2.1 ตัวอย่างการหมุนและเลื่อนขนานรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าให้บรรจุลงใน 
รูปสามเหลี่ยมมุมฉากตามบทนิยามที ่2.1 

ข้อสังเกต ถ้า 𝑃 สามารถบรรจุลงใน 𝑇 ได้ แล้วรูปที่คล้ายและเล็กกว่ารูป 𝑃 จะต้องสามารถบรรจุลง
ใน 𝑇 ไดเ้ช่นกัน โดยวางไว้ภายในรูป 𝑃 ดังแสดงในรูปที ่2.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่2.2 ตัวอย่างการบรรจุรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่คล้ายและเล็กกว่ารูป 𝑃  
ลงในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 𝑇 

เพ่ือความสะดวกและลดความสับสนในบทความนี้ จะใช้สัญลักษณ์ |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | แทน ความยาวของส่วนของ
เส้นตรง 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  และโดยไม่เสียนัยทั่วไป เมื่อกล่าวถึงรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมาย 𝐴𝐵𝐶 จะหมายถึง 
รูปสามเหลี่ยมที่มี 𝐴𝐵̂𝐶 เป็นมุมฉาก 𝑐 = |𝐵𝐶̅̅ ̅̅ | ≤ |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | = 𝑑 และ 𝐴𝐶̂𝐵 = 𝛼 

ทฤษฎีบทต่อไปนี้เป็นสมบัติพ้ืนฐานที่สามารถพิสูจน์โดยใช้ความรู้ทางตรีโกณมิติและพีชคณิตได้
ไม่ยากและใช้ในการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลัก 

𝑇 

𝑃 
𝑃’ 

𝑃′ 

𝑇 

𝑃̂ 𝑃 

𝑃 

𝑃̂ 
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ทฤษฎีบท 2.2 เส้นทแยงมุมของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่มีความยาวด้าน 𝑎 หน่วย จะมีความ
ยาวเท่ากับ 2𝑎 cos 36° หน่วย 

ทฤษฎีบท 2.3 sin 18° =
√5−1

4
, cos 18° = √5+√5

8
, sin 36° =  √5−√5

8
 และ cos 36° =

1+√5

4
 

บทนิยาม 2.4 เราจะเรียก การหมุน หรือการเลื่อนขนาน หรือการประกอบกันของการหมุนและการ
เลื่อนขนานว่า การเคลื่อนที่คงรูป (rigid motion) 

ทฤษฎีบท 2.5 [4] ให้ 𝑇 เป็นรูปสามเหลี่ยมใด ๆ ถ้ารูปหลายเหลี่ยมนูน 𝑃 สามารถบรรจุลงในรูป
สามเหลี่ยม 𝑇 ได้ แล้วเราจะสามารถท าการเคลื่อนที่คงรูปกับรูป 𝑃 จนท าให้มีด้านใดด้านหนึ่งของรูป 
𝑃 ทับกับด้านใดด้านหนึ่งของรูปสามเหลี่ยม 𝑇 ได้ โดยที่รูป 𝑃 อยู่ในรูปสามเหลี่ยม 𝑇 ตลอดการ
เคลื่อนทีค่งรูปดังกล่าว 

3. ทฤษฎีบทหลัก 

ทฤษฎีบท 3.1 ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมาย จะได้ว่า รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า 
𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 ที่ใหญ่ที่สุดที่สามารถวางประชิดด้าน 𝐵𝐶̅̅̅̅  และบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ได้ จะมี 
ความยาวด้าน เท่ากับ 𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° tan 𝛼+cos 18° หน่วย 

บทพิสูจน์ จากรูปที ่ 3.1 ลากเส้น 𝐹𝐼̅̅ ̅ มาตั้งฉากกับ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  ทีจุ่ด 𝐼 และให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 และ 𝑢 แทน |𝐵𝐷̅̅ ̅̅ |, 

 |𝐸𝐼̅|, |𝐼𝐶̅| และ |𝐹𝐼̅̅ ̅| ตามล าดับ 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.1 การวางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าให้สอดคล้องกับทฤษฎีบทที ่3.1  
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เนื่องจาก 𝐼𝐸̂𝐹 = 𝐵𝐷̂𝐻 = 72° และ 𝐻𝐵̂𝐷 = 𝐹𝐼𝐸 = 90° ดังนั้น 𝐼𝐹̂𝐸 = 𝐵𝐻̂𝐷 = 18° 

ท าให้ได้ว่า 𝑥 = 𝑦 = 𝑎 sin 18° และ 𝑢 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 18° 

พิจารณา ∆𝐶𝐹𝐼 จะได้ว่า tan 𝛼 =
𝑢

𝑧
  

ดังนั้น 𝑧 =
𝑎 cos 18°

tan 𝛼
 

จากทฤษฎีบทที ่2.3 จะได้ว่า  2 cos 36° = 2 (
1+√5

4
) = 2 (

√5−1

4
) + 1 = 2 sin 18° + 1 

จากรูปที่ 3.1 จะเห็นว่า 

𝑐 = 𝑥 + 𝑎 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎 (2 sin 18° + 1 +
cos 18°

tan 𝛼
)  = 𝑎 (

2 cos 36° tan 𝛼 + cos 18°

tan 𝛼
) 

ดังนั้น 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° tan 𝛼+cos 18°         

ส าหรับการบรรจุรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าโดยการวางประชิดด้าน 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  หรือ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  นั้น เนื่องจาก
ในกรณีที่ 𝛼 ≤ 54° และ 𝛼 > 54° รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่พิจารณามีจุดที่ประชิดด้านที่เหลือ
เป็นคนละจุดกัน ดังนั้นการพิจารณาบรรจุรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าโดยการวางประชิดด้านดังกล่าว
ลงในรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมาย จึงต้องพิจารณาแยกกรณ ีดังแสดงในทฤษฎีบทที ่3.2 และ 3.3 

ทฤษฎีบท 3.2 ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมาย และ 𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 เป็นรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่า
มุมเท่าที่ใหญ่ที่สุดซึ่งมีความยาวด้าน 𝑎 หน่วย และบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ได้โดยวางประชิด
ด้าน 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  จะได้ว่า  

1)  ถ้า 𝛼 ≤ 54° แล้ว 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼+2 cos 36° 

2)  ถ้า 𝛼 > 54° แล้ว 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼+sin 36∘ tan 𝛼+ cos 36° 

บทพิสูจน์  
1) ให้ 𝛼 ≤ 54° จะได้ว่ารูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่สอดคล้องกับทฤษฎีบทนี้ จะต้องวางในลักษณะ
ดังรูปที ่3.2 

ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑤 แทน |𝐵𝐹̅̅ ̅̅ |, |𝐹𝐶̅̅̅̅ | และ |𝐻𝐹̅̅ ̅̅ | ตามล าดับ 

โดยทฤษฎีบทที ่2.2 จะได้ว่า 𝑤 = 2𝑎 cos 36° 

จากรูปที ่3.2 เห็นได้ชัดว่า 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝐻𝐹̅̅ ̅̅  ดังนั้น ∆𝐻𝐹𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  

พิจารณา ∆𝐸𝐵𝐹 และ ∆𝐻𝐹𝐶 จะได้ว่า 𝑥 = 𝑎 cos 18° และ tan 𝛼 =
𝑤

𝑦
  ตามล าดับ 

ดังนั้น 𝑦 =
2𝑎 cos 36°

tan 𝛼
 



เง่ือนไขที่จ าเป็นและเพียงพอส าหรับการบรรจุรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าลงในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  

28 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.2 การวางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าให้สอดคล้องกับทฤษฎีบทที ่3.2 1)  

จากรูปที ่3.2 จะเห็นว่า 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 = 𝑎 (
cos 18° tan 𝛼+2 cos 36°

tan 𝛼
) 

ดังนั้น 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼+2 cos 36° ตามต้องการ 

2) ให้ 𝛼 > 54° จะได้ว่ารูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่สอดคล้องกับทฤษฎีบทนี้ จะต้องวางในลักษณะ
ดังรูปที ่3.3 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.3 การวางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าให้สอดคล้องกับทฤษฎีบทที ่3.2 2)  
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จากรูปที่ 3.3 ลากเส้น 𝐺𝐼 ̅̅̅̅  มาตั้งฉากกับ 𝐵𝐶̅̅̅̅  ที่จุด 𝐼 และให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 และ 𝑢 แทน |𝐵𝐹̅̅ ̅̅ |, |𝐹𝐼̅̅ ̅|, |𝐼𝐶̅̅ ̅|  

และ |𝐺𝐼̅| ตามล าดับ 

พิจารณา 𝛥𝐵𝐹𝐸 จะได้ว่า 𝑥 = 𝑎 cos 18° 

พิจารณา 𝛥𝐹𝐼𝐺 จะได้ว่า 𝐼𝐹̂𝐺 = 180° − 𝐵𝐹̂𝐸 − 𝐺𝐹̂𝐸 = 180° − 18° −  108° =  54°  
ดังนั้น 𝑢 = 𝑎 cos 36° , 𝑦 = 𝑎 sin 36°  

พิจารณา 𝛥𝐶𝐼𝐺 จะได้ว่า tan 𝛼 =
𝑢

𝑧
 ดงันั้น 𝑧 =

𝑎 cos 36°

tan 𝛼
 

จากรูปที ่3.3 จะเห็นว่า 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎 (
cos 18° tan 𝛼+sin 36° tan 𝛼+cos 36°

tan 𝛼
) 

ดังนั้น 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼+sin 36° tan 𝛼+cos 36° ตามต้องการ      

ทฤษฎีบท 3.3 ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมาย และ 𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 เป็นรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่า
มุมเท่าที่ใหญ่ที่สุดซึ่งมีความยาวด้าน 𝑎 หน่วย และบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ได้โดยวางประชิด
ด้าน 𝐴𝐶̅̅̅̅  จะได้ว่า  

1)  ถ้า 𝛼 ≤ 54° แล้ว 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

2cos 36° sin 𝛼+cos 18° sec 𝛼
  

2)  ถ้า 𝛼 > 54° แล้ว 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

cos(𝛼−36°) tan α+cos 18° sec 𝛼
 

บทพิสูจน์  
1) ให้ 𝛼 ≤ 54° จะได้ว่ารูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่สอดคล้องกับทฤษฎีบทนี้ จะต้องวางในลักษณะ
ดังรูปที ่3.4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.4 การวางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าให้สอดคล้องกับทฤษฎีบทที ่3.3 1) 
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จากรูปที่ 3.4 ลากเส้น 𝐷𝐼̅̅ ̅ มาตั้งฉากกับ 𝐵𝐶̅̅̅̅  ที่จุด 𝐼 และให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 และ 𝑢 แทน |𝐵𝐻̅̅ ̅̅ | , |𝐻𝐼̅̅̅̅ |, |𝐼𝐶̅̅ ̅| 

และ |𝐷𝐼̅̅ ̅| ตามล าดับ 

โดยทฤษฎีบทที ่2.2 จะได้ว่า |𝐻𝐹̅̅ ̅̅ | = 2𝑎 cos 36° และเห็นได้ชัดว่า 𝐹𝐻̅̅ ̅̅ //𝐴𝐶̅̅ ̅̅  ดังนั้น 𝐵𝐻̂𝐹 = 𝛼  

เพราะฉะนั้น 𝑥 = 2𝑎 cos 36° cos 𝛼 

จาก 𝐶𝐻̂𝐷 = 180° − 𝐻𝐶̂𝐷 −  𝐶𝐷̂𝐻 = 180° − 𝛼 − 72° = 108° − 𝛼  
จะได้ว่า 𝑦 = 𝑎 cos(108° − 𝛼), 𝑢 = 𝑎 sin(108° − 𝛼) และ tan 𝛼 =

𝑢

𝑧
  

ดังนั้น 𝑧 =
𝑎 sin(108°−𝛼)

tan 𝛼
 

โดยสมบัติของฟังก์ชันตรีโกณมิติ จะได้ว่า 

cos(108° − 𝛼) tan α + sin(108° − 𝛼) 

= (cos 108∘ cos 𝛼 + sin 108∘ sin 𝛼) tan α +  sin 108∘ cos 𝛼 − cos 108∘ sin 𝛼 
= cos 108∘ sin 𝛼 + sin 108∘ sin2 𝛼 sec 𝛼 +  sin 108∘ cos 𝛼 − cos 108∘ sin 𝛼 
= sin 108∘ sec 𝛼 (sin2 𝛼 + cos2 𝛼) 
= cos 18° sec 𝛼 

จากรูปที ่3.4 จะเห็นว่า 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎 (
2 cos 36° sin 𝛼+cos 18° sec 𝛼

tan 𝛼
) 

เพราะฉะนั้น 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

2cos 36° sin 𝛼+cos 18° sec 𝛼
  ตามต้องการ 

2) ให้ 𝛼 > 54° จะได้ว่ารูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่สอดคล้องกับทฤษฎีบทนี้ จะต้องวางในลักษณะ
ดังรูปที ่3.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

รูปที ่3.5 การวางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าให้สอดคล้องกับทฤษฎีบทที ่3.3 2) 
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จากรูปที ่3.5 ลากเส้น 𝐷𝐼̅̅ ̅ มาตั้งฉากกับ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  ที่จุด 𝐼 และให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧 และ 𝑢 แทน |𝐵𝐻̅̅ ̅̅ |, |𝐻𝐼̅̅̅̅ |, |𝐼𝐶̅̅ ̅| และ 
|𝐷𝐼̅̅ ̅| ตามล าดับ 

จาก 𝐶𝐻̂𝐷 = 180° − 𝐻𝐶̂𝐷 −  𝐶𝐷̂𝐻 = 180° − 𝛼 − 72° = 108° − 𝛼  
จะได้ว่า 𝐵𝐻̂𝐺 = 180° − 108° − (108° − 𝛼) = 𝛼 − 36°  

ดังนั้น 𝑥 = 𝑎 cos(𝛼 − 36°) , 𝑦 = 𝑎 cos(108° − 𝛼) และ 𝑧 =
𝑎 sin(108°−𝛼)

tan 𝛼
 

เมื่อพิจารณาในท านองเดียวกับการพิสูจน์ข้อ 1) จะได้ว่า 𝑦 + 𝑧 =
𝑎 cos 18° sec 𝛼

tan 𝛼
 

จากรูปที ่3.5 จะเห็นว่า 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =  𝑎 (
cos(𝛼−36°) tan 𝛼+cos 18° sec 𝛼

tan 𝛼
) 

ดังนั้น 𝑎 =
𝑐 tan 𝛼

cos(𝛼−36°) tan 𝛼+cos 18° sec 𝛼
  ตามต้องการ      

ทฤษฎีบท 3.4 ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมายที่มี 𝛼 ≤ 54° จะได้ว่ารูปห้าเหลี่ยม 
ด้านเท่ามุมเท่าท่ีมีความยาวด้าน 𝑎 หน่วย จะบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ได้ ก็ต่อเมื่อ 

𝑎 ≤
𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° sin 𝛼 + cos 18° sec 𝛼
 

บทพิสูจน์ โดยบทนิยามที่ 2.1 และทฤษฎีบทที่ 2.5 เราสามารถพิจารณาการวางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุม
เท่าลงในรูปสามเหลี่ยมเฉพาะ 3 กรณีต่อไปนี้ 

1)  วางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าประชิดด้าน 𝐵𝐶 หรือ 

2)  วางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าประชิดด้าน 𝐴𝐵 หรือ 

3)  วางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าประชิดด้าน 𝐴𝐶  

ให้ 𝑎1, 𝑎2 และ 𝑎3 แทนความยาวด้านของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่ใหญ่ที่สุดที่สามารถบรรจุลง
ใน ∆𝐴𝐵𝐶 ได้ในกรณีที่ 1) 2) และ 3) ตามล าดับ ดังรูปที่ 3.6 

 

รูปที ่3.6 การวางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าให้บรรจุใน ∆𝐴𝐵𝐶 ได้ ในกรณีที่ 𝛼 ≤ 54° 
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จะเห็นว่า 𝑎1, 𝑎2 และ 𝑎3 ถูกก าหนดโดยทฤษฎีบทที ่3.1, 3.2 และ 3.3 ตามล าดับ  
ต่อไปจะแสดงว่า 𝑎1 < 𝑎3 และ 𝑎2 ≤ 𝑎3  

เนื่องจาก √10 + √2 > 4√5+√5

8
 จะได้ว่า 

√2

2
>

2√5
8 +

√5
8

√5 + 1
=

cos 18°

2 cos 36°
=

cos 18°(1 − cos 𝛼)

2 cos 36°(1 − cos 𝛼)
 

จากสมบัติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมายที่ว่า 𝑐 = |𝐵𝐶̅̅ ̅̅ | ≤ |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | = 𝑑 ท าให้ได้ว่า  𝛼 ≥ 45° 

และจาก sine  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง (0,
𝜋

2
) จะได้ว่า  

sin 𝛼 ≥ sin 45° =
√2

2
>

cos 18°(1 − cos 𝛼)

2 cos 36°(1 − cos 𝛼)
 

ดังนั้น  2 cos 36° sin 𝛼 −2 cos 36° cos 𝛼 sin 𝛼 > cos 18° − cos 18° cos 𝛼 

 2 cos 36° sin 𝛼 + cos 18° cos 𝛼 > 2 cos 36° cos 𝛼 sin 𝛼 + cos 18° 

เพราะฉะนั้น 

𝑎1 =
𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° tan 𝛼 + cos 18°
<

𝑐 tan 𝛼 

cos 18° sec 𝛼 + 2 cos 36° sin 𝛼
= 𝑎3 

โดยสมบัติของฟังก์ชันตรีโกณมิติ จะได้ว่า  

2 cos 36° cos 54° = 2 cos 36° sin 36° = sin 72° = cos 18°  

จากการที ่cosine  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง (0,
𝜋

2
) จะได้ว่า  

2 cos 36° cos 𝛼 − cos 18° ≥ 0 

เนื่องจาก sin 𝛼 < 1 จะได้ว่า sin 𝛼(2 cos 36° cos 𝛼 − cos 18°) ≤ 2 cos 36° cos 𝛼 − cos 18° 

ดังนั้น 2 cos 36° sin 𝛼 cos 𝛼 + cos 18° ≤ cos 18° sin 𝛼 + 2 cos 36° cos 𝛼 

            2 cos 36° sin 𝛼 + cos 18° sec 𝛼 ≤ cos 18° tan 𝛼 + 2 cos 36° 

เพราะฉะนั้น 

𝑎3 =
𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° sin 𝛼 + cos 18° sec 𝛼
≥

𝑐 tan 𝛼 

cos 18° tan 𝛼 + 2 cos 36°
= 𝑎2 

ในทางกลับกัน ให้ 𝑎 ≤
𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° sin 𝛼 + cos 18° sec 𝛼
 จะได้ว่า รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่มีความยาว

ด้านเท่ากับ 𝑎 จะสามารถบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ได้พอดี โดยบรรจุแบบกรณทีี่ 3   

ทฤษฎีบท 3.5 ให้ 𝐴𝐵𝐶 เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากเป้าหมายที่มี 𝛼 > 54° จะได้ว่ารูปห้าเหลี่ยมด้าน
เท่ามุมเท่าท่ีมีความยาวด้าน 𝑎 หน่วย จะบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ได้ ก็ต่อเมื่อ 

𝑎 ≤
𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼 + sin 36° tan 𝛼 + cos 36°
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บทพิสูจน์ ให้ 𝑎1, 𝑎2 และ 𝑎3 แทน ความยาวด้านของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่บรรจุลงใน 
𝛥𝐴𝐵𝐶 ได้ ในกรณีที่วางรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าประชิดด้าน 𝐵𝐶, 𝐴𝐵 และ 𝐴𝐶 ตามล าดับ และ
ด้วยเหตุผลท านองเดียวกันการพิสูจน์ในทฤษฎีบทที่ 3.4 การพิสูจน์ทฤษฎีนี้จะเหลือสิ่งที่ต้องแสดง
เพียง 𝑎1 < 𝑎2 และ 𝑎3 ≤ 𝑎2  
เนื่องจาก cos 36° − cos 18° < 0 แต่ 2 cos 36° tan 𝛼 (1 − cos 18°) ≥ 0  

ดังนั้น 2 cos 36° tan 𝛼 (1 − cos 18°) > cos 36° − cos 18° 

จะได้ว่า 
     2 cos 36° tan 𝛼 + cos 18° > 2 cos 36° cos 18° tan 𝛼 + cos 36° 

    = (1 + 2 sin 18°) cos 18° tan 𝛼 + cos 36° 

    = cos 18° tan 𝛼 + 2 sin 18° cos 18° tan 𝛼 + cos 36° 
    = cos 18° tan 𝛼 + sin 36° tan 𝛼 + cos 36° 

เพราะฉะนั้น 

𝑎1 =
𝑐 tan 𝛼

2 cos 36° tan 𝛼 + cos 18°
<

𝑐 tan 𝛼

cos 18° tan 𝛼 + sin 36° tan 𝛼 + cos 36°
= 𝑎2 

จาก 𝛼 − 36° > 18° และ cosine เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง (0,
𝜋

2
) จะได้ว่า cos (𝛼 − 36°) ≤

cos 18° เนื่องจาก sin 𝛼 − 1 < 0 จะได้ว่า 

(sin 𝛼 − 1)cos (𝛼 − 36°) ≥ (sin 𝛼 − 1)cos 18° 

ดังนั้น 

      cos(𝛼 − 36°) sin 𝛼 + cos 18° ≥ cos 18° sin 𝛼 + cos(𝛼 − 36°) 
                  = cos 18° sin 𝛼 + sin 36° sin 𝛼 + cos 36° cos 𝛼 
เพราะฉะนั้น 

cos(𝛼 − 36°) tan 𝛼 + cos 18° sec 𝛼 ≥ cos 18° tan 𝛼 + sin 36° tan 𝛼 + cos 36° 

ดังนั้น 

𝑎3 =
𝑐 tan 𝛼

cos(𝛼 − 36°) tan 𝛼 + cos 18° sec 𝛼
≤

𝑐 tan 𝛼 

cos 18° tan 𝛼 + sin 36° tan 𝛼 + cos 36°
= 𝑎2 

ในทางกลับกัน ให้ 𝑎 ≤
𝑐 tan 𝛼 

cos 18° tan 𝛼+sin 36° tan 𝛼+cos 36° จะได้ว่า รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่ามี 
ความยาวด้านเท่ากับ 𝑎 จะสามารถบรรจุลงในรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ได้พอดี โดยบรรจุแบบกรณีที่วาง
รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุกเท่าประชิดด้าน  𝐴𝐵        
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