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บทคัดยอ 

ในงานวิจัยน้ี เราไดศึกษารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 

1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ที่ 1|p p/  และ 2|p p/  โดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนในการหาผล

เฉลยของระบบสมภาค เราแบงการศึกษาน้ีออกเปน 3 กรณี ดังตอไปน้ี 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡    

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡   

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

คําสําคญั:  สวนตกคางกําลังสอง สัญลักษณเลอจองด ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน 
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ABSTRACT 

In this research, we study the form of odd prime number p  in Legendre Symbol 

( )1 22 /p p p  where 1p , 2p  are odd prime numbers, 1|p p/  and 2|p p/  by using 

Chinese Remainder Theorem for finding the solutions of system of congruence.  We 

separate this study into 3 cases as the followings. 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  and ( )2 1 mod  4p ≡    

2. ( )1 1 mod  4p ≡  and ( )2 3 mod  4p ≡   

3. ( )1 3 mod  4p ≡  and ( )2 3 mod  4p ≡   

Keywords:  Quadratic residue, Legendre symbol, Chinese remainder theorem  

1. บทนํา  

สําหรับจํานวนเต็มบวก m  และจํานวนเต็ม a  ที่ ( ), 1=a m  เราจะกลาววา a  เปนสวนตกคาง

กําลังสองมอดุโล m  ก็ตอเมื่อ 2  (mod  )x a m≡  มีผลเฉลย  

สัญลักษณเลอจองดเปนสัญลักษณที่แสดงถึงความเปนสวนตกคางกําลังสองซึ่งนิยามดังตอไปน้ี 

บทนิยาม 1.1 [1] กําหนดให p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ และ a  เปนจํานวนเต็มที่ |p a/  สัญลักษณ

เลอจองด (Legendre symbol) ( )/a p  จะกําหนดคาใหไดดังน้ี  

( )/ 1a p =  เมื่อ a  เปนสวนตกคางกําลังสอง มอดุโล p  

( )/ 1a p = −  เมื่อ a  ไมเปนสวนตกคางกําลังสอง มอดุโล p  

สําหรับกรณีที่ 2a =  อัจฉรา หาญชูวงศ [1] ไดกลาวถึงรูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณ

เลอจองดไวดังน้ี 

( )
1, 1 (mod  8)

2 /
1, 3 (mod  8)

p
p

p
≡ ±

= − ≡ ±
 

จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับการหารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองด พบวา 

ในป พ.ศ. 2547 อภิรัฐ ศิระวรกุล [2] ไดศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอ

จองด ( )/b p  เมื่อ b  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ที่ |p b/  ซึ่งมีผลการวิจัยดังน้ี 
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ทฤษฎีบท 1.1 [2] กําหนดให b  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ โดยที่ |p b/  และ ( )1 mod  4b ≡  

จะไดวา 

( )
1 1

1 1

1, (mod  2 )
/

1, (mod  2 )

S S

T T

p b r b r b
b p

p b r b r b
 ≡ + +

= 
− ≡ + +

 

เมื่อ { }1 2,  4,  6, ,  1 ,S b∈ −  { }1 1,  3,  5, ,  2T b∈ −  และ r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล b  

ทฤษฎีบท 1.2 [2] กําหนดให b  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ โดยที่ |p b/  และ ( )3 mod  4b ≡  

จะไดวา 

( )

( )
( )

( )
( )

1

1

1

1

0

0

0

0

1, 3 4  mod  4 ,

3 4  mod  4
/

1, 3 4  mod  4 ,

3 4  mod  4

S

T

T

S

p b n r b

b n r b
b p

p b n r b

b n r b

 ≡ +


≡ − +
= 

− ≡ +
 ≡ − +

 

เมื่อ { }1 2,  4,  6, ,  1 ,∈ −S b  { }1 1,  3,  5, ,  2 ,∈ −T b  0n  เปนจํานวนนับ และ r  เปนราก

ปฐมฐานมอดุโล b  โดยที่ 0n  สอดคลองกับสมการ 04 1b n= −  

ในป พ.ศ. 2559 อภิรัฐ ศิระวรกุล และคณะ [3] ไดศึกษารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ p  ใน

สัญลักษณเลอจองด ( )1 2 /p p p  เมื่อ 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  

ซึ่งมีผลวิจัยดังทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] กําหนดให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1 1 (mod  4)p ≡ , 

2 1 (mod  4)p ≡ , 1|p p/  และ 2|p p/  จะไดวา  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2
/

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2

S S

T T

S T

T S

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p
p p p

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p

 ≡ + +

 ≡ + += 
− ≡ + +


≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 
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{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 1n  

และ 2n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( )2 1 12 1 mod  p n p≡  และ ( )1 2 22 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 1.4 [3] กําหนดให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1 1 (mod  4)p ≡ , 

2 3 (mod  4)p ≡ , 1|p p/  และ 2|p p/  จะไดวา  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1

1, 4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4
/

1, 4 4  mod  

S S

S T

T T

T S

T S

p p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p
p p p

p p p n r p n n r p

≡ − + +

≡ + +

≡ − + +

≡ + +
≡

− ≡ − + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4

T T

S T

S S

p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p













≡ + +


≡ − + +

 ≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

0 3,  n n  แ ล ะ  4n  เ ป น จํ า น ว น เ ต็ ม ที่ ส อ ด ค ล อ ง  2 04 1,p n= − ( )2 3 14 1 mod  p n p≡ แ ล ะ 

( )1 4 24 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 1.5 [3]  กําหนดให  1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่  ซึ่ ง  1 3 (mod  4)p ≡ , 

2 3 (mod  4)p ≡ , 1|p p/ และ 2|p p/  จะไดวา  
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2

1, 16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4
/

1, 16

S S

T T

T T

S S

T

p p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p
p p p

p p p n n r p m n r

≡ + +

≡ − + +

≡ + +

≡ − + +
≡

− ≡ + +( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

 mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4

S

S T

S T

T S

p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p













≡ − + +


≡ + +

 ≡ − + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ

0 0 3,  ,  n m n  และ 4n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง 1 0 2 04 1,  4 1,= − = −p n p m   

( )2 3 14 1 mod  ≡p n p  และ ( )1 4 24 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

จากสิ่งที่กลาวมาขางตน ทําใหผูวิจัยไดตอยอดแนวความคิดน้ี โดยพิจารณาหารูปแบบของจํานวน

เฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 

2|p p/   

2. ผลการวิจัย  

ในงานวิจัยน้ี ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนถือไดวาเปนเครื่องมือสําคัญในการแกระบบสมภาคเพ่ือ

หารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองด โดยทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนมีเน้ือความดังตอไปน้ี  

ทฤษฎีบท 2.1 [1] กําหนดให 1 2 3,  ,  ,  ,  nm m m m  เปนจํานวนเต็มบวกที่เปนจํานวนเฉพาะ

สัมพัทธทุกคู และ 1 2 3,  ,  ,  ,  na a a a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะไดวาระบบสมภาค 

1 1 (mod  )x a m≡  

2 2 (mod  )x a m≡  

  

 (mod  )n nx a m≡  
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จะมีผลเฉลยเพียงตัวเดียวมอดุโล m  เมื่อ 1 2 3 nm m m m m=   น่ันคือ มี 0x  เปนผลเฉลย และ 

ผลเฉลยทั้งหมดจะอยูในรูป 0x km+  เมื่อ k  เปนจํานวนเต็มใด ๆ  

ในบทพิสูจนของทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนไดกลาวถึงรูปแบบผลเฉลยของระบบสมภาคไวดังน้ี 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 n n na m y a m y a m y a m y′ ′ ′ ′+ + + +  

เมื่อ i
i

mm
m

′ =  และ iy  หาไดจาก ( )1 mod  i i im y m′ ≡  ทุก { }1,2,3, ,i n∈   

นอกเหนือจากทฤษฎีเศษเหลือของจีนแลว เรายังใชทฤษฎีบทตอไปน้ีในการพิสูจนเพ่ือหารูปแบบ

จํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองดดวย 

ทฤษฎีบท 2.2 [1] กําหนดให 1 2 3,  ,  ,  ,  nm m m m  เปนจํานวนเต็มบวก และ 1 2 3,  ,  ,  ,  nb b b b…

ที่เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะไดวาระบบสมภาค 

1 1 (mod  )x b m≡  

2 2 (mod  )x b m≡  

  

 (mod  )n nx b m≡  

จะมีผลเฉลย ก็ตอเมื่อ ( , ) ( )i j i jm m b b−  สําหรับทุกคา { },  1,  2,  3, ,  i j n∈ …  ที่ i j≠  และ 

ถามีผลเฉลย จะมีผลเฉลยเพียงตัวเดียวมอดุโล [ ]1 2 3,  ,  , ,  nm m m m  

ทฤษฎีบท 2.3 [1] กําหนดให p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ และ ,a b  เปนจํานวนเต็มที่ |p a/  และ  

|p b/  จะไดวา ( ) ( )( )/ / /  ab p a p b p=  

สําหรับการศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 

1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 2|p p/  เราไดแบงการศึกษาออกเปน 3 กรณี ดังตอไปน้ี 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡   

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  
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กรณีที่ 1 ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.4 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 1p m= +  และ 2 4 1p n= +  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 2 1 mod  8p p ≡   

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 23 1 mod  8p p− ≡  

บทพสิูจน  

1.  สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู  จะมีจํ านวนเต็ม l  ที่ทํ าให  2m n l+ =  เพราะฉะน้ัน

( )( ) ( )1 2 4 1 4 1 16 4( ) 1 16 4(2 ) 1 8 2 1p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + = + +  ดังน้ัน  

( )1 2 1 mod  8p p ≡  

2 .  สมมติ  m n+  เปนจํ านวนเ ต็มคี่  จะมีจํ านวนเ ต็ม  l  ที่ ทํ า ให  2 1m n l+ = +  จะได ว า

( )( ) ( )1 2 4 1 4 1 16 4( ) 1 16 4(2 1) 1 8 2 5p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + + = + +  

เพราะฉะน้ัน 

( ) ( ) ( )1 23 8 6 3 15 8 6 3 16 1 8 6 3 2 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p− ≡          

ทฤษฎีบท 2.5 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 1p m= +  และ 2 4 1p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p

p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1

,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8

T S

S T

T S

S T

T S

p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

− ≡ + +

≡ + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว  
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

16  mo

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p

p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

d  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8

1, 3 16  mod  8 ,

3 16  mod  

T S

S T

T S

S T

T S

p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

− ≡ − + +

≡ − + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 ≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … −  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

กรณีที่ 2 ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.6 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 1p m= +  และ 2 4 3p n= +  จะไดวา 

1. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 23 1 mod  8p p ≡   

2. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 2 1 mod  8p p− ≡  
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บทพสิูจน  

1. สมมติ 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 3 2m n l+ =  จะไดวา  

 ( )( ) ( )1 2 4 1 4 3 16 4(3 ) 3 16 4(2 ) 3 8 2 3p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + = + +  

เพราะฉะน้ัน  

 ( ) ( ) ( )1 23 8 6 3 9 8 6 3 8 1 8 6 3 1 1p p mn l mn l mn l= + + = + + + = + + +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p ≡   

2. สมมติ 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 3 2 1m n l+ = +  จะไดวา 

 ( )( ) ( )1 2 4 1 4 3 16 4(3 ) 3 16 4(2 1) 3 8 2 7p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + + = + +  

เพราะฉะน้ัน  

( ) ( ) ( )1 2 8 2 7 8 2 8 1 8 2 1 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 2 1 mod  8p p− ≡           

ทฤษฎีบท 2.7 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 1p m= +  และ 2 4 3p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

1 2

1, 3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

32

2 /

S S

T T

S T

T S

T

p p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r

p p p

≡ + + +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ +

=

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8

1, 3 32 4 1  mod  8

T

S S

T S

S T

T S

p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p p n n r p n n r p p p

+ +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

− ≡ + + +

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod8 ,

32 4 1

S T

T T

S S

S T

T

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

          32 4 1  mod8

S

S S

T T

p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p






























 ≡ − + + +

 ≡ − + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ  

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ    

2. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว  



 วารสารคณิตศาสตร ปริมา 64 เลมที่ 699 กันยายน – ธันวาคม 2562 

55 

( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

1 2

1, 32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

3 32

2 /

S S

T T

S T

T S

T

p p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p

p p p

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

≡ − +

=

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8

1, 32 4 1  mod  8

T

S S

T S

S T

T S

n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p p n n r p n n r p p p

+ +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

− ≡ − + + +

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod8 ,

3 32 4 1

S T

T T

S S

S T

T

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

          3 32 4 1  mod8

S

S S

T T

p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p






























 ≡ + + +

 ≡ + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ  

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

กรณีที่ 3 ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.8 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 3p m= +  และ 2 4 3p n= +  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 2 1 mod  8p p ≡   

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 23 1 mod  8p p− ≡  
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บทพสิูจน 

1. สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 2m n l+ =  จะไดวา  

( )( )
( )

1 2 4 3 4 3 16 12( ) 9 16 12(2 ) 8 1

8 2 3 1 1

p p m n mn m n mn l

mn l

= + + = + + + = + + +

= + + +
 

ดังน้ัน ( )1 2 1 mod  8p p ≡  

2. สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 2 1m n l+ = +  จะไดวา  

( )( )
( )

1 2 4 3 4 3 16 12( ) 9 16 12(2 1) 9

8 2 3 21

p p m n mn m n mn l

mn l

= + + = + + + = + + +

= + +
 

เพราะฉะน้ัน 

( ) ( ) ( )1 23 8 6 9 63 8 6 9 64 1 8 6 9 8 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p− ≡          

ทฤษฎีบท 2.9 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/ และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 3p m= +  และ 2 4 3p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2

1 2

1, 128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

3

2 /

S S

T T

T T

S S

p p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p

p p p

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ +

=

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8

1, 128 1

S T

T S

T S

S T

n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p p n n n r

+ + +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

− ≡ + + ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1

1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  

T S

S T

S T

T S

T T

p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p

+ +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ + + + + ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

mod8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

          3 128 1 1  mod8

S S

S S

T T

p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p




























 ≡ + + + +

 ≡ − + + + +

 ≡ − + + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡    

และ ( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว 
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( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2

1, 3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

2 /

S S

T T

T T

S S

p p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p

p p p

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ −

=

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8

1, 3 128 1

S T

T S

T S

S T

p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p p n n n

+ + + +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

− ≡ − + + ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

128 1 1

T S

S T

S T

T S

T T

r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r

+ +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ − + + + +( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

          128 1 1  mod8

S S

S S

T T

p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p




























 ≡ − + + + +

 ≡ + + + +

 ≡ + + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ 

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

การพิสูจนทฤษฎีบท 2.5, ทฤษฎีบท 2.7 และทฤษฎีบท 2.8 มีความคลายคลึงกันโดยจะใช 

ทฤษฎีบท 2.3 เพ่ือแบงเปนกรณียอย ๆ และใชทฤษฎีบท 2.1 และ ทฤษฎีบท 2.2 ในการพิจารณาผล

เฉลยของระบบสมภาคน้ัน ๆ ซี่งในที่น้ี เราจะยกตัวอยางบทพิสูจนของทฤษฎีบท 2.5 กรณีที่ m n+  

เปนจํานวนเต็มคู อยางคราว ๆ เพ่ือใหเห็นแนวทางการพิสูจนทฤษฎีบททั้ง 3 ทฤษฎีบท 
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บทพิสูจนทฤษฎีบท 2.5 จากทฤษฎีบท 1.3 เราทราบวา 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2
/

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2

S S

T T

S T

T S

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p
p p p

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p

 ≡ + +

 ≡ + += 
− ≡ + +


≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 1n  

และ 2n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( )2 1 12 1 mod  p n p≡  และ ( )1 2 22 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ  

และจาก ( )
1, 1 (mod  8)

2 /
1, 3 (mod  8)

p
p

p
≡ ±

= − ≡ ±
 

สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะไดวา 

กรณีที่ 1 พิจารณา ( )1 22 / 1p p p =  จากทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา ( )( )1 22 / / 1p p p p =  

กรณีที่ 1.1 ( )2 / 1p =  และ ( )1 2 / 1p p p =  

กรณีที่ 1.1.1 1 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

จะไดวา 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  S Sp p p n r p n r p p p≡ + +   

( )
( ) ( )

1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1

1 2 1 2 1 2

8                                                   1

                       8                            2

1 mod  8        8 1 mod                

S S

m m p p a

m p p m a n r p n r p

p p y y p p

′= = =

′= = = +

≡ ≡           

 

จากทฤษฎีบท 2.4 และสมมติฐาน จะไดวา 1 1=y  และ 2 3=y n  ตามลําดับ  

โดยทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน จะไดวา  

( )( )( ) ( )( )( )( )

( )

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 2 2 1 3

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 1 2 8

                         16

S S

S S

a m y a m y p p n r p n r p n

p p n n r p n r p

′ ′+ = + +

= + +
 

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

เมื่อ 3n  เปนจํานวนเต็มที่ทําให ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  
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กรณีที่ 1.1.2 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216 mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.1.3 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ − + +   

กรณีที่ 1.1.4 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ − + +  

กรณีที่ 1.2 ( )2 / 1p = −  และ ( )1 2 / 1p p p = −  

กรณีที่ 1.2.1 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.2.2 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.2.3 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 1.2.4 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2 พิจารณา ( )1 22 / 1p p p = −  จากทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา ( )( )1 22 / / 1p p p p = −  

กรณีที่ 2.1 ( )2 / 1p =  และ ( )1 2 / 1p p p = −  

กรณีที่ 2.1.1 1 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   
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กรณีที่ 2.1.2 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 2.1.3 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.1.4 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.2 ( )2 / 1p = −  และ ( )1 2 / 1p p p =  

กรณีที่ 2.2.1 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ + +  

กรณีที่ 2.2.2 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 2.2.3 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.2.4 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡− + +  

ดังน้ัน 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p

p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1

,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8

T S

S T

T S

S T

T S

p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

− ≡ + +

≡ + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

สําหรับกรณี m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ เราทําการพิสูจนในทํานองเดียวกับการพิสูจนกรณี m n+  

เปนจํานวนเต็มคู           
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3. สรุป 

การวิจัยครั้ง น้ีเปนการศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่  p  ในสัญลักษณเลอจองด 

( )1 22 /p p p  เมื่อ 1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 2|p p/  โดยแบงการพิจารณา

ออกเปน 3 กรณี คือ  

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡ , 

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3  mod  4p ≡  และ  

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡   

และในแตละกรณีไดแบงเปน 2 กรณียอย โดยไดใชทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนซึ่งเปนทฤษฎีบท

พ้ืนฐานในทางทฤษฎีจํานวนในการคํานวณเพ่ือทําใหสามารถหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ที่

สอดคลองกับสัญลักษณเลอจองดได และย่ิงไปกวาน้ัน ผูวิจัยคาดหวังวางานวิจัยน้ีอาจจะนําไปสูการ

หารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองดใด ๆ ตอไปในอนาคต 
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