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บทคัดย่อ 
ในปี ค.ศ.2014 Chen ได้สร้างรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลเพื่อใช้ในการหาสูตรของผลบวกก าลงั

ในรูป 
n

k

i

i



1

 ในบทความวิจัยนี้เราศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจ านวนสเตอร์ลิงชนิดที่สองกับจ านวน

บนรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลของ Chen ยิ่งไปกว่านั้นเราได้หาสูตรของจ านวนบนรูปสามเหลี่ยม
คล้ายปาสกาลดังกล่าว 
ค าส าคัญ:  รูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาล จ านวนสเตอรล์งิชนิดที่สอง 

ABSTRACT 
In 2014, Chen constructed a Pascal- like triangle for finding the formula of power 

sums of the form 
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. In this paper, we investigate a relationship between the Stirling 
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numbers of the second kind and the numbers on the Chen’ s Pascal- like triangle. 
Moreover, we find the formula of the numbers on such the Pascal-like triangle. 
Keywords:  Pascal-like triangle, Stirling number of the second kind 

1. บทน า 
รูปสามเหลีย่มคล้ายปาสกาล (Pascal-like triangle) ถูกสร้างขึ้นมาโดยนักคณิตศาสตร์หลายทา่น 

ซึ่งรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลเหล่าน้ันมีรูปแบบและลักษณะการนิยามที่แตกต่างกัน (ผู้อ่านสามารถ
ดูตัวอย่างได้จาก [1], [2], [4] และ [5]) 

ในปี ค.ศ. 2014 Chen [2] ได้ศึกษาสูตรของผลบวกก าลังในรูป 
n

k

i

i



1

 โดยเขาได้สร้างรูป

สามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลซึ่งสามารถน ามาช่วยในการค านวณหาผลบวกก าลังได้ง่ายข้ึน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1 รปูสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลของ Chen (แสดง 6 แถวแรก)  

ผู้อ่านสามารถดูวิธีการสร้างรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลของ Chen ได้ใน [2] นอกจากนี้ผู้เขียนยังได้
ให้หมายเหตุที่ส าคัญไว้ว่าหากเราน าเครื่องหมายลบทั้งหมดในรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลดังกล่าว
ออก จะปรากฏจ านวนสเตอร์ลิงชนิดที่สอง (Stirling number of the second kind) ดังรูปที่ 1.2 
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รูปที่ 1.2 รปูสามเหลี่ยมส าหรับจ านวนสเตอรล์ิงชนิดทีส่อง (แสดง 6 แถวแรก) 

ทั้งนี้ผู้อ่านสามารถศึกษาการสร้างรูปสามเหลี่ยมส าหรับจ านวนสเตอร์ลิงชนิดที่สองได้จาก [3, หน้า 
112] 

ในบทความวิจัยน้ีเราจะศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจ านวนสเตอร์ลิงชนิดที่สองกับจ านวนบนรูป
สามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลของ Chen พร้อมทั้งหาสูตรของจ านวนบนรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาล
ดังกล่าว 

2. ความรู้เบื้องต้นและสัญลักษณ ์
ก าหนดให้ n  และ k  เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่ง 1 k n   และให้จ านวนบนรูปสามเหลี่ยมคล้าย

ปาสกาล ตัวที่ k  ของแถวที่ n  เขียนแทนด้วย 
,n ka  โดยการสร้างจ านวนบนรูปสามเหลีย่มคล้ายปาส

กาลในรูปที่ 1.1 จะได้ว่า 
  

,1 1na  , 1

, ( 1)n

n na    ส าหรับทุก ๆ n   (2.1) 
และ 
  

, 1, 1 1,( 1)n k n k n ka n k a a        ส าหรับ 1 k n   (2.2) 

ในบทความวิจัย [2] ผู้เขียนได้แสดงว่า  ,

1 1
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บทนิยาม 2.1 จ ำนวนสเตอร์ลิงชนิดที่สอง (Stirling number of the second kind) คือ จ านวนผล
แบ่งกั้น (partition) ที่แตกต่างกันทั้งหมดของเซตที่มีสมาชิก n  ตัว โดยแบ่งเป็น k  ส่วน เขียนแทน
ด้วยสัญลักษณ์ ( , )S n k  เมื่อ n  และ k  เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่ง 1 k n   

ผู้อ่านสามารถศึกษาตัวอย่างและสมบัติต่าง ๆ  ของจ านวนสเตอร์ลิงชนิดที่สอง ได้จาก [3] และ 
[6] 

ทฤษฎีบท 2.1 [3, Theorem 37] 
  1. ( , ) ( ,1) 1S n n S n     ส าหรับ 1n   
  2. 1( ,2) 2 1nS n    ส าหรับ 2n  

  3. ( , 1)
2

n
S n n

 
   

 
 ส าหรับ 2n  

ทฤษฎีบท 2.2 [3, Theorem 38] ( , ) ( 1, ) ( 1, 1)S n k kS n k S n k      ส าหรับ 1 k n   

ทฤษฎีบท 2.3 [6, หน้า 118] 
0

( 1)
( , ) ( 1)

!

k k
j n

j

k
S n k j

jk 

 
   

 
 ส าหรับ 1 k n   

สูตรในทฤษฎีบท 2.3 เรียกว่าสูตรออยเลอรส์ าหรับจ านวนสเตอรล์ิงชนิดที่สอง (Euler’s formula for 
Stirling numbers of the second kind) 

ข้อสังเกต จากทฤษฎีบท 2.3 เราจะเห็นว่า 

 
1

( 1)
( , ) ( 1)

!

k k
j n

j

k
S n k j

jk 

 
   

 
 ส าหรับ 1 k n   (2.3) 

3. จ านวนบนรปูสามเหลี่ยมคลา้ยปาสกาลของ Chen  
ในหัวข้อนี้เราจะศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจ านวนสเตอร์ลิงชนิดที่สองกับจ านวนบนรูป

สามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลของ Chen พร้อมทั้งหาสูตรของจ านวนบนรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาล
ดังกล่าว 

บทต้ัง 3.1 , 1( ,2) ( 1)n

n nS n a    ส าหรับ 2n  
บทพิสูจน์ จะพิสูจน์โดยการใช้การอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (Mathematical induction)  
สังเกตได้ว่า 2 2 2

2,1 2,2 1(2,2) 1 ( 1) (1) ( 1) ( 1)S a a         
ให้ 2r   และสมมติให้ , 1( ,2) ( 1)r

r rS r a    (*) 
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เราจะแสดงว่า 1

1,( 1,2) ( 1)r

r rS r a

    
โดยทฤษฎีบท 2.2 สมการ (*) และทฤษฎีบท 2.1 ข้อ 1 ได้ว่า  

, 1( 1,2) 2 ( ,2) ( ,1) 2( 1) 1r

r rS r S r S r a        
จากสมการ (2.2) และ (2.1) ได้ว่า     1

1,( 1)r

r ra

  =  1

, 1 ,( 1) ( 1 1)r

r r r rr r a a

       
       =  1 1

, 1( 1) ( 2) ( 1)r r

r ra 

      
           = , 12( 1) 1r

r ra    
จะเห็นว่า 1

1,( 1,2) ( 1)r

r rS r a

    
เพราะฉะนั้น , 1( ,2) ( 1)n

n nS n a    ส าหรับ 2n        

ทฤษฎีบท 3.2 , 1( , ) ( 1)n k

n n kS n k a

    ส าหรับ 1 k n   ทุก 1n   
บทพิสูจน์ ให้ 1n   ถ้า 1k   จะได้ว่า  

2( 1) 1 1 1 1

, , 1 1( ,1) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n n n n n

n n n nS n a a    

            
และถ้า k n  แล้วจะได้ 2

,1 , 1( , ) 1 (1)(1) ( 1) ( 1)n n n

n n n nS n n a a

        
ดังนั้น , 1( , ) ( 1)n k

n n kS n k a

    เมื่อ 1k   หรือ k n  
ต่อไปก าหนดให้ 1 k n   ซึ่งเป็นผลให้ 3n  
จะพสิูจน์โดยการใช้การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ว่า 

, 1( , ) ( 1)n k

n n kS n k a

    ส าหรบั 1 k n   ทุก 3n  

พิจารณากรณี 3n   จะเห็นว่า ถ้า 1 3k n    แล้ว 2k    
จะได้ว่า 5 3 2

3,2 3,3 2 1(3,2) 3 ( 1)( 3) ( 1) ( 1)S a a

          
ให้ 3r   และสมมติให้ , 1( , ) ( 1)r k

r r kS r k a

    ส าหรับ 1 k r   (**) 
เราจะแสดงว่า 1

1, 2( 1, ) ( 1)r k

r r kS r k a 

      ส าหรับ 1 1k r    
ส าหรับกรณี 2k   โดยบทตั้ง 3.1 จะได้ 1 2 1

1, 1 1 1, 2 2( 1,2) ( 1) ( 1)r r

r r r rS r a a  

           
ส าหรับกรณี k r  โดยทฤษฎีบท 2.2 ทฤษฎีบท 2.1 ข้อ 1 และสมการ (**) ไดว่้า  

( 1)

, ( 1) 1 ,2( 1, ) ( , ) ( , 1) (1) ( 1)r r

r r r rS r r rS r r S r r r a r a 

            
โดยสมการ (2.2) และ (2.1) จะได้ว่า 

1

1, 2( 1)r r

r r ra 

    = 2 1

1,2( 1) r

ra

  =  1 1,2 1 1 1,2( 1) ( 1 2 1) r rr a a           
           = 

,1 ,2( )r rra a    = 
,2rr a  
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จะเห็นว่า 1

1, 2( 1, ) ( 1)r r

r r rS r r a 

      
ส าหรับกรณี 2 k r   สังเกตได้ว่า 1 1 1k r     
โดยทฤษฎีบท 2.2 และสมการ (**) ไดว่้า  

1

, 1 , 2( 1, ) ( , ) ( , 1) ( 1) ( 1)r k r k

r r k r r kS r k kS r k S r k k a a  

            
โดยสมการ (2.2) จะไดว่้า 
                   1

1, 2( 1)r k

r r ka 

    =  1

, 1 , 2( 1) ( 1 2 1)r k

r r k r r kr r k a a 

            
     = 1

, 1 , 2( 1) ( 1)r k r k

r r k r r kk a a  

       

จะเห็นว่า 1

1, 2( 1, ) ( 1)r k

r r kS r k a 

      ส าหรับ 2 k r   
ดังนั้น , 1( , ) ( 1)n k

n n kS n k a

    ส าหรับ 1 k n         

บทแทรก 3.3 1

, ( 1) ( , 1)k

n ka S n n k     ส าหรับ 1 k n   ทุก 1n   
บทพิสูจน์ ให้ 1n   และ 1 k n   สังเกตว่า 1 1n k n     
โดยทฤษฎีบท 3.2 จะได้ว่า ( , 1)S n n k   = 1

, ( 1) 1( 1)n n k

n n n ka  

     = ( 1)

,( 1) k

n ka   
ดังนั้น 1

, ( 1) ( , 1)k

n ka S n n k            

บทแทรก 3.4 
1

,

1

1( 1)
( 1)

( 1)!

n n k
j n

n k

j

n k
a j

jn k

 



  
   

   
  ส าหรับ 1 k n   ทุก 1n   

บทพิสูจน์ ให้ 1n   และ 1 k n   โดยบทแทรก 3.3 และสมการ (2.3) จะได้ว่า 
                 

,n ka  = 1( 1) ( , 1)k S n n k    

    = 
1 1

1

1

1( 1)
( 1) ( 1)

( 1)!

n k n k
k j n

j

n k
j

jn k

   




  
   

   
  

    = 
1

1

1( 1)
( 1)

( 1)!

n n k
j n

j

n k
j

jn k

 



  
  

   
      

ตัวอย่าง 3.1 ตัวอย่างต่อไปนี้จะแสดงการหาค่าของ 
6,3a  โดยการใช้สูตรในบทแทรก 3.4 

   
6,3a  = 

6 6 3 1
6

1

6 3 1( 1)
( 1) 65

(6 3 1)!

j

j

j
j

 



  
  

   
  

จากรูปที่ 1.1 จะเห็นว่า 
6,3a  มีค่าเป็น 65  ตรงกับค่าที่ค านวณได้จากสูตรในบทแทรก 3.4 

บทแทรก 3.5 ,2
2

n

n
a

 
   

 
 ส าหรับ 2n  
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บทพิสูจน์ ให้ 2n  โดยบทแทรก 3.3 และทฤษฎีบท 2.1 ข้อ 3 จะได้ว่า 

  2 1

,2 ( 1) ( , 2 1) ( , 1)
2

n

n
a S n n S n n  

          
 

     

บทแทรก 3.6 1

, 1 ( 1) (2 1)n n

n na 

     ส าหรับ 2n  
บทพิสูจน์ ให้ 2n  โดยบทแทรก 3.3 และทฤษฎีบท 2.1 ข้อ 2 จะได้ว่า 
  1 1 1

, 1 ( 1) ( , ( 1) 1) ( 1) ( ,2) ( 1) (2 1)n n n n

n na S n n n S n  

              

ข้อสังเกต ผู้เขียนขอนิยาม ( )C n  เป็นผลบวกของจ านวนบนรูปสามเหลี่ยมคล้ายปาสกาลของ Chen 

ในแถวที่  n  นั่นคือ  ,

1

( )
n

n k

k

C n a


  เช่น (1) 1,C   (2) 1 ( 1) 0,C      (3) 1 ( 3) 1 1,C      

(4) 1,C   (5) 2C   และ (6) 9C    จากตัวอย่างจะเห็นว่าล าดับของ ( )C n  มีลักษณะคล้ายกับ

จ านวนเบลเติมเต็ม (complementary Bell number) nB  โดยนิยาม 
1

( 1) ( , )
n

k

k

nB S n k


   และ

มีล าดับเป็น 1, 0,1,1, 2, 9, 9,     (ส าหรับ 1n  ) ผู้อ่านสามารถดูล าดับของ nB  เพิ่มเติมได้ใน 
The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS A000587) [7] จากตัวอย่างผู้เขียน
คาดว่า ( ) ( 1)n

nC n B   ดังนั้นผู้ที่สนใจสามารถท าการศึกษาข้อสมมติฐานดังกล่าวได้ 
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