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บทคัดย่อ 
ในบทความนี้ได้น าเสนอแนวคิดของสมาชิกตัวแปรในกึ่งกรุปเกือบซ้ายและมีการตรวจสอบ 

สมบัติต่าง ๆ ของสิ่งที่กล่าวมาข้างต้น นอกจากนี้ได้พิสูจน์ว่า ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติ

และ a S  แล้วเงื่อนไขต่อไปนี้สมมูลกัน 

1.  a S  

2.  S a b S b     ส าหรับทุกสมาชิก b S  

ค าส าคญั:  กึ่งกรุปเกือบซ้าย ** -กึ่งกรุป สมาชกิตัวแปร อินเวอร์ทีฟซ้าย กึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ
                                                             
 

* ผู้เขียนหลัก 
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ABSTRACT 
In this paper, the notions of variant elements in left almost semigroups are 

investigated. Moreover, we prove that if  ,S   is an ** -regular semigroup and 
a S , then the following conditions are equivalent. 

1.  a S ,  
2.  S a b S b     for any element b  of .S  

Keywords:  Left almost semigroup, ** -semigroup, Variant element,  
         Left invertive, Regular left almost semigroup 

1. บทน า 
ในบทความนี้เป็นการศึกษากึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีลักษณะพิเศษบางประการ เช่น ** -กึ่งกรุป 

และกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย เป็นต้น ** -กึ่งกรุปถูกพัฒนามาจากทฤษฎีบทของกึ่งกรุป
เกือบซ้ายและกึ่งกรุปสลับที่ โครงสร้างพีชคณิต “ ** -กึ่งกรุป” ได้รับการนิยามครั้งแรกโดย Protić 
and Boinovic [13] ในปี ค.ศ.1995 ซึ่งได้อธิบายว่ากึ่งกรุปเกือบซ้าย  ,S   จะเรียกว่า ** -กึ่ง
กรุป ถ้าส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ z  ใน S  ซึ่ง ( ) ( )x y z y x z      นอกจากนี้ยังได้อธิบาย
กึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีลักษณะพิเศษบางอย่างที่กล่าวมาข้างต้น ยิ่งไปกว่านั้นยังมีนักคณิตศาสตร์อีก
มากมายที่ได้ศึกษาสมบัติต่าง ๆ ของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอย่างแพร่หลายซึ่งได้อธิบายถึงทฤษฎีบท สมบัติ 
และตัวอย่างต่าง ๆ ของ ** -กึ่งกรุปและกึ่งกรุปเกือบซ้ายทีม่ีเอกลักษณ ์

ในปี ค.ศ.2008 Boinovic และคณะ [3] ได้ก าหนดบทนิยามของกึ่งกรุปย่อยเกือบซ้ายวิภัชนัยค่า
สองขั้วในกึ่งกรุปเกือบซ้ายระบบเคอร์เนลปรกติของ ** -กึ่งกรุปผกผัน (kernel normal system 
of inverse ** -semigroup) ในปี ค.ศ.2012 Yaqoob [14] สร้างบทนิยามของกึ่งกรุปย่อยเกือบ
ซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วในกึ่งกรุปเกือบซ้าย นอกจากนี้ได้ศึกษาสมบัติบางประการของไอดีล (ขวา, ไบ-, 
ภายใน) ซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้ว (bipolar-valued fuzzy left (right, bi-, interior) ideal) ของก่ึงกรุป
เกือบซ้าย ยิ่งไปกว่านั้น Faisal และคณะ [6] ได้แนะน าแนวคิดของฟัซซิฟิเคชันค่าสองขั้วในกึ่งกรุป
เกือบซ้าย ในปีเดียวกัน Aslam และคณะ [2] ได้น าเสนอแนวความคิดของเซตย่อยวิภัชนัยสองขั้วใน
กึ่งกรุปเกือบซ้ายและได้อธิบายลักษณะเฉพาะบางประการของไอดีล (ขวา) ซ้ายวิภัชนัยสองขั้วของกึ่ง
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กรุปเกือบซ้าย ต่อมาในปี ค.ศ.2013 Dudek และ Gigon [5] ได้ให้ความหมายของ ** -กึ่งกรุป
ผกผันสมบูรณ์ (completely inverse ** -semigroup) ว่าเป็นกรุปพอยดท์ี่มีสมบัต ิ

( ) ( ) ,  ( ) ( )x y z z y x x y z y x z           
และ 1 1x x x x     ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ z  ใน S  โดยที่ 1x  เป็นตัวผกผันเพียงตัว
เดียวของ x  นอกจากนี้ Khan และคณะ [8] ได้ให้บทนิยามของของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอันดับวิภัชนัย
ค่าช่วงและได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอันดับปรกติภายใน (intra-regular 
ordered -semigroup) ในพจน์ของไอดีล (ขวา) ซ้ายวิภัชนัยค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอันดับ 
ยิ่งไปกว่านั้น Yaqoob และคณะ [14 - 16] ได้ให้ความหมายของกึ่งกรุปย่อยเกือบซ้ายวิภัชนัยค่าช่วง 
ไอดีลซ้าย ไอดีลขวาและไบ-ไอดีลในกึ่งกรุปเกือบซ้าย แนวคิดของเซตวิภัชนัยสหัชญาณนิยมค่าช่วง 
(interval valued intuitionistic fuzzy set) ในกึ ่งกรุปเกือบซ้ายถูกน าเสนอโดย Yaqoob ในปี  
ค.ศ.2013 และได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติในพจน์ของไอดีลซ้ายวิภัช
นัยสหัชญาณนิยมค่าช่วง ในปี ค.ศ.2014 Khan, Shum และ Iqbal [9] ได้ศึกษาและอธิบายสมบัติ
บางประการของไอดีลเล็กสุด (minimal ideal) ของ ** -กึ่งกรุป ( ** -semigroup) นอกจากนี้ 
Abdullah และคณะ [1] ได้ก าหนดบทนิยามของไอดีลวิภัชนัย ( , )   ค่าช่วงในกึ่งกรุปเกือบซ้าย 
ในป ี ค.ศ.2016 Khan, Yousafzai และ Khan [11] ได ้ศ ึกษาความหมายของ ( , )m n -ไอดีล  
( ( , )m n -ideal) ในกึ่งกรุปเกือบซ้าย (LA-semigroup) และได้หาลักษณะเฉพาะของ ( , )m n -ไอดีล 
ในกึ่งกรุปเกือบซ้าย ยิ่งไปกว่านั้นได้พิสูจน์ว่าเซตย่อย A  ของกึ่งกรุปเกือบซ้ายจะเป็น (0,2) -ไอดีล 
ก็ต่อเมื่อ A  เป็นไอดีลซ้ายของบางไอดีลซ้ายในกึ่งกรุปเกือบซ้าย ในปี ค.ศ.2018 Khan, Yousafzai 
และ Hila [10] ได้แนะน าแนวคิดของ ** -กึ่งกรุปผกผันซ้ายสมบูรณ์ (completely left inverse 

** -semigroup) และได้ศึกษาสมบัติพื้นฐานของสมภาค (congruence) ใน ** -กึ่งกรุปผกผัน
ซ้ายสมบูรณ์ 

ในบทความนี้ได้ศึกษาและแนะน าแนวความคิดของสมาชิกตัวแปร (variant element) ใน 
** -กึ่งกรุปตามแนวทางของ Chinram และ Yonthanthum [4] นอกจากนี้ได้ตรวจสอบสมบัติ

ต่าง ๆ ของ ** -กึ่งกรุป ยิ่งไปกว่านั้นได้พิสูจน์ว่า ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติและ 
a S  แล้วเงื่อนไขต่อไปนี้สมมูลกัน 

1.  a S  
2.  S a b S b     ส าหรับทุกสมาชิก b S  
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2. ความรู้พื้นฐาน 
ในหัวข้อนี้เราได้ศึกษาบทนิยามและผลลัพธ์บางอย่างที่จ าเป็นส าหรับวัตถุประสงค์และการศึกษา

ในหัวข้อต่อไปของเรา 

บทนิยาม 2.1 [7] ก าหนดให้ S  เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่าง จะเรียก  ,S   ว่า กึ ่งกรุปเกือบซ้าย  
(left almost semigroup) ก็ต่อเมื่อ ฟังก์ชัน : S S S    โดยที่ ( , )x y x y  ส าหรับทุก
สมาชิก x  และ y  ใด ๆ ใน S  ที่มีสมบัติ    x y z z y x      ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ 
z  ใด ๆ ใน S  และเรียกสมบัตินี้ว่า อินเวอร์ทีฟซ้าย (left invertive) 

บทตั้ง 2.2 [7] ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายแล้ว ( ) ( ) ( ) ( )a b c d a c b d        ส าหรับ
ทุกสมาชิก , ,a b c  และ d  ใด ๆ ใน S  

ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ ่งกรุปเกือบซ้าย จะเรียก  ,S   ว ่า มีสมบัติเอกลักษณ์ซ้าย  
(left identity) ถ้ามีสมาชิก e  ใน S  ซึ่งท าให้ e x x   ส าหรับทุกสมาชิก x  ใด ๆ ใน S  และ
จะเรียก “ e ” ว่า เอกลักษณ์ซ้าย (left identity) 

บทตั้ง 2.3 [12] ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้ายแล้ว ( ) ( )x y z y x z      
ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ z  ใด ๆ ใน S  

บทตั้ง 2.4 [12] ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณซ์้าย แล้ว  
( ) ( )a b c d     ( ) ( )d c b a    ส าหรับทกุสมาชิก , ,a b c  และ d  ใด ๆ ใน S  

บทนิยาม 2.5 [13] กึ่งกรุปเกือบซ้าย  ,S   จะเรียกว่า ** -กึ่งกรุป ถ้าส าหรับทุกสมาชิก ,x y  
และ z  ใน S  ซึ่ง ( ) ( )x y z y x z      

ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย จะเรียก  ,S   ว่า กึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ (regular 
left almost semigroup) ถ้าส าหรับแต่ละสมาชิก x  ใด ๆ ใน S  แล้วจะมีสมาชิก a  ใน S  ซึ่ง 

( )x x a x    

ข้อสังเกต เห็นได้ชัดเจนว่า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติก็ต่อเมื่อ ( )x x S x    ส าหรับทุก
สมาชิก x  ใด ๆ ใน S  

 



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 65 เล่มที่ 702 กันยายน – ธันวาคม 2563 

49 

3. ผลการวิจัย 
ในหัวข้อต่อไปนี้จะแนะน าแนวความคิดของสมาชิกตัวแปรในกึ่งกรุปเกือบซ้าย นอกจากนี้ได้

ตรวจสอบสมบัติต่าง ๆ ของ ** -กึ่งกรุป โดยเริ่มต้นจากการก าหนดบทนิยามของสมาชิกตัวแปรใน
กึ่งกรุปเกือบซ้าย ดังนี ้

ก าหนดให้ a  เป็นสมาชิกใด ๆ ในกึ่งกรุปเกือบซ้าย  ,S   นิยามการด าเนินการ “
a
” โดยที่ 

 ax y x a y    

ส าหรับทุกสมาชิก x  และ y  ใน S  เห็นได้ชัดเจนว่า 
a  เป็นด าเนินการทวิภาคบน S  จะเรียก

สมาชิก a  ว่า ตัวแปร (variant) ของ S  

ทฤษฎีบท 3.1 ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุป แล้ว  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป 
บทพิสูจน์ เริ่มต้นจะแสดงว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
ให้ ,x y  และ z  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  จะได้ว่า 
    a ax y z     ax a y z    

        x a y a z      

         a y x a z    

 
        x a y a z    

 
        z a y a x    

 
         a y z a x      

        z a y a x      

       az y a x    

      a az y x  
ดังนั้น  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
ต่อไปจะแสดงว่า  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป  
ก าหนดให้ ,x y  และ z  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
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เนื่องจาก  

 a ax y z     ax a y z  

          x a y a z       

         y a x a z    

         ay a x z    

      a ay x z  

จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป     

บทแทรก 3.2 ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย แล้ว  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป 
บทพิสูจน์ สามารถแสดงได้ในท านองเดียวกันกับบทพิสูจน์ของทฤษฎีบท 3.1    

บทแทรก 3.3 ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย แล้ว  , eS  เป็นกึ่งกรุปเกือบ
ซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย 
บทพิสูจน์ ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  เนื่องจาก  

ee x   e e x  

     e x 

 x  
จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  , eS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย   

ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
นิยามเซต  S  โดยที่  S  |a S   , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ}  

ทฤษฎีบท 3.4 ก าหนดให้  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุป ถ้า  S   แล้ว  ,S   เป็นกึ่งกรุป
เกือบซ้ายปรกต ิ
บทพิสูจน์ เนื่องจาก  S   ดังนั้นจะมีสมาชิก a  ใน S  ซึ่ง  a S   
จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  จะได้ว่า 

    x   a ax y x  
        ax a y x    
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        x a y a x      

         a y x a x      

          x a y a x x S x         
ส าหรับบางสมาชิก y  ใน S   
จึงสรุปได้ว่า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ       

บทแทรก 3.5 ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย  
ถ้า  S   แล้ว  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ
บทพิสูจน์ สามารถแสดงได้ในท านองเดียวกันกับบทพิสูจน์ของทฤษฎีบท 3.4    

ทฤษฎีบท 3.6 ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
ถ้า  a S  แล้ว  S a S S    
บทพิสูจน์ เห็นได้ชัดเจนว่า  S a S S    ต่อไปจะแสดงว่า  S S a S     
ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
เนื่องจาก  a S  จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
ดังนั้น จะมีสมาชิก s  ใน S  โดยที่  a ax x s x  เพราะว่า 

           x    a ax s x  
      ax a s x    

        x a s a x S a S       
 

จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  S a S S          

ทฤษฎีบท 3.7 ก าหนดให้  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุป และ ,a b S  ซึ่ง  a S   
ถ้า a S b   แล้ว  b S  
บทพิสูจน์ จาก a S b   จะได้ว่า จะมี s S  โดยที่ a s b    
ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
เนื่องจาก  a S  จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ
ดังนั้น จะม ี w S  โดยที่  a ax x w x  พิจารณา 
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     x    a ax w x  
      ax a w x    

      x a w a x    
 

  
      x a w s b x     

 

  
      b s w x a x     

 

  
     w x a s b x     

  

  
        w x a w a x a s b x           

   

  
          w x a x a w a s b x         

 

  
          w a x a w x a s b x         

 

  
           w a x a w x s b s b x          

 

  
           w a x a w s x b s b x          

 

  
           w x b s x a w a s b x          

 

  
           x b s w x a w a s b x          

 

  
           s w x a w a x b s b x          

 

  
          x b s w x a w a s b x            

   
ดังนั้น

    x x b S b x    
 
ท าให้ได้ว่า จะมี z S  โดยที่  

     x      x b z b x      

    bx z b x    
   b bx z x  

จึงได้ว่า  , bS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  b S        
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ทฤษฎีบท 3.8 ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติและ a S  แล้ว เงื่อนไขต่อไปนี้สมมูลกัน 
1.  a S   

2.  S a b S b     ส าหรับทุกสมาชิก b S  

บทพิสูจน์  
สมมติให้  a S  จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
ก าหนดให้ b  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  เห็นได้ชัดเจนว่า  S a b S b      
ต่อไปจะแสดงว่า  S b S a b     
เนื่องจาก  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิดังนั้น จะมี s S  โดยที่ 

     b    a ab s b  
      ab a s b    

      b a s a b    
 

ต่อไปก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  โดยที่ x S b    
จึงได้ว่าจะมี t S  โดยที่ x t b   พิจารณา 

     x   t b   
       t b a s a b       

        b a s a t b       

        b t a b a s       

       a b a s t b       

         t b a s a b S a b          
จึงได้ว่า  S b S a b     นั่นคือ  S a b S b      
สมมติให้ 2 เป็นจริง ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
โดยสมมติฐาน จะได้ว่า  x a S x S     และ  S a x S x      
เนื่องจาก  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติ  
ดังนั้นจะม ี s S  โดยที่  x x s x S x       
จะได้ว่า  x S a x    นั่นคือ จะมี t S  ซึ่ง  x t a x    พิจารณา 
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     x   x s x    

      t a x s t a x        

       s x t a t a x        

       a t x s t a x        

      x a t s t a x        

      t a x a t s x        

       t a a t x s x        

      a t a t x s x        

      x s t a t a x        

      t a x s t a x         

      t a t s x a x        

      t s t a x a x        

      t s x a t a x        

          x a t s t a x x a S a x             

จึงได้ว่า จะม ี w S  โดยที่  

    x     x a w a x      

     ax w a x    
    a ax w x  
ท าให้ได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  a S         
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