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บทคัดย่อ 
บทความนี้เป็นบทความที่สอง และเป็นบทความสุดท้ายของการศึกษาวิธีหาค่าตัวก าหนดของ 

เมทริกซ์โดยใช้วิธีของยาโคบี เเละวิธีควบแน่นของดอดจ์สัน โดยในบทความนี้มีการเรียบเรียงบท
พิสูจน์ของวิธีการทั้งสอง  
ค าส าคัญ:  ตัวก าหนด โคแฟกเตอร์  
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ABSTRACT 
This article is the second and final part of the study of Jacobi method and Dodgson’s 

condensation method. 
Keywords:  Determinants, Cofactors 

ในบทความตอนที่ 2 นี้ เราจะได้น าเสนอวิธีการค านวณค่าตัวก าหนด 2 วิธี วิธีแรกได้มาจาก
ทฤษฎีบทยาโคบี (Jacobi’s theorem) วิธีที่สองคือการควบแน่นของดอดจ์สัน ซึ่งเป็นการลดขนาด
ของเมทริกซ์ลงทีละหนึ่ง โดยผ่านกระบวนการควบแน่น วิธีการควบแน่นของดอดจ์สันมีขั้นตอนการ
ค านวณที่ง่ายและไม่ซับซ้อน นอกจากนี้ที่มาและบทพิสูจน์ก็มีรายละเอียดที่น่าสนใจ ในบทความตอน
ที่ 1 เราได้น าเสนอว่า เบื้องหลังส าคัญของความส าเร็จของวิธีควบแน่นของดอดจ์สันมาจากทฤษฎีบท
ยาโคบี ดังนั้นในบทความตอนที่ 2 นี้ เราจะศึกษารายละเอียดการพิสูจน์ และเบื้องลึกเบื้องหลังของ
วิธีการหาตัวก าหนดทั้งสองวิธี 

1. บทพิสูจน์ของทฤษฎีบทยาโคบ ี

ในหัวข้อสุดท้ายของบทความตอนที่ 1 เราได้แสดงผ่านตัวอย่างของเมทริกซ์ขนาด  4 4  ว่า 
สูตรที่ได้จากทฤษฎีบทยาโคบีสามารถแจกแจงเป็นข้ันตอนในกระบวนการควบแน่นของดอดจ์สันได้  
ในหัวข้อนี้ เราจึงต้องท าความเข้าใจทฤษฎีบทยาโคบีให้มากข้ึน โดยการศึกษาบทพิสูจน์และหา
ข้อสังเกตนีท้ี่จะมีประโยชน์ในการพิสูจน์วิธีควบแน่นของดอดจ์สันต่อไป 

ทฤษฎีบท 1.1 [4] (ทฤษฎีบทยาโคบี) ให้ ,i jA a     เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  โดยที่ 3n   

ถ้า *

: 1, : 1k k n m k k n ma      
    เป็นไมเนอร์ประกอบขนาด    n m n m    โดยที่ 2 1m n     

ของ A  และ : 1, : 1k k n m k k n ma      
    เป็นไมเนอร์สอดคล้องขนาด m m  ของเมทริกซ์ A  แล้ว 

     *

: 1, : 1 : 1, : 1det det det det
m

k k n m k k n m k k n m k k n mA a A a           
          (1) 

ถ้า det 0A   แล้ว 

    
1 *

: 1, : 1 : 1, : 1det det det
m

k k n m k k n m k k n m k k n ma A a


           
           (2) 
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บทพิสูจน์ [4] ก าหนดให ้

 

1,1 1, 1, 1 1,

,1 , , 1 ,

1,1 1, 1, 1 1,

,1 , , 1 ,

m m n

m m m m m m n

m m m m m m n

n n m n m n n

a a a a

a a a a
A

a a a a

a a a a





    



 
 
 
 

  
 
 
 
  

  

และแอดจเูกตของ A  คือ 

1,1 ,1 1,1 ,1

1, , 1, ,

1, 1 , 1 1, 1 , 1

1, , 1, ,

m m n

m m m m m n m

m m m m m n m

n m n m n n n

C C C C

C C C C
A

C C C C

C C C C





    



 
 
 
 

   
 
 
 
  

 

สร้างเมทริกซ์ IA  ขนาด n n  โดยมีสมาชิกในหลักที่ 1 ถึงหลักที่ m  เป็นสมาชิกในหลกัที่ 1 ถึง
หลักที่ m  ของเมทริกซ์ A  และสมาชิกในหลักที่ 1m  ถึงหลักที่ n  เป็นเมทริกซ์แบบบล็อกของ
เมทริกซ์ศูนย์และเมทริกซเ์อกลักษณ์ ดังแสดงตอ่ไปนี ้

1,1 ,1

1, ,

1, 1 , 1

1, ,

0 0

0 0

1 0

0 1

m

m m m

I

m m m

n m n

C C

C C
A

C C

C C

 

 
 
 
 

   
 
 
 
  

  

พิจารณาผลคูณของเมทริกซ์ A  และ IA  จะได้ว่า 
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I n n
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n n

n j j n j m j n m n n
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a C a C a a

a C a C a a

AA

a C a C a a

a C a C a a



 



 

    

 



 

 
 
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 
 
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
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 
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
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

  

จากสมบัติของโคแฟกเตอร์ของเมทริกซ์ ,[ ]i jA a  ขนาด n n  จะได้ว่า 

 ,1 ,1 ,2 ,2 , ,

det ,
, 1, 2, 3, ,

0,
i k i k i n k n

A i k
a C a C a C k n

i k


    


 

เราพบว่าสมาชิกแนวทแยงในบล็อกซ้ายบนมีค่าเท่ากับ det A  และสมาชิกอื่น ๆ ในบล็อกนีม้ีค่า 
เป็นศูนย์ รวมถึงสมาชิกในบล็อกซ้ายล่างก็มีค่าเป็นศูนย์ทัง้หมด เช่นกัน 

1, 1 1,

, 1 ,

1, 1 1,

, 1 ,

det 0

0 det

0 0

0 0

m n

m m m n

I

m m m n

n m n n

A a a

A a a
AA

a a

a a





  



 
 
 
 

   
 
 
 
  

 

โดยใช้วิธีกระจายโคแฟกเตอร์ตามหลกัที่ 1 กับเมทรกิซ์ด้านซ้าย ได้ว่า 
    1,1det det 0 0IAA A C      

โดยที่ 

   

2, 1 2,

, 1 ,

1,1

1, 1 1,

, 1 , 1 1

det 0

0 det
det

0 0

0 0

m n

m m m n

m m m n

n m n n n n

A a a

A a a
C

a a

a a





  

   

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

ในท านองเดียวกัน เราหาค่า 
1,1C  โดยใช้การกระจายโคแฟกเตอร์ตามหลักที่ 1 ได้ว่า  
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 

   

3, 1 3,

, 1 ,

1, 1 1,

, 1 , 2 2

det 0

0 det
det det det det

0 0

0 0

m n

m m m n

I

m m m n

n m n n n n

A a a

A a a
AA A A

a a

a a





  

   

  
  
  
  
    
  
  
  
    

 

เนื่องจาก  det det detI IAA A A   ดังนั้น เมื่อหาค่าตัวก าหนดถึงครั้งที่ m   เราได้ว่า 

 
1, 1 1,

, 1 ,

det det det det

m m m n
m

I

n m n n

a a

A A A

a a

  



 
 

   
 
 

 

ถ้า det 0A  ได้ว่า 

 
1, 1 1,

1

, 1 ,

det det det

m m m n
m

I

n m n n

a a

A A

a a

  




 
 

   
 
 

   (3) 

ต่อมาหาค่า det IA  ด้านซ้ายมือ โดยการกระจายโคแฟกเตอร์ของ 
IA  ตามหลักที่ 1m  ได้ว่า 

   

 

1,1 ,1

1, ,

1, 2 , 2

1, , 1 1

1,1 ,1

1, ,

1, 3 , 3

1, , 2

0 0

0 0
det 0 0 0 det

1 0

0 1

0 0

0 0
det

1 0

0 1

m

m m m

I

m m m

n m n n n

m

m m m

m m m

n m n n

C C

C C
A

C C

C C

C C

C C

C C

C C

 

  

 



 
 
 
 

       
 
 
 
  

 
 
 
 

  
 
 
 
    

   

2

1,1 ,1

1, ,

1 : , 1 :

det

det

n

m

m m m

m n m n

C C

C C

a

 

 

 
 

  
 
 

 
 

 



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 65 เล่มที่ 701 พฤษภาคม – สิงหาคม 2563 

15 

ดังนั้น ในกรณีที่มีการตัดแถวและหลักที่ 1m  ถึง n  ของเมทริกซ์ A  และ A  เราจะว่า 

ไมเนอรป์ระกอบ คือ    

   

1, 1 1,

*

1 : , 1 :

, 1 ,

m m m n

m n m n

n m n n n m n m

a a

a

a a

  

 

   

 
      
 
 

 และ 

ไมเนอรส์อดคลอ้ง คือ    

1,1 ,1

1 : , 1 :

1, ,

m

m n m n

m m m m m

C C

a

C C

 



 
     
 
 

 

โดยที่ 
   

1, 1 1,

*

1 : , 1 :

, 1 ,

det det

m m m n

m n m n

n m n n

a a

a

a a

  

 



 
      
 
 

 และ 
   1 : , 1 :

det detI m n m n
A a

 
  
 

   

เมื่อแทนทั้งหมดในสมการ (3) จะได้ว่า เราได้พิสูจน์สมการ (1) ของยาโคบีเป็นที่เรียบร้อยแล้ว  

หมายเหตุ ในบทพิสูจน์ของทฤษฎีบทยาโคบี มีการตัดแถวและหลักที่ 1m  ถึง n  ที่สมมาตรของ
เมทริกซ์ A  และ A  ซึ่งเราสามารถพิสูจน์ได้ในท านองเดียวกันว่า การเลือกตัดแถวและหลักใด ๆ  ก็
ยังได้ว่าสมการ (1) และ (2) ในทฤษฎีบทของยาโคบีเป็นจริง 
ข้อสังเกต 1.1 ให้ A  เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  และให้ : , :i k j lA  เป็นเมทริกซ์ย่อยของ A  ที่
ประกอบด้วยแถว , 1, ,i i k  และหลัก , 1, ,j j l  ของ A  โดยที่ , 1, 2, 3, ,k l n  

พิจารณาเมทริกซ์ย่อยขนาด 3 3  ของ A  

, , 1 , 2

: 2, : 2 1, 1, 1 1, 2

2, 2, 1 2, 2

i j i j i j

i i j j i j i j i j

i j i j i j

a a a

A a a a

a a a
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  
 
 

 

โดยวิธีของยาโคบี เราเลือกตัดแถวและหลักที่ 2 เพียงแถวและหลักเดียว นั่นคือ 3 1 2m    ท าให้
ได้ไมเนอร์ประกอบของเมทริกซ์ย่อย : 2, : 2i i j jA    คือ *

, 1, 1i j i ja a  
     และไมเนอร์สอดคล้องของ 

: 2, : 2i i j jA    คือ , 2,

1, 1

2, 2, 2

i j i j

i j

i j i j

C C
a

C C



 

  

  
        

 โดยที่ 
,k lC  คือโคแฟกเตอร์ของ : 2, : 2i i j jA    จากสูตร

ของยาโคบี ได้ว่า 

 
   

   

2

1: 2, 1: 2 : 1, 1: 2

: 2, : 2 2 4
1, 1 1: 2, : 1 : 1, : 1

1 11

1 1

i j i j

i i j j i i j j

i i j j i j i j
i j i i j j i i j j

A A
A

a A A

  

      

     
      

 


 
  

จากสมบัติของตัวก าหนดเราได้ว่า 
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: 1, : 1 : 1, 1: 2

: 2, : 2

1, 1 1: 2, : 1 1: 2, 1: 2

1 i i j j i i j j

i i j j

i j i i j j i i j j

A A
A

a A A

    

 

        

    (4) 

ในท านองเดียวกัน ให้ A  เป็นเมทริกซ์ขนาด n n  ส าหรับเมทริกซ์ย่อย : , :i i n k j j n kA      ขนาด 

   1 1n k n k      ของ A  เมื่อ 1, 2, 3, , 1k n   

, , 1 ,

1, 1, 1 1,

: , :

, , 1 ,

i j i j i j n k

i j i j i j n k

i i n k j j n k

i n k j i n k j i n k j n k

a a a

a a a
A

a a a

  

     

   

        

 
 
 
 
 
  

 

โดยวิธีของยาโคบี เราตัดแถวที่ 1i   ถึง 1i n k    และหลักที่ 1j   ถึง 1j n k    จ านวน 
1n k   แถว  (หลั ก )  เ ร า ได้ ว่ า   1 1 2m n k n k        และ ไม เนอร์ประกอบของ 

: , :i i n k j j n kA      คือ 

1, 1 1, 1

*

1: 1, 1: 1 1: 1, 1: 1

1, 1 1, 1

i j i j n k

i i n k j j n k i i n k j j n k

i n k j i n k j n k

a a

a A

a a

     

               

         

 
 

     
 
 

 

และไมเนอร์สอดคล้องของ : , :i i n k j j n kA      คือ  

, ,

1: 1, 1: 1

, ,

i j i n k j

i i n k j j n k

i j n k i n k j n k

C C
a

C C

 

       

     

  
        

 

โดยที่ 
,l mC  คือโคแฟกเตอร์ของ 1: , 1:i i n k j j n kA        จากสูตร (1) ของยาโคบี และจากสมบัติของ

ตัวก าหนด เราได้ว่า 

 : 1, : 1 : 1, 1:

: , :

1: 1, 1: 1 1: , : 1 1: , 1:

1 i i n k j j n k i i n k j j n k

i i n k j j n k

i i n k j j n k i i n k j j n k i i n k j j n k

A A
A

A A A

           

   

                   

   (5) 

2. บทพิสูจน์ของวิธีควบแน่นของดอดจ์สัน 
ในบทความตอนที่ 1 เราได้แสดงข้ันตอนและตัวอย่างการค านวณค่าตัวก าหนดของเมทริกซ์ A  

โดยใช้วิธีควบแน่นของดอดจ์สัน เพื่อเป็นการทบทวนวิธีการดังกล่าว ในตัวอย่างต่อไปนี้ เราแสดง
ข้ันตอนการควบแน่นของดอดจ์สัน ส าหรับเมทริกซ์ขนาด 5 5  ใด ๆ นอกจากนี้ เราพบข้อสังเกตที่
ส าคัญซึ่งจะมีประโยชน์ในการพิสูจน์วิธีควบแน่นของดอดจ์สันส าหรับเมทริกซ์ขนาด n n  ใด ๆ  
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ตัวอย่าง 2.1 พิจารณาเมทรกิซ์ขนาด 5 5  

  

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

2,1 2,2 2,3 2,4 2,5

5

3,1 3,2 3,3 3,4 3,5

4,1 4,2 4,3 4,4 4,5

5,1 5,2 5,3 5,4 5,5

a a a a a

a a a a a

a a a a aA A

a a a a a

a a a a a

 
 
 
  
 
 
 
 

  

โดยวิธีควบแน่น เราค านวณเมทริกซ์ควบแน่น  4
A  ได้ดังนี้ 

  

1:2,1:2 1:2,2:3 1:2,3:4 1:2,4:5

2:3,1:2 2:3,2:3 2:3,3:4 2:3,4:54

3:4,1:2 3:4,2:3 3:4,3:4 3:4,4:5

4:5,1:2 4:5,2:3 4:5,3:4 4:5,4:5

A A A A

A A A A
A

A A A A

A A A A

 
 
 
 
 
 
 
 

  

จากนั้นค านวณเมทริกซ์ควบแน่น  3
A โดยการควบแน่น  4

A  และหารเมทริกซ์ที่ได้ด้วยสมาชิกใน 

 
2,2 2,3 2,4

5

3,2 3,3 3,4

4,2 4,3 4,4

int

a a a

A a a a

a a a

 
 

  
 
 

 ดังนี้ 

  

1:2,1:2 1:2,2:3 1:2,2:3 1:2,3:4 1:2,2:3 1:2,4:5

2:3,1:2 2:3,2:3 2:3,2:3 2:3,3:4 2:3,3:4 2:3,4:5

2,2 2,3 2,4

2:3,1:2 2:3,2:3 2:3,2:3 2:3,3:4 2:3,3:4 2:3,4:5

3

3:4,1:2 3:4,2:3 3:4,2:3 3:4,3:4

3,2 3,3

A A A A A A

A A A A A A

a a a

A A A A A A

A A A A A A

a a


3:4,3:4 3:4,4:5

3,4

3:4,1:2 3:4,2:3 3:4,2:3 3:4,3:4 3:4,3:4 3:4,4:5

4:5,1:2 4:5,2:3 4:5,2:3 4:5,3:4 4:5,3:4 4:5,4:5

4,2 4,3 4,4

A

a

A A A A A A

A A A A A A

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

จากสมการ (4) ในข้อสังเกต 1.1 เราได้ว่าสมาชิกใน  3
A  คือตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อยขนาด 3 3  

ของเมทริกซ์  5
A A  ดังนี ้
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 

1:3,1:3 1:3,2:4 1:3,3:5

3

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,3:5

3:5,1:3 3:5,2:4 3:5,3:5

A A A

A A A A

A A A

 
 
 
 
 
 

    (6) 

ต่อมาท าการควบแน่น  3
A  และหารด้วยสมาชิกใน   2:3,2:3 2:3,3:44

3:4,2:3 3:4,3:4

int
A A

A
A A

 
 
 
 

 ได้เป็นเมทริกซ์

ควบแน่น 

 

1:3,1:3 1:3,2:4 1:3,2:4 1:3,3:5

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,2:4 2:4,3:5

2:3,2:3 2:3,3:42

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,2:4 2:4,3:5

3:5,1:3 3:5,2:4 3:5,2:4 3:5,3:5

3:4,2:3 3:4,3:4

A A A A

A A A A

A A
A

A A A A

A A A A

A A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

จากสมการ (5) ในข้อสังเกต 1.1 เมื่อ 5, 2n k   เราได้ตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อย : 3, : 3i i j jA    
ขนาด 4 4  ของเมทริกซ์ A  ดังนี้ 

: 2, : 2 : 2, 1: 3

: 3, : 3

1: 2, 1: 2 1: 3, : 2 1: 3, 1: 3

1 i i j j i i j j

i i j j

i i j j i i j j i i j j

A A
A

A A A

    

 

          

  

แทน , 1i j   ได้ว่า 

1:3,1:3 1:3,2:4

1:4,1:4

2:3,2:3 2:4,1:3 2:4,2:4

1 A A
A

A A A
  

ซึ่งมีค่าเท่ากับแถวและหลักที่ 1 ของ  2
A  

แทน 1, 2i j   ได้ว่า 

1:3,2:4 1:3,3:5

1:4,2:5

2:3,3:4 2:4,2:4 2:4,3:5

1 A A
A

A A A
  

มีค่าเท่ากับแถวที่ 1 และหลักที่ 2 ของ  2
A  
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ในท านองเดียวกัน เมื่อแทน 2, 1i j   และแทน , 2i j   เราได้ 2:5,1:4A  และ 2:5,2:5A  เป็น
สมาชิกในแถวที่ 2 หลักที่ 1 และสมาชิกในแถวและหลักที่ 2 ของ  2

A  ตามล าดับ ดังนั้น เราได้ว่า
สมาชิกใน  2

A  คือตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อยขนาด 4 4  ทั้งหมดของเมทริกซ์ A  ดังนี ้

   1:4,1:4 1:4,2:52

2:5,1:4 2:5,2:5

A A
A

A A

 
 
 
 

  

ก่อนที่จะแสดงข้ันตอนการควบแน่นครัง้สุดท้าย เราได้ข้อสงัเกตจากการควบแน่นครั้งที่ 2 ซึ่งได้
เมทริกซ์ควบแน่น  3

A  เราพบว่าสมาชิกทกุตัวใน  3
A  ในสมการ (6) เป็นตัวก าหนดของเมทรกิซ์ย่อย

ขนาด 3 3  ทั้งหมดของ A  และในกระบวนการควบแน่นครั้งที่ 3 ซึ่งท าให้ไดเ้มทริกซ์ควบแน่น  2
A

ที่เราพบว่าสมาชิกทุกตัวใน  2
A  เป็นตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อยขนาด 4 4  ทั้งหมดของ A  

ดังนั้น ในการควบแน่นครัง้สุดท้าย ซึง่คือการควบแนน่  2
A  และหารค่าที่ได้ด้วย  3

int A  2:4,2:4A  
ก็สามารถคาดเดาได้ว่าค่าที่ได้จะเป็นตัวก าหนดของเมทริกซ์ A  ขนาด 5 5  นั่นเอง และนี่จึงกลายเป็น
ข้อสรุปของวิธีควบแน่นของดอดจ์สัน 

ในทฤษฎีบทต่อไปนี้ เราจะแสดงการพสิูจน์วิธีควบแน่นของดอดจ์สันส าหรับเมทริกซ์ขนาด n n  
ใด ๆ 

ทฤษฎีบท 2.1 [3] (วิธีควบแน่นของดอดจส์ัน) ส าหรับเมทรกิซ์  n
A A  ขนาด n n  ที่ผ่านกระบวน 

การควบแน่น k  ครั้ง ได้เป็นเมทริกซ์ควบแน่น    
,

n k n k

i jA a
  

 
 ขนาด    n k n k    โดยที่ 

1, 2, 3, , 1k n   แล้วได้ว่าสมาชิก  
,

n k

i ja
  ทุกต าแหนง่ใน  n k

A
  คือค่าของตัวก าหนดของเมทริกซ์

ย่อย : , :i i k j j kA    ที่มีขนาด    1 1k k    ทั้งหมดของ A  ดังนี ้
 
: , : : , :

n k

i i k j j k i i k j j ka A


         (7) 
โดยที่ , 1, 2, 3, ,i j n k   นั่นคือ 

 

1: 1,1: 1 1: 1,2: 2 1: 1, :

2: 2,1: 1 2: 2,2: 2 2: 2, :

: ,1: 1 : ,2: 2 : , :

k k k k k n k n

n k k k k k k n k n

n k n k n k n k n k n n k n

A A A

A A A
A

A A A

     

      

     

 
 
 

  
 
 
  
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บทพิสูจน์ เนื่องจากในกระบวนการควบแน่นต้องมีการหารสมาชิกของเมทริกซ์ควบแน่น  n k
A

  ด้วย
สมาชิกในเมทริกซ์ภายใน   2

int
n k

A
   ดังนั้นในการพิสูจน์นี้ เราสมมติให้สมาชิกทุกตัวของ 

  2
int

n k
A

   ไม่เป็นศูนย์ และเราจะพิสูจน์โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ ดังนี้  
เมื่อ 1k   คือการควบแน่นครั้งแรก ซึ่งได้เมทริกซ์ควบแน่น  1n

A
  ที่มีสมาชิกทกุต าแหน่งเป็น 

ค่าของตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อยขนาด 2 2  ทั้งหมดของเมทรกิซ์ A  
ในการควบแนน่ครัง้ตอ่ ๆ  ไป คือ 2, 3, , 1k n   สมมติใหส้มาชิกของเมทรกิซ์ควบแน่น  n k

A
  

ครัง้ที่ k  คือ 
 
, : , :

n k

i j i i k j j ka A


       (8) 
โดยที่ , 1, 2, 3, ,i j n k   

ต่อมาในการควบแน่นครัง้ที่ 1k   ท าให้เราได้เมทริกซ์ควบแน่น      1 1

,

n k n k

i jA a
    

 
 โดยที ่

 , 1, 2, 3, , 1i j n k    และสมาชิก   1

,

n k

i ja
   ได้จากการควบแน่น    

,

n k n k

i jA a
  

 
 และ 

หารด้วยสมาชิกใน   1
int

n k
A

   ดังนี ้

  
       

  

1 , 1, 1 , 1 1,

, 1

1, 1

n k n k n k n k

n k i j i j i j i j

i j n k

i j

a a a a
a

a

   

     

 

 


  

จาก (8) ได้ว่า  

   : , : 1: 1, 1: 1 : , 1: 1 1: 1, :1

,

1: , 1:

i i k j j k i i k j j k i i k j j k i i k j j kn k

i j

i i k j j k

A A A A
a

A

                

   


    (9) 

โดยอุปนัยเ ชิงคณิตศาสตร์  เราต้องแสดงว่า   1

,

n k

i ja
 

 มี ค่าเท่ากับ : 1, : 1i i k j j kA      โดยที่  

: 1, : 1i i k j j kA      เป็นเมทริกซ์ย่อยขนาด    2 2k k    ของ A   

เนื่องจาก 

, , 1 , 1

1, 1, 1 1, 1

: 1, : 1

1, 1, 1 1, 1

i j i j i j k

i j i j i j k

i i k j j k

i K j i k j i k j k

a a a

a a a
A

a a a

  

     

   

        

 
 
 
 
 
  

 โดยวิธีของยาโคบี เราเลือกตัด

แถวที่  1i   ถึง i k  และหลักที่ 1j   ถึง j k  จ านวน k  แถว k  หลักของ : 1, : 1i i k j j kA       
ท าให้ได้ 2m   และมีไมเนอร์ประกอบของเมทริกซ์ย่อย : 1, : 1i i k j j kA      คือ *

1: , 1:i i k j j ka    
   

1, 1 1,

1: , 1:

, 1 ,

i j i j k

i i k j j k

i k j i k j k

a a

A

a a

   

   

   

 
 

 
 
 

 แ ล ะ ไ ม เ น อ ร์ ส อ ด ค ล้ อ ง ข อ ง  : 1, : 1i i k j j kA       คื อ 
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, 1,

1: , 1:

, 1 1, 1

i j i k j

i i k j j k

i j k i k j k

C C
a

C C

 

   

     

  
        

 โดยที่  
,l mC  คือโคแฟกเตอร์ของ  : 1, : 1i i k j j kA      และ 

จากสูตร (1) ของยาโคบี ได้ว่า 

, 1,

: 1, : 1

, 1 1, 11: , 1:

1 i j i k j

i i k j j k

i j k i k j ki i k j j k

C C
A

C CA

 

   

        

  
    

 

โดยที่ 
 

 

 

 

, 1: 1, 1: 1

1

1, : , 1: 1

1

, 1 1: 1, :

2 2

1, 1 : , :

1

1

1

1

i j

i j i i k j j k

i j k

i k j i i k j j k

i j k

i j k i i k j j k

i j k

i k j k i i k j j k

C A

C A

C A

C A



     

  

     

  

     

  

     

  

  

  

  

  

ดังนั้น ตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อย : 1, : 1i i k j j kA      ขนาด    2 2k k    ของ A  คือ 

1: 1, 1: 1 : , : : , 1: 1 1: 1, :

: 1, : 1

1: , 1:

i i k j j k i i k j j k i i k j j k i i k j j k

i i k j j k

i i k j j k

A A A A
A

A

               

   

   


    (10) 

ซึ่งมีค่าเท่ากับ   1

,

n k

i ja
   ในสมการ (9) โดยอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ เราพิสูจนส์มการ (7) 

ในข้ันสุดท้ายของวิธีการควบแน่น เมื่อ 1k n   เราจึงสรุปได้ว่า เมทริกซ์ควบแน่นในครั้ง
สุดท้าย  1

A  เท่ากับค่าตัวก าหนดของเมทริกซ์ A  ขนาด n n      

ในช่วงท้ายของการพิสูจน์ วิธีควบแน่นของดอดจ์สัน มีการใช้ทฤษฎีบทยาโคบีเพื่อหาค่า 

: 1, : 1i i k j j kA      และแสดงว่าค่าที่ได้เท่ากับ   1

,

n k

i ja
   ซึ่งเป็นสมาชิกในเมทรกิซ์ควบแน่น   1n k

A
   วิธี

หาค่า : 1, : 1i i k j j kA      เริ่มจากการตัดแถวที่  1i   ถึง i k  และหลักที่  1j   ถึง j k  ของ 

: 1, : 1i i k j j kA      จ านวน k  แถว k  หลัก ซึ่งในวิธีของยาโคบีนั้น เราสามารถเลือกตัดแถวและหลัก 
อื่น ๆ ของ : 1, : 1i i k j j kA      ที่ท าให้สามารถหา : 1, : 1i i k j j kA      ได้เช่นกัน ซึ่งข้อสังเกตนี้จะช่วยให้เรา
แก้ปัญหาและข้อบกพร่องบางกรณีของวิธีควบแน่นของดอดจ์สันซึ่งจะแสดงรายละเอียดในหัวข้อ
ต่อไป 

3. ปัญหาท่ีพบในวิธีควบแน่นของดอดจ์สันและวิธีแก้ไข 
ปัญหาส าคัญหนึ่งที่พบในวิธีควบแน่นของดอดจ์สันคือเมื่อมีสมาชิกบางตัวของเมทริกซ์ภายใน 

int A เป็นศูนย์ ซึ่งเราได้แสดงวิธีแก้ไขปัญหาน้ีผ่านตัวอย่างในบทความตอนที่ 1 มาแล้ว แตใ่นกรณีที่
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สมาชิกทุกตัวใน int A ไม่เท่ากับศูนย์ก็อาจท าให้เกิดปัญหาในกระบวนการควบแน่นได้ ถ้าหลังจาก
การควบแน่นครั้งที่ k  แล้วเกิดมีสมาชิกบางตัวใน  

int
n k

A
  มีค่าเป็นศูนย์ 

การแก้ปัญหาดังกล่าว เราใช้ความสัมพันธ์ (7) ในทฤษฎีบท 2.1 โดยสมมติให้ในการควบแน่น 

ครั้งที่  * 0, 1, 2, , 4k n   ได้เมทริกซ์ควบแน่น    * *

,

n k n k

i jA a
  

  
 ซึ่ง  *

int
n k

A
  มีสมาชิกใน

ต าแหน่ง   * * *, 2, 3, 4, , 1i j n k    เป็นศูนย์ นั่นคือ  *

* *,
0

n k

i j
a


  และจากเหตุน้ีส่งผลให้เกิด

ปัญหาข้ึนในการควบแน่นครั้งที่  * 2k   โดยเฉพาะกับสมาชิก   *

* *

2

1, 1

n k

i j
a

 

 
 ของเมทริกซ์ควบแน่น 

  * 2n k

A
   ที่ต้องถูกหารด้วย  *

* *,

n k

i j
a

  อย่างไรก็ตาม ส าหรับสมาชิก   * 2n k

A
 

 ในต าแหน่งที่ไม่มี
ปัญหา คือ * *1, 1i i j j     นั้น เราสามารถค านวณโดยใช้กระบวนการควบแน่นปกติ แต่ใน
ต าแหน่ง * 1i   และ * 1j   ที่มีปัญหา เราสามารถค านวณค่าผ่านสมการ (7) ได้ดังนี ้

  
   

*

* * * * * * * *

2

1, 1 1: 1 2 , 1: 1 2

n k

i j i i k j j k
a A

 

         
     (11) 

โดยใช้วิธีของยาโคบี เราต้องเลือกตัดแถวและหลักของเมทริกซ์ย่อย * * * * * *1 : 1, 1 : 1i i k j j k
A

     
 ที่ท าให้

สามารถค านวณค่าตัวก าหนดใน (11) ได้ จากนั้นแทนค่าสมาชิกต าแหน่งที่มีปัญหากลับในเมทริกซ์
ควบแน่น และด าเนินการควบแน่นต่อไปจนได้ค่าตัวก าหนดของ A   

ตัวอย่าง 3.1 พิจารณา  5

1 1 0 1 0

0 2 1 2 1

1 2 1 1 0

0 1 2 2 1

1 1 1 0 1

A A

 
 


 
    
 
 
   

 ซึ่งมี  5

2 1 2

int 2 1 1

1 2 2

A

 
 

  
 
  

 

โดยการควบแน่นครั้งที่ 1 ได้ว่า  4

2 1 1 1

2 1 1

1 3 4 1

0

1 1 2 2

A

  
 
  
 
  
 
 

 และ  4 1
int

4

0

3
A

 
  

  
 จะเห็นว่า 

มีสมาชิกในแถวและหลักที่ 1 ของ  4
int A  เป็นศูนย์ ซึ่งส่งผลให้การควบแน่นในครั้งที่ 3 ไม่สามารถ

หาค่าสมาชิกในต าแหน่งเดียวกันของเมทริกซ์ควบแน่น  2
A  โดยใช้วิธีควบแน่นแบบเดิมได้ อย่างไรก็

ตาม ไม่มีปัญหาในการควบแน่นครั้งที่ 2 เรายังด าเนินการควบแน่นเมทริกซ์  4
A  ไดด้ังนี้ 
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 3

1 1 1

3 3 5

2 1 5

A

  
 

  
 
    

 

ในการควบแน่นครั้งที่ 3 เราได้ 

 2 2

3 5

?
A

 
  

 
 

เราพบปัญหาเฉพาะในแถวและหลกัที่ 1 โดยใช้ความสัมพันธ์ (10) เมื่อ *5, 1n k   และ * *, 0i j   
เราสามารถค านวณค่า  2

1,1a  ซึ่งเป็นสมาชิกในต าแหน่งที่มีปัญหาของ  2
A  ได้ดังนี ้

 2

1,1 1:4,1:4

0 1

1 2
0

1 2 1 1

0 1

0 2

2 2

1 1

a A


  
 



 

โดยวิธีของยาโคบี เราเลือกตัดแถวและหลักที่ไม่สร้างปัญหา คือตัดแถวและหลักที่ 1 และ 2 ของ  

1:4,1:4A  เราได้ไมเนอร์ประกอบคือ *

,

1 1

0 2
i ja

 
     

 

  และไมเนอร์สอดคล้อง 3,3 4,3

,

3,4 4,4

i j

C C
a

C C

  
        

 

โดยที่ ,j iC  คือโคแฟกเตอร์ของ 1:4,1:4A  และจากสูตร (1) ของยาโคบี ได้ว่า 

3,3 4,3

3,4 4,4

1:4,1:4

1 0 1 1 1 1

0 1 2 0 2 2

0 2 2 1 2 1 6 21 1
0

1 1 3 12 21 1 0 1 1 0

0 2 0 2 1 0 2 1

0 1 2 1 2 1

C C

C C
A



   

   
   

  

 

 

นั่นคือ 

 2 0 2

3 5
A

 
  

 
 

ในการควบแน่นครั้งสุดท้ายของ  2
A  และหารด้วย  3

int 3A   เราได้ 6
det 2

3
A    เป็นค่าของ

ตัวก าหนดที่ถูกต้องของ A  
การที่ เราสามารถแก้ปัญหากรณีที่มีสมาชิกบางต าแหน่งใน  

int
n k

A
  เป็นศูนย์ ส าหรับ 

 0, 1, 2, , 4k n   โดยใช้สมการ (11) อาจสร้างความสงสัยให้ผู้อ่าน เนื่องจากสมการ (11) 
อ้างอิงถึงทฤษฎีบท 2.1 ซึ่งมีการก าหนดให้สมาชิกใน int A และ  

int
n k

A
  ต้องไม่เป็นศูนย์  
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ในตัวอย่างการหาตัวก าหนดของเมทริกซ์ขนาด 5 5  ใด ๆ ต่อไปนี้ เราขอย้อนไปใช้วิธีของ 
ยาโคบี โดยในการค านวณตัวก าหนดของทุกเมทริกซ์ในสูตร (2) ของยาโคบี เรายึดหลักเกณฑ์การตัด
แถวและหลักที่บรรจุเมทริกซ์ภายในของเมทริกซ์นั้น ๆ  ซึ่งหลักเกณฑ์นี้เองท าให้เราสามารถแจกแจง
เป็นวิธีควบแน่นของดอดจ์สันได้ ในกรณีที่วิธีของดอดจ์สันมีปัญหาจากการมีสมาชิกบางต าแหน่งใน 

 
int

n k
A

  เป็นศูนย์ส าหรับ  0, 1, 2, , 4k n   เราจะช้ีให้เห็นว่าเหตุใดเราจึงสามารถใช้
ความสัมพันธ์ในสมการ (11) ได ้

ตัวอย่าง 3.2 ให้ A  คือเมทริกซ์ 

 

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

2,1 2,2 2,3 2,4 2,5

3,1 3,2 3,3 3,4 3,5

4,1 4,2 4,3 4,4 4,5

5,1 5,2 5,3 5,4 5,5

a a a a a

a a a a a

a a a a aA

a a a a a

a a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 

  

จาก วิ ธีของยา โคบี  โดยการตัดแถวและหลักที่บรรจุ  int A  เ ร า ได้ ว่ า ไมเนอร์ประกอบ 

*

2:4,2:4 2:4,2:4inta A A      และไมเนอร์สอดคล้อง 1,1 5,1

2:4,2:4

1,5 5,5

C C
a

C C

 
     

 
 โดยที่ ,i jC  คือ โคแฟก-

เตอร์ของ A  โดยสูตร (1) ของยาโคบี เราได ้

1:4,1:4 1:4,2:51,1 5,1 5,5 5,1

1,5 5,5 1,5 1,12:4,2:4 2:4,2:4 2:5,1:4 2:5,2:5

1 1 1
det

int

A AC C C C
A

C C C CA A A A A
      (12) 

ในการหาตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อย 1:4,1:4 1:4,2:5 2:5,1:4, ,A A A  และ 2:5,2:5A  เราใช้วิธีของยาโคบี
โดยตัดแถวและหลักที่บรรจุเมทริกซ์ภายในของแต่ละเมทริกซ์ย่อย ดังที่แสดงมาแล้วในข้อสังเกต 1.1 
สมการ (5) เมื่อแทน 5, 2n k   เราได ้

1:3,1:3 1:3,2:4 1:3,2:4 1:3,3:5

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,2:4 2:4,3:5

1:4,1:4 1:4,2:5 2:3,2:3 2:3,3:4

2:5,1:4 2:5,2:5 2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,2:4 2:4,3:5

3:5,1:3 3:5,2:4 3:5,2:4 3:5,3:5

3:4,2:3 3:4,3:4

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A A A

A A A A

A A

  
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ซึ่งพบว่าสมาชิกในตัวก าหนดของสมการข้างบนคือสมาชิกในเมทริกซ์ควบแน่น  2
A  ในวิธีของดอดจ์

สัน และจากสมการ (5) ในข้อสังเกต 1.1 เราได้ว่าสมาชิกใน  2
A  เขียนได้เป็น 

 

1:3,1:3 1:3,2:4 1:3,2:4 1:3,3:5

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,2:4 2:4,3:5

2:3,2:3 2:3,3:4 1:4,1:4 1:42

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,2:4 2:4,3:5

3:5,1:3 3:5,2:4 3:5,2:4 3:5,3:5

3:4,2:3 3:4,3:4

A A A A

A A A A

A A A A
A

A A A A

A A A A

A A

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

,2:5

2:5,1:4 2:5,2:5A A

 
 
 
 

 

และเมือ่พิจารณาสมาชิกใน  2
A  พบว่าได้มาจากการควบแน่นเมทริกซ์ขนาด 3 3  ต่อไปนี้  

1:3,1:3 1:3,2:4 1:3,3:5

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,3:5

3:5,1:3 3:5,2:4 3:5,3:5

A A A

A A A

A A A

 
 
 
 
 
 

 

และหารด้วยสมาชิกใน 2:3,2:3 2:3,3:4

3:4,2:3 3:4,3:4

A A

A A

 
 
 
 

 ในต าแหน่งเดียวกัน และเราพบว่าเมทริกซ์ขนาด 3 3  

นีคื้อเมทริกซ์ควบแน่น  3
A  ในวิธีของดอดจ์สันนั่นเอง  

 

1:3,1:3 1:3,2:4 1:3,3:5

3

2:4,1:3 2:4,2:4 2:4,3:5

3:5,1:3 3:5,2:4 3:5,3:5

A A A

A A A A

A A A

 
 
 
 
 
 

 

ในการค านวณตัวก าหนดของเมทริกซ์ย่อยขนาด 3 3  ซึ่งเป็นสมาชิกใน  3
A  โดยการตัดแถวและ

หลักที่บรรจุเมทริกซ์ภายในของแต่ละเมทริกซ์ย่อย ดังที่แสดงมาแล้วในสมการ (4)  ในข้อสังเกต1.1 
เราได้ 
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  

1:2,1:2 1:2,2:3 1:2,2:3 1:2,3:4 1:2,2:3 1:2,4:5

2:3,1:2 2:3,2:3 2:3,2:3 2:3,3:4 2:3,3:4 2:3,4:35

2.2 2.3 2.4

2:3,1:2 2:3,2:3 2:3,2:3 2:3,3:4 2:3,3:4 2:3,4:5
3

3:4,1:2 3:4,2:3 3:4,2:3 3:4,3:4

3.2 3.3

A A A A A A

A A A A A A

a a a

A A A A A A

A
A A A A

a a


3:4,3:4 3:4,4:5

3.4

3:4,1:2 3:4,2:3 3:4,2:3 3:4,3:4 3:4,3:4 3:4,4:5

4:5,1:2 4:5,2:3 4:5,2:3 4:5,3:4 4:5,3:4 4:5,4:5

4.2 4.3 4.4

A A

a

A A A A A A

A A A A A A

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

ซึ่งพบว่าสมาชิกใน  3
A  ก็ได้มาจากการควบแน่นเมทริกซ์  4

A  และหารด้วย 
2,2 2,3 2,4

3,2 3,3 3,4

4,2 4,3 4,4

int

a a a

A a a a

a a a

 
 

  
 
 

 

โดยที่  4
A  คือ 

 

1:2,1:2 1:2,2:3 1:2,3:4 1:2,4:5

2:3,1:2 2:3,2:3 2:3,3:4 2:3,4:54

3:4,1:2 3:4,2:3 3:4,3:4 3:4,4:5

4:5,1:2 4:5,2:3 4:5,3:4 4:5,4:5

A A A A

A A A A
A

A A A A

A A A A

 
 
 
 
 
 
 
 

 

และอีกครั้ง สมาชิกใน  4
A  เกิดจากการควบแน่นเมทริกซ์เริ่มต้น A  นั่นเอง 

จากที่แสดงมาทั้งหมด เราเห็นอีกครั้งว่าวิธีควบแน่นของดอดจ์สันคือการด าเนินการย้อนกลับของ
ข้ันตอนต่าง ๆ ที่ได้จากสมการ (12) ด้วยวิธีของยาโคบี ดังนั้นถ้าเราใช้วิธีควบแน่นของดอดจ์สันในการ
หาค่าตัวก าหนดของ A  และพบว่ามีสมาชิกบางต าแหน่งใน  4

int A  (หรือ int A  ) เท่ากับศูนย์ 
สมมติคือ 3:4,3:4 0A   เราพบว่า กระบวนการควบแน่นของดอดจ์สันยังคงด าเนินการต่อ ไปได้ 

เพียงแต่ในข้ันตอนการหา   1:4,1:4 1:4,2:52

2:5,1:4 2:5,2:5

A A
A

A A

 
 
 
 

 ต้องมีการปรับวิธีหาตัวก าหนด 2:5,2:5A   

โดยไม่ใช้การตัดแถวและหลักแบบเดิมที่บรรจุ 2:5,2:5int A  ซึ่งวิธีแก้ปัญหานี้สามารถใช้ได้ส าหรับ 
เมทริกซ์ขนาด n n  โดยที่ 4n   
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อย่างไรก็ตาม ในการควบแน่นครั้งสุดท้าย 

 

1:4,1:4 1:4,2:5

3

2:5,1:4 2:5,2:5

1
det

int

A A
A

A A A
  

ส าหรับเมทริกซ์ A  ขนาด n n  ใด ๆ ที่ 3n  ก็สามารถแสดงได้ในท านองเดียวกันว่า 

 

     

 

1: 1 ,1: 1 1: 1 ,2:

3

2: ,2:2: ,1: 1

1
det

int

n n n n

n nn n

A A
A

A A A

  



  

เราเห็นว่าในข้ันสุดท้ายนี้มีการหารด้วย  3
int A  และถ้า  3

int 0A   เราจะไม่สามารถหาค่า
ตัวก าหนดได้โดยวิธีควบแน่นของดอดจ์สัน และการควบแน่นที่ได้ด าเนินการมาก่อนหน้านี้จะไม่เกิด
ประโยชน์ใด ๆ อย่างไรก็ตาม เราสามารถตรวจสอบว่าเมื่อควบแน่นเมทริกซ์ A  แล้วจะมีโอกาสที่ 

 3
int 0A   หรือไม่ โดยใช้ความสัมพันธ์จากสมการ (6) และ (10) ได้ว่า 

   
   

3 3

2,2 2: 1 ,2: 1
int int

n n
A a A A

 
    

ดังนั้น ก่อนที่จะใช้การควบแน่นของดอดจ์สันเพื่อหาค่าตัวก าหนด เราต้องตรวจสอบเสมอว่า int 0A   
ดังตัวอย่างต่อไปนี ้

ตัวอย่าง 3.3 พิจารณา 

1 0 1 1 1

1 1 2 1 0

2 2 1 1 0

0 1 2 1 2

0 1 1 0 1

A

 
 
  
 
  
 

 
  

 

เราพบว่าไม่มีศูนย์ใน int A เมื่อท าการควบแน่นเมทริกซ์ A  เราได้  

 4

1 1 1 1

0 3 1 0

2 3 1 2

0 1 1 1

A

   
 


 
 
 

  

 

ซึ่งไม่พบศูนย์ใน  4
int A  และเราท าการควบแน่น  4

A  ได้ว่า  
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  3

3 4 1

1 2 1 3 2 1
6 0 2

3 0 2
2 1 1

2 2 3
2 4 3

1 2 1

A

   
      

   
  
      

  

  

ในข้ันน้ีเอง เราพบศูนย์ใน  3
int A  นั่นหมายความว่า การควบแน่นที่เราท ามาก่อนหน้านั้นไม่สามารถ

ใช้หาค่าตัวก าหนดของ A  ได้ ดังนั้น ก่อนการใช้วิธีควบแน่นของดอดจ์สัน เพื่อหาค่าตัวก าหนด  
เราควรตรวจสอบเสมอว่า ค่าตัวก าหนด int 0A   ถึงแม้ว่าเราจะไม่พบศูนย์ใน int A  หรือ 

 
int

n k
A

  แต่ถ้า int 0A   ปัญหาก็จะมาแสดงเมื่อท าการควบแน่นครั้งสุดท้าย 
อย่างไรก็ตาม ถึงแม้ว่าเมทริกซ์ A  ในตัวอย่างนี้จะมี int 0A   เราสามารถแก้ไขปัญหาที่เกิดข้ึน

ได้โดยการสลับแถวที่ 1 และ 2 ดังนี้ 
1 1 2 1 0

1 0 1 1 1

2 2 1 1 0

0 1 2 1 2

0 1 1 0 1

A

   
 


 
  
 

 
  

  

เนื่องจาก int 2 0A     ดังนั้น เราจึงสามารถใช้กระบวนการควบแน่นเพื่อหาค่าตัวก าหนดของ A  
ได้ ถึงแม้ว่ามีสมาชิกบางตัวใน int A เป็นศูนย์ เราสามารถแสดงได้ในท านองเดียวกับตัวอย่าง 3.1  
ว่าตัวก าหนดของ A  มีค่าเท่ากับ 0 นั่นคือ ตัวก าหนดของ A  มีค่าเป็น 0 เช่นกัน 

4. สรุป 
จากข้ันตอนที่ไม่ซับซ้อนในวิธีควบแน่นของดอดจ์สันที่สร้างความประทับใจให้กับคณะผูเ้รียบเรยีง

ในเริ่มแรก แต่เมื่อเจาะลึกในรายละเอียดก็พบว่า หากเราด าเนินการควบแน่นเมทริกซ์ไปอย่างไม่รีรอ 
ในช่วงเริ่มต้นของการค านวณ เราอาจโชคดีที่ไม่พบการหารด้วยศูนย์เกิดข้ึนในการควบแน่น แต่เมื่อ
การควบแน่นด าเนินการมาถึงตอนท้าย ๆ ได้ เมทริกซ์ควบแน่น  n k

A
  และเรากลับพบว่า 

 
int 0

n k
A


  นั่นหมายความว่า กระบวนการควบแน่นที่เราท ามาก่อนหน้าทั้งหมดล้มเหลว ดังนั้น

การตรวจสอบว่าค่าตัวก าหนด int 0A   ก่อนด าเนินการควบแน่นจึงเป็นสิ่งจ าเป็น อย่างไรก็ตาม ใน
การตรวจสอบส าหรับเมทริกซ์ A  ขนาด n n  เราต้องค านวณตัวก าหนดของเมทริกซ์ภายในขนาด 
   2 2n n    นับว่าเป็นค่ามัดจ าที่ราคาแพง นอกจากนี้ระหว่างการควบแน่นก็ไม่การันตีว่าเราจะ
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เจอปัญหาการหารด้วยศูนย์หรือไม่ ดังนั้นจึงไม่น่าแปลกใจว่าเหตุใดวิธีควบแน่นของดอดจ์สันจึงไม่ถูก
อ้างอิงและนิยมใช้ในการหาตัวก าหนดของเมทริกซ์ 
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