
DOI: 10.14456/mj-math.2021.10 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 66 เล่มที่ 704 พฤษภาคม – สิงหาคม 2564 

63 

วารสารคณิตศาสตร์ Mathematical Journal 66(704) พฤษภาคม – สิงหาคม 2564 

โดย สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
http://www.mathassociation.net        Email: MathThaiOrg@gmail.com 

 

ตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งท่ีมีค่าเปน็จ านวนเต็มด้วย 
การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอรน์ัยทั่วไปบนฐานของตัวด าเนินการ 

ท าให้บางทวินามลบ 
The First Order Integer-Valued Autoregressive Models with  

The Two-Parameter Generalized Poisson-Lindley Distribution 
Based on The Negative Binomial Thinning Operator 

 
สุชิราภรณ์ บุนยะริส1  และ จิราพรรณ สุนทรโชติ2,* 

1,2ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
กรุงเทพมหานคร 10330 

 

Suchiraporn Bunyaris1 and Jiraphan Suntornchost2,* 
1,2Department of Mathematics and Computer Science, Faculty of Science, 

Chulalongkorn University, Bangkok 10330 
 

Email: 1framesuchiraporn@gmail.com 2jiraphan.s@chula.ac.th 
 

วันที่รับบทความ : 21 ตุลาคม 2563 วันที่แก้ไขบทความ : 24 ธันวาคม 2563 วันที่ตอบรับบทความ : 30 มีนาคม 2564 
 

 
 

                                                             
 

*ผู้เขียนหลัก 



ตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง-ลินดเ์ลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป 

64 

บทคัดย่อ 
บทความฉบับนี้น าเสนอตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจก

แจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ และศึกษา
สมบัติที่ส าคัญทางความน่าจะเป็นและสถิติ เช่น ฟังก์ชันก่อก าเนิด ค่าคาดหมาย และ ความแปรปรวน 
โดยสุดท้ายได้พิจารณาการประมาณค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบที่สร้างขึ้น 
ค าส าคัญ:  การแจกแจงไม่ต่อเนื่อง การแจกแจงปัวซงแบบผสม การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์  
       ตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 

ABSTRACT 
In this study, we introduce the first order integer-valued autoregressive models for 

count data with the two-parameter generalized Poisson-Lindley distribution based on 
negative binomial thinning operator. Some important probabilistic and statistical 
properties such as generating function, expectation and variance are derived. Finally, 
parameter estimations are discussed. 
Keywords:  Discrete distributions, Mixed Poisson distributions, Poisson-Lindley  
         distribution, Negative binomial thinning operator 

1. บทน า  
ข้อมูลอนุกรมเวลา (Time Series data) คือ ชุดของข้อมูลที ่เก็บรวบรวมตามระยะเวลาเป็น 

ช่วง ๆ อย่างต่อเนื่องกัน โดยการนับข้อมูลเกิดขึ้นในหลายบริบท เช่น จ านวนอุบัติเหตุ [9] จ านวนผู้ป่วย 
จ านวนข้อความ จ านวนการซื้อขายหุ้นรายวัน และจ านวนการเอาประกันของกรมธรรม์ประกันชีวิต  
ดังนั้นตัวแบบอนุกรมเวลาส าหรับข้อมูลการนับ จึงมีความส าคัญอย่างยิ่งในการศึกษาและสร้างตัวแบบ
ส าหรับปรากฏการณ์ต่าง ๆ กลุ่มของตัวแบบส าหรับข้อมูลการนับที่มีการศึกษาอย่างกว้างขวางใน
งานวิจัย คือ ตัวแบบการถดถอยในตัวที ่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม (INAR) ซ่ึงถูกสร้างขึ ้นครั ้งแรกโดย 
McKenzie [12] จากนั้น Alzaid และ Al-Osh [3] ได้สร้างตัวแบบทั่วไปขึ้นตามการแจกแจงของปัวซง 
โดยใช้ตัวด าเนินการท าให้บางทวินาม (binomial thinning operator) ที่ถูกแนะน าโดย Steutel และ 
Van-Harn [15] และตัวแบบนี้ได้ถูกน าใช้ประโยชน์อย่างกว้างขวางในหลายสถานการณ์ เช่น Marcelo 
และคณะ [11] ได้ประยุกต์ใช้ในการคาดการณ์การเรียกร้องค่าสินไหมทดแทนรายเดือน Xiang และคณะ 
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[16] ได้ประยุกต์ใช้ในการรวมความเสี่ยงตามตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม 
ส าหรับข้อมูลการนับด้วยการแจกแจงปัวซง 

ตัวแบบการถดถอยในตัวที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง (PINAR) นั้น ได้รับความนิยม
อย่างมากในการศึกษาเชิงการนับ เพราะสูตรมีความซับซ้อนน้อยและเป็นการประยุกต์จากการ 
แจกแจงปัวซงซึ่งเป็นการแจกแจงที่นิยมส าหรับข้อมูลเชิงการนับ อย่างไรก็ดีการแจกแจงปัวซงมีข้อจ ากัด 
คือค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนมีค่าเท่ากัน ซึ่งอาจไม่สามารถใช้ได้ในบางสถานการณ์ที่ข้อมูลไม่ได้อยู่ใน
สถานะสมดุล ดังนั้นจึงมีการศึกษาการแจกแจงทางเลือกส าหรับข้อมูลประเภทนี้อย่างกว้างขวางเพื่อลด
ข้อจ ากัดนี้ในทศวรรษที่ผ่านมา เช่น กลุ่มการแจกแจงปัวซงนัยทั่วไปถูกใช้โดย Alzaid และ Al-Osh [4] 
จากนั้น Aghababaei และคณะ [1] ได้แนะน าตัวแบบการถดถอยในตัวที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการ
แจกแจงปัวซงที่มีค่าศูนย์เฟ้อ Bakouch และคณะ [6] ได้เสนอตัวแบบการถดถอยในตัวที ่มีค่าเป็น
จ านวนเต็มด้วยการแจกแจงเรขาคณิต ในบรรดาตัวแบบที่กล่าวมานั้นสร้างบนฐานของตัวด าเนินการท า
ให้บางทวินามลบ (negative binomial thinning operator) 

การแจกแจงปัวซงนัยทั่วไปที่ศึกษาอย่างกว้างขวางอย่างหนึ่ง คือ กลุ่มของการแจกแจงปัวซง-ลินด์
เลย์ ทีถู่กน าเสนอในบทความของ Sankaran [13] โดยการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์เป็นการแจกแจงปัวซง
ผสมโดยมีพารามิเตอร์เป็นตัวแปรสุ่มที่มีการแจกแจงลินด์เลย์ จากนั้น Bakouch และคณะ[5] ได้ใช้การ
แจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์มาสร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มส าหรับข้อมูล
การนับด้วยการแจกแจงนัยทั่วไปของปัวซง-ลินด์เลย์ และ Mahmoudi และคณะ [9] ได้เสนอตัวแบบ
การถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มส าหรับข้อมูลการนับด้วยการแจกแจงนัยทั ่วไป
ของปัวซง-ลินด์เลย์แบบใหม่ โดยใช้ตัวด าเนินการท าให้บางแบบทวินามและทวินามลบ 

การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ได้ถูกขยายอย่างแพร่หลายในทศวรรษที่ผ่านมา ตัวอย่างเช่น Ghitany 
และคณะ [8] ได้ท าการขยายตัวแบบโดยใช้การแจกแจงปัวซงที่ไม่เป็นศูนย์ จากนั้น Mahmoudi และ
คณะ [10] ได้ท าการขยายตัวแบบโดยใช้การแจกแจงปัวซงนัยทั่วไปได้เป็นครั้งแรก เพื่อรองรับข้อมูลได้
หลากหลายมากข้ึน 

Bhati และคณะ [7] ได้น าเสนอการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์แบบสองพารามิเตอร์นัยทั่วไป โดย
พารามิเตอร์ของการแจกแจงปัวซงแบบผสมเป็นตัวแปรสุ่มที่มีการแจกแจงลินด์เลย์สองพารามิเตอร์ที่
เสนอใน Shanker และ Sharma [14] ซึ่งเป็นการเพ่ิมพารามิเตอร์อีกหนึ่งตัวเข้าไปในการแจกแจงลินด์-
เลย์ โดย Bhati และคณะ [7] แสดงให้เห็นว่า พฤติกรรมหางขวาของกราฟของฟังก์ชันความหนาแน่นที่
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แสดงความหนาแน่นความน่าจะเป็นของการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปลู่เข้าสู่ศูนย์
ในอัตราที่เร็วกว่าหรือช้ากว่าการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ แสดงให้เห็นถึงความยืดหยุ่น ดังนั้นการแจก
แจงนี้จึงใช้งานได้ดีกับข้อมูลที่มีหางทางขวาของฟังก์ชันความหนาแน่นลู่เข้าสู่ศูนย์ ซึ่งชุดข้อมูลดังกล่าว
มักพบในอุตสาหกรรมประกันภัย และยิ่งกว่านั้นการจ าลองเชิงตัวเลขของพวกเขาแสดงให้เห็นว่าการ
แจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป จะดีกว่าการแจกแจงอื่น ๆ ส าหรับข้อมูลการนับ โดย
การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป ที่แสดงไว้ดังต่อไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 [7] ตัวแปรสุ่ม 𝑋 ทีมี่การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ พารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 นัยทั่วไป ซึ่งเขียน
แทนด้วยสัญลักษณ์ 𝑋 ∼  𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) มีฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นดังนี้ 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =  
𝜃2

(𝜃 + 𝛽)(1 + 𝜃)𝑥+1
(1 +

𝛽(𝑥 + 1)

1 + 𝜃
) 

เมื่อ 𝑥 = 0, 1, 2, … และ 𝛽, 𝜃 > 0 

ทฤษฎีบท 1.1 [7] คุณสมบัติของการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ พารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 นัยทั่วไป ที่ระบุไว้
ในบทนิยาม 1.1 มีดังนี ้ 

1. ค่าคาดหมาย คือ 𝐸(𝑋) =
2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
 

2. ความแปรปรวน คือ 𝑉𝑎𝑟(𝑋) =  
2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃)

𝜃2(𝛽+𝜃)2  

3. ฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ Φ𝑋(𝑠) =  
𝜃2(𝛽+𝜃−𝑠+1)

 (𝛽+𝜃)(𝜃−𝑠+1)2 เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   

4. ฟังก์ชันก่อก าเนดิโมเมนต์ คือ 𝑀𝑋(𝑠) =  
𝜃2(𝛽+𝜃−𝑒𝑠+1)

(𝛽+𝜃)(𝜃−𝑒𝑠+1)2 เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   

ในบทความนี้ได้น าเสนอตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจก
แจงปัวซง-ลินด์เลย์ พารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 นัยทั่วไป โดยใช้ตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ ในหัวข้อที่ 
2 ของบทความนี้คือ สร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม ส าหรับข้อมูลการ
นับด้วยการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั ่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บาง 
ทวินามลบ และท าการหาฟังก์ชันก่อก าเนิดของกระบวนการนวัตกรรม จากนั้นในหัวข้อที ่ 3 ได้
ท าการศึกษาคุณสมบัติที ่ส  าคัญทางสถิต ิและความน่าจะเป็นของตัวแบบ ได้แก่ ค่าคาดหมาย  
ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข ค่าความแปรปรวน ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข ฟังก์ชันค่าสหสัมพันธ์
ในตัว และฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัวของตัวแบบ และในหัวข้อที่ 4 ผู้วิจัยได้สร้างสูตรส าหรับการ 
ประมาณค่าพารามิเตอร์โดยใช้วิธีก าลังสองน้อยที่สุดแบบมีเงื่อนไข และวิธียูล-วอล์กเกอร์ ซึ่งในส่วน
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สุดท้ายคือข้อสรุปและอภิปรายการสร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วย
การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 

 
รูปที่ 1 ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นของการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป

ส าหรับค่าต่าง ๆ ของพารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 

2. การสร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง-ลินด์
เลยส์องพารามิเตอร์นัยท่ัวไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 
ในหัวข้อนี้ ผู ้ว ิจัยได้สร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที ่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการ 

แจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั ่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ
(𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1)) ผู้วิจัยได้ให้ค าจ ากัดความของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบและตัวแบบการถดถอย
ในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม นอกจากนั้นได้ท าการหากระบวนการนวัตกรรม (innovation 
process) ของตัวแบบเพ่ือให้เป็นไปตามคุณสมบัติของตัวแบบอนุกรมเวลา 

บทนิยาม 2.1 ก าหนดให้ 𝑋 เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ตัวด าเนินการท าให้ 
บางทวินามลบ 𝛼 ∗ นิยามดังนี้ 

𝛼 ∗ 𝑋 = ∑ 𝑍𝑖 

𝑋

𝑖=1
 

เมื่อ 0 < 𝛼 < 1 และ {𝑍𝑖}𝑖≥1 เป็นล าดับของตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระต่อกันที่มีการแจกแจงแบบเรขาคณิต 
โดยมีพารามิเตอร์เป็น  1

1+𝛼
 และเป็นอิสระจาก 𝑋  
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ทฤษฎีบท 2.1 คุณสมบัติของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 𝛼 ∗ ที่ระบุไว้ในบทนิยาม 2.1 มีดังนี้  
1. ค่าคาดหมาย คือ 𝐸(𝛼 ∗ 𝑋) =  𝛼𝐸(𝑋) 
2. ความแปรปรวน คือ 𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋) = 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋) + 𝛼2𝑉𝑎𝑟(𝑋) 
3. ฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ 𝛷𝛼∗𝑋(𝑠) = 𝛷𝑋((1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1) เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   
4. ฟังก์ชันก่อก าเนดิโมเมนต์ คือ 𝑀𝛼∗𝑋(𝑠) =  𝑀𝑋((1 + 𝛼 − 𝛼𝑒𝑠)−1) เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   

บทนิยาม 2.2 ตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที ่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง- 
ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) โดย {𝑋𝑡}𝑡≥1 นิยามด้วย
สมการดังนี ้

𝑋𝑡 = 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡  

โดยที่ 𝛼 ∗ คือตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ ซึ่งถูกนิยามไว้ในบทนิยาม 2.1 และ {𝑋𝑡}𝑡≥1 เป็น
กระบวนการคงที่  (stationary process) โดย 𝑋 เป็นตัวแปรสุ ่มที ่มีการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์  
สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝑋 ∼ 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) และกระบวนการนวัตกรรม 
{𝜀𝑡}𝑡≥1 เป็นล าดับที่เป็นอิสระ และมีการแจกแจงเดียวกันกับ 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 เป็นอิสระต่อกัน 

จากสมมติฐานทั่วไปของตัวแบบอนุกรมเวลา มักจะท าการสร้างตัวแบบคงที่ ดังนั้นในส่วนถัดไป
ผู ้ว ิจ ัยจะท าการพิจารณาการแจกแจงและคุณสมบัติของกระบวนการนวัตกรรม {𝜀𝑡}𝑡≥1 ที่ท าให้ 
ตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) คงท่ี 

ทฤษฎีบท 2.2 จากบทนิยาม 2.2 เมื่อ {𝑋𝑡}𝑡≥1 เป็นกระบวนการทีค่งที ่โดยมีการแจกแจง 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) 
ดังนั้นกระบวนการนวัตกรรม {𝜀𝑡}  มีฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ 

𝛷𝜀𝑡
(𝑠) =  

(𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1)(𝜃 + 𝛼𝜃 − 𝛼𝜃𝑠 + 𝛼 − 𝛼𝑠)2

(𝜃 − 𝑠 + 1)2(1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)(𝜃 + 𝛽 + 𝛼 + 𝛼𝜃 + 𝛼𝛽 − 𝛼(𝛽 + 𝜃 + 1)𝑠)
 

เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   
บทพิสูจน์ จาก {𝑋𝑡}𝑡≥1 คือกระบวนการคงที่ โดยมีการแจกแจง 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) จากบทนิยาม 2.2 
คุณสมบัติที ่𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 อิสระต่อกัน และทฤษฎีบท 2.1 (3) จะได้ว่า 

𝛷𝑋𝑡
(𝑠) =  𝐸(𝑠𝑋𝑡) 

=  𝐸(𝑠𝛼∗𝑋𝑡−1+𝜀𝑡) 

=  𝐸(𝑠𝛼∗𝑋𝑡−1𝑠𝜀𝑡) 

=  𝐸(𝑠𝛼∗𝑋𝑡−1)𝐸(𝑠𝜀𝑡) 
= 𝛷𝛼∗𝑋𝑡−1

(𝑠)𝛷𝜀𝑡
(𝑠) 

= 𝛷𝑋𝑡
((1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1)𝛷𝜀𝑡

(𝑠) 
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ดังนั้นกระบวนการนวัตกรรมมีฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ 

𝛷𝜀𝑡
(𝑠) 

 

 

 

 

=
𝛷𝑋𝑡

(𝑠)

𝛷𝑋𝑡
((1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1)

 

=
𝜃2(𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1)

(𝛽 + 𝜃)(𝜃 − 𝑠 + 1)2
×

(𝛽 + 𝜃)(𝜃 − (1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1 + 1)2

𝜃2(𝜃 − (1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1 + 1 + 𝛽)
 

=
𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1

(𝜃 − 𝑠 + 1)2
×

(𝜃 + 𝛼𝜃 − 𝛼𝜃𝑠 − 1 + 1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)2

(1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)(𝛽 + 𝛼𝛽 − 𝛼𝛽𝑠 + 𝜃 + 𝜃𝛼 − 𝛼𝜃𝑠 − 1 + 1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)
 

 
=

(𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1)(𝜃 + 𝛼𝜃 − 𝛼𝜃𝑠 + 𝛼 − 𝛼𝑠)2

(𝜃 − 𝑠 + 1)2(1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)(𝜃 + 𝛽 + 𝛼 + 𝛼𝜃 + 𝛼𝛽 − 𝛼(𝛽 + 𝜃 + 1)𝑠)
 

    

3. คุณสมบัติความน่าจะเป็นของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) 
ในหัวข้อนี้ ผู ้ว ิจัยได้ศึกษาคุณสมบัติบางประการของตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที ่มี  

ค่าเปน็จ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท า
ให้บางทวินามลบ คือ ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว ค่าคาดหมาย และความแปรปรวน 

ทฤษฎีบท 3.1 ฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัว (𝛾𝑘) และฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว (𝜌𝑘) ที่สอดคล้องกัน
กับตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ส าหรับ 𝑘 (𝑘 ≥ 1) หน่วยเวลาถูกนิยามตามล าดับดังนี้ 

1. 𝛾𝑘 = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) = 𝛼𝑘𝛾0  เมื่อ 𝛾0  คือความแปรปรวนของ 𝑋𝑡 
2. 𝜌𝑘 = 𝛼𝑘 

บทพิสูจน์ จากบทนิยาม 2.2 และคุณสมบัตขิอง 𝜀𝑡   และ 𝑋𝑡−𝑘 เป็นอิสระส าหรับ 𝑘 ≥ 1 
𝛾𝑘 =  𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) 
 =  𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) 

 =  𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1, 𝑋𝑡−𝑘)  +  𝐶𝑜𝑣(𝜀𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) 

 = 𝛼𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡−1, 𝑋𝑡−𝑘) 

 = 𝛼𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−2 + 𝜀𝑡−1, 𝑋𝑡−𝑘) 

 = 𝛼𝑘𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−𝑘, 𝑋𝑡−𝑘)                                                                         (*) 
 = 𝛼𝑘𝛾0 

จากบทนิยาม 2.2 เมื่อท าซ า้จะได้ดังสมการ (*) 
ดังนั้น ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว (𝜌𝑘) สามารถเขียนได้ว่า 

𝜌𝑘 =
𝛾𝑘

𝛾0
= 𝛼𝑘 

  
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ข้อสังเกต 3.1 จากทฤษฎีบท 3.1 ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว 𝜌𝑘 จะลดลงแบบทวีคูณ เมื่อ 𝑘 เข้าสู่อนันต์ 

ต่อไปจะพิจารณาคุณสมบัติที่มีเงื่อนไขบางอย่าง เช่น ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข ความแปรปรวน
แบบมีเงื ่อนไขของกระบวนการนวัตกรรม 𝜀𝑡 และฟังก์ชันความน่าจะเป็นเปลี่ยนสถานะของตัวแบบ 
คุณสมบัติเหล่านี้ได้มาจากการใช้นิพจน์ของ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ที่ก าหนดในบทนิยาม 2.2 ดังนั้นก่อนอ่ืน
จะต้องพิจารณาค่าคาดหมายและค่าความแปรปรวนของ 𝑋𝑡 ส าหรับตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ซึ่งได้ว่า 

1. 𝐸(𝑋𝑡)  =  
2 𝛽 +𝜃

𝜃(𝛽 +𝜃)
 

2. 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) =  
2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃)

𝜃2( 𝛽+𝜃)2  

ดังนั้น ค่าคาดหมายและค่าความแปรปรวนของ 𝜀𝑡 จึงถูกก าหนดไว้ ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 3.2 ค่าคาดหมายและค่าความแปรปรวนของ 𝜀𝑡 ที่นิยามไว้ในบทนิยาม 2.2 ส าหรับ ตัวแบบ 
𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅 (1) จะถูกนิยามตามล าดับโดย 

1. 𝐸(𝜀𝑡) = (1 − 𝛼) (
2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
) 

2. 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) =  
(1−𝛼2)(2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃))−𝛼𝜃(1−𝛼)(𝛽+𝜃)(2𝛽+𝜃)

𝜃2( 𝛽+𝜃)2  
โดยที่ 𝐸(𝑋𝑡) นิยามดังข้างต้น 
บทพิสูจน์ จากบทนิยาม 2.2 จะได้ว่า {𝑋𝑡}𝑡≥1  เป็นกระบวนการคงที่โดยมีการแจกแจง 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) 
และจากคุณสมบัติว่า 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 เป็นอิสระต่อกัน และทฤษฎีบท 1.1 ข้อ 1. จะได้ว่า 

 𝐸(𝑋𝑡) =  𝐸(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡) 
 = 𝛼𝐸(𝑋𝑡)  +  𝐸(𝜀𝑡) 

= 𝛼 (
2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) +  𝐸(𝜀𝑡) 

ดังนั้น 𝐸(𝜀𝑡)  =  (1 − 𝛼) (
2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
) 

พิจารณาความแปรปรวนของ 𝜀𝑡 ในท านองเดียวกันจากคุณสมบัติว่า 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 เป็นอิสระต่อกัน 
และทฤษฎีบท 2.1 ข้อ 2. จะได้ว่า 

             𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡)  
 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1) +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) 

= 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋𝑡−1)  + 𝛼2𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡−1) +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) 
จากนั้นจะได้ว่า (1 − 𝛼2)𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)  = 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋𝑡)  +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) ดังนั้น 
𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) =  (1 − 𝛼2 )𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) − 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋𝑡) 
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 =  (1 − 𝛼2) (
2𝛽2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽𝜃(4 + 3𝜃)

𝜃2( 𝛽 + 𝜃)2
 ) − 𝛼(1 − 𝛼) (

2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) 

=
(1 − 𝛼2)(2𝛽2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽𝜃(4 + 3𝜃)) − 𝛼𝜃(1 − 𝛼)(𝛽 + 𝜃)(2𝛽 + 𝜃)

𝜃2( 𝛽 + 𝜃)2
  

 

ทฤษฎีบท 3.3 ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไขของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ล่วงหน้า 𝑘 +  1 หน่วยเวลา คือ 

𝐸(𝑋𝑡+ 𝑘  | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) = 𝛼𝑘+1 𝑥 +  (1 − 𝛼𝑘+1) (
2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) 

ส าหรับ 𝑥 ∈ { 0, 1, 2, … } 
บทพิสูจน์ จาก 𝐸(𝑋𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) = 𝐸(𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−1 + 𝜀𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥)  

         = 𝐸(𝛼 ∗ (𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−2 + 𝜀𝑡+𝑘−1) + 𝜀𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 

และจากบทนิยาม 2.2 เมื่อแทนค่า {𝑋𝑡}𝑡≥1 ซ ้าจนได้สมการสุดท้ายเป็นดังนี้ 
𝐸(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) =  𝐸(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝛼𝑘 ∗ 𝜀𝑡 + 𝛼𝑘−1 ∗ 𝜀𝑡+1 + ⋯ + 𝜀𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 

= 𝐸(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) + ∑ 𝐸(𝛼ℎ ∗ 𝜀𝑡+𝑘−ℎ | 𝑋𝑡−1 = 𝑥)

𝑘

ℎ=0

 

= 𝛼𝑘+1𝑥 + ∑ 𝛼ℎ𝐸(𝜀𝑡+𝑘−ℎ)

𝑘

ℎ=0

 

= 𝛼𝑘+1𝑥 + (
1 − 𝛼𝑘+1

1 − 𝛼
) 𝐸(𝜀𝑡) 

= 𝛼𝑘+1𝑥 + (1 − 𝛼𝑘+1) (
2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) 

 

ข้อสังเกต 3.2 ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข 𝐸(𝑋𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) จะลู่เข้าหาค่าคาดหมายแบบไม่มีเงื่อนไข 
คือ 2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
 เมื่อ 𝑘 เข้าสู่อนันต์ 

ทฤษฎีบท 3.4 ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไขของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ล่วงหน้า 𝑘 +  1 หน่วยเวลา 
คือ 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥)  

= 𝛼𝑘+1 (1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 + 
1 − 𝛼2(𝑘 + 1)

1 − 𝛼2
𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) +

𝛼(1 − 𝛼𝑘) (1 − 𝛼𝑘+1)

1 − 𝛼2
𝐸(𝜀𝑡) 

ส าหรับ 𝑥 ∈ { 0, 1, 2, … } 
บทพิสูจน์ 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥)  

 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−1  + 𝜀𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 
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 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ (𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−2  + 𝜀𝑡 + 𝑘−1) + 𝜀𝑡+𝑘| 𝑋𝑡−1 = 𝑥) 

 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝛼𝑘 ∗ 𝜀𝑡 + 𝛼𝑘−1 ∗ 𝜀𝑡+1  + ⋯ + 𝜀𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 

 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) +  ∑ 𝑉𝑎𝑟(𝛼ℎ ∗ 𝜀𝑡+𝑘−ℎ  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥)

𝑘

ℎ=0

 

 = 𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 + ∑ 𝑉𝑎𝑟(𝛼ℎ ∗ 𝜀𝑡+𝑘−ℎ)

𝑘

ℎ = 0

  

= 𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 +  ∑ (𝛼ℎ(1 − 𝛼ℎ)𝐸(𝜀𝑡+𝑘−ℎ  )  + 𝛼2ℎ 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡+𝑘−ℎ))

𝑘

ℎ = 0

  

= 𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) ∑ 𝛼2ℎ + 

𝑘

ℎ = 0

𝐸(𝜀𝑡) ∑ 𝛼ℎ  (1 − 𝛼ℎ) 

𝑘

ℎ = 0

 

=  𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 +
1 − 𝛼2(𝑘 + 1)

1 − 𝛼2
𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) +  

𝛼(1 − 𝛼𝑘)(1 − 𝛼𝑘+1 )

1 − 𝛼2
𝐸(𝜀𝑡) 

             

ข้อสังเกต 3.3 ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) ลู่เข้าหาความแปรปรวนแบบ

ไมม่ีเงื่อนไขคือ 2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃)

𝜃2( 𝛽+𝜃)2  เมื่อ 𝑘 เข้าสู่อนันต์ 

4. การประมาณค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) 
การประมาณค่าเป็นวิธีการใช้ค่าสถิติที่ได้จากตัวอย่างไปประมาณค่าพารามิเตอร์ เป็นการหาข้อสรุป

ที่เกี่ยวกับพารามิเตอร์ ในลักษณะของการประมาณ โดยจะน าพารามิเตอร์ที่ประมาณได้ไปใช้ในตัวแบบ
เพื่อพยากรณ์แนวโน้มของเหตุการณ์ต่าง ๆ ในอนาคต และในหัวข้อนี้ ผู้วิจัยจะพิจารณาการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบทั้ง 2 วิธี ซึ่งเป็นวิธีที่นิยม ได้แก่ การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีก าลังสอง
น้อยสุดแบบมีเงื่อนไข (conditional least square: CLS) และการประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธียูล-
วอล์กเกอร์ (Yule-Walker: YW) 

4.1. การประมาณก าลังสองน้อยที่สุดแบบมีเงื่อนไข 
ตัวประมาณก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงื่อนไขของพารามิเตอร์ 𝛼 และ 𝜇 ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) 

ได้มาจากการแทนค่า 𝑘 =  0 ในทฤษฎีบท 3.3 ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข คือ  
𝐸(𝑋𝑡  |𝑋𝑡−1) = 𝛼𝑋𝑡−1 + 𝜇(1 − 𝛼) 

โดยที่ 𝜇 =  𝐸(𝑋𝑡)  
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ดังนั้น สมการก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงือ่นไข คือ 

𝑄𝑛 = ∑(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1))
2

 

𝑛

𝑡=2

= ∑(𝑋𝑡 − 𝛼 𝑋𝑡−1 − 𝜇(1 − 𝛼))
2

𝑛

𝑡=2

 

หาอนุพันธ์ย่อยของ 𝑄𝑛  เทียบกับพารามิเตอร์ 𝜇  และ 𝛼 และก าหนดให้เท่ากับศูนย์ ดังนี้ 
𝜕𝑄𝑛

𝜕𝜇
|
𝜇=𝜇̂,𝛼=𝛼̂

=  − ∑ 2(𝑋𝑡 −  𝛼̂𝑋𝑡−1 −  𝜇̂ (1 −  𝛼̂))(1 − 𝛼̂) =  0 

𝑛

𝑡=2

 

𝜕𝑄𝑛

𝜕𝛼
|
𝜇=𝜇̂,𝛼=𝛼̂

=  ∑ 2(𝑋𝑡 −  𝛼̂𝑋𝑡−1 −  𝜇̂ (1 − 𝛼̂))(𝜇̂ − 𝑋𝑡−1)  =  0 

𝑛

𝑡=2

 

จาก (4.1) จัดรูปได้ดังนี้ 

∑ 𝑋𝑡 −

𝑛

𝑡=2

𝛼̂ ∑ 𝑋𝑡−1 −

𝑛

𝑡=2

𝜇̂(𝑛 − 1)(1 −  𝛼̂) = 0 

แก้สมการข้างต้นจะได้ค่าประมาณของ 𝜇̂ มีสูตรดังต่อไปนี้ 

𝜇 ̂  =  
∑ 𝑋𝑡 −𝑛

𝑡=2 𝛼̂ ∑ 𝑋𝑡−1
𝑛
𝑡=2

(𝑛 − 1)(1 −  𝛼̂)
 

จาก (4.2) จัดรูปได้ดังนี้ 

 𝜇̂ ∑ 𝑋𝑡 −

𝑛

𝑡=2

𝛼̂𝜇̂ ∑ 𝑋𝑡−1 −

𝑛

𝑡=2

𝜇̂2(𝑛 − 1)(1 − 𝛼̂) − ∑ 𝑋𝑡−1𝑋𝑡

𝑛

𝑡=2

+ 𝛼̂ ∑ 𝑋𝑡−1
2

𝑛

𝑡=2

 

+ (1 − 𝛼̂)𝜇̂ ∑ 𝑋𝑡−1 = 0

𝑛

𝑡=2

 

แก้สมการข้างต้น จะได้ค่าประมาณของ 𝛼̂ มีสูตรดังต่อไปนี้ 

𝛼̂ =
(1 − 𝑛) ∑ 𝑋𝑡−1𝑋𝑡 +𝑛

𝑡=2 ∑ 𝑋𝑡
𝑛
𝑡=2 ∑ 𝑋𝑡−1

𝑛
𝑡=2

(𝑛 − 1) ∑ 𝑋𝑡−1
2 − (∑ 𝑋𝑡−1

𝑛
𝑡=2 )2𝑛

𝑡=2

 

จากค่าคาดหมายของ 𝑋𝑡 และสูตร 𝜇̂ ข้างต้น จะได้ว่า 

    
2 𝛽̂𝐶𝐿𝑆  + 𝜃𝐶𝐿𝑆

𝜃𝐶𝐿𝑆(𝛽̂𝐶𝐿𝑆  + 𝜃𝐶𝐿𝑆)
= 𝜇̂𝐶𝐿𝑆 =  

∑ 𝑋𝑡 −𝑛
𝑡=2 𝛼̂𝐶𝐿𝑆 ∑ 𝑋𝑡−1

𝑛
𝑡=2

(𝑛 − 1)(1 −  𝛼̂𝐶𝐿𝑆)
 

พิจารณาตัวประมาณก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงื่อนไขของพารามิเตอร์ 𝜎2  
จากฟังก์ชันที่ก าหนดไว้ใน Alzaid และคณะ [2] และการแทนค่า 𝑘 =  0 ในทฤษฎีบท 3.4 จะได้ว่า 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1) = 𝛼 (1 − 𝛼)𝑋𝑡−1  +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡)  

แทน 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) จากทฤษฎีบท 3.2 ลงในสมการข้างต้น จะได้ความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข คือ 

(4.1) 

(4.2) 
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𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1) = 𝛼(1 − 𝛼)𝑋𝑡−1 + (1 − 𝛼2)𝜎2 − 𝛼(1 − 𝛼)𝜇  

หาค่าประมาณของ 𝜎̂2 โดยพิจารณาจากบทความของ Alzaid และคณะ [2] ซ่ึงเริ่มจากสมการก าลังสอง
น้อยสุด ดังนี้  

𝑆𝑛 =  ∑ [(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1))
2

− 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1)]
2

𝑛

𝑡=2

  

      =  ∑[(𝑋𝑡 − 𝛼𝑋𝑡−1 − 𝜇(1 − 𝛼))2 − 𝛼(1 − 𝛼)𝑋𝑡−1 − (1 − 𝛼2)𝜎2 + 𝛼(1 − 𝛼)𝜇]2

𝑛

𝑡=2

 

หาอนุพันธ์ย่อยของ 𝑆𝑛  เทียบกับพารามิเตอร์ 𝜎2  และก าหนดให้เท่ากับศูนย์ จะได้ 
𝜕𝑆𝑛

𝜕𝜎2|
𝜎2=𝜎,̂ 𝜇=𝜇̂,,𝛼=𝛼̂

 

= ∑ 2 [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 − 𝛼̂))
2

− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 − (1 − 𝛼̂2)𝜎̂2 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]
2

(𝛼̂2 − 1)

𝑛

𝑡=2

= 0 

จัดรูปสมการข้างต้น จะได้ว่า 

∑ [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 − 𝛼̂))
2

− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 − (1 − 𝛼̂2)𝜎̂2 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]
 

 

𝑛

𝑡=2

= 0 

แก้สมการข้างต้น จะได้ค่าประมาณของ 𝜎̂2 มีสูตรดังนี้ 

𝜎̂2 =
∑ [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 −  𝛼̂))

2
− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]𝑛

𝑡=2

(1 − 𝛼̂2)(𝑛 − 1)
 

จากค่าคาดหมายของ 𝑋𝑡  และสูตร 𝜎̂2 ข้างต้น จะได้ว่า 

2𝛽̂2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽̂𝜃(4 + 3𝜃)

𝜃2(𝛽̂  + 𝜃)
2 = 𝜎̂𝐶𝐿𝑆

2

=
∑ [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 − 𝛼̂))

2
− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]𝑛

𝑡=2

(1 − 𝛼̂2)(𝑛 − 1)
 

4.2 การประมาณค่าแบบยูล-วอลก์เกอร์  
ในส่วนนี้จะท าการประมาณค่าพารามิเตอร์ 𝛼, 𝜇 และ 𝜎2 ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ด้วยการ

ประมาณค่าแบบยูล-วอล์กเกอร์ โดยเริ่มต้นจากการพิจารณาฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัว (𝛾𝑘) 

𝛾(𝑘)  =
1

𝑛
∑(𝑋𝑡 − 𝑋̅)(𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋̅)

𝑛=𝑘

𝑡=1

  

โดยที่ 0 ≤ 𝑘 < 𝑛 และ 𝑋̅ =
1

𝑛
 ∑ 𝑋𝑡

𝑛
𝑡=1  คือ ค่าเฉลี่ยของกลุ่มตัวอย่าง 
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จากสมการยูล-วอล์กเกอร์ และสมการข้างต้น จะได้ค่าประมาณของ 𝛼̂ มีสูตรดังต่อไปนี้ 

𝛼̂𝑌𝑊 =
𝛾(1)

𝛾(0)
=

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)𝑛−𝑘
𝑡=1 (𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋̅) 

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)𝑛−𝑘
𝑡=1

2  

ให้ 𝜇̂ = 𝐸(𝑋𝑡) และ 𝜎̂2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) นิยามตามในข้างต้นของหัวข้อที่ 3 โดยที่ 𝑆2 =
∑ (𝑋𝑡−𝑋̅)𝑛

𝑡=1  

𝑛−1
  

จะได้ค่าประมาณของ 𝜇̂ และ 𝜎̂2 ด้วยวิธีแบบยูล-วอล์กเกอร์ เป็นดังนี้ 

𝜇̂𝑌𝑊 = 𝑋̅ =
2𝛽̂ + 𝜃

𝜃(𝛽̂ + 𝜃)
 

𝜎̂𝑌𝑊
2 = 𝑆2 =

2𝛽̂2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽̂𝜃̂(4 + 3𝜃)

𝜃2(𝛽̂  + 𝜃)
2  

5. สรุป 
ในบทความนี้ได้สร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม ส าหรับข้อมูลการนับ

ด้วยการแจกแจงป ัวซง-ล ินด ์ เลย์สองพารามิ เตอร ์น ัยทั ่วไปบนฐานของต ัวด  าเน ินการท  าให้  
บางทวินามลบ และท าการหาฟังก์ชันก่อก าเนิดของกระบวนการนวัตกรรม {𝜀𝑡}  จากนั้นได้ท าการศึกษา
ค ุณสมบ ั ติ ท ี ่ ส  า ค ัญทา งสถ ิ ต ิ แล ะคว ามน ่ า จะ เป ็ น ของต ั ว แบบ  ได ้ แก ่  ค ่ า ค าดหมาย  
ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข ค่าความแปรปรวน ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข ฟังก์ชันค่าสหสัมพันธ์
ในตัว ฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัว ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) และสุดท้ายได้พิจารณาการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ทั้ง 2 วิธี วิธีแรก คือการประมาณค่าพารามิเตอร์วิธีก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงื่อนไข ซึ่งเริ่ม
จากการหารูปแบบเฉพาะของพารามิเตอร์ 𝛼 และ 𝜇 จากการหาอนุพันธ์ของสมการก าลังสองน้อยสุด
แบบมีเงื่อนไขเทียบกับพารามิเตอร์ จากนั้นท าการหารูปแบบเฉพาะของ 𝜎2 ซึ่งเงื่อนไขที่มีอยู่ไม่เพียง
พอที่จะประมาณค่าพารามิเตอร์ จึงศึกษาแนวคิดเพิ่มเติมจากบทความของ Alzaid และคณะ [2] ซ่ึงได้
รูปแบบเฉพาะของ 𝜎2 แต่ไม่สามารถหารูปแบบเฉพาะของพารามิเตอร์ 𝛽 และ 𝜃 ได้ และวิธีที่สอง คือ
การประมาณค่าพารามิเตอร์วิธียูล-วอล์กเกอร์ โดยวิธีนี้จะใช้สมการยูล-วอล์กเกอร์ในการประมาณค่า 𝛼 
โดยใช้ค่าเฉลี่ยของกลุ่มตัวอย่างในการประมาณค่าพารามิเตอร์ 𝜇 และใช้ค่าความแปรปรวนของกลุ่ม
ตัวอย่างในการประมาณค่าพารามิเตอร์ 𝜎2 โดยจะไดน้ ารูปแบบเฉพาะของพารามิเตอร์ที่ได้ไปใช้กับกลุ่ม
ตัวอย่าง เพ่ือพยากรณ์แนวโน้มค่าเฉลี่ย และความแปรปรวนของเหตุการณ์ต่าง ๆ ในอนาคตต่อไป 
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