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บทคัดย่อ 
ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์

2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑥 ≠ 1 และ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3 (mod 4) คือ 

(𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 𝑝, 0, 3)} ∪ {(0, 3, 1, 2)} ∪ 

                       {(2 + log
2
(𝑝 + 1), 𝑝, 2, 𝑝 + 2) ∶ log

2
(𝑝 + 1) ∈ ℤ}  

ค าส าคัญ:  สมการไดโอแฟนไทน์ ข้อความคาดการณ์กาตาลัน 
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ABSTRACT 
In this paper, we show that all non-negative integer solutions of the Diophantine 

equation 2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2, where 𝑥 ≠ 1, 𝑝 is prime and 𝑝 ≡ 3 (mod 4), are  

(𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 𝑝, 0, 3)} ∪ {(0, 3, 1, 2)} ∪ 
                       {(2 + log

2
(𝑝 + 1), 𝑝, 2, 𝑝 + 2) ∶ log

2
(𝑝 + 1) ∈ ℤ}  

Keywords:  Diophantine equation, Catalan’s conjecture  

1. บทน า 
ในการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ในรูป 2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 โดยที่ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็น

จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะนั้น ได้มีการศึกษากันอย่างกว้างขวาง เช่น ในปี  
ค.ศ.2007 Acu [1] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 5𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่
เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 0, 3), (2, 1, 3)}  ต่อมาในปี ค.ศ.2011 Suvarnamani, 
Singta และ Chotchaisthit [13] พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 4𝑥 + 7𝑦 = 𝑧2 และ 4𝑥 + 11𝑦 = 𝑧2 
ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

ต่อมาในปี ค.ศ.2012 Chotchaisthit [3] ได้ค้นพบผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบทั้งหมด
ของสมการไดโอแฟนไทน์ 4𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 หลังจากนั้นในปี ค.ศ.2013 Sroysang [11] ไดพ้บว่าสมการ
ไดโอแฟนไทน์  2𝑥 + 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่ เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่ เป็นลบเพียงสามผลเฉลย คือ
 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(0, 1, 2), (3, 0, 3), (4, 2, 5)} ในปี เดียวกัน  Chotchaisthit [4] ได้ พิสู จน์ว่ าสมการ 
ไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 11𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ 
 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 0, 3)  

ในปี ค.ศ.2013 Rabago [9] ได้แสดงว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(1, 0, 3), (1, 1, 5), (2, 1, 9), (3, 1, 23)} 
เป็นผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์  8𝑥 + 17𝑦 = 𝑧2 ในปีต่อมา 
Sroysang [12] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 8𝑥 + 13𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่ 
เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, 3) และ Tanakan [14] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟน
ไทน์ 19𝑥 + 2𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(0, 3, 3) 
ในปี ค.ศ.2015 Qi และ Li [8] ได้ศึกษาผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ 

8𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมือ่ 𝑝 ≠ 2 พบว่าสามารถแบ่งออกได้เป็น 3 กรณี กรณีท่ี 1 𝑝 ≡ ±3 (mod 8) พบว่า
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สมการไดโอแฟนไทน์นี้ ไม่มีผลเฉลยที่ เป็นจ านวนเต็มบวก กรณีที่  2 𝑝 ≡ 7 (mod 8) พบว่า 
สมการไดโอแฟนไทน์นี้มีผลเฉลยที่ เป็นจ านวนเต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑝, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(2𝑞 − 1,
𝑞+2

3
, 2, 2𝑞 + 1) เ มื่ อ  𝑞 เ ป็ น จ า น ว เ ฉ พ า ะ คี่ ซึ่ ง  𝑞 ≡ 1 (mod 3) แ ล ะ ก ร ณี ที่  3  

𝑝 ≡ 1 (mod 8) และ 𝑝 ≠ 17  พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์นี้มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวกได้ 
ไม่ เกินสองผลเฉลย ต่อมา ในปี  ค.ศ.2016 Rabago [10] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์   
2𝑥 + 17𝑦 = 𝑧2 มีผล เฉลยที่ เป็นจ านวนเต็มบวกเ พียงห้ าผล เฉลยเท่ านั้ น  คือ  (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈

{(3, 1, 5), (5, 1, 7), (6, 1, 9), (7, 3, 71), (9, 1, 23)} และ Puangjumpa [7] ได้พบว่าสมการไดโอ
แฟนไทน์ 2𝑥 + 47𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈

{(3, 0, 3), (1, 1, 7)}  
ในปี ค.ศ.2018 Burshtein [2] ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑦 = 1 และ 

𝑝 = 7, 13, 29, 37 และ 257 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มบวก ดังนี้ กรณีที่ 𝑝 = 7 จะได้ว่าสมการ
ดังกล่าวมีผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1, 3) กรณีที่ 𝑝 = 13, 29, 37 จะได้ว่าสมการดังกล่าวไม่มี
ผลเฉลย และกรณีที่  𝑝 = 257 จะได้ว่ าสมการดังกล่าวมี เ พียงสองผลเฉลย คือ   (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈

{(14, 1, 129), (5, 1, 17)} 
ในงานวิจัยนี้จะหาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์

2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑥 ≠ 1 และ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3 (mod 4) 

2. ผลลัพธ์หลัก 

ทฤษฎีบท 2.1 [6] (ข้อความคาดการณก์าตาลัน)  
ให้ 𝑎, 𝑏, 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ min{𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦} > 1 จะได้ว่า  

สมการไดโอแฟนไทน์ 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 1 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦) = (3, 2, 2, 3) 

ทฤษฎีบท 2.2 [14] สมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 1 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียง
ผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑧) = (3, 3) 

ทฤษฎีบท 2.3 [5] ถ้า 𝑝 ≠ 2 แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 1 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่
ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑝, 𝑦, 𝑧) = (3, 1, 2) 

ทฤษฎีบท 2.4 [3] ถ้า 𝑥 เป็นจ านวนคู่ และ 𝑝 ≠ 2 แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 มี 
ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
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(𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(4, 3, 2, 5), (2𝑟, 2𝑟+1 + 1, 1, 2𝑟 + 1)} 

เมื่อ 𝑟 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  

ทฤษฎีบท 2.5 [11] สมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงสามผลเฉลย คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 0, 3), (0, 1, 2), (4, 2, 5)} 

ทฤษฎีบท 2.6 ถ้า 𝑥 ≠ 1 และ 𝑝 ≡ 3 (mod 4) แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ 

      2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2     (1) 

มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบอยู่ในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 
(𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 𝑝, 0, 3)} ∪ {(0, 3, 1, 2)} ∪ {(2 + log2(𝑝 + 1), 𝑝, 2, 𝑝 + 2): log2(𝑝 + 1) ∈ ℤ} 

บทพิสูจน์ ให้ 𝑥 ≠ 1 และ 𝑝 ≡ 3 (mod 4) ดังนั้น  𝑝 ≠ 2 

ถ้า 𝑝 = 3 จากทฤษฎีบท 2.5 จะได้ว่า (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 3, 0, 3), (0, 3, 1, 2), (4, 3, 2, 5)}  
เพราะฉะนั้นเหลือเพียงพิสูจน์กรณีท่ี 𝑝 ≠ 3 ซ่ึงจากทฤษฎีบท 2.3 จะได้ว่า 𝑥 ≠ 0 
กรณี 1 𝑥 เป็นจ านวนคู่  

จะมีจ านวนเต็มบวก 𝑛 ซึ่งท าให้ 𝑥 = 2𝑛 
จากทฤษฎีบท 2.4 และ 𝑝 ∉ {2, 3} จะได้ว่า 𝑝 = 2𝑛+1 + 1 ดังนั้น 𝑝 ≡ 1 (mod 4) ซึ่งเป็นไป

ไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 ≡ 3 (mod 4)  
กรณี 2 𝑥 เป็นจ านวนคี่ 

กรณยี่อย 2.1 𝑦 = 0 
จากทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) = (3, 𝑝, 0, 3) 

กรณยี่อย 2.2 𝑦 ≥ 1 เป็นจ านวนคู่  
จะมีจ านวนเต็มบวก 𝑘 ซึ่งท าให้ 𝑦 = 2𝑘   
จาก (1) จะได้ว่า 

2𝑥 = 𝑧2 − 𝑝2𝑘 = (𝑧 − 𝑝𝑘)(𝑧 + 𝑝𝑘) 
ดังนั้น จะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑣 ซึ่งท าให้ 

     𝑧 − 𝑝𝑘 = 2𝑣        (2) 
และ   𝑧 + 𝑝𝑘 = 2𝑥−𝑣      (3) 
 
 



วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ปริมา 67 เล่มที่ 707 พฤษภาคม – สิงหาคม 2565 

17 

จาก (2) และ (3) จะได้ว่า 

     2 ∙ 𝑝𝑘 = 2𝑣(2𝑥−2𝑣 − 1)     (4) 

และเนื่องจาก 𝑝 ≠ 2 และจาก (4) จะได้ว่า 𝑣 = 1 และ 

     2𝑥−2 − 𝑝𝑘 = 1      (5) 

สมมติว่า 𝑥 = 3 จาก (5) จะได้ว่า 𝑘 = 0 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เพราะ 𝑦 ≠ 0 ดังนั้น 𝑥 > 3 

พิจารณา 𝑘 > 1 จากทฤษฎีบท 2.1 จะได้ว่า (5) ไม่มีผลเฉลย  
ดังนั้น 𝑘 = 1 ท าให้ได้ว่า 𝑦 = 2  
จาก (2) จะได้ว่า 𝑧 = 𝑝 + 2 และจาก (5) จะได้ว่า 𝑥 = 2 + log2(𝑝 + 1) เมื่อ log2(𝑝 + 1) 

เป็นจ านวนเต็ม 
เพราะฉะนั้น (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) = (2 + log2(𝑝 + 1), 𝑝, 2, 𝑝 + 2) เป็นผลเฉลยของ (1) เมื่อ 

log2(𝑝 + 1) เป็นจ านวนเต็ม 
กรณยี่อย 2.3 𝑦 ≥ 1 เป็นจ านวนคี่ 

จาก 𝑥 ≠ 0 และ 𝑝 ≠ 2 โดย (1) จะได้ว่า 𝑧 เป็นจ านวนคี่ เพราะฉะนั้น 𝑧2 ≡ 1 (mod 4) 
จาก 𝑝 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า 𝑝𝑦 ≡ −1 (mod 4)  

จาก 𝑥 ≠ 1 เป็นจ านวนคี่ ดังนั้น 𝑥 ≥ 3 ท าให้ 2𝑥 ≡ 0 (mod 4) 

เพราะฉะนั้น 2𝑥 + 𝑝𝑦 ≡ −1 (mod 4)  
จาก (1) จะได้ว่า 𝑧2 ≡ −1 (mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้      

3. สรุป 

ในงานวิจัยนี้ได้แสดงผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 กรณีที่ 𝑥 ≠ 1 และ  
𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3 (mod 4) ซึ่งได้ว่า ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของ
สมการไดโอแฟนไทน์นี้อยู่ในรูปแบบต่อไปนี้เท่านั้น คือ 

(𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(3, 𝑝, 0, 3)} ∪ {(0, 3, 1, 2)} ∪ 
                        {(2 + log2(𝑝 + 1), 𝑝, 2, 𝑝 + 2) ∶ log2(𝑝 + 1) ∈ ℤ} 
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