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บทคัดย่อ 
งานวิจัยนี้ได้ขยายแนวคิดมาจากงานของ Alon, Krasikov และ Peres ซึ่งศึกษาการหาจ านวน 

ตัวด าเนินการสะท้อนของล าดับวนกลับ โดยที่งานของเขาพัฒนามาจากปัญหาในการแข่งขัน 
คณิตศาสตรโ์อลิมปิกระหว่างประเทศ ในงานวิจัยนี้เราได้ปรับแนวคิดของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับ
หนึ่งให้เป็นตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง โดยตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองนี้มีความซับซ้อนใน
การค านวณหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนของล าดับวนกลับมากกว่าในกรณีของตัวด าเนินการ
สะท้อนอันดับหนึ่ง ผลการวิจัยนี้ได้น าเสนอแนวคิดการหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนแบบใหม่  
ค าส าคัญ:  การด าเนินการสะท้อน ล าดับวนกลับ ล าดับการด าเนินการสะท้อน 
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ABSTRACT 
This research extends the idea from the work of Alon, Krasikov and Peres which 

investigated calculating the numbers of reflection operators on arbitrary circular 
sequences.  This is a generalization of a problem in International Mathematical 
Olympiad. In this work, we develop an idea of the first order of reflection operators to 
a new reflection operation which is called the second order of reflection operators. 
The new reflection operations induce more complication of calculating the numbers 
of them. Finally, we introduce the numbers of the second order of reflection operators 
on arbitrary circular sequences. 
Keywords:  Reflection operation, Circular sequence, Reflection operation sequence 

1. บทน า  
ในปี ค.ศ. 1989 Alon, Krasikov และ Peres [1] ได้น าเสนอแนวคิดในการค านวณหาจ านวนตัว

ด าเนินการสะท้อนของล าดับวนกลับ ซึ่งเป็นงานที่ขยายแนวคิดจากปัญหาในการแข่งขันคณิตศาสตร์
โอลิมปิกระหว่างประเทศ [2] ซึ่งเป็นปัญหาคณิตศาสตร์เชิงการจัด โดยเป็นงานที่ขยายแนวคิดมาจาก
งานของ Mozes [3] ซึ่งเป็นแนวคิดในการท าวิจัยที่น่าสนใจ โดย Alon, Krasikov และ Peres [1]  
ได้ ก าหนด ให้  1 2( , , , ) n

nx x x   เป็ นล าดั บวนกลับ  ( circular sequences)  และนิ ย าม 
ตัวด าเนินการสะท้อน (reflection operators) iR  กล่าวคือ เป็นการกระท ากับพจน์ที่ i  ของล าดับ
วนกลับ โดยที่ ix  มีค่าน้อยกว่าศูนย์ ดังนี้  

กรณ ี 1i   และ i n  

   1 2 1 2 2 1 1 2, , , , , , , , , , , , , ,iR

i n i i i i i i i nx x x x x x x x x x x x x x        

กรณ ี 1i   

   1

1 2 1 2 1 3 1 1, , , , , , , ,
R

n n nx x x x x x x x x x     

กรณ ี i n   

   1 2 1 2 2 1, , , , , , , ,nR

n n n n n nx x x x x x x x x x      
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เช่น ล าดับวนกลับ 1,  2,  3,  8(  ),  5   สามารถด าเนินการสะท้อนได้กับพจน์ที่ติดลบ นั่นคือ  
พจน์ที่สอง และพจน์ที่สาม หากใช้ตัวด าเนินการสะท้อน 2R  จะได้ 

21,  2,  3,  8,  5    1,  2,  5,  8,  ) ( 5( )
R

      

จากล าดับวนกลับ ( )1,  2,  5,  8,  5   มีพจน์ที่ติดลบอยู่ คือ พจน์ที่หนึ่ง และพจน์ที่สาม หากใช้ 
ตัวด าเนินการสะท้อน 3R  จะได ้

3( ) 1,  2 ( ),  5,  8,  5 1,  3,  5,  3,  5
R

     

อีกหนึ่งตัวอย่าง ล าดับวนกลับ 2,  1,  3,  4,  ( 2  )  มีพจน์ที่ติดลบอยู่เพียงพจน์เดียว คือ พจน์ที่ห้า 
หากใช้ตัวด าเนินการสะท้อน 5R  จะได้ 

5( )  ( )2,  1,  3,  4,  2   0,  1,  3,  2,  2
R

   

จะเห็นว่า ล าดับวนกลับ )0,  1,  3,  2,  2(  ไม่สามารถด าเนินการสะท้อนต่อได้ เพราะไม่มีพจน์ที่เป็น
ลบ ในงานของ Alon Krasikov และ Peres [1] ได้แสดงว่า ล าดับวนกลับที่มีสมาชิกเป็นจ านวนเต็ม
สามารถด าเนินการสะท้อนได้เพียงจ านวนจ ากัดครั้ง ในกรณีที่ผลรวมของทุกพจน์ในล าดับวนกลับ 
มีค่ามากกว่าศูนย์ และได้น าเสนอสูตรการค านวณจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนด้วย 

ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยเรียกตัวด าเนินการสะท้อนข้างต้นว่า ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่ง iR  ซ่ึง
ผู้วิจัยได้น าแนวคิดของ iR  มาสร้างตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง iS  ซ่ึงเป็นการกระท ากับพจน์ที่ i  
ของล าดับวนกลับ โดยที่ ix  มีค่าน้อยกว่าศูนย์ ซึ่งนิยามดังนี้ 

กรณ ี  1,2, 1,i n n   

   1 2 1 2 3 2 1 1 1 3, , , , , , , , , , , , , , , ,iS

i n i i i i i i i i i nx x x x x x x x x x x x x x x x              

กรณ ี 1i    

   1 2 1 2 3 1 4 2 1 1, , , , , , , , , ,iS

n n n nx x x x x x x x x x x x        

กรณ ี 2i   

   1 2 3 1 2 3 4 2 5 1 2, , , , , , , , , , ,iS

n n nx x x x x x x x x x x x x       

กรณ ี 1i n   

   1 2 1 1 1 2 4 3 1 2 1, , , , , , , , , , ,iS

n n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x x             
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กรณ ี i n  

   1 2 1 1 2 3 3 2 1, , , , , , , , , , ,iS

n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x x          

เช่น ล าดับวนกลับ 1,  2,  3,  8,(  5   )  หากเราใช้ตัวด าเนินการสะท้อน 3S  ได้ว่า 

3( ) ( )1,  2,  3,  8,  5    2,  2,  3,  8,  2
S

     

ในงานวิจัยนี้ จะพิจารณาล าดับวนกลับกรณีที่ 4n   เท่านั้น จากนิยามล าดับวนกลับข้างต้น 
พบว่าการหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง มีความซับซ้อนกว่ าการหาจ านวน 
ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งเป็นอย่างมาก ในงานวิจัยนี้จะแสดงว่า ล าดับวนกลับสามารถ
ด าเนินการสะท้อนอันดับสองไปได้เพียงจ านวนจ ากัดครั้งในบางกรณี พร้อมทั้งน าเสนอสูตร 
การค านวณหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนด้วย  

2. ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองบนล าดับวนกลับ 

บทนิยาม 2.1 ล าดับเสถียร (stable sequence) คือ ล าดับวนกลับที่ไม่มีสมาชิกท่ีมีค่าน้อยกว่าศูนย์ 
ล าดับไม่เสถียร (unstable sequence) คือ ล าดับวนกลับที่มีสมาชิกทีม่ีค่าน้อยกว่าศูนย์ 

ทฤษฎีบท 2.1 [1] ถ้า  1, , nX x x  เป็นล าดับวนกลับไม่เสถียร ซึ่ง 
1

0
n

i

i

x


  แล้วจะมี 

การสะท้อนอันดับหนึ่งได้จ านวนจ ากัดครั้ง นั่นคือ จะมี 
1 2   , , ,

mi i iR R R  ที่ซึ่ง 
2 1   ( )

mi i iR R R X  

เป็นล าดับวนกลับเสถียร 

ตัวอย่าง 2.1 พิจารณาล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   จะเห็นว่า 
4

1

1 0i

i

x


   เมื่อด าเนินการ

สะท้อนอันดับหนึ่งไปเรื่อย ๆ จะได้  

  1, 2, 1,3       32 11,2, 3,3 1, 1,3,0 1, 2,3, 1
RR R

          
      2 1 41,2,1, 1 1,1,1, 2 1,1, 1,2

R R R
         

      31 21,0, 1,1 1, 1,1,0 0,1,0,0
RR R

      

จะได้ว่า  0,1,0,0  เป็นล าดับวนกลับเสถียร ไม่สามารถด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งได้อีก 
หมายเหตุ จากทฤษฎีข้างต้น เรียก 

1 2   , , ,
mi i iR R R  ว่า ล าดับการสะท้อนอันดับหนึ่งของ X   

เขียนแทนด้วย   iR


 และเรียก m  ว่า จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของ X  
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ให้ล าดับวนกลับ  1, , nX x x  และ  , 1,2,3,...,u v n   
ก าหนดสัญลักษณ์ 

{ , 1, , }           ,  
,

{ , 1, , ,1, , } ,  

u u v u v
u v

u u n v u v

  
 

   
 

และ  

,

sum , i

i u v

u v x


   

หมายเหตุ u  แทน ,u u  

ตัวอย่าง 2.2 ให้  1, 2, 1,3X     จะได้ว่า  
1,4 {1,2,3,4}   และ 1 2 3 4

1,4

sum 1,4 1 ( 2) ( 1) 3 1i

i

x x x x x


             

1,3 {1,2,3}  และ 1 2 3

1,3

sum 1,3 1 ( 2) ( 1) 2i

i

x x x x


            

1,2 {1,2}   และ 1 2

1,2

sum 1,2 1 ( 2) 1i

i

x x x


         

3,1 {3,4,1}  และ  3 4 1

3,1

sum 3,1 1 3 1 3i

i

x x x x


          

2 2,2 {2}   และ 2

2

sum 2 2i

i

x x


     

ก าหนดให ้ a    คือ จ านวนเต็มบวกท่ีน้อยที่สุดที่มากกว่าหรือเท่ากับ a  

ทฤษฎีบท 2.2 [1] ถ้า  1, , nx x  เป็นล าดับวนกลับที่ไม่เสถียร ซ่ึง 
1

0
n

i

i

x


  แล้ว 

จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของล าดับวนกลับ  1, , nx x  มีค่าเท่ากับ 

sum , 0

sum ,

sum 1,u v

u v

n

 
 
  

  

ตัวอย่าง 2.3 ล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   มี sum ,u v  ทั้งหมดดังนี้ 
sum 1 1   sum 1,2 1   sum 1,3 2   sum 1,4 1  
sum 2,1 1   sum 2 2    sum 2,3 3   sum 2,4 0  
sum 3,1 3   sum 3,2 1   sum 3 1    sum 3,4 2  
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sum 4,1 4   sum 4,2 2   sum 4,3 1   sum 4 3  
จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   คือ 

sum , 0 sum , 0

sum , 0

sum ,
 = sum ,

sum 1,4

                                sum ,

                                sum 1,2 sum 1,3 sum 2 sum 2,3 sum 3

                                1 2 2

u v u v

u v

u v
u v

u v

 



 
    

  



    

   

 



3 1 9   
จะได้ว่า ล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   เมือ่ด าเนินการสะท้อนไป 9 ครั้ง จะเกิดล าดับวนกลับเสถียร 

ถัดไป จะน าเสนอการค านวณหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง โดยแยกการวิเคราะห์
ตามจ านวนสมาชิกของล าดับวนกลับ กล่าวคือ กรณีจ านวนสมาชิกเป็นจ านวนเต็มคี่ และกรณีจ านวน
สมาชิกเป็นจ านวนเต็มคู ่
ให้ 1 2( , , , )nX x x x   เป็นล าดับวนกลับ ที่มีสมาชิก n  ตัว ก าหนดสัญลักษณ์เพ่ิมเติมดังนี้ 

1

sum 
n

i

i

X x


  และ 
,

sum , iX
i u v

u v x


   

ทฤษฎีบท 2.3 ให้ 1 2( , , , )nX x x x   เป็นล าดับวนกลับไม่เสถียร ที่มีสมาชิก n  ตัว  
ถ้า n  เป็นจ านวนเต็มคี่ และ sum 0X   แล้ว จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ 

sum , 0

sum ,

sum 
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
 
 

  

โดย 1 3 5 2 4 1( , , , , , , , , )n nY x x x x x x x     
บทพิสูจน์ ให้ 2 1n k   ส าหรับบางจ านวนนับ k   
ให้ n  เป็นเซตของล าดับวนกลับทั้งหมดท่ีมีจ านวนสมาชิก n  ตัว 
ก าหนดการแปลงล าดับ : n nT   ซ่ึงนิยามดังนี้ 

1 3 2 1 2 4 2( ) ( , , , , , , )k kT X x x x x x x    

ส าหรับทุก 1 2 2 1( , , , ) nkX x x x      
เห็นได้ว่า T  เป็นฟังก์ขันหนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง และ sum ( ) sum 0T X X   
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ดังนั้นจะได้ว่า ล าดับวนกลับ X  จะเป็นล าดับวนกลับเสถียร ก็ต่อเมื่อ ล าดับวนกลับ ( )T X  เป็น
ล าดับวนกลับเสถียร 
ให้  และ  เป็นเซตของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งและอันดับสองทั้งหมดบน n  ตามล าดับ 
พิจารณาการแปลงการสะท้อน :F   ซ่ึงนิยามดังนี้ 

( )   i

k

R
F S

R 


 


               ส าหรับทุก iS    

เห็นได้ว่า F  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง  
ส าหรับ nX   และ iS   ใด ๆ สามารถสร้างแผนภาพความสัมพันธ์ได้ดังนี้ 

( )
( ) ( )

i

i

S
X X

F S
T X T X













 

ให้  iS


 เป็นล าดับการสะท้อนอันดับสองของ X  

จากแผนภาพข้างต้น จะได้ 

31 2

31 2

1 2 3

1 2 3

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ii i

ii i

SS S
X X X X

F SF S F S
T X T X T X T X

  

  

 

ซึ่งจะได้ว่า   iF S


 เป็นล าดับการสะท้อนอันดับหนึ่งของ ( )T X  และได้ว่า จ านวนสมาชิกใน 

  iF S


 กับ  iS


 เท่ากัน 

จาก sum ( ) sum 0T X X   และทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับ

หนึ่งของ ( )T X Y  ซ่ึงมีค่าเท่ากับ 
sum , 0

sum ,

sum 
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
  

  

ดังนั้น จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ 
sum , 0

sum ,

sum 
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
 
 

     

ถ้า   เป็นจ านวนคี่ และ  
ถ้า   เป็นจ านวนคู่ และ  
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ทฤษฎีบท 2.4 ให้ 1 2 2( , , , )nX x x x   เป็นล าดับวนกลับไม่เสถียร และให้ 1 3 2 1( , , , )nY x x x    
และ 2 4 2( , , , )nZ x x x   ถ้า sum 0Y   และ sum 0Z   แล้ว จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อน
อันดับสองของ X  คือ  

sum , 0 sum , 0

sum , sum ,

sum sum
Y Z

Y Z

u v u v

u v u v

Y Z 

   
   
   
   

   

บทพิสูจน์ พิจารณาการแปลง  2: n n nT    ซ่ึงนิยามดังนี้ 

   1 3 2 1 2 4 2( ) ( , , , ),( , , , ) ,Zn nT X x x x x x x Y     

ส าหรับทุก 2 21 2( , , , )n nX x x x     
จะได้ว่า T  เป็นฟังก์ขันหนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง 

เนื่องจากการสะท้อนอันดับสอง 
2iS  จะด าเนินการกับพจน์ที่เป็นจ านวนคู่เท่านั้น และการ

สะท้อนอันดับสอง 
2 1iS 

 จะด าเนินการกับพจน์ที่เป็นจ านวนคี่เท่านั้น ดังนั้นจะได้ความสัมพันธ์ว่า 
ล าดับวนกลับ X  เป็นล าดับวนกลับเสถียร ก็ต่อเมื่อ ล าดับวนกลับ Y  และล าดับวนกลับ Z  เป็น
ล าดับวนกลับเสถียร 

เนื่องจาก sum 0, sum 0Y Z   และทฤษฎีบท 2.1 จะได้ว่า จะมีล าดับการสะท้อน 

อันดับหนึ่ง  
mi

R  และ   lj
R  ซึ่ง  

2 1mi i iR R R Y  กับ  
2 1 lj j jR R R Z    เป็นล าดับวนกลับ

เสถียร  

สร้างล าดับการสะท้อนอันดับสอง  S


 จากล าดับการสะท้อนอันดับหนึ่ง  
mi

R  และ   lj
R  

ดังนี้ 

1. แปลงต าแหน่งพจน์ mi  ของ  
mi

R  มาเป็นต าแหน่งพจน์ของ 
1 2 3
, , , ,

m
S S S S  ดังนี้ 

1 1 2 2 3 32 1 2 1 2 1 2 1, , , ,
m mi i i iS S S S S S S S        

2. แปลงต าแหน่งพจน์ lj  ของ   lj
R  มาเป็นต าแหน่งพจน์ของ

1 2 3
, , , ,

m m m m l
S S S S

   
 ดังนี้ 

1 1 2 2 3 32 2 2 2, , , ,
m m m m l lj j j jS S S S S S S S
   
     

ซึ่งจะท าให้  
2 1m l

S S S X


 เป็นล าดับวนกลับเสถียร และจ านวนของตัวด าเนินการสะท้อน
อันดับสองของ X  เท่ากับ จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของ Y  รวมกับจ านวนของ
ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของ Z  
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จากทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ 

sum , 0 sum , 0

sum , sum ,

sum sum 
Y Z

Y Z

u v u v

u v u v

Y Z 

   
   
   
   

        

นอกจากนี้พบว่า การด าเนินการสะท้อนอันดับสองมีความสัมพันธ์กับการด าเนินการสะท้อน
อันดับหนึ่ง สูตรต่าง ๆ ที่ได้ เกิดจากการน าล าดับวนกลับมาจัดเรียงและสร้างความเชื่อมโยง เพ่ือให้
สามารถใช้การค านวณด้วยทฤษฎีของ Alon Krasikov และ Peres ได้ ซึ่งในที่นี้จ าแนกสูตรที่ได้ตาม
จ านวนสมาชิกของล าดับวนกลับ ว่าเป็นจ านวนคู่ หรือจ านวนคี ่ซึ่งผู้วิจัยไดส้ร้างข้อคาดการณ์เกี่ยวกับ
ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสาม i  นิยามดังนี้ 

ส าหรับล าดับวนกลับ 1 2( , , , )nx x x  ซ่ึงมีพจน์ที่มีค่าน้อยกว่าศูนย์  0ix    
จะมีการด าเนินการสะท้อนอันดับสาม i  คือ 

   1 2 1 3 2 1 1 2 3, , , , , , , , , , , , , , ,i

i n i i i i i i i i i nx x x x x x x x x x x x x x x


              

และมีการจ าแนกสูตรตามจ านวนสมาชิกของล าดับวนกลับ เป็น  

0 (mod3),n   1(mod3)n   และ 2 (mod3)n   

3. สรุป  
ในงานวิจัยนี้ ได้ทฤษฎีบทของล าดับวนกลับไม่เสถียร 1 2( , , , )nX x x x   โดยที่ 4n   ดังนี้ 

กรณ ี n  เป็นจ านวนเต็มคี่  
ให้ 1 3 5 2 4 1( , , , , , , , , , )n nY x x x x x x x     
ถ้า sum 0X   แล้ว จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ  

sum , 0

sum ,

sum
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
 
 

  

กรณ ี n  เป็นจ านวนเต็มคู่  
ให้ 1 3 5 1( , , , , , )nY x x x x    และ 2 4( , , , )nZ x x x   
ถ้า sum 0Y   และ sum 0Z   แล้ว จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  
คือ  
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sum , 0 sum , 0

sum , sum ,

sum sum 
Y Z

Y Z

u v u v

u v u v

Y Z 

   
   
   
   

   
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