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บทคัดยอ 

เกมลูกเตาฮอกเปนเกมลูกเตาท่ีเลนกันอยางแพรหลายโดยเฉพาะในหองเรียนท่ีเริ่มเรียน 

เรื่องความนาจะเปน สําหรับงานวิจัยนี้ คณะผูวิจัยศึกษาการเลนเกมลูกเตาฮอกท่ีมีการเพ่ิมกติกา  

2 รูปแบบ รูปแบบแรกคือ การเพ่ิมคะแนนพิเศษ 20 คะแนน ใหฝายท่ีทอดลูกเตาทุกลูกข้ึน 

แตมเดียวกันท้ังหมดในรอบนั้น จะเรียกเกมท่ีมีกติกานี้วา เกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า อีกรูปแบบหนึ่งคือ 

การเพ่ิมคะแนนพิเศษ 20 คะแนน ใหฝายท่ีมีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตาทุกลูกเปนจํานวนเฉพาะ

                                                             
 

 

∗ ผูเขียนหลัก 
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ในรอบนั้น จะเรียกเกมท่ีมีกติกานี้วา เกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ การเพ่ิมกติกาของผูวิจัย

ท้ัง 2 รูปแบบ ไดผลสรุปเชนเดียวกันคือ การทอดลูกเตารอบละ 2 ลูก จะทําใหผูเลนไดคาคาดหมาย

ของคะแนนในแตละรอบสูงสุด 

คําสําคัญ:  เกมลูกเตาฮอก คาคาดหมาย การทําใหเหมาะท่ีสุด 

ABSTRACT 

Hog dice game is a popular game of dice, especially in the classroom starting to 

study probability. In this research, we studied the hog dice game with two additional 

rules.  The first type is to add 20 extra points for the player that rolls all the dice to 

get the same number of dice in that round.  We will call the game with this rule the 

same- faced hog dice game.  Another variation is to add 20 extra points to the player 

whose sum of points on all dice is a prime number in that round. This game is called 

the hog dice game with prime sum.  The research showed that both types of games 

have the same conclusion, that is, rolling 2 dice will give the player the highest 

expected value of the score in each round. 

Keywords:  Hog Dice Game, Expectation, Optimization  

1. บทนํา 

เกมลูกเตาพิก (Pig Dice game) ถูกอธิบายอยางเปนทางการครั้งแรกโดย John Scarne ในป 

ค.ศ. 1945 [4] วิธีการเลนเกมลูกเตาพิก คือ ผูเลนสองฝายผลัดกันทอดลูกเตาจํานวนหนึ่งลูกในแตละ

รอบ ถาผูเลนทอดลูกเตาข้ึนแตมหนึ่ง คะแนนในรอบนั้นจะกลายเปนศูนยทันที แตถาลูกเตาข้ึนแตม

อ่ืน แตมนั้นจะถูกเก็บเปนคะแนนสะสม สําหรับแตละรอบเม่ือท้ังสองฝายทอดลูกเตาแลว จะนํา

คะแนนสะสมมาเปรียบเทียบกัน ผูเลนฝายท่ีมีคะแนนสะสมตามท่ีกําหนดจะเปนผูชนะในเกมนั้น  

หากท้ังสองฝายมีคะแนนสะสมตามท่ีกําหนดในรอบเดียวกัน ฝายท่ีมีคะแนนสะสมมากกวาจะเปน 

ฝายชนะ แตหากท้ังสองฝายมีคะแนนสะสมเทากันจะทําการแขงขันไปเรื่อย ๆ จนกวาจะมีฝายใด 

ฝายหนึ่งมีคะแนนมากกวา และฝายนั้นจะเปนผูชนะเกม 
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เกมลูกเตาพิกไดถูกดัดแปลงไปอีกหลายรูปแบบ ([1], [3]) หนึ่งในนั้นคือ เกมลูกเตาฮอก (Hog 

Dice Game) ซ่ึงในแตละรอบผูเลนสามารถเลือกจํานวนลูกเตาไดอยางอิสระ กติกาการเลนเกมลูกเตา

ฮอก [2] มีรายละเอียดดังนี้  

1. ผูเลนแตละฝายผลัดกันทอดลูกเตา โดยเลือกลูกเตาก่ีลูกก็ไดตั้งแตหนึ่งลูกจนถึงจํานวน

ลูกเตาท้ังหมดท่ีมีอยู (คณะผูวิจัยแนะนําใหมีลูกเตาอยางนอยสิบลูกสําหรับผูเลนแตละฝาย) 

2. จํานวนลูกเตาท่ีแตละฝายเลือกอาจแตกตางกันไปในแตละรอบ 

3. หากฝายใดทอดลูกเตาแลวมีลูกเตาอยางนอยหนึ่งลูกข้ึนแตมหนึ่ง จะไดคะแนนในรอบนั้น

เปนศูนย แตหากไมมีลูกเตาลูกใดข้ึนแตมหนึ่ง จะไดคะแนนในรอบนั้นเปนผลรวมของแตมท่ีแสดงบน

หนาลูกเตาในรอบนั้น 

4. คะแนนในแตละรอบจะถูกนํามารวมกันเปนคะแนนสะสมท้ังหมด และบันทึกไวเปน

คะแนนสําหรับผูเลนแตละฝาย 

5. ในแตละรอบ เม่ือท้ังสองฝายทอดลูกเตาแลว จะนําคะแนนสะสมมาเปรียบเทียบกัน 

ฝายท่ีคะแนนสะสมถึงหรือเกิน 100 คะแนน จะชนะเกม หากมีมากกวาหนึ่งฝายท่ีคะแนนถึงหรือเกิน 

100 คะแนนในรอบเดียวกัน ฝายท่ีมีคะแนนสะสมสูงสุดจะชนะเกม และหากมีฝายท่ีมีคะแนนสะสม

สูงสุดมากกวาหนึ่งฝาย จะทําการแขงขันไปเรื่อย ๆ จนกวาจะมีฝายใดฝายหนึ่งมีคะแนนมากกวาและ

ฝายนั้นจะเปนผูชนะเกม 

ตารางท่ี 1.1 แสดงตัวอยางการเลนเกมลูกเตาฮอกของทีม A และทีม B ซ่ึงทีม B เปนฝายชนะ

เม่ือสิ้นสุดการเลนรอบท่ี 8 โดยไดคะแนนเกิน 100 คะแนนเพียงทีมเดียว 

งานวิจัยเรื่อง The Pedagogy and Probability of The Dice Game Hog [2] ไดแสดงใหเห็น

วา การทอดลูกเตาแตละรอบในเกมลูกเตาฮอกจะตองทอดลูกเตาจํานวน 5 หรือ 6 ลูก จึงจะได 

คาคาดหมายของคะแนนสูงสุด สําหรับงานวิจัยนี้ คณะผูวิจัยศึกษาการเพ่ิมกติกาการเลนเกมลูกเตา 

ฮอกท่ีไมซับซอนและสามารถนําไปจัดกิจกรรมพัฒนาทักษะการคิดคํานวณ วิชาคณิตศาสตร  

ระดับประถมศึกษาได คณะผูวิจัยเพ่ิมกติกาการเลนเกมลูกเตาฮอกขางตน 2 รูปแบบ คือ  

รูปแบบท่ี 1 เพ่ิมคะแนนพิเศษ 20 คะแนน ใหฝายท่ีทอดลูกเตาทุกลูกข้ึนแตมเดียวกัน

ท้ังหมดในรอบนั้น โดยมีเง่ือนไขวา ผูเลนจะไดคะแนนเพ่ิมนี้ เม่ือทอดลูกเตามากกวา 1 ลูก และแตม

บนหนาลูกเตาไมใชแตมหนึ่ง เราจะเรียกเกมท่ีมีกติกานี้วา เกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า  
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ตารางท่ี 1.1 ตัวอยางการเลนเกมลูกเตาฮอกของทีม A และ ทีม B 

รอบท่ี แตมบนหนา

ลูกเตาของทีม A 

คะแนนรวม 

ในรอบนั้นของ

ทีม A 

คะแนน

สะสมของ

ทีม A 

แตมบนหนา

ลูกเตาของทีม B 

คะแนนรวม 

ในรอบนั้นของ

ทีม B 

คะแนน

สะสมของ

ทีม B 

1 1, 5, 6 0 0 4, 5 9 9 

2 4, 4, 5 13 13 2 ,3, 4, 5 14 23 

3 3, 3 6 19 1 0 23 

4 2, 2, 3, 4 11 30 2, 3, 3, 5, 6 19 42 

5 6 6 36 5, 5 10 52 

6 2, 2, 2, 4, 5 15 51 1, 1 0 52 

7 5, 5, 5 15 66 2, 3, 4, 5, 6, 6 26 78 

8 1, 3, 3, 5, 6, 6, 6 0 66 2, 2, 3, 3 ,4, 4, 6 24 102 
 

รูปแบบท่ี 2 เพ่ิมคะแนนพิเศษ 20 คะแนน ใหฝายท่ีมีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตา 

ทุกลูกเปนจํานวนเฉพาะในรอบนั้น โดยมีเง่ือนไขวา ผูเลนจะไดคะแนนเพ่ิมเม่ือทอดลูกเตามากกวา  

1 ลูก และไมมีลูกเตาลูกใดข้ึนแตมหนึ่ง ซ่ึงเราจะเรียกกติกานี้วา เกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวน

เฉพาะ  

ในงานวิจัยนี้จะหาจํานวนลูกเตาท่ีควรทอดในแตละรอบ เพ่ือใหไดคาคาดหมายของคะแนนสูงสุด

สําหรับการเลนเกมท้ัง 2 รูปแบบ 

2. เกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า 

จากกติกาเดิมของเกมลูกเตาฮอกท่ีใหผูเลนเลือกจํานวนลูกเตาในแตละรอบแตกตางกันได

คณะผูวิจัยไดเพ่ิมคะแนนพิเศษ 20 คะแนน จากคะแนนท่ีไดจากผลรวมแตมบนลูกเตา เม่ือลูกเตา 

ทุกลูกข้ึนแตมเดียวกันท้ังหมด จะทําใหจํานวนลูกเตาท่ีผูเลนควรใชยังคงเปน 5 หรือ 6 ลูก เทาเดิม

หรือไม คณะผูวิจัยไดกําหนดกติกาของเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า ดังนี้ 

1. ผูเลนแตละฝายผลัดกันทอดลูกเตา โดยเลือกลูกเตาก่ีลูกก็ไดต้ังแตหนึ่งลูกจนถึงจํานวน

ลูกเตาท้ังหมดท่ีมีอยู (คณะผูวิจัยแนะนําใหมีลูกเตาอยางนอยสิบลูกสําหรับผูเลนแตละฝาย) 

2. จํานวนลูกเตาท่ีแตละฝายเลือกอาจแตกตางกันไปในแตละรอบ 
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3. หากฝายใดทอดลูกเตาแลวมีลูกเตาอยางนอยหนึ่งลูกข้ึนแตมหนึ่ง คะแนนในรอบนั้นจะ

เปนศูนย แตหากไมมีลูกเตาลูกใดข้ึนแตมหนึ่ง คะแนนในรอบนั้นจะเทากับผลรวมของแตมท่ีแสดงบน

หนาลูกเตาในรอบนั้น สําหรับฝายท่ีทอดลูกเตาทุกลูกข้ึนแตมเดียวกันท้ังหมดและแตมบนหนาลูกเตา

ไมใชแตมหนึ่ง ฝายนั้นจะไดรับคะแนนเพ่ิมพิเศษ 20 คะแนนในรอบนั้นจากคะแนนท่ีไดจากผลรวม

แตมบนลูกเตา โดยมีเง่ือนไขวา ผูเลนจะไดคะแนนเพ่ิมพิเศษนี้ เม่ือทอดลูกเตามากกวา 1 ลูก 

4. คะแนนในแตละรอบจะถูกนํามารวมกันเปนคะแนนสะสม และบันทึกไวเปนคะแนน

สําหรับผูเลนแตละฝาย 

5. สําหรับแตละรอบ เม่ือท้ังสองฝายทอดลูกเตาแลว จะนําคะแนนสะสมมาเปรียบเทียบกัน

ฝายท่ีคะแนนสะสมถึงหรือเกิน 100 คะแนน จะชนะเกม หากมีมากกวาหนึ่งฝายท่ีคะแนนถึงหรือเกิน 

100 คะแนนในรอบเดียวกัน ฝายท่ีมีคะแนนสะสมสูงสุด จะชนะเกม แตหากมีฝายท่ีมีคะแนนสะสม

สูงสุดมากกวาหนึ่งฝาย จะทําการแขงขันไปเรื่อย ๆ จนกวาจะมีฝายใดฝายหนึ่งมีคะแนนมากกวา และ

ฝายนั้นจะเปนผูชนะเกม 

ตารางท่ี 2.1 ตัวอยางการเลนเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้าของทีม A และ ทีม B 

รอบท่ี แตมบนหนา

ลูกเตาของทีม A 

คะแนนรวมใน 

รอบนั้นของ 

ทีม A 

คะแนน

สะสมของ

ทีม A 

แตมบนหนา

ลูกเตาของทีม B 

คะแนนรวมใน 

รอบนั้นของ 

ทีม B 

คะแนน

สะสมของ

ทีม B 

1 1, 5, 6 0 0 4, 5 9 9 

2 4, 4, 5 13 13 2, 3, 4, 5 14 23 

3 3, 3 26 39 1 0 23 

4 2, 2, 3, 4 11 50 2, 3, 3, 5, 6 19 42 

5 6 6 56 5, 5 30 72 

6 2, 2, 2, 4, 5 15 71 1, 1 0 72 

7 5, 5, 5 35 106 2, 3, 4, 5, 6, 6 26 98 
 

ตารางท่ี 2.1 แสดงตัวอยางการเลนเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้าของทีม A และทีม B โดยนําผลการ

ทอดลูกเตาจากตารางท่ี 1.1 ซ่ึงเปนตัวอยางการเลนเกมลูกเตาฮอกมาคิดคะแนนตามกติกาการเลน

เกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า พบวาทีม A จะเปนฝายชนะเม่ือสิ้นสุดการเลนรอบท่ี 7 
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กอนท่ีเราจะหาจํานวนลูกเตาท่ีผูเลนควรทอดในแตละรอบ เพ่ือใหไดคาคาดหมายของคะแนน

สูงสุด เราจะพิจารณาคะแนนท่ีเปนไปไดท้ังหมดจากการทอดลูกเตาจํานวนสองลูกหนึ่งครั้ง 

ในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า ซ่ึงแสดงดังตารางท่ี 2.2 

ตารางท่ี 2.2 ตารางแสดงคะแนนการทอดลูกเตาจํานวนสองลูกหนึ่งครั้งในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า 
 

แตมบนหนาของ 

ลูกเตาลูกท่ี 1 

แตมบนหนาของ 

ลูกเตาลูกท่ี 2 

1 2 3 4 5 6 

1 0 0 0 0 0 0 

2 0 24 5 6 7 8 

3 0 5 26 7 8 9 

4 0 6 7 28 9 10 

5 0 7 8 9 30 11 

6 0 8 9 10 11 32 
 

จากตารางท่ี 2.2 จะเห็นวา ผูเลนจะไดรับคะแนนเพ่ิมพิเศษใน 5 กรณีเทานั้น คือ กรณีท่ีลูกเตา

ข้ึนแตม 2, 3, 4, 5 หรือ 6 ท้ังคู โดยท่ีคาเฉลี่ยของคะแนนท่ีไมข้ึนแตมหนึ่งจากการทอดลูกเตาจํานวน

สองลูกหนึ่งครั้งในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า เทากับ 

�
(2+2)+(2+3)+(2+4)+(2+5)+(2+6)+(3+2)+(3+3)+(3+4)+(3+5)+(3+6)
+(4+2)+(4+3)+(4+4)+(4+5)+(4+6)+(5+2)+(5+3)+(5+4)+(5+5)+(5+6)

+(6+2)+(6+3)+(6+4)+(6+5)+(6+6)+(20+20+20+20+20)
�

52
= 300

25
= 12  

และคาเฉลี่ยของคะแนนท้ังหมด เทากับ 300
62

= 8. 3̇ ยิ่งไปกวานั้น ไมวาผูเลนจะเลือกทอดลูกเตา

จํานวนเทาใด ผูเลนจะยังคงไดรับคะแนนเพ่ิมพิเศษใน 5 กรณีเชนเดิมเทานั้น คือ กรณีท่ีลูกเตาทุกลูก

ข้ึนแตม 2, 3, 4, 5 หรือ 6 

ตอไปเราจะพิสูจนบทตั้ง 2.1 เพ่ือนําไปใชในการหาคาคาดหมายของคะแนนจากการทอดลูกเตา

จํานวน 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้ง ซ่ึงจะแสดงการพิสูจนในทฤษฎีบท 2.2 

  



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 68 เลมที่ 710 พฤษภาคม – สิงหาคม 2566 

7 

บทตั้ง 2.1 ให 𝑛𝑛 เปนจํานวนนับ ซ่ึง 𝑛𝑛 ≥ 2 และ Z𝑛𝑛 แทนคะแนนจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้ง

ในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า จะไดวา  

𝐸𝐸[Z𝑛𝑛 | 𝑍𝑍𝑛𝑛 ≠ 0] = 𝑛𝑛𝐸𝐸[Z1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] +
100
5𝑛𝑛

 

บทพิสูจน สังเกตวา 

𝐸𝐸[Z𝑛𝑛 | 𝑍𝑍𝑛𝑛 ≠ 0] =
1

5𝑛𝑛 �
100 + � ⋯ � (𝑥𝑥1 + ⋯+𝑥𝑥𝑛𝑛

6

𝑥𝑥𝑛𝑛=2

6

𝑥𝑥1=2

)� 

เม่ือ 𝑥𝑥𝑖𝑖 แทน แตมบนหนาของลูกเตาลูกท่ี 𝑖𝑖 และ 𝑛𝑛 ≥ 2 

ดังนั้น 

  𝐸𝐸[Z2 | 𝑍𝑍2 ≠ 0] =
1

52 �
100 + � � (𝑥𝑥1+𝑥𝑥2

6

𝑥𝑥2=2

6

𝑥𝑥1=2

)�   

                                        =
1

52 �
100 + � (𝑥𝑥1 + 2) + � (𝑥𝑥1 + 3)

6

𝑥𝑥1=2

+ ⋯+ � (𝑥𝑥1 + 6)
6

𝑥𝑥1=2

6

𝑥𝑥1=2

� 

                                        =
1

52 �
100 + 5(2 + 3 + 4 + 5 + 6) + 5 � 𝑥𝑥1

6

𝑥𝑥1=2

� 

                                        = 2 �
2 + 3 + 4 + 5 + 6

5
� +

100
52

                                                            

เนื่องจาก 𝐸𝐸[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] = 2+3+4+5+6
5

 จึงไดวา 

𝐸𝐸[Z2 | 𝑍𝑍2 ≠ 0] = 2𝐸𝐸[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] +
100
52

 

ให 𝑙𝑙 ∈ ℕ และ 𝑙𝑙 ≥ 2 สมมติวา 𝐸𝐸[Z𝑙𝑙  | 𝑍𝑍𝑙𝑙 ≠ 0] = 𝑙𝑙𝐸𝐸[Z1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] + 100
5𝑙𝑙

 ดังนั้น 

 𝐸𝐸[Z𝑙𝑙+1 | 𝑍𝑍𝑙𝑙+1 ≠ 0] =
1

5𝑙𝑙+1 �
100 + � ⋯ � (𝑥𝑥1 + ⋯+𝑥𝑥𝑙𝑙+1

6

𝑥𝑥𝑙𝑙+1=2

6

𝑥𝑥1=2

)� 

  =
1

5𝑙𝑙+1 �
100 + � … � (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯+𝑥𝑥𝑙𝑙 + 2)

6

𝑥𝑥𝑙𝑙=2

6

𝑥𝑥1=2

+ ⋯  

+ � … � (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯+𝑥𝑥𝑙𝑙 + 6)
6

𝑥𝑥𝑙𝑙=2

6

𝑥𝑥1=2

� 
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     =
1

5𝑙𝑙+1 �
100 + 5𝑙𝑙(2 + 3 + 4 + 5 + 6) + 5 � … � (𝑥𝑥1 + ⋯+𝑥𝑥𝑙𝑙)

6

𝑥𝑥𝑙𝑙=2

6

𝑥𝑥1=2

� 

     =
2 + 3 + 4 + 5 + 6

5
+

1
5𝑙𝑙
� … � (𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑙𝑙)

6

𝑥𝑥𝑙𝑙=2

6

𝑥𝑥1=2

+
100
5𝑙𝑙+1

 

     = 𝐸𝐸[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] + �
1
5𝑙𝑙
� … � (𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑙𝑙)

6

𝑥𝑥𝑙𝑙=2

6

𝑥𝑥1=2

+
100
5𝑙𝑙 �

−
100
5𝑙𝑙

+
100
5𝑙𝑙+1

 

     = 𝐸𝐸[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] + 𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑙𝑙  | 𝑍𝑍𝑙𝑙 ≠ 0] −
100
5𝑙𝑙

+
100
5𝑙𝑙+1

 

     = 𝐸𝐸[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] + �𝑙𝑙𝑙𝑙[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] +
100
5𝑙𝑙

� −
100
5𝑙𝑙

+
100
5𝑙𝑙+1

 

     = (𝑙𝑙 + 1)𝐸𝐸[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] +
100
5𝑙𝑙+1

 

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ไดวา 

𝐸𝐸[Z𝑛𝑛 | 𝑍𝑍𝑛𝑛 ≠ 0] = 𝑛𝑛𝐸𝐸[Z1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] +
100
5𝑛𝑛

 

สําหรับทุก 𝑛𝑛 ≥ 2          

ทฤษฎีบท 2.2 ให 𝑛𝑛 เปนจํานวนนับ ซ่ึง 𝑛𝑛 ≥ 2 และ Z𝑛𝑛 แทนคะแนนจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูก 

หนึ่งครั้งในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า จะไดวา  

𝐸𝐸(Z𝑛𝑛) = �
5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
100
5𝑛𝑛

� 

และ 𝐸𝐸(Z𝑛𝑛) เปนลําดับลด เม่ือ 𝑛𝑛 > 5 

บทพิสูจน โดยบทต้ัง 2.1 และ 𝐸𝐸[𝑍𝑍1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] = 4 จะไดวา 

          𝐸𝐸(Z𝑛𝑛) = 𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑛𝑛 | 𝑍𝑍𝑛𝑛 = 0] ∙ 𝑃𝑃(𝑍𝑍𝑛𝑛 = 0) + 𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑛𝑛 | 𝑍𝑍𝑛𝑛 ≠ 0] ∙ 𝑃𝑃(𝑍𝑍𝑛𝑛 ≠ 0) 

                       = 0 + �𝑛𝑛𝐸𝐸[Z1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] +
100
5𝑛𝑛

� �
5
6
�
𝑛𝑛

 

                       = �
5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
100
5𝑛𝑛

� 

ในกรณีท่ี 𝑛𝑛 > 5 จะไดวา 4𝑛𝑛 > 5
6

(4𝑛𝑛 + 4) 

เนื่องจาก 100
5𝑛𝑛

> 5
6
� 100
5𝑛𝑛+1

� ดังนั้น สําหรับ 𝑛𝑛 > 5 จะไดวา 
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4𝑛𝑛 +
100
5𝑛𝑛

>
5
6
�4𝑛𝑛 + 4 +

100
5𝑛𝑛+1

� 

เพราะฉะนั้น 

�
5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
100
5𝑛𝑛

� > �
5
6
�
𝑛𝑛+1

�4(𝑛𝑛 + 1) +
100
5𝑛𝑛+1

� 
 

จึงไดวา 𝐸𝐸(Z𝑛𝑛) เปนลําดับลด เม่ือ 𝑛𝑛 > 5        

กรณี 𝑛𝑛 = 1 คาเฉลี่ยของคะแนนท้ังหมดในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้าเทากับ คาเฉลี่ยของคะแนน

ท้ังหมดในเกมลูกเตาฮอก ซ่ึงเทากับ 2+3+4+5+6
6

= 3. 3̇ และจากทฤษฎีบท 2.2 เม่ือพิจารณา 

การทอดลูกเตาจํานวน 2 ถึง 30 ลูกในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า คาคาดหมายของคะแนนจากการทอด

ลูกเตาในหนึ่งครั้งเปนดังตารางท่ี 2.3  

กราฟของคาคาดหมายของคะแนนจากการทอดลูกเตาจํานวน 1 ถึง 30 ลูกในเกมลูกเตาฮอก 

หนาซํ้าแสดงดังรูปท่ี 2.1 จากรูปท่ี 2.1 จะเห็นวาการทอดลูกเตาจํานวน 2 ลูกในแตละรอบจะมี 

คาคาดหมายของคะแนนมากท่ีสุด รองลงมาคือการทอดลูกเตา 3 - 8 ลูกในแตละรอบ ซ่ึงจํานวน

ลูกเตาในชวงนี้จะยังทําใหคาคาดหมายของคะแนนคอนขางมาก และถาจํานวนลูกเตามากกวา 6 ลูก 

จะเห็นไดชัดวาคาคาดหมายของคะแนนลดลงเรื่อย ๆ  

3. เกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ 

สําหรับเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ จะใชกติกาพ้ืนฐานเดียวกันกับเกมลูกเตาฮอก

หนาซํ้า ยกเวนกติกาขอ 3. จะมีเง่ือนไขในการใหคะแนนเพ่ิมพิเศษตางกัน คือ ในเกมลูกเตาฮอกกับ

ผลรวมจํานวนเฉพาะ จะใหคะแนนเพ่ิมพิเศษ 20 คะแนน จากคะแนนท่ีไดจากผลรวมแตมบนลูกเตา 

เม่ือผลรวมของคะแนนบนหนาลูกเตาทุกลูกเปนจํานวนเฉพาะ โดยมีเง่ือนไขวา ผูเลนจะไดคะแนนเพ่ิม

พิเศษนี้ เม่ือทอดลูกเตามากกวา 1 ลูก ตัวอยางการเลนเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะของ

สองทีมแสดงดังตารางท่ี 3.1 เม่ือนําผลการทอดลูกเตาจากตารางท่ี 1.1 มาคิดคะแนนตามกติกา 

การเลนเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ จะไดวาทีม A จะเปนฝายชนะ เม่ือสิ้นสุดการเลน 

รอบท่ี 7   
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ตารางที่ 2.3 แสดงคาคาดหมายของคะแนนในเกมลูกเตาฮอกหนาซ้ํา 

จํานวนลกูเตา 
(𝑛𝑛) 

ความนาจะเปนท่ีลูกเตาขึ้น

แตมหนึ่งอยางนอยหนึ่งลกู

เทากับ 1 − �5
6
�
𝑛𝑛
 

ความนาจะเปนท่ีไมมี

ลูกเตาลูกใดขึ้นแตมหนึ่ง

เทากับ �5
6
�
𝑛𝑛
 

คาคาดหมายของคะแนน

เทากับ �5
6
�
𝑛𝑛
�4𝑛𝑛 + 100

5𝑛𝑛
� 

เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 2 

1 0.16667 0.83333 3.33300 

2 0.30556 0.69444 8.33333 

3 0.42130 0.57870 7.40741 

4 0.51775 0.48225 7.79321 

5 0.59812 0.40188 8.05041 

6 0.66510 0.33490 8.03969 

7 0.72092 0.27908 7.81464 

8 0.76743 0.23257 7.44224 

9 0.80619 0.19381 6.97705 

10 0.83849 0.16151 6.46022 

11 0.86541 0.13459 5.92187 

12 0.88784 0.11216 5.38352 

13 0.90654 0.09346 4.86012 

14 0.92211 0.07789 4.36165 

15 0.93509 0.06491 3.89433 

16 0.94591 0.05409 3.46163 

17 0.95493 0.04507 3.06498 

18 0.96244 0.03756 2.70439 

19 0.96870 0.03130 2.37887 

20 0.97392 0.02608 2.08672 

21 0.97826 0.02174 1.82588 

22 0.98189 0.01811 1.59403 

23 0.98491 0.01509 1.38873 

24 0.98742 0.01258 1.20760 

25 0.98952 0.01048 1.04826 

26 0.99126 0.00874 0.90849 

27 0.99272 0.00728 0.78619 

28 0.99393 0.00607 0.67943 

29 0.99494 0.00506 0.58641 

30 0.99579 0.00421 0.50553 
 



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 68 เลมที่ 710 พฤษภาคม – สิงหาคม 2566 

11 

      
 

รูปท่ี 2.1 กราฟของคาคาดหมายของคะแนนจากการทอดลูกเตาจํานวนหนึ่งถึงสามสิบลูกหนึ่งครั้ง  

ตารางท่ี 3.1 ตัวอยางการเลนเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะของทีม A และ ทีม B 

รอบท่ี แตมบนหนา

ลูกเตาของทีม A 

คะแนนรวม

ในรอบนั้น 

ของทีม A 

คะแนน

สะสมของ

ทีม A 

แตมบนหนา

ลูกเตาของทีม B 

คะแนนรวม

ในรอบนั้น

ของทีม B 

คะแนน

สะสมของ

ทีม B 

1 1 ,5, 6 0 0 4, 5 9 9 

2 4, 4, 5 33 33 2, 3, 4, 5 14 23 

3 3, 3 6 39 1 0 23 

4 2, 2, 3, 4 31 70 2, 3, 3, 5, 6 39 62 

5 6 6 76 5, 5 10 72 

6 2, 2, 2, 4, 5 15 91 1, 1 0 72 

7 5, 5, 5 15 106 2, 3, 4, 5, 6, 6 26 98 

 

0
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ตอไปเราจะพิจารณาคะแนนท่ีเปนไปไดท้ังหมดจากการทอดลูกเตาจํานวนสองลูกหนึ่งครั้งใน

เกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ เพ่ือเปนแนวทางในการหาคาคาดหมายของคะแนนใน 

รูปท่ัวไป 

ตารางท่ี 3.2 ตารางแสดงคะแนนการทอดลูกเตาจํานวนสองลูกหนึ่งครั้งใน 

เกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ 

แตมบนหนาของ 

ลูกเตาลูกท่ี 1 

แตมบนหนาของ 

ลูกเตาลูกท่ี 2 

1 2 3 4 5 6 

1 0 0 0 0 0 0 

2 0 4 25 6 27 8 

3 0 25 6 27 8 9 

4 0 6 27 8 9 10 

5 0 27 8 9 10 31 

6 0 8 9 10 31 12 
 

จากตารางท่ี 3.2 จะเห็นวา จํานวนวิธีเลนเกมท่ีผลรวมแตมในการทอดลูกเตาสองลูกหนึ่งครั้ง 

เปนจํานวนเฉพาะ เทากับ 8 วิธี คือ (2, 3), (2, 5), (3, 2), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (5, 6) และ (6, 5) 

โดยคาเฉลี่ยของคะแนนท่ีไมเกิดแตมหนึ่งจากการทอดลูกเตาสองลูกหนึ่งครั้งในเกมลูกเตาฮอกกับ

ผลรวมจํานวนเฉพาะ เทากับ 

�
(2+2)+(2+3)+(2+4)+(2+5)+(2+6)+(3+2)+(3+3)+(3+4)+(3+5)+(3+6)
+(4+2)+(4+3)+(4+4)+(4+5)+(4+6)+(5+2)+(5+3)+(5+4)+(5+5)+(5+6)
+(6+2)+(6+3)+(6+4)+(6+5)+(6+6)+(20+20+20+20+20+20+20+20)

�

52
= 360

25
= 14.4  

 

และคาเฉลี่ยของคะแนนท้ังหมดเทากับ 360
62

= 10  

ตอไปเราจะหาคาคาดหมายของคะแนนจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้งในเกมลูกเตาฮอกกับ

ผลรวมจํานวนเฉพาะ เม่ือทราบวาคะแนนนี้ไมเทากับศูนย เพ่ือนําไปใชในการหาคาคาดหมายของ

คะแนนจากการทอดลูกเตาจํานวน 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้ง ซ่ึงจะแสดงการพิสูจนใน บทตั้ง 3.1 และทฤษฎีบท 

3.2 ตามลําดับ 
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บทตั้ง 3.1 ให 𝑛𝑛 เปนจํานวนนับ ซ่ึง 𝑛𝑛 ≥ 2 และ 𝑍𝑍𝑛𝑛∗   แทนคะแนนจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้ง

ในเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ และ 𝑘𝑘𝑛𝑛 แทนจํานวนวิธีเลนเกมท่ีผลรวมแตมของลูกเตา  

𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้งเปนจํานวนเฉพาะ จะไดวา 

𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑛𝑛∗  | 𝑍𝑍𝑛𝑛∗ ≠ 0] = 𝑛𝑛𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗  ≠ 0] +
20𝑘𝑘𝑛𝑛

5𝑛𝑛
 

บทพิสูจน ให 𝑥𝑥𝑖𝑖 แทนแตมบนหนาของลูกเตาลูกท่ี 𝑖𝑖 

สังเกตวา สําหรับจํานวนนับ 𝑚𝑚 ซ่ึง 𝑚𝑚 ≥ 2 

𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑚𝑚∗  | 𝑍𝑍𝑚𝑚∗ ≠ 0] =
1

5𝑚𝑚 �
20𝑘𝑘𝑚𝑚 + � ⋯ � (𝑥𝑥1 + ⋯+𝑥𝑥𝑚𝑚

6

𝑥𝑥𝑚𝑚=2

6

𝑥𝑥1=2

)� 

ในทํานองเดียวกันกับการพิสูจนในบทตั้ง 2.1 และ 𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗ ≠ 0] = 𝐸𝐸[Z1| 𝑍𝑍1 ≠ 0] จะไดวา  

𝐸𝐸[𝑍𝑍2∗ | 𝑍𝑍2∗ ≠ 0] =
1

52 �
(20)(8) + � � (𝑥𝑥1+𝑥𝑥2

6

𝑥𝑥2=2

6

𝑥𝑥1=2

)� 

           = 2𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗ ≠ 0] +
20𝑘𝑘2

52
 

ให 𝑙𝑙 ∈ ℕ และ 𝑙𝑙 ≥ 2 สมมติวา 𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑙𝑙∗ | 𝑍𝑍𝑙𝑙∗ ≠ 0] = 𝑙𝑙𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗  ≠ 0] + 20𝑘𝑘𝑙𝑙
5𝑙𝑙

 

ในทํานองเดียวกันกับการพิสูจนในบทตั้ง 2.1 ไดวา 

𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑙𝑙+1∗   | 𝑍𝑍𝑙𝑙+1∗ ≠ 0] = (𝑙𝑙 + 1)𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗  ≠ 0] +
20𝑘𝑘𝑙𝑙+1

5𝑙𝑙+1
 

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร สรุปไดวา 

𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑛𝑛∗  | 𝑍𝑍𝑛𝑛∗ ≠ 0] = 𝑛𝑛𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗  ≠ 0] +
20𝑘𝑘𝑛𝑛

5𝑛𝑛
 

สําหรับทุก 𝑛𝑛 ≥ 2          

ทฤษฎีบท 3.2 ให 𝑛𝑛 เปนจํานวนนับ ซ่ึง 𝑛𝑛 ≥ 2 และ 𝑍𝑍𝑛𝑛∗   แทนคะแนนจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูก 

หนึ่งครั้งในเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ และ 𝑘𝑘𝑛𝑛 แทนจํานวนวิธีเลนเกมท่ีผลรวมแตมของ

ลูกเตา 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้งเปนจํานวนเฉพาะ จะไดวา 

𝐸𝐸(𝑍𝑍𝑛𝑛∗) = �
5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
20𝑘𝑘𝑛𝑛

5𝑛𝑛
� 
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บทพิสูจน โดยบทตั้ง 3.1 และ 𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗ ≠ 0] = 𝐸𝐸[Z1 | 𝑍𝑍1 ≠ 0] = 4 จะไดวา 

                     𝐸𝐸(𝑍𝑍𝑛𝑛∗) = 𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑛𝑛∗  | 𝑍𝑍𝑛𝑛∗ = 0]𝑃𝑃(𝑍𝑍𝑛𝑛∗ = 0) + 𝐸𝐸[𝑍𝑍𝑛𝑛∗  | 𝑍𝑍𝑛𝑛∗ ≠ 0]𝑃𝑃(𝑍𝑍𝑛𝑛∗ ≠ 0) 

                                  = 0 + �𝑛𝑛𝐸𝐸[𝑍𝑍1∗ | 𝑍𝑍1∗ ≠ 0] +
20𝑘𝑘𝑛𝑛

5𝑛𝑛
� �

5
6
�
𝑛𝑛

 

                                  = �
5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
20𝑘𝑘𝑛𝑛

5𝑛𝑛
� 

 

สังเกตวา การหาจํานวนวิธีเลนเกมท่ีผลรวมแตมของการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้งเปน 

จํานวนเฉพาะ เม่ือ 𝑛𝑛 ≥ 2 สมนัยกับการหาผลรวมของจํานวนผลเฉลยของสมการ 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑝𝑝 

โดยท่ี 𝑥𝑥𝑖𝑖  แทนแตมของลูกเตาลูกท่ี 𝑖𝑖 และ 𝑝𝑝 แทนจํานวนเฉพาะ ซ่ึง 2 < 𝑝𝑝 < 6𝑛𝑛  

ดังนั้น สําหรับแตละ 𝑝𝑝 สามารถหาจํานวนผลเฉลยของสมการขางตนได โดยใชหลักการไมเทาและ

ดวงดาว (stars and bars) เชน กรณี 𝑛𝑛 = 4 และ 𝑝𝑝 = 19 จะหาจํานวนผลเฉลยท่ีเปนจํานวนเต็ม

ของสมการ 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 = 19 เม่ือ 2 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 6 และ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3, 4 ไดดังนี้ 

ให 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 2 สําหรับทุก 𝑖𝑖 = 1, 2, 3, 4 

จะไดวา 𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦3 + 𝑦𝑦4 = 11 เม่ือ 0 ≤ 𝑦𝑦𝑖𝑖 ≤ 4 

ให 𝑈𝑈 แทนเซตของคําตอบของสมการ 𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦3 + 𝑦𝑦4 = 11 เ ม่ือ 𝑦𝑦𝑖𝑖 ≥ 0 สําหรับทุก 
𝑖𝑖 = 1, 2, 3, 4 

ให 𝐴𝐴𝑖𝑖 = {(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,𝑦𝑦3,𝑦𝑦4) ∈ 𝑈𝑈| 𝑦𝑦𝑖𝑖 ≥ 5} สําหรับทุก 𝑖𝑖 = 1, 2, 3, 4 

โดยหลักการไมเทาและดวงดาว จะได 

      𝑆𝑆1 ∶= |𝐴𝐴1| + |𝐴𝐴2| + |𝐴𝐴3| + |𝐴𝐴4| = (4) �6 + (4 − 1)
6

� = (4) �9
6� = 336  

      𝑆𝑆2 ∶= |𝐴𝐴1 ∩ 𝐴𝐴2| + |𝐴𝐴1 ∩ 𝐴𝐴3| + |𝐴𝐴1 ∩ 𝐴𝐴4| + |𝐴𝐴2 ∩ 𝐴𝐴3| + |𝐴𝐴2 ∩ 𝐴𝐴4| + |𝐴𝐴3 ∩ 𝐴𝐴4| 
                 = (6) �1 + (4 − 1)

1
� = (6) �4

1� = 6 = 24  

      𝑆𝑆3 ∶= |𝐴𝐴1 ∩ 𝐴𝐴2 ∩ 𝐴𝐴3| + |𝐴𝐴1 ∩ 𝐴𝐴2 ∩ 𝐴𝐴4| + |𝐴𝐴1 ∩ 𝐴𝐴3 ∩ 𝐴𝐴4| + |𝐴𝐴2 ∩ 𝐴𝐴3 ∩ 𝐴𝐴4| = 0 

และ |𝑈𝑈| = �11 + (4 − 1)
11

� = �14
11� = 364 

โดยหลักการเพ่ิมเขาตัดออก จะไดจํานวนผลเลฉลยท่ีตองการเทากับ |𝑈𝑈| − 𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2 − 𝑆𝑆3 = 52 

สําหรับกรณีอ่ืน ๆ สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน คาของ 𝑘𝑘𝑛𝑛 และคาของ 𝐸𝐸(𝑍𝑍𝑛𝑛∗)  

เม่ือ 𝑛𝑛 = 2, 3, … , 10 เปนดังตารางท่ี 3.2 และ 3.3 ตามลําดับ
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ตารางท่ี 3.2 คาของ 𝑘𝑘𝑛𝑛 เม่ือ 𝑛𝑛 = 2, 3, … , 10 

 จํานวนเฉพาะท่ีเปนไปได (𝑝𝑝) 
𝑘𝑘𝑛𝑛 จํานวน

ลูกเตา
(𝑛𝑛) 

5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 

2 2 4 2 - - - - - - - - - - - - 8 

3 - 3 18 18 3 - - - - - - - - - - 42 

4 - - 20 52 80 52 4 - - - - - - - - 208 

 5 - - 5 35 255 365 255 5 - - - - - - - 920 

 6 - - - 6 246 666 1686 666 246 - - - - - - 3516 

7 - - - - 84 455 3535 7875 6055 455 7 - - - - 18466 

8 - - - - 8 120 3144 29400 37080 18320 3144 784 8 - - 92008 

9 - - - - - 9 1278 48879 93600 175725 93600 48879 6030 9 - 468009 

10 - - - - - - 220 41470 118360 693450 837100 693450 264220 10890 10 2659170 
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ตารางท่ี 3.3 คา 𝐸𝐸(𝑍𝑍𝑛𝑛∗) เม่ือ 𝑛𝑛 = 2, 3, … , 10 

จํานวนลกูเตา 

(𝑛𝑛)  
คาคาดหมายของคะแนนเทากับ  

�
5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
20𝑘𝑘𝑛𝑛

5𝑛𝑛
� 

2 10 

3 3.889 

4 3.201 

5 2.366 

6 1.507 

7 1.319 

8 1.096 

9 0.929 

10 0.880 

กราฟของคาคาดหมายของคะแนนจากการทอดลูกเตาจํานวนหนึ่งถึงสิบลูกหนึ่งครั้งใน

เกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ แสดงในรูปท่ี 3.1 

            

รูปท่ี 3.1 กราฟของคาคาดหมายของคะแนนจากการทอดลูกเตาจํานวนหนึ่งถึงสิบลูกหนึ่งครั้ง  
จํานวนลูกเตา 

คา
คา

ดห
มา

ยข
อง

คะ
แน

น 



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 68 เลมที่ 710 พฤษภาคม – สิงหาคม 2566 
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รูปท่ี 3.1 แสดงใหเห็นวากลยุทธท่ีดีท่ีสุดท่ีใชในการเลนเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวน

เฉพาะ คือ การทอดลูกเตาหนึ่งถึงหาลูกในแตละครั้ง ซ่ึงจะไดคาคาดหมายของคะแนนคอนขางสูง  

4. กรณีท่ัวไป  

จากเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้าและเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ กรณีคะแนนเพ่ิมพิเศษ

เทากับ 𝑚𝑚 คะแนน สามารถพิสูจนไดโดยเปลี่ยนคะแนนจาก 20 คะแนนเปน 𝑚𝑚 คะแนน และได

ทฤษฎีบทขยายของทฤษฎีบทท่ี 2.2 และ 3.2 เปนทฤษฎีบท 4.1 และ 4.2 ตามลําดับ ดังนี้  

ทฤษฎีบท 4.1 ให 𝑛𝑛 เปนจํานวนนับ ซ่ึง 𝑛𝑛 ≥ 2 และ Z𝑛𝑛,𝑚𝑚 แทนคะแนนจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูก 

หนึ่งครั้งและมีคะแนนเพ่ิมพิเศษ 𝑚𝑚 คะแนน ในเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้า จะไดวา  

𝐸𝐸�Z𝑛𝑛,𝑚𝑚� = �
5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
5𝑚𝑚
5𝑛𝑛

� 

ทฤษฎีบท 4.2 ให 𝑛𝑛 เปนจํานวนนับ ซ่ึง 𝑛𝑛 ≥ 2 และ 𝑍𝑍𝑛𝑛,𝑚𝑚
∗   แทนคะแนนจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูก

หนึ่งครั้งและมีคะแนนเพ่ิมพิเศษ 𝑚𝑚 คะแนน ในเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะ และ 𝑘𝑘𝑛𝑛 แทน

จํานวนวิธีเลนเกมท่ีผลรวมแตมจากการทอดลูกเตา 𝑛𝑛 ลูกหนึ่งครั้งเปนจํานวนเฉพาะ จะไดวา 

𝐸𝐸�𝑍𝑍𝑛𝑛,𝑚𝑚
∗ � = �

5
6
�
𝑛𝑛

�4𝑛𝑛 +
𝑚𝑚𝑘𝑘𝑛𝑛
5𝑛𝑛

� 

ผูสนใจสามารถหาจํานวนลูกเตาท่ีควรทอดในแตละรอบ เพ่ือใหไดคาคาดหมายของคะแนนใน 

แตละรอบสูงสุดได โดยการเขียนกราฟของ 𝐸𝐸�Z𝑛𝑛,𝑚𝑚� และ 𝐸𝐸�𝑍𝑍𝑛𝑛,𝑚𝑚
∗ � ซ่ึงอาจไดขอสรุปแตกตางจาก

การมีคะแนนเพ่ิมพิเศษ 20 คะแนนในบางคา 𝑚𝑚  

5. ขอสรุปและขอเสนอแนะ 

งานวิจัยนี้แสดงใหเห็นวาการเลนเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้าและเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวน

เฉพาะไดผลสรุปเชนเดียวกันคือ การทอดลูกเตารอบละสองลูก จะทําใหผูเลนไดคาคาดหมายของ

คะแนนในแตละรอบสูงสุด อยางไรก็ตามสําหรับการเลนเกมในสถานการณจริง การท่ีผู เลน 

จะตัดสินใจเลือกจํานวนลูกเตาในการทอดแตละรอบนั้นจะตองพิจารณาคะแนนสะสมของผูเลนทุก

ฝายในแตละรอบประกอบกันดวย เนื่องจากการทอดลูกเตาจํานวนมากข้ึนจะทําใหความนาจะเปน 

ท่ีลูกเตาข้ึนแตมหนึ่งอยางนอยหนึ่งลูกมากข้ึนดวย นั่นคือเม่ือจํานวนลูกเตามากข้ึน โอกาสท่ีผูเลนจะ

ไดคะแนนเปนศูนยในรอบนั้นก็จะมากข้ึนดวย 
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เนื่องจากกติกาการเลนเกมลูกเตาฮอกหนาซํ้าและเกมลูกเตาฮอกกับผลรวมจํานวนเฉพาะไม

ซับซอน ผูอานอาจนําไปจัดกิจกรรมเพ่ือทบทวนความรูเรื่องการบวกจํานวนเต็มหรือสงเสริม 

การเรียนรูเรื่องจํานวนเฉพาะในระดับประถมศึกษา สําหรับการจัดกิจกรรมใหเหมาะสมกับนักเรียน

ระดับมัธยมศึกษา ผูอานอาจศึกษาการเปลี่ยนกติกาการใหคะแนนเพ่ิมพิเศษจากคาคงท่ีท่ี 20 คะแนน

เพียงคาเดียวเปนการใหคะแนนเพ่ิมพิเศษเปนคาคงท่ีมากกวาหนึ่งคาหรือเพ่ิมตามตามจํานวนลูกเตา 

เชน 10𝑛𝑛 หรือ 𝑛𝑛2 
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