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ABSTRACT 

In this article, the origins of the Babylonian square root estimation are explored.  

Moreover, various notions of square root approximations by ancient mathematicians 

are given.  

Keywords:  Estimation, Babylonian, Square root 

1. บทนํา 

แมวานักคณิตศาสตรในอดีตจะพยายามหาวิธีการประมาณคารากที่สอง เพื่อใหคารากที่สอง 

มีความแมนยํา สามารถนําไปใชไดอยางมีประสิทธิภาพ แตอยางไรก็ตาม สําหรับจํานวนเต็มที่ไมได

เปนจํานวนกําลังสองสมบูรณ รากที่สองของจํานวนเต็มเหลาน้ันจะเปนจํานวนอตรรกยะ สงผลให 

ไมสามารถหาคาที่แนนอนได ในการประมาณคาของรากที่สองจึงมีความจําเปนอยางย่ิง อีกทั้งม ี

การคนพบหลักฐานต้ังแตยุคบาบิโลนซึ่งแสดงใหเห็นวา แนวคิดของการประมาณคารากที่สอง 

ถูกพัฒนามาหลายยุค หลายสมัย กวาจะมาเปนหลักการคํานวณในปจจุบัน 

2. การประมาณคารากท่ีสองดวยวิธีบาบิโลน 

มีการคนพบแผนดินเหนียวเยล 7289 (Yale Babylonian Collection, YBC 7289) [1] ซึ่งคาด

วาอยูในยุคบาบิโลนเกา (Old Babylon) หรือประมาณศตวรรษที่ 19 - 17 กอนคริสตศักราช แผนดิน

เหนียวเยล 7289 ซึ่งมีลักษณะเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส เปนหลักฐานสําคัญช้ินหน่ึงที่แสดงใหเห็นวา 

ตนกําเนิดของการประมาณคารากที่สองอาจเริม่ตน ณ ยุคน้ี ถัดไปจะขอยกปญหาการประมาณคาราก

ที่สองซึ่งดึงมาจากปญหาทางคณิตศาสตรในยุคบาบิโลนเกา 

ปญหาแรก เปนปญหาในการหาความยาวของเสนทแยงมุมของประตูที่มีความสูง h  หนวย และ

ความกวาง b  หนวย น่ันคือ ความยาวของเสนทแยงมุมของประตูมีคาประมาณ 2 2h b+  หนวย  

ในการอธิบายแนวคิดของชาวบาบิโลน จะใช เศษสวนทั่วไปแทนเศษสวนฐานหกสิบ 

(sexagesimal fractions) ที่ใชกันในยุคบาบิโลน [2] โดยมีตัวอยางวิธีการดังน้ี 
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กําหนดให ความสูงเปน 2
3

 แทง และความกวางเปน 1
6

 แทง จะไดวาเสนทแยงมุมของประตู 

มีความยาวประมาณ 
22 1 22

3 6 3
    + ÷ ×         

 หรือ  11
16

 แท ง  ซึ่ งมีความตางจากคาแท จ ริ ง 

2 22 1
3 6

   +   
   

 ไมเกิน 0.0004  

ปญหาท่ีสอง เปนปญหาในการหาความสูงของรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดานเปน 1 หนวย

น่ันคือ ความสูงของรูปสามเหลี่ยมดานเทามีคาประมาณเปน 
211

2
 −  
 

 หรือ 3
4

 

ในกรณีน้ี ชาวบาบิโลนใชวิธีการในทํานองเดียวกับปญหาแรก ทําใหไดคาประมาณของความสูง

ของรูปสามเหลี่ยมดานเทาเปน 

1
41

2 1
−

×
 หรือ 7

8
 ซึ่งมีความตางจากคาแทจริง 3

4
 ไมเกิน 0.01 

จากตัวอยางการประมาณคารากที่สองทั้งสอง นักประวัติศาสตรคาดเดาไดเพียงเหตุผลที่ชาว 

บาบิโลนอาจใชในการหาคาประมาณเทาน้ัน โดยจะเห็นไดวา ความยาวของเสนทแยงมุมของประตู

อาจหาไดจาก 
2

2 2

2
bh b h
h

+ ≈ +  สวนความสูงของรูปสามเหลี่ยมดานเท าอาจหาไดจาก 
2

2 2

2
bh b h
h

− ≈ −  แตอยางไรก็ตามการคาดเดาของนักประวัติศาสตรน้ีสอดคลองกับ Fowler และ

Robson [3] ที่กลาววา ชาวบาบิโลนใชการประมาณคาของ n  ดวย a  โดยที่ 2
an a e= +  หรือ 

2
an a e= −  เมื่อ a  เปนจํานวนบวกที่มีคานอยกวาหรือมากกวา n  และ ae  เปนคาความ

คลาดเคลื่อน ทั้งน้ียังพบวาชาวบาบิโลนไดสมการ ( )*  ในการประมาณคารากที่สองซึ่งไดคาที่

ใกลเคียงคาแทจริงมากกวาคาของ a  โดยข้ึนอยูกับความเหมาะสมของคา a  ที่เลือก เพราะผลลัพธที่

ไดจากการประมาณน้ันมีคาที่ปรับปรุงจากคา a  ที่นํามาใชต้ังตน ดังตัวอยางที่ 1  

2

2
a

a
en a e a
a

= + ≈ +  หรือ 2

2
a

a
en a e a
a

= − ≈ −  ( )*  
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ตัวอยาง คาประมาณแรกของ 2  เปน 3
2

 แสดงวา 2n =  และ 3
2

a =  แตจาก 
23 12

2 4
 = − 
 

 

ดังน้ัน คาประมาณที่ดีกวาจะเปน 

1
3 174

32 122
2

 
 
 − =
 
 
 

 ซึ่งเปนคาประมาณของ 2  ที่ปรากฏอยูบน

แผนดินเหนียวยุคบาบโิลนเกา 

การประมาณคารากที่สองตามสมการ ( )*  น้ัน สามารถแสดงไดโดยใชพีชคณิตเชิงเรขาคณิต 

ดังน้ี 

ให 2a  แทนพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีดานยาวดานละ a  หนวย โดยที่ a n<  เปน 

คาเริ่มตนในการประมาณคารากที่สองของ n  และ 2
ae n a= −  แทนพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผาซึ่งมี

ดานดานหน่ึงยาว a  หนวย ดังรูปที่ 1  

จะไดวา ดานอีกดานหน่ึงของรูปสี่เหลี่ยมผืนผาน้ี จะยาว ae
a

 หรือ 
2n a

a
−  หนวย และ n  เปน

ผลรวมของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสและพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

 
รูปที่ 1 รูปสีเ่หลี่ยมจัตุรสัมีพื้นที่ 2a  ตารางหนวย และรปูสี่เหลีย่มผืนผามีพื้นที่ ae  ตารางหนวย 

 
รูปที่ 2 การแบงรปูสี่เหลี่ยมผืนผา 
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แบงรูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพื้นที่ 2
ae n a= −  ตารางหนวย ออกเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา A  และ B  

ซึ่งมีพื้นที่เทากัน คือ 
2

2
n a−  ตารางหนวย ดังรูปที่ 2 จากน้ันนํารูปสี่เหลี่ยมผืนผา A  และ B  มา

ประกอบกับรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีพื้นที่ 2a  ตารางหนวย ดังรูปที่ 3 

ให c  แทนความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสใหม ซึ่งเปนคาประมาณที่สองของรากที่สองของ 

n  ซึ่งไดวา 

( )
2

2 2

2 2
aen an a n a c a a

a a
−

= + − ≈ = + = +  

ซึ่งสอดคลองกับวิธีการหาคาประมาณรากที่สองในสมการ ( )*  ที่ชาวบาบิโลนคนพบ 

 
รูปที่ 3 การประกอบรูปสี่เหลี่ยมผืนผา A  และ B  กับรูปสี่เหลี่ยมจัตุรสัที่มีพืน้ที่ 2a  ตารางหนวย 

จากรูปที่ 3 จะไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปใหมมีพื้นที่เทากับ 2c  ตารางหนวย ซึ่งมีคามากกวา n  

ซึ่งปนผลรวมของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสและพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมผืนผาตามรูปที่ 1 โดยที่ 

n =  พื้นที่ของรปูสีเ่หลี่ยมจัตุรสัรปูใหม – พื้นที่ของรปูสีเ่หลี่ยมจตุัรัส J  

และพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส J  เทากับ 
22

2
n a

a
 −
 
 

  

ดังน้ัน คาประมาณใหมของ n  คือ 
2

2
a nc

a
+

=  

ในทางตรงขาม เมื่อคาเริ่มตนในการประมาณคารากที่สองของ n  ซึ่งคือ a  มีคามากกวา n  

จะเริ่มพิจารณาจากรูปสี่เหลี่ยมจตุัรัสที่มพีื้นที่ 2a  ตารางหนวย และรูปสี่เหลี่ยมผืนผาสองรูปซึ่งแตละ

รูปมีพื้นที่ 
2

2
a n−  ตารางหนวย โดยดานยาวของรูปสี่เหลี่ยมผืนผายาว a  หนวย ดังรูปที่ 4 จากน้ัน



ตนกําเนิดของคาการประมาณคารากที่สองดวยวิธีบาบิโลน 

 6 

นํารูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพื้นที่ 
2

2
a n−  ตารางหนวย สองรูปน้ีวางทับบนขอบของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มี

พื้นที่ 2a  ตารางหนวย ดังรูปที่ 5 เน่ืองจากการวางทับของรูปสี่เหลี่ยมผืนผาทั้งสองรูปน้ีมีการซอนทบั

กันคือบริเวณรูปสี่เหลี่ยมสีเขียว ทําใหตองนําพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมสีเขียวที่ซอนทับกันมาหักออก

เพิ่มเติม ซึ่งคือรูปสี่เหลี่ยมสีสม จึงจะไดคาที่แทจริงของพื้นที่ของรูปที่ไมไดแรเงาในรูปที่ 5 หรือคือ 

การนําคาพื้นทีข่องรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีดานยาวดานละ c  หนวย ลบดวยพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมสีสม 

ดังน้ัน พื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีดานยาวดานละ c  หนวย จึงมีคาไมเทากับ n  ซึ่งเปนคาของ

พื้นที่ของรูปที่ไมไดแรเงาในรูปที่ 5 

 
รูปที่ 4 รูปสีเ่หลี่ยมจัตุรสักับรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

 
รูปที่ 5 การวางทับรูปสี่เหลี่ยมผืนผาบนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสมีพืน้ที่ 2a  ตารางหนวย 

จากรูปที่ 5 จะเห็นวา c  มีคานอยกวา a  ที่เปนความยาวของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีพื้นที่ 2a  

ตารางหนวย และสามารถคํานวณไดวา 
2

2
a nc a

a
−

= −   

ดังน้ัน ( )
2

2 2

2
a nn a a n c a

a
−

= − − ≈ = −  

a 

a 

 

c 
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จะเห็นวาเมื่อรวมพื้นที่ในสวนที่ไมไดแรเงากับพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสสีสม ในรูปที่ 5 แลวจะมี 

คาเทากับ 2c  ซึ่งมีคามากกวา n  และจากพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสสีสมมีคาเทากับ 2c n−  ตาราง

หนวย ซึ่งถูกลบออกน้ัน มีขนาดนอยกวาคาเริ่มตนในการประมาณคารากที่สองของ n  คือ 
2

ae a n= −  ซึ่งเปนผลรวมของพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผาในรูปที่ 4 

ดังน้ัน คาประมาณใหมของ n  คือ 
2

2
a nc

a
+

=  

จากที่กลาวมาขางตน จะเห็นวา การประมาณคารากที่สองในสมการ ( )*  น้ัน สามารถอธิบาย

โดยใชพีชคณิตเชิงเรขาคณิตได และตามตรรกะเหตุผลดังกลาวน้ีนับวาการประมาณคาเริ่มตนดวย a  

ถูกใชเพื่อสรางคาการประมาณที่สองสําหรับ n  คือ c  ซึ่งมีความแมนยํามากข้ึน และที่ย่ิงไปกวาน้ัน

ทําใหทราบวา ไมวา a n>  หรือ a n<  คาประมาณที่สอง c  จะมีคามากกวา n  เสมอ และ

คาประมาณที่แทจริงคือ 
2

2
a nc

a
+

=  

3. การประมาณคา 2  อันนาท่ึงของชาวบาบิโลน 

นักคณิตศาสตรชาวบาบิโลนคนพบคาประมาณที่ใกลเคียงกับ 2  และเปนหน่ึงในตัวอยางซึ่ง

เปนที่รูจักกันน้ัน คือ แผนดินเหนียวของชาวบาบิโลน ที่เรียกวา เยล 7289 ดังรูปที่ 6 

 
รูปที่ 6 การประมาณคา 2  

จะสังเกตไดวา แผนดินเหนียวเยล 7289 ขางตน มีลักษณะเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส บริเวณแนว 

เสนทแยงมุมมีอักษรปรากฏอยูซึ่งบงบอกถึงจํานวนระบบฐานหกสิบ ซึ่งหมายความวา  

2 3

24 51 101 1.414212963
60 60 60

+ + + ≈  

ทั้งน้ีหากเทียบคาประมาณดังกลาวกับคาประมาณที่แทจริงของ 2  จะพบวา มีความคลาด

เคลื่อนเพียง 76 10−×  



ตนกําเนิดของคาการประมาณคารากที่สองดวยวิธีบาบิโลน 
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จากวิธีของบาบิโลน ซึ่งคือ ( )
2

2 2

2
a nn a a n c a

a
−

= − − ≈ = −  เมื่อใหคาประมาณเริ่ม a  

เปน 17
12

 เน่ืองจาก 
217 12

12 144
 = − 
 

 ดังน้ัน  

2
1

17 1 17 577144
1712 144 12 4082
12

 
    − ≈ − =    
 
 

 

จะเห็นวา สามหลักแรกของ 577
408

 ในระบบฐานหกสิบ มีคาเทากับ 2 3

24 51 101
60 60 60

+ + +  และมี 

เศษเหลือในระบบฐานหกสิบเพื่อแปลงเปนจํานวนตอไป คือ 1
367200

 ซึ่งหากพิจารณาเพียงสามหลกั

แรกของ 577
408

 จะสอดคลองกับคาประมาณของ 2  ในระบบฐานหกสิบ ที่แสดงบนแผนดินเหนียว

เยล 7289 คือ 2 3

24 51 101
60 60 60

+ + +  

4. แนวคิดสรางสรรคอ่ืน ๆ ของการประมาณคารากท่ีสอง 

แมวาวิธีของบาบิโบโลนจะเปนจุดเริ่มตนของการประมาณคารากที่สองอยางนามหัศจรรย อีกทั้ง

ยังเปนที่แพรหลายในแวดวงคณิตศาสตร แตอยางไรก็ตาม มีนักการศึกษาหลายทานหลายยุคสมัยได

พยายามคิดคนการประมาณคารากที่สองดวยวิธีที่หลากหลาย ในที่น้ีไดรวบรวมมาพอสังเขป ดังน้ี 

นักคณิตศาสตรและวิทยาศาสตรแหงยุคกรีกโบราณ อารคิมีดีส ไดคนพบตําราเกี่ยวกับ 

Measurement of the Circle มีการใช 3  ในการประมาณชวงของคาพาย (π ) ซึ่งใชคาประมาณ

ของ 3  คือ 265 3
153

<  และ 3513
780

<  โดยที่อารคิมีดีสไมไดใหที่มาของตัวเลขดังกลาวน้ี แตมี 

ผูคาดการณถึงที่มาของตัวเลขดังกลาววาเปนคาประมาณตามวิธีของบาบิโลน [4] สําหรับ ฮีรอน ไมได

ใชแนวคิดเกี่ยวกับจํานวนในระบบฐานหกสิบเชนเดียวกับของชาวบาบิโลน แตใชหลักการของเศษสวน

ที่มีตัวเศษเปน 1 ตามแนวคิดของชาวอียิปตโบราณ แลวนํามาทําซ้ํา เพื่อประมาณคารากที่สอง ซึ่ง 

ในปจจุบันเรียกวิธีดังกลาววา ข้ันตอนวิธีของเฮรอน (Heron’s Algorithm) ในขณะที่ หลิวฮุย  

นักคณิตศาสตรฝ งภูมิภาคกลางตอนเหนือของประเทศจีน ไดอธิบายในหนังสือโบราณช่ือ  

Nine Chapters on the Mathematical Art ซึ่งเปนหนังสือที่มี 9 บท ประกอบไปดวย 246 คําถาม 

ที่มีคําตอบพรอมแนวทางการคนหาคําตอบ โดยหน่ึงในคําถามน้ันกลาวถึง “การหาคารากที่สองและ
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คารากที่สาม” ผานการวาดรูปทางเรขาคณิต [5] ในหนังสือ 4th Volume of Marifetname ของ 

อิบราฮิม ฮักกี แหงแอรซูรุม ชาวตุรกี มีการเสนอวิธีการประมาณคาของรากที่สองแบบงายดวย

ข้ันตอนการเทียบระหวางคาของรากที่สองกับจํานวนสมบูรณที่มากที่สุดที่นอยกวาคาที่ตองการหา

รากที่สองน้ัน และอีกหน่ึงบุคคลที่เสนอวิธีการประมาณคารากที่สอง คือ นิวตัน โดยเปนวิธีที่ช่ือวา 

ข้ันตอนวิธีของนิวตัน (Newton’s Algorithm) โดยการประมาณคาคําตอบของสมการ ซึ่งสามารถ

นํามาประยุกตกับการหาคาประมาณรากที่สองได [6] 
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