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ABSTRACT 

In this paper, we show that if the rectangle flanks of triangle are squares, then the 

ratio of the sum of the areas of the 2nd order rectangle flanks to the sum of the areas 

of the 1st order rectangle flanks is 3. On the other hand, the ratio equal to 3
4  if the 

length of the free side is half of the length of the flank side.  

Keywords:  Rectangle flanks 

1. บทนํา 

กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีดานรวมกับ ABC∆  วา 

รูปส่ีเหล่ียมขนาบขาง (Rectangle flanks) อันดับท่ี 1 ของ ABC∆  

 
รูปท่ี 1.1 รูปสี่เหลี่ยมขนาบขาง อันดับท่ี 1 ของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.1 จะเห็นวา ,ACDE BAFG   และ CBHI  เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 

ของ ABC∆  เรียกดานของรูปสี่ เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  ท่ีเปนดานรวมกับ 

รูปสามเหลี่ยมวา ดานขนาบ (Flank side) และเรียกดานท่ีประชิดกับดานขนาบวา ดานอิสระ (Free 

side) 

เรียกรูปสามเหลี่ยมท่ีเกิดจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 วา รูปสามเหล่ียมขนาบขาง 

(Triangle flank) ของ ABC∆   

I

H

G

F

D
E

B

A

C



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 69 เลมที่ 712 กันยายน – ธันวาคม 2567 

45 

  
รูปท่ี 1.2 รูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.2 จะไดวา ,AEF BGH∆ ∆  และ CID∆  เปนรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  

ในป ค.ศ. 2005 Gilbey [1] ไดแสดงใหเห็นวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  เปนรูป

สี่เหลี่ยมจัตุรัส แลวรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  แตละรูปจะมีพ้ืนท่ีเทากับพ้ืนท่ีของ ABC∆  

นั่นคือ [ ] [ ] [ ] [ ]AEF BGH CID ABC= = =  

ในป ค.ศ. 2018 Syawaludin และคณะ [2] ไดแสดงวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของ ∆ABC ท้ัง

สามรูปมีความยาวดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบ แลวรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ 

ABC∆  ท้ังสามรูปจะมีพ้ืนท่ีเทากัน นั่นคือ [ ] [ ] [ ]AEF BGH CID= =  

พิจารณารูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  จะเรียก รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของรูปสามเหลี่ยม

ขนาบขางของ ABC∆  ท่ีไมใชรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  วา รูปส่ีเหล่ียมขนาบ

ขางอันดับท่ี 2 ของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.3 จะเห็นวา ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 

2 ของ ABC∆  

Syawaludin และคณะ [2] ยังไดแสดงใหเห็นอีกดวยวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางท้ังสองอันดับ

เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส แลวรูปสี่เหลี่ยมท่ีเกิดจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 เปนรูปสี่เหลี่ยม 

คางหมู ซ่ึงมีพ้ืนท่ีเทากัน และมีพ้ืนท่ีเปน 5 เทาของ ABC∆  นั่นคือ ,GFMN IHOJ   และ 

EDKL  เปนรูปสี่เหลี่ยมคางหมู และ [ ] [ ] [ ] [ ]5GFMN IHOJ EDKL ABC= = =  ดังรูปท่ี 1.4  
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รูปท่ี 1.3 รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ของ ABC∆  

  
รูปท่ี 1.4 รูปสี่เหลี่ยมคางหมูของ Syawaludin และคณะ 

ในบทความนี้ เราสนใจความสัมพันธของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2 

เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส และเม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ี

มีความยาวของดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวของดานขนาบ 
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2. ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาบขาง  

ในหัวขอนี้ จะแสดงความสัมพันธของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2  

เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยเริ่มจากบทตั้งตอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  เปน

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ซ่ึงเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส  

ถา ,A B′ ′และ C′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ แลว 

,
2 2

BC ACAA BB′ ′= =  และ 
2

ABCC′ =  

   
รูปท่ี 2.1 ภาพประกอบบทตั้ง 2.1 

บทพิสูจน ให P เปนจุดท่ีทําให AEPF เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ดังรูปท่ี 2.2 

 
รูปท่ี 2.2 ภาพประกอบการพิสูจนบทตั้ง 2.1 
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เนื่องจาก A′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง EF  ซ่ึงเปนเสนทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยมดาน

ขนาน AEPF จะได A′  อยูบนเสนทแยงมุม AP  และ 
2

APAA′ =  

พิจารณาท่ีจุด A  จะได ( )180 FAE CAB FAP PAE CAB= ∠ +∠ = ∠ +∠ +∠   

เนื่องจาก / /PE FA  จะได FAP APE∠ =∠  ดังนั้น 180 APE PAE CAB= ∠ +∠ +∠  นั่นคือ 

( )180CAB APE PAE∠ = − ∠ +∠  ดังนั้น CAB AEP∠ =∠   

เนื่องจาก ,AC AE CAB AEP= ∠ = ∠  และ AB PE=  จะได ABC EPA∆ ≅ ∆  ดังนั้น AP BC=  

นั่นคือ 
2

BCAA′ =  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
2

ACBB′ =  และ 
2

ABCC′ =       

ตอไปจะแสดงวา อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ตอผลรวมของ

พ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  มีคาเทากับ 3 ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และมี ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยม

ขนาบขางอันดับท่ี 2  

ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางทุกรูปเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส แลว [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
 

บทพิสูจน ให ,A B′ ′และ C′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ 

ดังรูปท่ี 2.3 

โดยทฤษฎีบทของสจวรต (Stewart's theorem) และบทตั้ง 2.1 จะไดวา  

( )
2

2 2 21
2 2

EFAA AE AF
 

′ = + − 
 

 

นั่นคือ 
2 2 2 2

4 2 2 4
BC AC AB EF

= + −  ดังนั้น 2 2 2 22 2BC AB AC EF= + −  

นั่นคือ 2 2 2 22 2EF AB AC BC= + −  

ในทํานองเดียวกัน จะไดวา 2 2 2 22 2GH BA BC AC= + −  และ 2 2 2 22 2DI CA CB AB= + −  

ดังนั้น [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

2 2 2

2 2 2

FELM HGNO DIJK EF GH DI
ACDE BAFG CBHI AC AB BC

+ + + +
=

+ + + +
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รูปท่ี 2.3 ภาพประกอบการพิสูจนทฤษฎีบท 2.2 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3

3

AB AC BC BA BC AC CA CB AB
AC AB BC

AB AC BC
AC AB BC

+ − + + − + + −
=

+ +
+ +

=
+ +

=

 

 

3. ส่ีเหล่ียมผืนผาขนาบขาง 

ในหัวขอนี้ จะแสดงวา เม่ือสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ีมีความยาวดานอิสระเปน

ครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบแลว อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 

ตอผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  มีคาเทากับ 3
4  ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.1 กําหนดให ABC∆ เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และมี ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยม

ขนาบขางอันดับท่ี 2 
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ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางมีความยาวดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบ แลว  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
4

FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
 

บทพิสูจน พิจารณา AEF∆  ดังรูปท่ี 3.1 

 
รูปท่ี 3.1 ภาพประกอบการพิสูจนทฤษฎีบท 3.1 

โดยกฎของโคไชน จะได ( )( ) ( )2 2 2 2 cosEF AE AF AE AF FAE= + − ∠   

นั่นคือ ( )( ) ( )2 2 2 2 cosEF AE AF AE AF CAB= + + ∠  

เนื่องจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางมีดานอิสระยาวเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ จะได 
2

ACAE =  

และ 
2

ABAF =  ดังนั้น 

( )( ) ( )2 2 24 2 cosEF AC AB AC AB CAB= + + ∠    (1) 

พิจารณา ABC∆  โดยกฎของโคไชน จะได  

( )( ) ( )2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC CAB= + − ∠     (2) 

จาก (1) และ (2) จะได 2 2 2 24 2 2EF BC AB AC+ = +  

นั่นคือ 
2 2 2

2

2 2 4
AB AC BCEF = + −  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
2 2 2

2

2 2 4
BA BC ACGH = + −  และ 

2 2 2
2

2 2 4
CA CB ABDI = + −   

ดังนั้น  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4 2 2 4 2 2 4

FELM HGNO DIJK EF GH DI
ACDE BAFG CBHI AC AB BC

AB AC BC BA BC AC CA CB AB

AC AB BC

+ + + +
=

+ + + +

     
+ − + + − + + −     

     =
+ +

 

G

F
E

D

B

A

C
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( )2 2 2

2 2 2

3
4

3
4

AB AC BC

AC AB BC

+ +
=

+ +

=

 

นั่นคือ [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
4

FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
       

จากการพิสูจนขางตน ยังสามารถหาความสัมพันธของขนาดของเสนมัธยฐานของรูปสามเหลี่ยม

ขนาบขางกับดานของรูปสามเหลี่ยมตั้งตนได ดังบทแทรกตอไปนี้ 

บทแทรก 3.2 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ซ่ึงดานอิสระยาวเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ ถา ,A B′ ′และ C′  

เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ แลว ,
4 4

BC ACAA BB′ ′= =  

และ 
4

ABCC′ =  

 
รูปท่ี 3.2 ภาพประกอบทฤษฎีบท 3.2 

บทพิสูจน จากบทพิสูจนขางตน ไดวา 
2 2 2

2

2 2 4
AB AC BCEF = + −   

เนื่องจาก 
2

ACAE =  และ 
2

ABAF =  จะได  

2
2 2 28

2
EFBC AE AF

 
= + − 

 
     (3) 

พิจารณา AEF∆  โดยทฤษฎีบทของสจวรต จะได ( )
2

2 2 21
2 2

EFAA AE AF
 

′ = + − 
 

 หรือ 

C'B'

A'

IH

G

F
E

D

B

A

C
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( )
2

2 2 22
2

EFAA AE AF′ = + −      (4) 

จาก (3) และ (4) จะได ( )22 16BC AA′=  นั่นคือ 
4

BCAA′ =  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
4

ACBB′ =  และ 
4

ABCC′ =       

4. สรุป 

จากขางตนพบวา การศึกษาเก่ียวกับความสัมพันธระหวางรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และ

อันดับท่ี 2 ของรูปสามเหลี่ยมนั้นคอนขางเรียบงายและนาสนใจ ซ่ึงนาพิจารณาตอไปวา ในกรณีท่ี 

ดานอิสระและดานขนาบมีความสัมพันธกันเปนอัตราสวน k  แลวความสัมพันธระหวางพ้ืนท่ีของ 

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2 ของรูปสามเหลี่ยมนั้นจะข้ึนอยูกับคาคงท่ี k  หรือไม 

อยางไร 
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