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ตารางท่ี 1: (ต่อ) 
ขอบเขตของ
บทความท่ีจะรบั
ตีพิมพใ์นวารสารฯ 
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 บรหิารธุรกจิ โลจสิตกิสแ์ละซพัพลายเชน 
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บทคดัย่อ 
บทความนี้น าเสนอแนวความคดิการนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์ โดยเริม่จากการ

นิยามฟังกช์นัก าลงัของเมทรกิซห์ลงัจากนัน้ไดข้ยายแนวความคดิไปยงัการนิยามฟังกช์นั
ใดๆของเมทรกิซ์ และได้ยกตวัอย่างการค านวณค่าเพื่อให้เขา้ใจนิยามได้อย่างชดัเจน 
นอกจากนี้ยงัไดก้ลา่วถงึการประยกุตฟั์งกช์นัเมทรกิซใ์นคณติศาสตรก์ารเงนิอกีดว้ย 

ค าส าคญั:  ฟังก์ชนัเมทรกิซ์  เมทรกิซ์แปลงเป็นเมทรกิซ์ทแยงมุมได ้ รูปแบบบญัญตัิ
จอรแ์ดน  ฟังกช์นัก าลงัของเมทรกิซ ์ ฟังกช์นัอดศิยัของเมทรกิซ์ 

ABSTRACT 

This article presents a concept to define a function of matrix. Start by 

defining a power function of matrix is then expanded to the concept of the 

definition of any function of matrix. Some calculating-examples are provided to 

clearly understand. An application to financial mathematics is shown. 

Keywords:  Function of Matrix, Diagonalizable Matrix, Jordan Canonical Form, 

Power Function of Matrix, Transcendental Function of Matrix 
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1. บทนํา 

วตัถุประสงค์ของบทความนีเพอืถ่ายทอดแนวคิดอย่างง่ายในการนิยาม

ฟังก์ชนัเมทรกิซ ์โดยขยายแนวคดิจากการนิยามฟังก์ชนัสเกลาร ์นําไปสู่การนิยาม

ฟังก์ชนัเมทรกิซ์จากฟังก์ชนัทถีูกขยาย หลงัจากนันขยายแนวคดิไปยงัการนิยาม

ฟังก์ชนัเมทรกิซใ์ดๆโดยผ่านรปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดน 

เมอืพจิารณาฟังก์ชนัของตวัแปรเดยีวเหนือสนาม F (เซตของจํานวนจรงิ

  หรอื เซตของจํานวนเชิงซ้อน ) เพอืความสะดวกจะกําหนดให้ F  เป็น    

นันคอืพจิารณาฟังก์ชนัทมีโีดเมนและเรนจ์เป็นสบัเซตของ   ซงึสามารถเขียน

แทนด้วยสญัลกัษณ์ : ff D   เมอื fD   แทนโดเมนของ f   หรอือาจจะ

เขยีนในรปูการส่งค่า  x f x   นอกจากนียงัสามารถพจิารณา f  เป็นการส่งค่า

จากปรภิมูเิมทรกิซ์บน ขนาด  1 1  ไปยงัปรภิูมขิองเมทรกิซ์บน   ขนาด 1 1
ไดอ้กีดว้ย นนัคอื      f x f x     

กําหนดให้ n n  เป็นปรภิูมเิมทรกิซ์บน    ขนาด n n  ปัญหาหนึงที

น่าสนใจ คอื จะนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์ซงึส่งค่าจาก n n  ไปยงั n n อย่างไร นนั

คือ ถ้าให้ n nA  และ : n n
ff D  เมอื  n n

fD  แล้วจะนิยามฟังก์ช ัน

เมทรกิซ์  f A อยา่งไร เช่น ควรจะนิยาม Ae , sin A และ cos Aอยา่งไร 

2. ความรู้เบืองต้นในพีชคณิตเชิงเส้น 

ในหวัขอ้นีจะกล่าวถงึความรูเ้บอืงต้นในพชีคณิตเชงิเสน้ซงึใชใ้นการนิยาม

และคาํนวณค่าของฟังก์ชนัเมทรกิซ ์

กําหนดให ้ 1 2, ,..., n    เป็นค่าลกัษณะเฉพาะของเมทรกิซ ์ A  เรยีก เซต

1 2{ , ,..., }n    ว่ า  ส เ ป ก ต รั ม  (Spectrum) ข อ ง เ ม ท ริ ก ซ์ A   แ ล ะ เ รี ย ก 

 
1

( ) max i
i n

A 
 

  ว่า รศัมเีชงิสเปกตรมั (Spectral radius) ของเมทรกิซ ์ A  

2.1 เมทริกซ์แปลงเป็นเมทริกซ์ทแยงมมุได้ 

กําหนดให้ n nA   และมคี่าลกัษณะเฉพาะ 1 2, ,..., m   ทแีตกต่างกัน

ทงัหมด  กําหนดให้ ( )
k

E A  แทนปรภิูมเิวกเตอรล์กัษณะเฉพาะของ Aทสีมนัย

กบั k , 1,...,k m  และ มติขิอง ( )
k

E A  เขยีนแทนดว้ย dim ( )
k

E A  ซงึจะกล่าว

ว่า เมทรกิซ ์ Aแปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้(Diagonalizable matrix) ถ้าม ี
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เมทรกิซไ์มเ่อกฐาน S  ซงึ 
1S AS D       (1) 

เมอื D  เป็นเมทรกิซ์ทแยงมุม หรอืกล่าวไดว้่าเมทรกิซ์ A  คล้ายกบั เมทรกิซ์ D  

นันเอง สมบตักิารแปลงใหเ้ป็นเมทรกิซ์ทแยงมุมได้จะช่วยทําใหส้ามารถคาํนวณค่า

ต่างๆเมทรกิซ์ A  ไดง้่ายขนึ เช่น การหาดเีทอรม์แินนต์ การหาเมทรกิซ์อนิเวอรส์ 

หรอื การคํานวณค่าอืนๆทเีกียวกับเมทริกซ์ เป็นต้น โดยเงอืนไขทจีําเป็นและ

เพยีงพอสําหรบัแปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้เป็นตามทฤษฎดีงัต่อไปนี 

ทฤษฎีบท 1 [1] กําหนดให ้ n nA   จะไดว้่า  
1

dim ( )
k

m

k

E A n


  กต่็อเมอื A  

แปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้

จากเงอืนไข 
1

dim ( )
k

m

k

E A n


  ในทฤษฎบีท 1 ทาํใหท้ราบว่าปรภิมู ิ

ของเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะของ A  คอื 1 2Span{ , ,..., }nx x x  เมอื 1 2, ,..., nx x x  เป็น

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทสีมนยักบัค่าลกัษณะเฉพาะ  1 2, ,..., n    (อาจมบีางค่าที

ซํากันได้) ตามลําดับ เมทริกซ์ไม่เอกฐาน S  ทีทําให้ 1S AS D   โดยที 

 
1

1 2

0

diag , ,...,

0
n

n

D


  



 
 
    
  


  


 เ ป็ น เมท ริก ซ์ ทแย ง มุ ม  ส าม า รถ

กําหนดใหเ้ป็นเมทรกิซ์ซงึมแีต่ละคอลมัน์เป็นเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะ 1 2, ,..., nx x x  

นันคือ  1 2, ,..., nS x x x  ผลทีตามมาคือ สามารถเขียนเมทริกซ์ A  ในรูป 

1A SDS  ซงึทําให้สามารถคํานวณค่าต่างๆของเมทรกิซ์ A ได้ง่ายและสะดวก

ขนึ อาท ิ

1det det detSDA DS   และ  1 1 111SDSA S D S
      (2) 
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2.2 รปูแบบบญัญติัจอรแ์ดน 

ตามทไีด้กล่าวมาแล้วในหวัข้อทผี่านมา หาก dim ( )E A m   เมทรกิซ์ 

A  จะไม่สามารถแปลงเป็นเมทรกิซ์ทแยงมุมได้ อย่างไรก็ตามสําหรบัเมทรกิซ์ 
n nA  ใดๆ จะสามารถแปลงใหอ้ยูใ่นรปูใกลเ้คยีงกบัเมทรกิซท์แยงมุม ทเีรยีกว่า 

รปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดน (Jordan canonical form) ไดเ้สมอ 

ทฤษฎีบท 2 [1] กําหนดให ้ n nA   และให ้ dim ( )E A s


  จะมเีมทรกิซ์ไม่

เอกฐาน Q  ซงึ 

 
1

21
1 2

0

diag , ,...,

0

s

s

J

J
Q AQ J J J J

J



 
 
 
     
 
  


 (3) 

โดยทแีต่ละเมทรกิซ ์ k km m
kJ

 เรยีกว่า บลอ็ซก์จอรแ์ดน (Jordan block) ซงึ 

เป็นเมทรกิซ์สามเหลยีมในรูป 

1 0

1

0

k

k
k

k

J






 
 
 
   
 
  




  และสมนัยกบัเวกเตอร์

ฐานของ ( )
k

E A  สําหรบัค่าลกัษณะเฉพาะ  k  ของเมทรกิซ ์ A  

พจิารณาเมทรกิซ ์
5 8 4

3 5 3

2 4 3

A

  
    
   

 ซงึมคี่าลกัษณะเฉพาะ 1 และมปีรภิูมิ

ของเวกเตอร ์คอื 
1 0

Span 0 , 1

1 2

                             

ทาํใหไ้ดว้่า 
1

dim ( ) 2 3
k

m

k

E A


   

ดงันนัเมทรกิซ ์ A  ไมส่ามารถแปลงเป็นเมทรกิซท์แยงมมุได ้อย่างไรกต็าม

โดยทฤษฎบีท 2 สามารถแปลงเมทรกิซ ์ A  ใหอ้ยูใ่นรปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดนได ้

คาํถามทน่ีาสนใจคอื จะหาเมทรกิซไ์มเ่อกฐาน Q  ไดอ้ยา่งไรในเมอื  
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1

dim ( )
k

m

k

E A n


  นนัแสดงว่าจาํนวนเวกเตอรฐ์านของปรภิูมเิวกเตอร ์

ลกัษณะเฉพาะของเมทรกิซ ์ A  น้อยกว่า n  ดงันัน จงึไม่สามารถสรา้งเมทรกิซ์ไม่

เอกฐาน Q  ซึงแต่ละคอลัมน์ประกอบด้วยเวกเตอร์ลักษณะเฉพาะทงัหมดแต่

สามารถสร้างได้เพียงบางคอลัมน์เท่านัน โดยคอลัมน์ทีเหลือจะเป็นเวกเตอร์

ลักษณะเฉพาะทัวไป (Generalized eigenvectors) ของเมทริกซ์ A  ซึงนิยาม

ดงัต่อไปนี 

บทนิยาม 3 เรยีกเวกเตอรไ์มใ่ช่ศูนย ์ x  ว่า เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทวัไป ของ 

เมทรกิซ ์ A  ระดบัขนั k  ทสีมนัยกบัค่าลกัษณะ   ถ้า 

( ) 0kA I x     และ 1( ) 0kA I x     (4) 

จะ เห็นว่ ากรณีที 1k   ในบทนิยาม 3 ก็คือ นิยามของเวก เตอร์

ลกัษณะเฉพาะปกตนิันเอง ให้ x  เป็นเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทวัไปของเมทรกิซ์ 

A  ระดบัขนั k  ทสีมนัยกบัค่าลกัษณะเฉพาะ  นิยาม 

  1

1

k
x A I x    และ  k i

ix A I x     สาํหรบั 2,...,i k  (5) 

จ ะ ไ ด้ ว่ า สํ า ห รับ แ ต่ ล ะ  2,3,...,i k ,     0
i k

iA I x A I x      แ ล ะ   

   1 1
0

i k

iA I x A I x       ดังนันเวกเตอร์   k i

ix A I x    เ ป็น

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทวัไปของเมทรกิซ ์ A  ระดบัขนั i  

บทนิยาม 4 เรยีกเซตของเวกเตอร์ 1 2{ , ,..., }kx x x  ทีนิยามตาม (5) ว่า โซ่ของ

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทวัไป ของเมทรกิซ ์ A  ทสีมนัยกบัค่าลกัษณะเฉพาะ   

โซ่ของเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทวัไปทนิียามตาม (5) จะมสีมบตัเิป็นอิสระ

เชงิเส้น และยูเนียนทงัหมดของโซ่ของเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะทวัไปจะเป็นอิสระ

เชงิเสน้และแผ่ทวั (Span) ปรภิมูขิองเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทวัไปของเมทรกิซ ์ A  

และสําหรบัเมทรกิซ์ n nA  ใดๆ สามารถสร้างเมทรกิซ์ไม่เอกฐาน Q ได้โดย

กําหนดให้เ ป็นเมทริกซ์ซึงแต่ละคอลัมน์เ ป็นฐานของปริภูมิของเวกเตอร์

ลกัษณะเฉพาะทวัไปของเมทรกิซ ์ A    
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ตวัอย่างที 1 กําหนดให ้ 
5 8 4

3 5 3

2 4 3

A

  
    
   

 จงเขยีนเมทรกิซ ์ A  ในรปู   

1QJQ  เมอื Q  เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน และ  1 2diag , ,..., sJ J J J  โดยที  
k km m

kJ
 เป็นบลอ็ซก์จอรแ์ดน 

วิธีทาํ เราไดห้าค่าลกัษณะเฉพาะและปรภิมูเิวกเตอรล์กัษณะเฉพาะของเมทรกิซ ์

A  มาแลว้ ซงึไดค้่าลกัษณะเฉพาะ 1  และมปีรภิูมขิองเวกเตอรล์กัษณะเฉพาะ

คอื  
1 0

Span 0 , 1

1 2

                             

 ดงันนัเวกเตอรท์ไีมเ่ป็นศูนยใ์น 
1 0

Span 0 , 1

1 2

                             

 จะเป็น

เวกเตอรล์กัษณะเฉพาะทวัไปของ 1 ทมีคี่าระดบัชนัเป็น 1 ซงึก่อกําเนิดโซ่ x   

ต่อไปจะหาค่าระดบัชนัอนืทเีป็นไปได้ของค่าลกัษณะเฉพาะ 1  โดยพจิารณา 

 
4 8 4

3 6 3

2 4 2

k

k
A I

  
   
   

   สําหรบับางจาํนวนนับ k  ดงันี  

ซงึพบว่า   0A I   และ  

2

2

4 8 4

3 6 3 0

2 4 2

A I

  
    
  




  

ดงันัน ค่าระดบัชนัทเีป็นไปได้สูงสุดของค่าลกัษณะเฉพาะ 1  คอืค่าระดบัชนั 2 

สําหรบักรณีนี เวกเตอร์ลักษณะเฉพาะทัวไปของค่าลักษณะเฉพาะ 1  จะ

ก่อกําเนิดโซ่  1 2,y y โดยท ี 1y  และ 2y  สอดคลอ้งเงอืนไข (5) นันคอื สอดคล้อง

กบัสมการ  1 ( ) 0y A I y     

และ   2y y   เมอื 2( ) 0A I y    

จะเหน็ว่าจากสมการ 2( ) 0A I y   จะได ้ y เป็นเวกเตอรใ์ดๆทไีมใ่ช่เวกเตอร ์0  

นนัคอืสามารถเลอืก 0y   และทาํให ้ ( ) 0A I y   

ในทนีี เลอืก 
1

0

0

y

 
 
   
  

 จะได ้
1 4

( ) 0 3

4 8 4

3 0

0 2

6 3

2 4 2

A I y
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ดงันนัได ้โซ่  1 2

4 1

, 3 , 0

2 0

y y

                              

ซงึทําใหย้เูนียนทงัหมดของโซ่ของเวกเตอร์

ลกัษณะเฉพาะทวัไปคอื  1 2

1

0

4 1

, , 3 , 0,

1 2 0

x y y

                 

 

           

 
 
 
   

 

กําหนดให ้  1 2

1 4 1

, , 0 3 0

1 2 0

Q x y y

 
 
    
  

 จะได ้ 1

0 2 / 3 1

0 1/ 3 0

1 2 1

Q

 
 
   







 

 และ 

 1

0 2 / 3 1 5 8 4 1 0 0

0 1/ 3 0 3 5 3 0

1 4 1

0 3 0

1

1 1

1 2 1 2 4 3 00 0 12

Q AQ J

   
    


     
     
             
             

 

เมอื 1 2diag{ , }J J J   โดยท ี 1 [1]J   และ 2

1 1

0 1
J

 
    

 เป็นบลอ็ซก์จอรแ์ดน 

 นนัคอืสามารถเขยีนเมทรกิซ ์ A  ไดใ้นรปู 1A QJQ            

3. ฟังกช์นัเมทริกซ์ 

กําหนดให ้ n nA   หากกล่าวถงึฟังก์ชนัเมทรกิซ์ของเมทรกิซ์ A  อาจมี

แนวทางในการนิยามไดห้ลากหลาย อาท ิ

- การนิยามฟังก์ชนัของ A  แบบรายสมาชกิ เช่น ijaA

n n
e e


      

- การนิยามฟังก์ชนัของ A  ไปยงั m r  เช่น 

1 0

4 6

5 2

w x w x
f

y z y z

                        

 

- การนิยามฟังก์ชนัของ A  ไปยงั F (  หรอื ) เช่น  f A A  

 แต่ในทนีีจะกล่าวถงึการนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ ์ ( )f A  ทมีคีวามเป็นทวัไป

จากฟังก์ชนัสเกลาร ์ ( )f x  โดย ( )f A  ยงัเป็นเมทรกิซท์มีมีติเิดยีวกบัเมทรกิซ ์ A  

โดยก่อนอนืจะกล่าวถงึฟังก์ชนัเมทรกิซโ์ดยใชแ้นวความคดิของฟังกช์นัทถีูกขยาย

มาจากฟังก์ชนัสเกลารข์องตวัแปรเดยีว 
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3.1 ฟังกช์นัทีถกูขยาย 

บทนิยาม 5 กําหนดให ้ : ff D ( fD  ) เป็นฟังกช์นั  

เรยีก : n n n
f

nf D    ว่า ฟังก์ชนัทถีูกขยาย 

จากบทนิยาม 5 ทําให้ทราบว่าแนวทางหนึงในการนิยามฟังก์ชนัก์ของ 

เมทรกิซค์อืการนิยามในรปูฟังกช์นัทถีูกขยาย เช่น 

- ฟังก์ชนั ( ) 5f x x   สําหรบัทุกๆ x    มฟัีงก์ชนัทถีูกขยาย คอื 

( ) 5f A A  สําหรบัทุกๆ  n nA   

- ฟังก์ชัน 2( )f x x สําหรบัทุกๆ x    มีฟังก์ชันทีถูกขยาย คือ 
2( )f A A  สําหรบัทุกๆ  n nA   

3.1.1 ฟังกช์นักาํลงัของเมทริกซ์ 

กําหนดให ้m  เป็นจาํนวนเตม็บวก ฟังก์ชนักําลงัของเมทรกิซ ์ f  จะนิยาม

จากฟังก์ชันทถีูกขยายมาจาก ( ) mf x x  สําหรบัทุกๆ x   นันคือ ฟังก์ชนั

กําลงั f  ของเมทรกิซนิ์ยามโดย 
( ) mf A A   สาํหรบัทุกๆ n nA     (6) 

โดยท ี 1m mA AA    เมอื (0)A I  เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณขนาด n n  โดยใช้

แนวความคดิเดยีวกนั ฟังกช์นักําลงั mA   นิยามไดโ้ดย 
1( )m mA A     สาํหรบัทุกๆ n nA   ซงึ mA  มอีนิเวอรส์     (7) 

3.1.2 ฟังกช์นัพหนุามของเมทริกซ์ 

กําหนดให ้  p x  เป็นพหุนามในตวัแปร x  กําลงั n  นนัคอื 
  1

1 1 0
n n

n np x a x a x a x a
                (8) 

สําหรับบางสเกลาร์  ,   1,2,ka k n   โดยที 0na   ดังนันสามารถนิยาม 

พหุนามจากฟังก์ชนัทถีูกขยาย ดงันี 

  1
1 1 0: n n

n np A a A a A a A a I
     , สาํหรบัทุกๆ n nA     (9) 

ข้อสงัเกตประการหนึงคอื ถ้า  p   เป็นพหุนามลกัษณะเฉพาะของเมทรกิซ์ A  

แลว้ จะได ้   0p A   เรยีกสมบตันีิว่า กฎของเคยเ์ลย ์
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3.1.3 ฟังกช์นัเชิงเศษส่วนของเมทริกซ ์

กําหนดให ้ ( )p x  และ ( )q x  เป็นพหุนามและ ( )
( )

( )

p x
f x

q x
  เป็นฟังกช์นั 

เชงิเศษส่วน สาํหรบัทุกๆ x   ซงึ ( ) 0q x   สามารถนิยามฟังกช์นัเชงิเศษส่วน

ของเมทรกิซไ์ดโ้ดย 

  1
( ) ( ) ( )f A q A p A

  สําหรบัทุกๆ  n nA   ซงึ   1
( )q A

 มคี่า         (10)  

แนวความคิดของการนิยามฟังก์ชันเมทริกซ์ด้วยฟังก์ชันทีถูกขยายดู

เหมอืนจะสมเหตุสมผลและไม่ยุ่งยาก อย่างไรก็ตามถ้าฟังก์ชนัสเกลาร์นันเป็น

ฟังก์ชนัอดิศัย ปัญหาคือ ฟังก์ชันเมทริกซ์จากฟังก์ชันทถีูกขยายเหล่านัน จะมี

ความหมายและคาํนวณค่าอย่างไร เช่น ฟังกช์นั Ae , sin A  และ cos A   

3.2 นิยามของฟังกช์นัเมทริกซ์ผา่นรปูแบบบญัญติัจอรแ์ดน 

กําหนดให ้ n nA   ซงึมคี่าลกัษณะเฉพาะจํานวน m  ค่าทแีตกต่างกนั

ทงัหมดคอื 1 2, ,..., m   และ in เป็นอนัดบัของบลอ็กจอรแ์ดนทใีหญ่ทสีุดทบีรรจ ุ i  

บทนิยาม 6 จะกล่าวว่าฟังกช์นั f เป็นฟังกช์นัทนิียามบนสเปกตรมัของ A  ถ้า 
( ) ( )j

if  , 0,1,..., 1ij n   , 1, 2,...,i m   มคี่า              (11) 

และเรยีกค่าใน (11) ว่า ค่าของฟังกช์นับนสเปกตรมัของ A  

บทนิยาม 7 กําหนดให ้ A  เป็นเมทรกิซใ์ดๆซงึ 1A QJQ  เมอื  

1diag{ ,..., }mJ J J   และกําหนดให ้ f  เป็นฟังก์ชนัทนิียามบนสเปกตรมัของ A  

ฟังก์ชนั f  ของเมทรกิซ ์ A  นิยามโดย 
1 1

1( ) ( ) diag{ ( ),..., ( )}mf A Qf J Q Q f J f J Q     (12) 

เมอื 

( 1) ( )
( ) ( )

( 1)!

( ) ( )

( )

0 ( )

km
k

k k
k

k k

k

k

f
f f

m

f J f

f

f

 





 
   
   
  
   



 


                  (13) 
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โดยเฉพาะอย่างยงิถา้ J   
1

1 2

0

diag , ,...,

0
n

n

D


  



 
 
    
  


  


 จะได ้

1 1
1( ) ( ) diag{ ( ),..., ( )}nf A Qf D Q Q f f Q      (14) 

ตวัอย่างที 2 จากตวัอยา่งท ี1 กําหนดให ้
5 8 4

3 5 3

2 4 3

A

  
    
   

จงคาํนวณค่า Ae    

วิธีทาํ เนืองจาก{1} เป็นสเปกตรัมของ A  ดังนัน te  เป็นฟังก์ชันทีนิยามบน 

สเปกตรมัของ A  จากตวัอยา่งท ี1 ไดว้่า  1A QJQ เมอื 

1 2

1 0 0

0 1 1 =diag{ , }

0 0 1

J J J

 
 
   
  

,  
1 4 1

0 3 0

1 2 0

Q

 
 
   
  

และ 1

0 2 / 3 1

0 1/ 3 0

1 2 1

Q

 
 
   







 

 

โดยท ี 1 [1]J   และ 2

1 1

0 1
J

 
    

 จากสตูร (13) ในบทนิยาม 7 จะได ้

1 2diag{ , }J JJe e e   เมอื  1 [1]Je e e   และ  2

1 1

0 1

0
J e e

e e
e

    
 
     

   ดงันนั  

1

0 2 / 3 1 5 8 4

0 1/ 3 0 3 5 3

1

1 4 1 0 0

0 3 0 0

1 2 0 0 0 2 1 2 4 3

A J

e e e

e e e

e e

e

e Qe Q e e

ee



 
  



       
       
                 
              

                 

3.3 อนุกรมเทยเ์ลอรข์องฟังกช์นัเมทริกซ์ 

อนุกรมเทย์เลอร์ของฟังก์ช ันเมทริกซ์เป็นเครืองมือหนึงซึงใช้ในการ

ประมาณค่าฟังก์ชันเมทรกิซ์ ซงึเงอืนไขการมกีารกระจายอนุกรมเทย์เลอร์ของ

ฟังก์ชนันันจะต้องสอดคล้องกบัรศัมกีารลู่เข้าของฟังก์ชนัสเกลาร์ ตามทฤษฎีบท

ต่อไปนี 
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ทฤษฎีบท 8 [2] สมมตวิ่า f  เป็นฟังก์ชนัสเกลารท์มีกีารกระจายอนุกรมเทยเ์ลอร ์

รอบจุด a   คอื 
( )

0

( )
( ) ( )

!

j
j

j

f a
f x x a

j




   ซงึมรีศัมกีารลู่เขา้ r  สําหรบัแต่ละ 

n nA   จะไดว้่า ( )f A  นิยามไดแ้ละ 
( )

0

( )
( ) ( )

!

j
j

j

f a
f A A aI

j




      (15) 

ก็ต่อเมอื แต่ละค่าลกัษณะเฉพาะ 1 2, ,..., m   ทแีตกต่างกนัทงัหมดของเมทรกิซ์ 

A  สอดคลอ้งเงอืนไขใดเงอืนไขหนงึต่อไปนี 

(1) i a r    , 1, 2,...,i m  

(2) i a r     และ อนุกรมเทย์เลอร์ของ  ( 1)inf   ลู่เข้าทีจุด i    

สาํหรบัทุกๆ 1, 2,...,i m  

โดยทฤษฎบีท 8 ทําให้สามารถนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซผ์่านการกระจายอนุ

กรมเทยเ์ลอรไ์ดอ้กีแนวทางหนึง ดงัเช่นฟังก์ชนัต่อไปนี 

3.3.1 ฟังกช์นัเอก็โปเนนเชียลเมทริกซ์ 

การนิยามฟังก์ชนัเอ็กโปเนนเชยีลเมทรกิซ์จะเรมิจากการกระจายอนุกรม

เทยเ์ลอรข์อง xe  รอบจดุ 0 คอื 

0 !

k
x

k

x
e

k




  , สาํหรบัทุกๆ x     (16) 

ดงันนัโดยทฤษฎบีท 8 ฟังก์ชนัก์เอก็โปเนนเชยีลเมทรกิซ ์ Ae  นิยามไดโ้ดย 

0 !

k
A

k

A
e

k




 , สาํหรบัทุกๆเมทรกิซ ์ n nA     (17) 

นอกจากการใช้บทนิยาม 7 และ ทฤษฎบีท 8 ยงัสามารถใช้สมบตัิต่อไปนี

ช่วยในการคาํนวณค่าของ Ae  ไดอ้กีดว้ย 

ทฤษฎีบท 9 [3] ให ้ , n nA B   จะไดว้่า 

(1) ถา้ AและB มสีมบตัสิลบัทกีารคณู นนัคอื AB BA   แลว้  A B A Be e e   

(2) ถา้    แลว้ 
0

0 cos sin

sin cos
e
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(3) ,diag{ } diag{ , }A B A Be e e  

(4) ถา้  

0 1     0 0

0      

      0

      1

0      0 0  

A

  
 
 
   
 
 
    

   
   
   

   แลว้ 

2 1

2

1
2! ( 1)!

0 1

2!
1

0 0 1

n

At

t t
t

n

t

t
e

t

 
 
  
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
  



 

  


 

 

ตวัอย่างที 3 กําหนดให ้
2 4 0

0 2 4

0 0 2

A

  
   
  

 จงคาํนวณ Ate  

วธิทีาํ เนืองจาก 
2 4 0 1 0 0 0 1 0

0 2 4 2 0 1 0 4 0 0 1

0 0 2 0 0 1 0 0 0

A

          
             
          

  

และ 2I ,
0 1 0

4 0 0 1

0 0 0

 
 
   
  

 มสีมบตัสิลบัท ีดงันนั  
 

2 0 0 0 1 0

0 2 0 0 0 1 4

0 0 2 0 0 0

t

t t

tAte e e

     

            

2 2

2

2

0 0 1 4 8

0 0 0 1 4

0 0 0 0 1

t

t

t

e t t

e t

e

      
       
         

2 2 2 2

2 2

2

4 8

0 4

0 0

t t t

t t

t

e e t e t

e e t

e

  
   
   

           

3.3.2 ลอการิทึมเมทริกซ์ 

แนวทางหนึงในการนิยามฟังก์ชันลอการทิึมเมทรกิซ์คือการนิยามผ่าน

อนุกรมเทยเ์ลอร ์เนืองจากอนุกรมเทยเ์ลอรร์อบจดุ 0 ของ 
2 3 4

ln(1 ) ...
2 3 4

x x x
x x         (18) 

ซงึลู่เขา้สําหรบัทุกๆ x  ท ี | | 1x   โดยการแทน x  ดว้ย x   ใน (18) จะได ้
2 3 4

ln(1 ) ...
2 3 4

x x x
x x         (19) 

เมอืนํา (19) หกัออกดว้ย (18) จะได ้
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3 51
ln 2 ...

1 3 5

x x x
x

x

              
   (20) 

โดยการเปลยีนตวัแปรให ้ 1

1

x
y

x




   จะได ้ 1

1

y
x

y




 และ 

2 1

0

1 1
ln 2

2 1 1

k

k

y
y

k y





           (21) 

ซงึลู่เขา้สําหรบัทุกๆ y  เมอื 
1

1
1

y

y

 


 นนัคอื Re( ) 0y    

ดงันนั ฟังก์ชนัลอการทิมึเมทรกิซ ์สามารถนิยามไดโ้ดย 

   2 11

0

1
ln 2

2 1

k

k

A I A I A
k

 


  

   (22) 

ซงึลู่เขา้สําหรบัทุกๆ n nA   เมอื min Re( ( )) 0k
k

A   

3.3.3 ฟังกช์นักาํลงัเศษส่วนของเมทริกซ ์  

ในหวัขอ้นีจะนิยามฟังก์ชนักําลงัเศษส่วนของเมทรกิซ ์(Matrix fractional 

power function) ซงึไม่ได้หมายถงึเมทรกิซ์ทมีกีําลงัเป็นเศษส่วนเพยีงเท่านัน ยงั

หมายถงึเมทรกิซท์มีกีําลงัเป็นจาํนวนเชงิซอ้นดว้ย แต่ยงัคงเรยีกชอืเช่นเดมิ 

กําหนดให้ r  จะได้ว่า lnr r xx e  สําหรบัทุกๆ 0x  และ เนืองจาก 
2 3

1 ...
2! 3!

x x x
e x      ลู่เขา้สําหรบัทุกๆ x   จะได ้

2 3( ln ) ( ln )
1 ln ...

2! 3!
r r x r x

x r x       (23) 

ดงันนั ฟังก์ชนักําลงัเศษส่วนเมทรกิซ ์ สามารถนิยามไดโ้ดย 
2 3( ln ) ( ln )

1 ln ...
2! 3!

r r A r A
A r A       (24) 

ซงึลู่เขา้สําหรบัทุกๆ n nA   เมอื min Re( ( )) 0k
k

A     

โดยเฉพาะอย่างยงิ ถ้า 2p  ทเีป็นจาํนวนนับ จะเรยีก    
2 3

1/
2 3

ln (ln ) (ln )
1 ...

2! 3!
p A A A

A
p p p

       (25) 

ว่า รากท ี p  ทเีป็นบวกของเมทรกิซ ์ A  ซงึจะมคี่าเมอื min Re( ( )) 0k
k

A   
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3.3.4 ฟังกช์นัอดิศยัเมทริกซ ์

ฟังก์ชนัอดศิยัในทนีีไดแ้ก่ ฟังก์ชนัตรโีกณมติ ิและฟังก์ชนัไฮเพอรโ์บลกิซงึ

สามารถนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์จากฟังก์ชนัทถีูกขยายของฟังก์ชนัเหล่านีโดยเขยีน

ฟังก์ชนัดงักล่าวในรปูฟังกช์นัเอก็โปเนนเชยีล ดงันี 

สาํหรบัฟังกช์นัตรโีกณมติ ิ

cos
2

ix ixe e
x

  และ sin
2

ix ixe e
x

i

   (26) 

และ สําหรบัฟังก์ชนัไฮเพอรโ์บลกิ 

cosh
2

x xe e
x

  และ sinh
2

x xe e
x

i

   (27) 

เมอื 
0 !

k
x

k

x
e

k




 , 

0

( 1)

!

k k
x

k

x
e

k






 ,
0 !

k k
ix

k

i x
e

k




  และ  

 
0 !

k

ix

k

ki
e

x

k







  , สาํหรบัทุกๆ x   โดยท ี 1i   เป็นจาํนวนจนิตภาพ

ในจาํนวนเชงิซอ้น  

บทนิยาม 10 กําหนดให ้  n nA   ฟังก์ชนัตรโีกณมติเิมทรกิซนิ์ยามไดโ้ดย 

1. cos
2

Ai Aie e
A

  

2. sin
2

Ai Aie e
A

i

  

3.   1
sec cosA A

   เมอื det(cos ) 0A   

4. tan sin secA A A  

5.   1
csc sinA A

   เมอื det(sin ) 0A   

6. cot cos cscA A A  

บทนิยาม 11 กําหนดให ้  n nA   ฟังก์ชนัไฮเพอรโ์บลกิเมทรกิซน์ิยามไดโ้ดย 

1. cosh
2

A Ae e
A

  

2. sinh
2

A Ae e
A

i

  

3.   1
sech coshA A

  เมอื det(cosh ) 0A   
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4. tan sinh sechA A A  

5.   1
csch sinhA A

  เมอื det(sinh ) 0A   

6. coth cosh cschA A A  

4. การประยุกต์ในคณิตศาสตรก์ารเงิน: แบบจาํลองการจ่ายชาํระหนี 

พจิารณาการผ่อนชําระหนีสนิเชอืทอียู่อาศยั 1 รายการ สมมุตใิห ้ 0p  เป็น

เงนิตน้ทลีกูหนีกูย้มืหรอืวงเงนิทสีถาบนัการเงนิอนุมตัใิหผู้กู้ ้ โดยทกีารจา่ยชําระคนื

นันจะต้องจ่ายชําระคนืเป็นจํานวนเงนิทมีากกว่าดอกเบยีทเีกดิขนึ ณ เวลานัน ให้ 

( )p t  แทนเงนิต้นหรอืมลูค่าหนีคงเหลอืหลงัจากการชําระหนีทเีวลา t  ใดๆ ตลอด

ช่วงเวลาแห่งสญัญาการกูย้มื [0, ]T  โดยท ีT  เป็นเวลาสนิสุดของสญัญา สมมตวิ่า

ผูกู้ส้ามารถจา่ยชําระคนืเงนิกู้ ไดต้ลอดเวลา โดยทอีตัราการจา่ยชําระคนื ท ี t   ใดๆ

เท่ากบั ( )h t  ต่อปี ภายใตอ้ตัราดอกเบยีทบต้นต่อเนือง ( )t  ต่อปี พจิารณามูลค่า

ของหนีคงเหลือทเีวลา t   หลงัจากมกีารจ่ายชําระหนีอย่างต่อเนืองบนช่วง 

[ , ]t t  , 1   จะได้ว่า  เงินต้นคงเหลือหลังจากการชําระหนีทีเวลา t    

เท่ากับ มูลค่าของหนีสะสม หกัออกด้วย มูลค่าของเงนิจ่ายชําระคืนตลอดช่วง  

[ , ]t t h  นนัคอื 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
t t

t s
ts ds d

t
p t p t e h s e ds

 
   


 

       (28) 

ผลทตีามมาคอื  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t o t op t p t e h t e o             

                                  ( ) ( ) 1 ( ) ( )p t h t t o             (29) 

เมอื ( ) ( ( ))f x o g x  เมอื x a    ก็ต่อเมอื ( )
lim 0

( )x a

f x

g x
  ซงึหมายถึง ( )f x  

มคี่าน้อยกว่า ( )g x  มากๆเมอื x  เขา้ใกล้ a  ดงันัน ( ) 0no    เมอื 0   จงึ

สามารถตคีวามเป็นค่าความคลาดเคลอืนในเทอมของ   ทมีกีําลงัสูงกว่า n  เมอื 

  เขา้ใกล ้0  ซงึสามารถจดัรปูไดเ้ป็น 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

p t p t o
h t p t h t t

  
 

 
       (30) 

ถา้ให ้ 0   จะได ้
( )

( ) ( ) ( )
dp t

t p t h t
dt

     (31) 
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เพอืความสะดวกกําหนดสญัลกัษณ์ 1[ ,..., ]na a แทนเวกเตอรใ์น n  จาก

แบบจําลองการจ่ายชําระหนีสินเชือ 1 รายการ ตามสมการ (31) ดังนันจะได้

แบบจาํลองการจ่ายชําระหนีของรายการของสนิเชอืขนาด n  (รายการ) อธบิายได้

ดว้ยสมการเชงิอนุพนัธ ์ใน n  ดงันี 

 ( )
( ) ( )

dp t
t p t h t

dt
      (32) 

เมอื  1( ) ( ),..., ( )np t p t p t  แทนรายการของเงนิต้นคงเหลอืทเีวลา  t  ใดๆ  

      1( ) diag ( ),..., ( )nt t t   แทนเมทรกิซข์องอตัราดอกเบยีทบต้นต่อเนือง 

      1( ) [ ( ),..., ( )]nh t h t h t  แทนการลดลงของเงนิตน้ หรอื อตัราการจา่ยชําระคนื 

      iT  แทนอายุของสญัญาการจา่ยชําระหนี สญัญาท ี 1,...,i n  และ 

      max i
i

T T   ซงึจะเป็นเวลาทน้ีอยทสีุดทจี่ายชําระหนี ครบทุกสญัญา 

 พจิารณาสมการ (32) เมอืคณู 0

( )
t

s ds

e


 ทงั 2 ขา้งของสมการจะได ้

 0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

s ds s ds s ds

e e edp t t p t dt h t dt
  


    

     (33) 

ซงึสามารถลดรปู และอนิทเิกรตตงัแต่เวลา  0 ถงึ k  ใดๆ ไดเ้ป็น 

0

0

( ) ( )

0

( ) ( )

t t

s

kk s ds s ds

p t h t dtd e e
     

  
 

 
    (34) 

ดงันนัจะไดผ้ลเฉลยของแบบจาํลองชําระหนี ในรปู              

0

(

0

) (

0

)

( ) ( )

k k

t

s ds s dsk

e ep k p h t dt
  

     (35) 

เมอื  
1 1

0 00 0 0

diag ( ) ,..., ( )( ) ( ) ( )

diag ,...,

k kk k k

n ns ds s dss ds s ds s ds

e e e e
   

  
 
  

        
  

 

โดยเฉพาะอย่างยงิ ถ้า  1( ) diag ,..., nt    และ 1( ) [ ,..., ]nh t h h   

จะได ้หนีคงเหลอืทเีวลา k  ใดๆ จะเท่ากบั 

    1 1 ( )( )
0 1

0

( ) [ ,.diag ,..., diag , , ., ]... .n nk k tk k
k

n
te e ep k p h dte h       
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         1 1 ( )( )
1

0 0

0diag ,..., , ,n n

k k
k k tk k t

ne e h e dt h dp e t    
   

 
   

        
1

1

1
0 0

1 ( 1)( 1)
,...,

n

n

kk
kk n

n

h eh e
e ep p




 
 
 
 
 

           (36) 

และเมอืมกีารชําระหนเีสรจ็สมบรูณ์จะได ้ ( ) 0p T   นนัคอื  

0

( 1)j

j

T
T j

j

h e
pe







  สําหรบัทุกๆ 1,2,...,j n      (37) 

นอกจากการประยุกต์ฟังก์ชนัเมทรกิซใ์นการสรา้งแบบจําลองคณิตศาสตร์

ของการจ่ายชําระหนีตามทไีด้กล่าวแล้ว ยงัพบการประยุกต์ใช้ฟังก์ชนัเมทรกิซ์ใน

แบบจาํลองทางคณติศาสตรด์า้นอนืๆ เช่น ทางดา้นคณิตศาสตรก์ารเงนิ ทฤษฎกีาร

ควบคุม ปัญหาต่างๆทางฟิสกิสแ์ละวศิวกรรมศาสตร ์เป็นต้น ซงึผู้อ่านสามารถหา

อ่านเพมิเติมได้ในบทความวิจยั บทความวิชาการ หรอืหนังสือทเีกียวข้อง อาทิ

อา้งองิรายการ [4-9 และเอกสารอา้งองิภายในเล่ม] 

5. สรปุ 

บทความนีมวีตัถุประสงคเ์พอืนําเสนอแนวคดิพนืฐานในการนิยามฟังก์ชนั

เมทรกิซ์ ซงึมลีกัษณะมคีวามเป็นนัยทวัไปจากฟังก์ชนัสเกลาร์ โดยเรมิจากการ

นิยามฟังก์ชนัของเมทรกิซ์โดยใช้ฟังก์ชนัทถีูกขยายจากฟังก์ชนัสเกลาร ์หลงัจาก

นนัไดนํ้าสู่การนิยามของฟังก์ชนัเมทรกิซผ์่านรปูแบบบญัญตัจิอรแ์ดนของฟังก์ชนัที

นิยามบนสเปกตรมัของเมทรกิซใ์ดๆ อย่างไรกต็ามการคํานวณค่าของฟังก์ชนัเมท

รกิซ์ในรูปฟังก์ชนัเมทรกิซ์ผ่านรูปแบบบญัญตัจิอรแ์ดนนันก็ยงัมคีวามยุ่งยากอยู่ด ี

ในบทความนีจงึได้นําเสนอการนิยามฟังก์ชนัเมทรกิซ์ผ่านฟังก์ชนัทถีูกขยายจาก

การกระจายอนุกรมเทยเ์ลอรข์องฟังก์ชนัสเกลาร ์ซงึจะมปีระโยชน์มากในเรอืงของ

การประมาณค่าของฟังก์ชนั นอกจากนีในบทความนีไดย้กตวัอย่างการประยุกต์ใน

การสร้างแบบจําลองการจ่ายชําระหนี เพอืให้ผู้อ่านเห็นถึงความเชอืมโยงของ

ทฤษฎทีางคณิตศาสตรก์บัปัญหาทางโลกจรงิมากขนึ 
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บทคดัย่อ 
บทความนี้แสดงวิธีการพิสูจน์อสมการแอร์ดิช-มอร์เดล ซึ่งกล่าวว่าส าหรับ

สามเหลีย่มใดๆ ทีม่จีุดหนึ่งอยูภ่ายในสามเหลีย่มนัน้แลว้ ผลบวกของระยะตัง้ฉากจากจุด
นัน้ไปยงัดา้นทัง้สามของสามเหลี่ยม มคี่าน้อยกว่าหรอืเท่ากบัครึ่งหนึ่งของผลบวกของ
ระยะจากจุดนัน้ไปยงัจุดยอดทัง้สามของสามเหลี่ยม โดยใช้การพิสูจน์ของ คลาวดิ      
แอลซนิา และ โรเจอร์ บ ีเนลสนั ซึ่งตพีมิพ์ใน Forum Geometricorum V7(2007) 99-

102 เป็นเอกสารอา้งองิหลกั 

ค าส าคญั:  อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล  ดา้นตรงขา้มมุมฉาก  สามเหลีย่มคลา้ย 

ABSTRACT 

The article shows the proof of Erdös-Mordell inequality for any triangle, 

there exist a point inside the triangle which the sum of the orthogonal projection 

from the point to all three sides is less than or equal to half of the sum of the 

distance from the point to the three vertices of the triangle. The proof is based on 

the work of Claudi Alsina and Roger B. Nelson which published in Forum 

Geometricorum V7(2007) 99-102. 

Keywords:  Erdös-Mordell Inequality, Hypotenuse, Similar Triangle 
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1. บทน า 

ให ้∆ABC เป็นสามเหลี่ยมใดๆ ให ้O เป็นจุดภายใน ∆ABC ซึง่ OP OQ 

และ OR ตัง้ฉากกบัดา้น BC CA และ AB  ตามล าดบั จงพสิจูน์ว่า          

OA + OB + OC ≥ 2 (OP + OQ + OR) (รปูที ่1) 

ปัญหานี้ พอล แอรด์ชิ แห่งมหาวทิยาลยัแมนเชสเตอร ์สหราชอาณาจกัร 
ได้น าเสนอใน American Mathematical Monthly ในปี 1935 [1] และ แอล ที 
มอรเ์ดล ร่วมกบั ด ีเอฟ แบรโ์รว ์ไดแ้สดงวธิกีารพสิูจน์โดยน าเสนอใน American 

Mathematical Monthly ในปี 1937 [2] ถ้าแทนความยาวของเส้นตรง OP OQ 

และ OR ดว้ย p q และ r ตามล าดบั และแทนความยาวของเส้นตรง OA OB และ 
OC ด้วย x y และ z ตามล าดบั ดงัรูปที่ 2 แล้ว อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล จะอยู่ใน
รปูแบบดงันี้ 

x + y + z ≥ 2 (p + q + z) 

 

 

 

 

 

รปูที ่1 ∆ABC ม ีOP OQ และ OR ตัง้ฉาก
ดา้น BC CA และ AB 

รปูที ่2 x y z และ p q r ในอสมการแอรด์ชิ-
มอรเ์ดล 

 

ในบทความนี้แสดงการพสิูจน์อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล โดยใชว้ธิกีารพสิูจน์
ของ คลาวดิ แอลชินา ร่วมกับ โรเจอร์ บี เนลสัน ซึ่งน าเสนอใน Forum 

geometricrum ในปี 2007 [3] 

2. ด้านตรงข้ามมุมฉาก 

บทตัง้ 1  ในสามเหลีย่มมมุฉากใดๆ ดา้นตรงขา้มมมุฉากเป็นดา้นทีย่าวทีสุ่ด 
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สิง่ทีก่ าหนดให ้ 1. ให ้ABC เป็นสามเหลีย่มมมุฉากทีม่ ี Ĉ  = 90o 

  2. ให้ a b และ c เป็นความยาวของด้านที่รองรับ  Â B̂ และ Ĉ 
ตามล าดบัดงัรปูที ่3 เรยีก c ว่าดา้นตรงขา้มมมุฉาก เรยีก a และ b ว่าดา้นประกอบ
มมุฉาก 

 

 

 

 

 

รปูที ่3 ส่ิงท่ีก ำหนดใหต้ำมบทตั้ง 1 

 

สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์ c ≥ a และ c ≥ b 

 

พิสจูน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. Â + B̂ + Ĉ = 180˚ 1. ผลบวกของมมุภายในทุกมมุของสามเหลีย่มมี

ค่า 180˚ 

2. Ĉ = 90˚ 2. ก าหนดให ้

3. Â + B̂ = 90˚ 3. จาก 1 และ 2 

4. 0 ≤ Â ≤ 90˚ และ 0 ≤  B̂ ≤ 90˚ 4. จาก 3 

5. 0 ≤ sin A ≤ 1 และ 0 ≤  sin B ≤ 1 5. จาก 4 ด าเนินการหาค่าไซน์ 

6. 
a

sinA =
c
และ b

sinB =
c

 6. นิยามไซน์จากรปูที ่3 

7. 0 ≤
a

c
≤ 1และ 0 ≤

b

c
≤ 1 7. จาก 5 และ 6 

8. a ≤ c หรอื c ≥ a 

    b ≤ c หรอื c ≥ b 

8. จาก 7 



 

 อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล 

 

22 

3. สามเหลียมคล้าย 

บทตงั 2  สามเหลยีมสองรปูทมีมุีมภายในสองมุมเท่ากนัมุมต่อมุมแล้วสามเหลยีม

สองรปูนันเป็นสามเหลยีมคลา้ย และการอา้งองิบทตงันีจะใชว่้า มมุ-มมุ 

 

สงิทกีําหนดให ้ 1. ให ้ABC และ DEF เป็นสามเหลยีมใดๆ สองรปู 

  2. ให ้Â = D̂ และ B̂ = Ê ดงัรปูท ี4 

 

 

 

 

 

รูปท ี4 สิงทีกาํหนดใหต้ามบทตงั 2 

 

สงิทตีอ้งการพสิจูน์ ABC ⁓ DEF 

 

พิสูจน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. Â + B̂ + Ĉ = 180˚ 1. ผลบวกของมมุภายในทุกมมุของสามเหลยีมมี

ค่า 180˚ 

2. D̂ + Ê + F̂ = 180˚ 2. ในทาํนองเดยีวกบั 1 

3. Â = D̂ และ B̂ = Ê 3. กาํหนดให ้

4. Ĉ = F̂ 4. จาก 1 2 และ 3 

5. ABC ⁓ DEF 5. จาก 1 2 และ 3 
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4. อสมการท่ีช่วยในการพิสูจน์อสมการแอรดิ์ช-มอรเ์ดล 

บทตัง้ 3  ส าหรบั ∆ABC ดงัรปูที ่2 อสมการต่อไปนี้เป็นจรงิ 

ax ≥ br + cq 

by ≥ ar + cp 

cz ≥ aq +bp 

 

สิง่ทีก่ าหนดให ้ 1. ให้ ∆ABC เป็นสามเหลี่ยมใดๆ ที่ม ีa b และ c เป็นความยาว
ของดา้น BC CA และ AB ตามล าดบั 

  2. ให ้O เป็นจดุใดๆ ภายใน ∆ABC 

  3. ให ้OP BC OQ CA และ OR AB 

  4. ให ้p q และ r เป็นความยาวของ OP OQ และ OR ตามล าดบั 

  5. ให ้x y และ z เป็นความยาวของ OA OB และ OC ตามล าดบั 

 

สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์ ax ≥ br + cq 

ส าหรบัการพสิูจน์ by ≥ ar + cp และ cz ≥ aq +bp สามารถด าเนินการไดใ้นท านอง
เดยีวกนั 

 

สรา้งเพื่อการพสิจูน์ 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่5 สร้ำงเพ่ือกำรพิสูจน์ส ำหรับบทตั้ง 3 
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1. ลาก CX  ให ้OÂB = AĈX 

2. ลาก BY ให ้ OÂC = AB̂Y 

3. ลาก AFCX ที F 

4. ลาก AEBY ที E 

5. ลาก BDCF ที D ดงัรูปที 5 

พิสูจน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. OÂR = AĈF 1. สรา้งเพอืการพสิจูน์ 

2. ˆORA  = ˆAFC  2. กาํหนดใหแ้ต่ละมมุมค่ีา 90o 

3. ORA ⁓ AFC 3. มุม-มุม จาก 1 และ 2 

4. 
OA OR

=
A C AF

 4. จาก 3 สมบตัขิองสามเหลยีมคลา้ย 

อตัราสว่นความยาวของดา้นทสีมนัยกนัทุกคู่

เป็นอตัราสว่นทเีท่ากนั 

5. OQA ⁓ AEB 5. ในทาํนองเดยีวกบั 3 (OÂQ = AB̂Y และ 

 ˆOQA = ˆAEB = 90˚) 

6. 
OA OQ

=
AB AE

 6. จาก 5 ในทาํนองเดยีวกบั 4 

7. OÂR + ˆORA  + AÔR = 180o 7. มุมภายในของสามเหลยีมรวมกนัมคี่า 180̊ 

(∆ORA) 

8. OÂR + AÔR = 90o 8. จาก 7 เมอื OR̂A = 90 ̊

9. AÔR = CÂF 9. จาก 3 มุมทสีมนัยกนัของสามเหลยีมคลา้ย 

10. OÂR + CÂF = 90o 10. จาก 8 และ 9 

11. OÂQ + BÂE = 90o 11. ในทาํนองเดยีวกบั 10 

12. BÂE + OÂR + OÂQ + CÂF = 180o 12. จาก 10 และ 11 รวมกนั 
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13. EF = AE + AF 13. จาก 12 มุม 180˚ คอืมุมบนเสน้ตรง 

14. EF CX และ EF BY 14. จาก 13 และสรา้งเพื่อการพสิจูน์ 

15. FÊB + EF̂C = 180o 15. จาก 14 

16. CX // BY มี EF เป็นเส้นตดัขวาง 16. สมบัติของเส้นขนาน ผลบวกของมุม

ภายในที่อยู่บนขา้งเดยีวกนัของเส้นตดัขวาง

เสน้ตรงสองเสน้มคี่ารวมกนั 180˚ แลว้เสน้ตรง

สองเสน้ขนานกนั 

17. ˆBDC = 90o, ˆEFC = 90o 17. สรา้งเพื่อการพสิจูน์ 

18. EF // BD มี CX เป็นเส้นตดัขวาง 18. จาก 14 สมบตัขิองเสน้ขนาน มุมภายนอก 

และมุมภายในที่อยู่บนข้าง เดียวกันของ

เสน้ตดัขวางเสน้ตรงสองเสน้มคี่าเท่ากนั แลว้

เสน้ตรงสองเสน้ขนานกนั 

19. EF = BD 19. จาก 16 ระยะตัง้ฉากระหว่างเสน้คู่ขนานมี

ค่าคงที ่(CX // BY) 

20. BC ≥ BD 20.  จากบทตัง้ 1 เมื่อ ∆BDC เป็นสามเหลีย่ม

มุมฉากที่มี BD̂C เป็นมุมฉาก และ BC เป็น

ดา้นตรงขา้มมุมฉาก 

21. BC ≥ EF 21. จาก 19 และ 20 

22. OA • AF = OR • AC 22. จาก 4 

23. OA • AE = OQ • AB 23. จาก 6 

24. OA (AF + AE) = OR • AC + OQ • AB 24. น า 22 และ 23 บวกกนั 

25. OA • EF = OR • AC + OQ • AB 25. จาก 13 และ 24 

26. OA • BC ≥ OA • EF 26. จาก 21 
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27. OA • BC ≥ OR • AC + OQ • AB  

     หรอื ax ≥ br + cq 

27. จาก 25 และ 26 

 

5. อสมการแอรดิ์ช-มอรเ์ดล 

ทฤษฎีหลกั  ให ้ABC เป็นสามเหลีย่มใดๆ ทีม่ ีO เป็นจดุภายในสามเหลีย่ม p q 
และ r เป็นระยะตัง้ฉากจากจดุ O ไปยงัดา้นทัง้สามของสามเหลีย่ม x y และ z เป็น
ระยะจากจดุ O ไปยงัจดุยอดทัง้สามของสามเหลีย่มแลว้ x + y + z  ≥ 2 (p + q+ r) 

พิสูจน์  ส าหรบั a > 0, b > 0 และ c > 0 เมื่อ a, b และ c เป็นความยาวของดา้นที่
รองรบั Â, B̂ และ Ĉ ของ ABC ตามล าดบั จะได ้

(a – c)2 = a2 – 2ac + c2 ≥ 0 

(b – c)2 = b2 – 2bc + c2 ≥ 0 
(a – b)2 = a2 – 2ab + b2 ≥ 0 

 

จดัสมการใหมจ่ะไดอ้สมการ ดงันี้ 
a2 + c2 ≥ 2ac 

b2 + c2 ≥ 2bc 

a2 + b2 ≥ 2ab 

 

หรอื     a c
+ 2

c a
               (1) 

b c
+ 2

c b
               (2) 

a b
+ 2

b a
               (3) 

 

จากบทตัง้ 3   ax ≥ br + cq 

    by ≥ ar + cp 

    cz ≥ aq + bp 
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จดัอสมการใหม ่จะได ้  b c
x r+ q

a a
              (4) 

    a c
y r+ p

b b
              (5) 

    a b
z q+ p

c c
              (6) 

 

น า (4) + (5) + (6) จะได ้

b a c a c b
x + y + z ( + )r + ( + )q + ( + )p

a b a c b c
         (7) 

 

จาก (1), (2), (3) จะได ้

b a c a c b
( + )r + ( + )q + ( + )p 2(r+q+p)

a b a c b c
  

ดงันัน้    x + y + z ≥ 2 (r + p + q) 

หรอื    r + p + q ≤ 
1

2
 (x + y + z) 

 

6. กรณีเท่ากนัในอสมการแอรดิ์ช-มอรเ์ดล 

บทแทรก  ให ้ABC เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่าทีม่ ีO เป็นจุดศูนยก์ลางของวงกลม
ลอ้มรอบสามเหลีย่ม ลาก AO, BO และ CO ไปตดั BC, CA และ AB ที ่P, Q และ 
R ตามล าดบั 
จงพสิจูน์ว่า 1. OP OQ และ OR ตัง้ฉากกบั BC CA และ AB ตามล าดบั 

  2. AO + BO + CO = 2 (OP + OQ + OR) 

 

สิง่ทีก่ าหนดให ้ 1. ABC เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่า 

  2. O เป็นจดุศูนยก์ลางของวงกลมลอ้มรอบ ABC 

  3. ลาก AO, BO และ CO ไปตดั BC, CA และ AB ที ่P, Q และ   
R ตามล าดบั ดงัรปูที ่6 
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รปูที ่6 ส่ิงท่ีก ำหนดใหต้ำมบทแทรก 
 

สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์ 1. OP   BC, OQ   CA และ OR   AB 

   2. AO + BO + CO = 2 (OP + OQ + OR) 

พิสจูน์ 

ข้อความพิสูจน์ เหตผุล  

1. BO = CO 1. รศัมขีองวงกลมเดยีวกนัย่อมเท่ากนั 

2. AB = AC 2. ดา้นของ ∆ABC ซึง่เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่า 

3. AOB   AOC 3. ดา้น – ดา้น – ดา้น จาก 1, 2 และม ีAO เป็น

ดา้นร่วม 

4. OÂB = OÂC 4. จาก 3 มุมในล าดบัเดยีวกนัของสามเหลี่ยม

เท่ากนัทุกประการย่อมเท่ากนั 

5. AB̂P = AĈP 5. มุมของ ∆ABC ซึง่เป็นสามเหลีย่มดา้นเท่า 

6. ∆ABP   ∆ACP 6. มุม – ดา้น – มุม จาก 4, 2 และ 5 

7. BP = CP 7. จาก 6 ดา้นในล าดบัเดยีวกนัของสามเหลีย่ม

เท่ากนัทุกประการย่อมเท่ากนั 

8. AP̂B = AP̂C 8. จาก 6 มุมในล าดบัเดยีวกนัของสามเหลี่ยม

เท่ากนัทุกประการย่อมเท่ากนั 
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9. AP̂B + AP̂C = 180˚ 9. เส้นตรงเส้นหนึ่งตัง้อยู่บนเส้นตรงอีกเส้น

หนึ่ง มุมประชดิรวมกนัมคี่า 180˚ (เสน้ตรง AP 

ตัง้อยู่บนเสน้ตรง BC ณ จุด P) 

10. AP̂B = AP̂C = 90˚ 10. จาก 8 และ 9 

11. OP   BC 11. จาก 10 

12. OQ   CA 

      OR   AB 

12. ในท านองเดยีวกบั 11 

13. AP̂B = AQ̂O = 90˚ 13. จาก 11 และ 12 

14. ∆ABP ~ ∆AOQ 14. มุม – มุม จาก 4 และ 13 

15. 
AB BP

=
AO OQ

 15. จาก 14 ด้านที่อยู่ในล าดับเดียวกันของ

สามเหลีย่มคลา้ยเป็นสดัสว่นเท่ากนั 

16. BP + CP = BC 16. ให ้P เป็นจุดบน BC 

17. BC = AB 17. ด้านของ ∆ABC ซึ่งเป็นสามเหลี่ยมด้าน

เท่า 

18. 1
BP = AB

2
 18. จาก 7, 16 และ 17 

19. AO = 2OQ 19. จาก 15 และ 18 

20. BO = 2OR 

      CO = 2OP 

20. ในท านองเดยีวกบั 19 

21. AO + BO + CO = 2 (OP + OR + OQ) 21. จาก 19 และ 20 

7. บทสรปุ 

อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล ส าหรบัสามเหลีย่มใดๆ ทีม่จีุดหนึ่งจุดอยู่ภายใน
สามเหลี่ยมนัน้แล้ว ผลบวกของระยะทางจากจุดนัน้ไปยงัจุดยอดทัง้สามของ
สามเหลี่ยมมากกว่า หรอื เท่ากบัสองเท่าของระยะตัง้ฉากจากจุดนัน้ไปยงัด้านทัง้
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สามของสามเหลีย่ม โดยกรณเีท่ากนัจะเป็นจรงิเมือ่ สามเหลีย่มเป็นสามเหลีย่มดา้น
เท่า และจุดหนึ่งจุดภายในสามเหลี่ยมด้านเท่าต้องเป็นศูนย์กลางของวงกลม
ลอ้มรอบสามเหลีย่ม 

วธิกีารที่ใช้ในการพสิูจน์อสมการแอรด์ชิ-มอรเ์ดล ที่น าเสนอในบทความนี้ 
เป็นวธิกีารทีใ่ชค้วามรูท้างเรขาคณติ และพชีคณติทีไ่มซ่บัซอ้น งา่ยแก่การท าความ
เขา้ใจ ส าหรบัการพสิูจน์ที่แตกต่างไปจากวธิทีี่น าเสนอ ผู้สนใจสามารถศกึษาจาก 
[4] และ [5] 
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บทคดัย่อ 
ในธุรกิจประกันวินาศภัย การก าหนดราคาเบี้ยประกันภัยที่เหมาะสมและ

เพยีงพอต่อความเสีย่งทีบ่รษิทัสามารถรบัไวไ้ด้ถอืเป็นหวัใจส าคญัในการบรหิารจดัการ
ความเสีย่ง วตัถุประสงคข์องงานวจิยันี้เพือ่ประยกุตใ์ชต้วัแบบเชงิเสน้วางนยัทัว่ไปในการ
ประมาณคา่เบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิในการประกนัภยัรถยนต ์โดยใชข้อ้มลูกรมธรรมร์ถยนต์
ประเภทชัน้ 1 ของบรษิทัประกนัแหง่หนึ่งในประเทศไทย ซึง่พบว่ามคีา่สว่น ลด-เพิม่ จาก
ประวตักิารเรยีกรอ้งสนิไหมทดแทน (NCB) และลกัษณะการใชง้าน (Car Code) ทีม่ี
ผลกระทบต่อการประมาณเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิ ทีร่ะดบันยัส าคญั 0.05 

ค าส าคญั:  เบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิ  ตวัแบบเชงิเสน้วางนยัทัว่ไป  ปัจจยัเสีย่ง  ตวัแบบ
ถดถอย 
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ABSTRACT 

In casualty business, the optimal premium pricing and adequate cost for 

an insurance company is important in risk management. The aim of this research 

was to study in the application of generalized linear models to estimate pure 

premium for motor insurance. In this study, the data set was the claim of 

comprehensive motor insurance, which was provided by one of the insurance 

company in Thailand. The results of this study show that the risk factors 

significantly related to pure premium at the 0.05 level consisted of no claim bonus 

(NCB) and use of motor vehicle (Car Code). 

Keywords:  Pure Premium, Generalized Linear Models, Risk Factor, Regression 

Model 

1. บทน า 

ในธุรกจิประกนัวนิาศภยั บรษิทัประกนัภยัทุกบรษิทัต้องมกีารก าหนดเบี้ย
ประกนัภยั (Insurance Premium) หรอืพกิดัทีเ่หมาะสมและเพยีงพอต่อความเสี่ยง
ที่บริษัทสามารถรบัไว้ได้ซึ่งผู้เอาประกันภัย (Insured) ช าระค่าเบี้ยประกันภัย 
ให้กับบริษัทประกันภัย (Insurer) เพื่อได้รบัความคุ้มครองความเสี่ยงภัย การ
ก าหนดเบี้ยประกันภัยจ าเป็นต้องใช้ข้อมูลที่เคยเกิดขึ้นจริงในอดีตมาท าการ
วเิคราะหแ์ละใชว้ธิกีารทางสถติเิพื่อคาดการณ์เบีย้ประกนัภยัทีเ่หมาะสมในอนาคต 
ซึง่เป็นรายรบัหลกัของบรษิทัทีเ่กบ็จากผูเ้อาประกนัภยั จากสถติทิีเ่กดิภยัของผูเ้อา
ประกนัภยัแต่ละรายหรอืเรยีกว่าหน่วยเสีย่งภยั (Exposure Unit) มคีวามแตกต่าง
กนั ดงันัน้ก าหนดค่าเบี้ยประกนัภยัให้มคีวามเพยีงพอกบัความเสี่ยงภยัที่อาจจะ
เกดิขึน้ในอนาคตจงึตอ้งค านึงถงึประสบการณ์การเกดิภยัของหน่วยเสีย่งภยัหรอืตวั
แปรปัจจัยเสี่ยง (Risk Factor) และถ้าบริษัทสามารถทราบถึงปัจจัยเสี่ยงที่มี
ผลกระทบกบัค่าเบี้ยประกนัภยัและตวัแบบการค านวณค่าประมาณเบี้ยประกนัภยั
แทจ้รงิ (Pure Premium) ทีเ่หมาะสมและมคีวามพอเพยีงกบัความเสีย่งภยัที่บรษิทั
รบัความเสี่ยงซึ่งจะเป็นสารสนเทศส าคญัให้กบับรษิทัประกนัภยัใช้ก าหนดค่าเบี้ย
ประกนัภยัในอนาคตได้ โดยปกตเิบี้ยประกนัภยัแท้จรงิประกอบด้วย จ านวนครัง้ 
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(Claim Frequency) และมลูค่าความเสยีหาย (Claim Cost or Claim Amount) ที่
เกดิการเรยีกรอ้งสนิไหมทดแทนซึง่ในทางประกนัภยัจะมลีักษณะเป็นการแจกแจง
ทีไ่มเ่ป็นการแจกแจงปรกต ิ(Normal Distribution) 

จากปัญหาและความส าคญัขา้งต้น ในดา้นคณิตศาสตรป์ระกนัภยัจงึได้มผีู้
ที่ศึกษาและพฒันาตัวแบบตัวแปรปัจจยัเสี่ยงและตัวแบบเชิงเส้นวางนัยทัว่ไป
(Generalized Linear Models: GLMs) เป็นวธิกีารทางสถติทิีน่ าไปประยุกต์ใช้ใน
งานดา้นการประกนัภยั เช่น [1] ไดศ้กึษา GLMs ในการประมาณความน่าจะเป็น
ของการเกดิความเสีย่งภยัในการประกนัภยัรถยนต์เพื่อประมาณเบีย้ประกนัภยั ซึง่
ต่อมา [2-4] ไดใ้ชห้ลกัวธิกีารของ GLMs ไปประยุกต์ใชใ้นการสรา้งตวัแบบความ
เสี่ยงโดยเฉพาะในการประกนัวนิาศภยั แล้วในปี ค.ศ. 2015 [5] ได้พฒันาวธิกีาร
ค านวณค่าเบีย้ประกนัภยัในขอ้มลูการประกนัภยัรถยนตข์องประเทศฝรัง่เศส ทีเ่ริม่
สญัญาประกันภยัในปี 2009 โดยใช้ GLMs ในการวิเคราะห์ข้อมูล ซึ่งท าให้ได้
ทราบถงึปัจจยัเสีย่งทีม่ผีลกระทบต่อเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิ 

ในงานวิจยันี้ใช้การวิเคราะห์ GLMs เพื่อค านวณหาค่าเบี้ยประกันภัย
แทจ้รงิทีเ่หมาะสมและเพยีงพอกบัความเสีย่งภยัในอนาคตที่บรษิทัประกนัภยัควร
จะเรยีกจากผูเ้อาประกนัภยัแต่ละรายอย่างเป็นธรรมและขอ้มลูทีน่ ามาศกึษานี้ เป็น
ขอ้มลูกรมธรรมก์ารประกนัภยัรถยนต์ประเภทชัน้ 1 ของบรษิทัประกนัภยัแห่งหนึ่ง
ในประเทศไทย ซึง่ขอ้มลูกรมธรรมป์ระเภทรถยนต์นัง่ ทีเ่ริม่สญัญาในปี พ.ศ.2550 

ระยะเวลาสญัญา 1 ปีจ านวน 26,959 กรมธรรม ์

2. วิธีการวิจยั 

การวิจัยนี้ ใช้ตัวแปรปัจจัยเสี่ยงที่จะศึกษาเป็นตามปัจจัยเสี่ยงภายใต้
ขอ้ก าหนดเงื่อนไขพระราชบญัญตัปิระกนัวินาศภยั พ.ศ.2535 ทีไ่ดก้ าหนดตวัแปร
ทีใ่ชศ้กึษาและมลีกัษณะขอ้มลูเบือ้งต้นจากตารางขอ้มลูพื้นฐานของหน่วยเสี่ยงภยั 
ดงันี้ 
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ตารางที ่1 ตารางลกัษณะเบือ้งตน้ของขอ้มลูทีใ่ชใ้นงานวจิยั 

ส่วนของข้อมูลท่ีเป็นแบบกลุ่ม 

ปัจจยั ตวัแปร (X) ค าอธิบาย 
รอ้ยละของ

หน่วยเส่ียงภยั 

1.ลกัษณะการ
ใชง้าน 

-Car Code110 

(base) 

-Car Code120 

การใชส้ว่นบุคคล (รหสั110) 
การใชเ้พื่อการพาณิชย ์(รหสั 120) 

94.63% 

5.37% 

2.กลุ่มรถยนต์
จ าแนกตาม
ยีห่อ้และรุ่น  

-Car Group1 

-Car Group2 

-Car Group3 (base) 

-Car Group4 

-Car Group5 

กลุ่มที ่1 
กลุ่มที ่2 
กลุ่มที ่3 
กลุ่มที ่4 
กลุ่มที ่5 

0.11% 

2.33% 

67.19% 

10.87% 

19.50% 

ส่วนของข้อมลูท่ีเป็นค่าตวัเลข 

ปัจจยั ตวัแปร (X) ค าอธิบาย 
ค่าเฉล่ีย (ส่วน
เบ่ียงเบน
มาตรฐาน) 

1.ขนาด
เครื่องยนต ์ CC 

 
2,243.44 (581) 

2.จ านวนทีน่ัง่ Seat  6.74 (0.68) 

3.ทุนเอา
ประกนัภยั 

Sum Insured 
 654,762.90 

(382,865) 

4.ค่าสว่น 
ลด-เพิม่ จาก
ประวตักิาร
เรยีกรอ้ง
สนิไหม
ทดแทน 

NCB  

(No Claim Bonus) 

หน่วยเป็นรอ้ยละของเบีย้ประกนัภยั
มคี่าสว่นลดเพิม่ทลีะ 5% ของเบีย้
ประกนัภยั 

-กรณีสว่นเพิม่เบีย้ประกนัภยัจะมคี่า
เป็นจ านวนลบ 
-กรณีสว่นลดเบีย้ประกนัภยัจะมคี่า
เป็นจ านวนบวก 

11.95 (17) 

5.เบีย้
ประกนัภยัสทุธ ิ

Net Premium 
หน่วยเป็นบาท ตัง้แต่ 1000 บาทขึน้
ไป 

17,707.81 

(7,470) 
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การวเิคราะห ์GLMs ในการศกึษาตวัแปรปัจจยัเสีย่งทีม่ผีลกระทบกบัเบี้ย
ประกนัภยัและตวัแบบการประมาณค่าเบีย้ประกนัภยันัน้จะพจิารณาทัง้ตวัแบบการ
ประมาณจ านวนครัง้การเรยีกรอ้งสนิไหมทดแทนและตวัแบบการประมาณมูลค่า
สินไหมทดแทนด้วยวิธีการวิเคราะห์ตัวแบบถดถอยทวินามลบ (Negative 

Binomial Regression Model) [6]  แ ล ะตัว แบบถดถอยแกมมา  (Gamma 

Regression Model) ตามล าดบั โดยจะเริม่คดัเลอืกปัจจยัเสีย่งดว้ยการวเิคราะหต์วั
แปรปัจจยัเดี่ยว (Univariate Analysis) ที่ระดบันัยส าคญั (Significance Level) 

0.25 [7] และน าตวัแปรปัจจยัเสี่ยงที่คดัเลอืกได้ไปวเิคราะห์โดยใช้การวเิคราะห์
ห ล า ย ตั ว แ ป ร  ( Multivariate Analysis) ด้ ว ย วิ ธี ล ด ตั ว แ ป ร  ( Backward 

Elimination) ที่ระดบันัยส าคญั 0.05 ซึ่งในการศึกษานี้จะใช้โปรแกรม R ในการ
วเิคราะหแ์ละประมวลผล 

2.1 ตวัแบบเชิงเส้นวางนัยทัว่ไป (GLMs) 
[8] ได้คดิค้นและน า GLMs ไปใช้ในตวัแบบคณิตศาสตร์ประกันภยั ซึ่ง

GLMs จะเป็นการศกึษาตวัแปรตาม (Dependent Variable: Y)  ทีม่คีวามสมัพนัธ์
กับตัวแปรปัจจัยเสี่ยง (X)  โดยที่ Y มีการแจกแจงอยู่ในกลุ่มวงศ์เลขชี้ก าลัง 
(Exponential Family) ซึง่มฟัีงก์ชนัเชื่อมโยง (Link Function) แทนดว้ย η ในรปู
ความสมัพนัธเ์ชงิเสน้กบั X ดงันี้ 

η = XB  (1) 

โดยที่ X คอืเมตรกิซ์ของปัจจยัเสี่ยงและ B เวกเตอรข์องสมัประสทิธิก์าร
ถดถอยของปัจจยัเสี่ยง ที่ประมาณค่าด้วยวิธภีาวะน่าจะเป็นสูงสุด (Maximum 

Likelihood Method) 

การค านวณเบี้ยประกันภยัแท้จริงจะพิจารณาจ านวนครัง้การเรียกร้อง
สนิไหมทดแทน (N) และมูลค่าสนิไหมทดแทน (C) ซึ่งให้เป็นอิสระต่อกนั จงึได้
สมการค านวณค่าเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิ ดงันี้ 

E(∑ 𝐶𝑖𝑘
𝑁𝑖
𝑘=1 ) = E(Ni)E(Ci),  i = 1,2,3,…,26959               (2) 

ในงานวิจัยนี้ ใช้ GLMs ในการวิเคราะห์ โดยผลการวิเคราะห์จะเป็น
สารสนเทศเพื่อใช้ประกอบการตดัสนิใจให้กบัผู้ปฏบิตังิานที่เกี่ยวขอ้งในสายงาน
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ธุรกจิประกนัวนิาศภยั ซึง่ในทางปฏบิตัไิม่ต้องใชก้ระบวนการทีซ่บัซอ้นทีอ่าจท าให้
เกดิตน้ทุนทีส่งูเกนิความจ าเป็นของบรษิทั 

ดงันัน้ การศกึษาตวัแบบ N และ C ของงานวจิยันี้จงึเลอืกใช้การแจกแจง
ของทัง้สองตวัแบบให้เป็นรูปแบบทัว่ไปที่ใช้ในสายงานธุรกจิประกนัวนิาศภยั นัน่
คอื ให ้E(N) อยูใ่นตวัแบบถดถอยแบบทวนิามลบ และ E(C) อยูใ่นตวัแบบถดถอย
แบบแกมมา ซึ่งทัง้สองตัวแบบมฟัีงก์ชนัการเชื่อมโยงเป็น Log-Link function 

ดงันี้ 
                                 ln(µ) = βtx 

   

                    µ  =  exp(βtx)              µ คอื E(N) หรอื E(C)    (3) 

โดยที ่β คอื ค่าสมัประสทิธิก์ารถดถอยของปัจจยัเสีย่งที่มผีลกระทบต่อ µ  
และ x คอื เวกเตอรข์องปัจจยัเสีย่ง 

จากสมการที ่(2) ใช ้GLMs ในการประมาณเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิได ้ดงันี้ 
E(∑ 𝐶𝑖𝑘

𝑁𝑖
𝑘=1 )= E(Ni)E(Ci) = exp(βfreq

txi)exp(βcost
txi) 

      = exp((βfreq+βcost)
txi)                                     (4) 

โดยที ่ βfreq  คอื ค่าสมัประสทิธิก์ารถดถอยของปัจจยัเสีย่งทีม่ผีลกระทบต่อ 
N และ βcost คอื ค่าสมัประสทิธิก์ารถดถอยของปัจจยัเสีย่งทีม่ผีลกระทบต่อ C 

3. ผลการวิจยั 

จากผลการวจิยั พบว่ามปัีจจยัเสีย่ง NCB และ Car Code ทีม่ผีลกระทบต่อ
เบีย้ประกนัภยัแท้จรงิ โดยที ่Car Code เป็นปัจจยัเสี่ยงเดยีวเท่านัน้ที่มผีลกระทบ
ต่อมูลค่าสนิไหมทดแทน ที่ระดบันัยส าคญั 0.05 และเมื่อให้ค่าตวัแปรปัจจยัเสี่ยง
อื่นๆ คงที่ในตวัแบบประมาณค่าเบี้ยประกนัภยัแท้จรงิ ค่าปัจจยัเสี่ยง NCB มคี่า
เปลีย่นแปลง 1 หน่วย (ไดร้บัส่วนเพิม่ 5% ของเบีย้ประกนัภยั) จะส่งผลกระทบให้
ค่าประมาณเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิมคี่าเป็น e–0.0052(1) = 0.995 ซึง่หมายความว่า 
จะมคี่าเบี้ยประกนัภยัแท้จรงิลดลง 0.5%  และในส่วนปัจจยัเสี่ยง Car Code120 

เมื่อให้ค่าตวัแปรปัจจยัเสี่ยงอื่นๆคงที่ในตวัแบบค่าประมาณเบี้ยประกนัภยัแท้จรงิ 
จะส่งผลกระทบใหค้่าประมาณเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิมคี่าเป็น e0.0638(1) = 1.066 
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เปรยีบเทยีบกบักลุ่ม Car Code110 นัน่คอื กรมธรรมใ์นกลุ่ม Car Code120 จะตอ้ง
จ่ายเบี้ยประกนัภยัแท้จรงิมากกว่ากรมธรรมใ์นกลุ่ม Car Code110 เท่ากบั 6.6% 

และค่าจากตารางที ่2 จะไดต้วัแบบประมาณเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิ ดงันี้ 

E(∑ 𝐶𝑖𝑘
𝑁𝑖
𝑘=1 ) = e9.4969 – 0.0052x

NCBi
 + 0.0638x

Car Code120i 

ตารางที ่2 ผลการวเิคราะห ์GLMs กบัการประมาณค่าเบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิ 

ปัจจยัเส่ียง 
 

Intercept 

 

NCB Car Code120 

ตวัแบบถดถอย    

ทวนิามลบ 

�̂�freq 

SE(�̂�freq) 

z-value 

p-value 

0.0491 

0.0076 

6.48 

<.0500 

–0.0009 

0.0004 

–2.60 

<.0500 

0.0638 

0.0222 

2.87 

<.0500 

ตวัแบบถดถอย

แกมมา 

�̂�cost 

SE(�̂�cost) 

t-value 

p-value 

9.4478 

0.0260 

362.91 

<.0500 

–0.0043 

0.0012 

–3.44 

<.0500 

– 

– 

– 

– 

ตวัแบบเบีย้

ประกนัภยัแทจ้รงิ 
�̂�freq + �̂�cost 9.4969 –0.0052 0.0638 

จากตัวแบบในข้างต้น สามารถประมาณเบี้ยประกันภัยแท้จริง ได้ดัง
ตวัอย่างต่อไปนี้ จากข้อมูลในรายกรมธรรม์ ผู้เอาประกนัภยั มคี่า NCB เท่ากับ 
35% และใช้รถยนต์เพื่อการพาณิชย์ (Car Code120) จะได้ค่าประมาณเบี้ย
ประกนัภยัแทจ้รงิรายปีทีต่อ้งจา่ยใหบ้รษิทัประกนัภยั คอื 

E(∑ 𝐶5𝑘
𝑁𝑖
𝑘=1 ) = e9.4969 – 0.0052(7) + 0.0638(1)  = 12,924.50 บาท    

4. สรปุผล 

การใช้ GLMs ในการประมาณค่าเบี้ยประกันภัยรถยนต์ ซึ่งจากการ
วิเคราะห์ GLMs กับข้อมูลการประกันภัยรถยนต์ประเภทชัน้ 1 ของบริษัท
ประกนัภยัแห่งหนึ่งในประเทศไทย จะไดส้มการดงันี้ 



 

 การใชต้วัแบบเชงิเสน้วางนยัทัว่ไปในการประมาณค่าเบีย้… 
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E(∑ 𝐶𝑖𝑘
𝑁𝑖
𝑘=1 ) = e9.4969 – 0.0052x

NCBi
 + 0.0638x

Car Code120i 

ซึ่งมเีพยีงปัจจยัเสี่ยง NCB และ Car Code ที่มผีลกระทบต่อค่าประมาณ
เบีย้ประกนัภยัแทจ้รงิ ทีร่ะดบันยัส าคญั 0.05  ดงันัน้การก าหนดค่าเบีย้ควรค านึงถงึ
ปัจจยัดังกล่าว ซึ่งผลการศึกษานี้จะเป็นแนวทางให้กับบริษัทประกันภัยน าไป 
ประยกุตใ์ชก้บัขอ้มลูทีร่บัความเสีย่งเพื่อสรา้งตวัแบบการประมาณค่าเบีย้ประกนัภยั
แท้จริง ซึ่งผลการวิเคราะห์ข้อมูลของแต่ละบริษัทอาจจะให้ค่าปัจจัยเสี่ยงที่มี
ผลกระทบต่อค่าประมาณเบี้ยประกนัภยัแท้จรงิที่แตกต่างไปจากผลการศึกษานี้ 
เนื่องจากลกัษณะขอ้มลูการรบัประกนัความเสีย่งภยัมคีวามแตกต่างกนั 
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บทคดัย่อ 
จ านวนสามเหลี่ยมเป็นจ านวนที่น่าสนใจและมีการศึกษาอย่างต่อเนื่องมา

ยาวนาน ในงานวิจยันี้เราสนใจจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ซึ่งเป็นนัยทัว่ไปของจ านวน
สามเหลี่ยม พจิารณาสมบตัิต่างๆ ของจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ และเงื่อนไขจ าเป็น
ส าหรบัจ านวนเตม็บวกทีเ่ป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่  จ าแนกจ านวนสามเหลีย่มหน้า
จัว่คู่และจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คี ่นอกจากนี้ยงัไดแ้สดงความสมัพนัธ์ระหว่างจ านวน
สามเหลีย่มหน้าจัว่และจ านวนหลายเหลีย่มด้านเทา่อกีดว้ย 
ค ำส ำคญั:  จ านวนสามเหลีย่ม  จ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่  จ านวนหลายเหลีย่มดา้นเทา่ 

ABSTRACT 

Triangular numbers have been of interest and extensively studied. In this 

work, we focus on an isosceles triangular number which is a generalization of a 

triangular number. Properties of isosceles triangular numbers have been 

determined together with a necessary condition for a positive integer to be 

isosceles triangular.  Characterizations of odd and even isosceles triangular 

numbers have been also provided. Finally, links between isosceles triangular 

numbers and regular polygonal numbers has been given as well. 
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Keywords:  Triangular Numbers, Isosceles Triangular Numbers, Regular 

Polygonal Numbers 

1. บทน ำ 

จ านวนสามเหลี่ยม คือ จ านวนเชิงรูป (Figurate Number) ซึ่งสามารถ
เขียนแทนด้วยจุดในระนาบเรียงกันเป็นสามเหลี่ยมด้านเท่า [1-3] อีกนัยหนึ่ง
จ านวนสามเหลี่ยมอนัดบัที่ n คอืจ านวนของจุดในสามเหลีย่มด้านเท่าที่แต่ละดา้น
ยาว n ซึ่งมีค่าเท่ากับผลรวมของจ านวนเต็มตัง้แต่  1 ถึง n เรานิยมเขียนแทน
จ านวนสามเหลีย่มอนัดบัที ่n ดว้ย 

T(n) = 1 + 2 + 3 + … + n 

จ านวนสามเหลีย่มถูกศกึษามาอย่างยาวนานตัง้แต่สมยักรกีโบราณ ดงัเหน็
ได้จากที่ส านักปีทาโกเรียนเคารพรูป Tetractys ซึ่งเป็นรูปจ านวนสามเหลี่ยม     

T(4) = 1 + 2 + 3 + 4 ซึง่ประกอบดว้ยจดุทัง้หมด 10 จดุ ดงัรปูที ่10 

 

 

 

รปูที ่1 Tetractys 

 

ใน [4] ไดม้กีารศกึษาสมบตัต่ิางๆ ทีน่่าสนใจของจ านวนสามเหลีย่มซึง่สรุป
ไดด้งันี้ 
ทฤษฎีบท 1.1 ส าหรบัแต่ละจ านวนนบั n ไดว้่าจ านวนสามเหลีย่มอนัดบัที ่n คอื  

1( 1)
( ) =

22

nn n
T n

  
  
 

 

เมือ่ 1

2

n  
 
 

 คอืสมัประสทิธิท์วนิาม 

 
ทฤษฎีบท 1.2 ผลรวมของจ านวนสามเหลีย่ม 2 จ านวนทีเ่รยีงตดิกนัเป็นก าลงัสอง
สมบรูณ์ 
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ทฤษฎีบท 1.3 ให้ N เป็นจ านวนนับ จะได้ว่า N เป็นจ านวนสามเหลี่ยมก็ต่อเมื่อ 
8N + 1 เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ 

เรากล่าวว่า จ านวนสามเหลี่ยม N เป็นจ านวนสามเหลี่ยมคู่ ถ้า N เป็น
จ านวนคู่ และกล่าวว่าจ านวนสามเหลี่ยม N เป็นจ านวนสามเหลี่ยมคี่ ถ้า N เป็น
จ านวนคี ่ใน [4] ไดจ้ าแนกจ านวนสามเหลีย่มคู่และจ านวนสามเหลีย่มคีไ่วด้งันี้ 
 

ทฤษฎีบท 1.4 ให้ n เป็นจ านวนเต็มบวก ได้ว่า T(n) เป็นจ านวนสามเหลี่ยมคู่    
กต่็อเมือ่ n ≡ 0 mod 4 หรอื n ≡ 3 mod 4 

 

ทฤษฎีบท 1.5 ให้ n เป็นจ านวนเต็มบวก ได้ว่า T(n) เป็นจ านวนสามเหลี่ยมคี่    
กต่็อเมือ่ n ≡ 1 mod 4 หรอื n ≡ 2 mod 4 

นอกจากนี้มีการศึกษาเอกลักษณ์ต่างๆ ของจ านวนสามเหลี่ยมใน [3] 

ศกึษาและประยกุตใ์ชจ้ านวนสามเหลีย่มทางทฤษฎจี านวนใน [5-6] 

งานวจิยันี้เราสนใจจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ซึ่งเป็นนัยทัว่ไปของจ านวน
สามเหลี่ยม เรากล่าวถึงสมบตัิพื้นฐานและเงื่อนไขจ าเป็นส าหรบัการเป็นจ านวน
สามเหลี่ยมหน้าจัว่ในหวัข้อที่ 2  ศึกษาจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่คู่และจ านวน
สามเหลี่ยมหน้าจัว่คี่ในหวัข้อที่ 3 นอกจากนี้เราได้แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง
จ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่และจ านวนหลายเหลีย่มดา้นเท่าในหวัขอ้ที ่4 

2. จ ำนวนสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ 

ในหวัขอ้นี้เราแนะน าและศกึษาสมบตัต่ิางๆ ของจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ 
พรอ้มทัง้ใหเ้งือ่นไขทีจ่ าเป็นของการเป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ไวด้ว้ย 

ส าหรบัแต่ละจ านวนเตม็บวก n และ l จ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ – l อนัดบั
ที ่n (nth l-isosceles Triangular Number) คอื จ านวนเตม็บวกซึง่อยูใ่นรปูอนุกรม
เลขคณติ 

1 (1 ) (1 2 ) ... (1 ( 1) )l l n l         

ในทีน่ี้จะเขยีนแทนดว้ย T(n, l) นัน้คอื 

 
=1

( , ) = 1 ( 1) = 1 (1 ) (1 2 ) ... (1 ( 1) )
n

i

T n l i l l l n l           
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ในกรณีที่ n และ l ไม่เฉพาะเจาะจงหรอืมคีวามชดัเจนในบรบิทที่ก าลัง
พจิารณาเราจะเรยีกจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่  – l ว่า จ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ 
ส าหรบักรณ ีl = 1 เราจะเหน็ไดช้ดัว่า T(n, 1) คอื จ านวนสามเหลีย่ม T(n) 

จากนิยามขา้งต้นสงัเกตได้ว่าจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ N สามารถแสดง
ไดด้ว้ยการเรยีงของจุด N จุดในระนาบเป็นรปูสามเหลีย่มหน้าจัว่ ซึง่สอดคลอ้งกบั
การก าหนดชื่อของจ านวนชนิดนี้ 
ตวัอยา่ง 2.1 พจิารณา T(4, 2) = 1+3+5+7 = 16 และ T(4, 3) = 1+4+7+10 = 

22 เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ซึง่แสดงดว้ยจดุบนระนาบดงัรปูที ่2 

 

 
             (4, 2) 16T                                         (4, 3) = 22T  

รปูที ่2 T(4, 2) = 16 และ T(4, 3) = 22 

 

เราสามารถจดัรปูผลรวมในอนุกรมเลขคณิตของจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่
ไดด้งันี้ 
บทตัง้ 2.2 ส าหรบัแต่ละจ านวนเตม็บวก n และ l ไดว้่า  

( 1)
( , ) =

2

n n l
T n l n


  

พิสจูน์ ให ้n และ l เป็นจ านวนเตม็บวก ไดว้่า 

 ( , ) = 1 (1 ) (1 2 ) ... (1 ( 1) )T n l l l n l         
         = (1 2 3 ... ( 1))n l n       
         ( 1)

=
2

n n l
n


    

จ านวนสามเหลี่ยมและจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่มคีวามสมัพนัธ์กันดัง
แสดงในทฤษฎบีทต่อไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 2.3 ส าหรบัแต่ละจ านวนเตม็บวก n และ l > i ไดว้่า 

( , ) = ( 1) ( , )T n l iT n T n l i    
พิสจูน์ ส าหรบัจ านวนเต็มบวก n, l และ i โดยที่ l > i จากบทนิยามของจ านวน
สามเหลีย่มและจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ ท าใหไ้ดว้่า 

 ( 1) ( 1)( )
( 1) ( , ) =

2 2

n n n n l i
iT n T n l i i n

  
      

                        ( 1)( )
=

2

n n i l i
n

  
  

                        ( 1)
=

2

n n l
n


  

                                            = ( , )T n l   
เมือ่พจิารณาทฤษฎบีท 2.3 ในกรณ ีi = l เราไดบ้ทแทรกต่อไปนี้ 

บทแทรก 2.4 ส าหรบัแต่ละจ านวนเตม็บวก n และ l ≥ 2 ไดว้่า  
( , ) = ( 1) ( , 1)T n l T n T n l    

ตวัอยา่ง 2.5 พจิารณา n = 5 และ l = 4 ไดว้่า 

45 (5, 4) (4) (5,3) 2 (4) (5, 2) 3 (4) (5,1)T T T T T T T        

ต่อไปเราจะพจิารณาเงื่อนไขจ าเป็นส าหรบัการเป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้า
จัว่ 

 

ทฤษฎีบท 2.6 ให ้l และ N เป็นจ านวนเตม็บวก ถา้ N เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้า
จัว่ – l แลว้ 8lN + (l-2)2 เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ 

พิสจูน์ สมมติให้ N เป็นจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่  – l ได้ว่า ( 1)

2

n n l
N n


   

ส าหรบับางจ านวนนบั n ซึง่ท าให ้

                              2 2 28 ( 2) 8 4 ( 1) ( 2)lN l ln n n l l        
                                                 2 2 24 4 ( 2) ( 2)n l nl l l      
                                                 2(2 ( 2))nl l    

นัน้คอื 8lN + (l-2)2 เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ตามตอ้งการ          
ส าหรบักรณี l = 1 เราได้ว่าเงื่อนไขจ าเป็นในทฤษฎีบท 2.6 เป็นเงื่อนไข

เพยีงพอดว้ยซึง่เหน็ไดจ้ากทฤษฎบีท 1.3 
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3. จ ำนวนสำมเหล่ียมหน้ำจัว่คู่และจ ำนวนสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ค่ี 

ในหวัข้อนี้เราพิจารณาภาวะคู่ -คี่ของจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ และได้
จ าแนกจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คู่และจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คีไ่วด้ว้ย 

ส าหรบัแต่ละจ านวนเต็มบวก n และ l เรากล่าวว่าจ านวนสามเหลีย่มหน้า
จัว่ T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คู่ กต่็อเมื่อ T(n, l) เป็นจ านวนเตม็คู่ และ
กล่าวว่า T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คี ่กต่็อเมือ่ T(n, l) เป็นจ านวนเตม็คี ่

เราสามารถจ าแนกภาวะคู่–คี่ของจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ตามภาวะคู่–คี่ 
ของ l ไดด้งันี้ 

ส าหรบักรณี l เป็นจ านวนคู่ เราไดว้่า T(n, l) มภีาวะคู่หรอืคีเ่ช่นเดยีวกบั l 
ดงัแสดงในทฤษฎบีทต่อไปนี้ 
ทฤษฎีบท 3.1 ให ้n เป็นจ านวนเตม็บวก และให ้l เป็นจ านวนเตม็บวกคู่ จะไดว้่า 

1. T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คู่ กต่็อเมือ่ n เป็นจ านวนเตม็คู่ 
2. T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คี ่กต่็อเมือ่ n เป็นจ านวนเตม็คี ่

พิสจูน์ เนื่องจาก l เป็นจ านวนเตม็คู่ ไดว้่า l = 2m บางจ านวนนบั m 

เพื่อจะพิสูจน์ข้อความ 1. สมมติให้ n เป็นจ านวนเต็มคี่ ได้ว่า n = 2k + 1 บาง 
k   ท าใหไ้ดว้่า 

 (2 )(2 1)(2 )
(2 1, 2 ) = (2 1)

2

k k m
T k m k


    

                2= 2 1 (4 2 )k k k m    
                2= 4 2 2 1mk mk k    
                2= 2(2 ) 1mk mk k    

ในทางกลบักนั สมมตใิห ้n เป็นจ านวนเตม็คู่ ไดว้่า n = 2k บาง k   ท า
ใหไ้ดว้่า 

 (2 1)(2 )(2 )
(2 , 2 ) = 2

2

k k m
T k m k


  

             2= 2 (2 )(2 )k k k m   
             2= 4 2 2mk mk k   
             2= 2(2 )mk km k   

ดงันัน้ T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คู่ 
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เนื่องจากขอ้ความ 2. และขอ้ความ 1. สมมูลกนั ดงันัน้การพสิูจน์จงึเสร็จ
สิน้สมบรูณ์               

ส าหรบักรณีที่ l เป็นจ านวนเต็มคี่ เราได้ผลลพัธ์ในท านองเดยีวกบักรณี     
l = 1 ในทฤษฎบีท 1.4 และทฤษฎบีท 1.5 ดงันี้ 
ทฤษฎีบท 3.2 ให ้n เป็นจ านวนเตม็บวก และให ้l เป็นจ านวนเตม็บวกคี ่จะไดว้่า 

1. T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คู่ กต่็อเมื่อ n ≡ 0 mod 4 หรอื n ≡ 3 

mod 4 

2. T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คี ่กต่็อเมื่อ n ≡ 1 mod 4 หรอื n ≡ 2 

mod 4 

พิสจูน์ เนื่องจาก l เป็นจ านวนเตม็คู่ ไดว้่า l = 2m + 1 บางจ านวนนบั m 

เพื่อจะพิสูจน์ข้อความ 1. สมมติให้ n ≢ 0 mod 4 และ n ≢ 3 mod 4 ท าให้ได้ว่า     
n = 4k + 1 หรอื n = 4k + 2 ส าหรบับางจ านวนเตม็ k 
กรณทีี ่1     n = 4k + 1 ไดว้่า 

 ( , ) = (4 1, 2 1)T n l T k m   
         (4 )(4 1)(2 1)

= 4 1
2

k k m
k

 
   

         = 4 1 (8 2)(2 1)k k m     
         = 16 4 12 3km m k    
         = 4 (4 1) 3(4 1)m k k    
 นัน้คอื T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คี ่
กรณทีี ่2     n = 4k + 2 ไดว้่า 
 ( , ) = (4 2, 2 1)T n l T k m   
         (4 1)(4 2)(2 1)

= 4 2
2

k k m
k

  
   

         = 4 2 (14 1)(2 1)k k m     
         = 28 2 18 3km m k    
         = 2 (14 1) 18 3m k k    
 นัน้คอื T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คี ่



 

 จ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ 
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 ในทางกลับกันสมมุติให้ n ≡  0 mod 4 หรือ n ≡  3 mod 4 ท าให้ได้ว่า           
n = 4k หรอื n = 4k + 3 ส าหรบับางจ านวนเตม็ k 

กรณทีี ่1     n = 4k ไดว้่า 

 ( , ) = (4 , 2 1)T n l T k m   
         (4 1)(4 )(2 1)

= 4
2

k k m
k

 
  

         = 4 16 2 4 2k mk km k    
         = 2 (8 2 1)k mk m   
 นัน้คอื T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คู่ 
กรณทีี ่2     n = 4k + 3 ไดว้่า 
 ( , ) = (4 3, 2 1)T n l T k m   
         (4 2)(4 3)(2 1)

= 4 3
2

k k m
k

  
   

         2= 16 20 22 6 6mk mk k m     
         2= 2(8 10 11 3 3)mk mk k m     
 นัน้คอื T(n, l) เป็นจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่คู่ 

เนื่องจากขอ้ความ 2. และขอ้ความ 1. สมมูลกนั ดงันัน้การพสิูจน์จงึเสร็จ
สิน้สมบรูณ์               

เมือ่พจิารณาผลบวกของจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่–l สองจ านวนทีเ่รยีงถดั
กนั T(n, l) + T(n+1, l) เราพบว่าส าหรบักรณีที ่l เป็นจ านวนคู่ โดยทฤษฎบีท 3.1 

ไดว้่าผลรวมดงักล่าวเป็นจ านวนคีเ่สมอ 

 

บทแทรก 3.3 ให้ l เป็นจ านวนคู่ ได้ว่า T(n, l) + T(n+1, l) เป็นจ านวนคี่ทุก
จ านวนนบั n 

 ส าหรบักรณ ีl เป็นจ านวนคี ่โดยทฤษฎบีท 3.2 เราไดว้่าผลบวกของจ านวน
สามเหลีย่มหน้าจัว่ T(n, l) + T(n+1, l) มภีาวะคู่คี ่ดงัแสดงในบทแทรกต่อไปนี้ 
 

บทแทรก 3.4 ให้ n เป็นจ านวนเต็มบวก และให้ l เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ ได้ว่า
ขอ้ความต่อไปนี้เป็นจรงิ 
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1. ถา้ n ≡ 0 mod 4 แลว้ T(n, l) + T(n+1, l) เป็นจ านวนคี ่
2. ถา้ n ≡ 1 mod 4 แลว้ T(n, l) + T(n+1, l) เป็นจ านวนคู่ 
3. ถา้ n ≡ 2 mod 4 แลว้ T(n, l) + T(n+1, l) เป็นจ านวนคี ่
4. ถา้ n ≡ 3 mod 4 แลว้ T(n, l) + T(n+1, l) เป็นจ านวนคู่ 

4. จ ำนวนสำมเหล่ียมหน้ำจัว่และจ ำนวน m เหล่ียมด้ำนเท่ำ 

ในหัวข้อนี้ เรากล่าวถึงจ านวนหลายเหลี่ยมด้านเท่า [1] และแสดง
ความสมัพนัธร์ะหว่างจ านวนหลายเหลีย่มดา้นเท่าและจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ไว้
ดว้ย 

เมื่อเราพิจารณาจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ T(n, 1) พบว่าเป็นจ านวน
สามเหลี่ยม (ด้านเท่า) T(n) เมื่อนับจ านวนจุดบนระนาบซึ่งเขียนแทนจ านวน
สามเหลี่ยมดังกล่าวได้เป็นล าดับ 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, … ซึ่ง
เรยีกว่าล าดบัของจ านวนสามเหลีย่มดา้นเท่า [7, Sloane’s A000217] ดงัตวัอยา่ง
ในรปูที ่3 

 

 

 

รปูที ่3 จ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ T(n, 1) หรอืจ านวนสามเหลีย่มดา้นเท่า  

เมื่อ n = 1, 2, 3 และ 4 ตามล าดบั 

 

เราเรยีกจ านวนเตม็บวกซึง่เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ไดว้่าจ ำนวนสีเ่หลีย่มดำ้น
เท่ำ ซึง่สามารถเขยีนแทนดว้ยจดุบนระนาบเป็นรปูสีเ่หลีย่มดา้นเท่านัน่เอง  เมือ่เรา
พจิารณาจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่ T(n, 2) ได้ T(n, 2) เป็นก าลงัสองสมบูรณ์ซึ่ง
สามารถเขยีนแทนดว้ยจุดบนระนาบเป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านเท่า ซึง่ล าดบัของจ านวน  
คอื 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, . . . ซึง่เรยีกว่าล าดบัจ านวนสีเ่หลีย่มดา้น
เท่า [7, Sloane’s A000290] 

 



 

 จ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ 
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รปูที ่4 จ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ T(n, 2) หรอืจ านวนสีเ่หลีย่มดา้นเท่า  

เมื่อ n = 1, 2, 3 และ 4 ตามล าดบั 

 

เราไดค้วามสมัพนัธร์ะหว่างจ านวนสีเ่หลีย่มดา้นเท่าและจ านวนสามเหลี่ยม
คางหม ูT(n, 2) ดงันี้ 
บทตัง้ 4.1 ส าหรบัแต่ละจ านวนนับ n ไดว้่า T(n, 2) เป็นจ านวนสีเ่หลี่ยมด้าน
เท่า 

พิสจูน์ ให ้n เป็นจ านวนเตม็บวก ไดว้่า 

( 1)2
( , 2) =

2

n n
T n n


 2= n n n  2= n  

ซึง่เป็นจ านวนสีเ่หลีย่มดา้นเท่าตามตอ้งการ           

ส าหรบักรณทีัว่ไปเราจะพจิารณาความสมัพนัธร์ะหว่างจ านวนหลายเหลีย่ม
ดา้นเท่าและจ านวนสามเหลีย่มหน้าจัว่ จ านวนหลายเหลีย่มดา้นเท่าเป็นอนุกรมเลข
คณิตซึ่งกล่าวถงึใน [1] ส าหรบัแต่ละจ านวนเต็มบวก n และ m จ านวน m เหลี่ยม
ดา้นเท่าอนัดบัที ่n (nth m-Gonal Number) คอื จ านวนในรปูอนุกรมเลขคณติ 

( , ) 1 (1 ( 2)) (1 2( 2)) ... (1 ( 1)( 2))S n m m m n m             
จาก [1] ไดว้่าจ านวนจุดของจ านวน m เหลีย่มดา้นเท่าอนัดบัที ่n สามารถ

จัดเรียงเป็นรูป m เหลี่ยมด้านเท่าซึ่งด้านยาวด้านละ n นอกจากนี้ เราได้
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ความสมัพนัธ์ระหว่างจ านวน m เหลี่ยมด้านเท่า และจ านวนสามเหลี่ยมหน้าจัว่–l 

ดงันี้ 
ทฤษฎีบท 4.2 ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n และ l ไดว้่า 

( , 2) = ( , )S n l T n l  
พิสจูน์ เมือ่ค านวณผลรวมของอนุกรม S(n, l+2) ไดว้่า 

 (1 1 ( 2 2)( 1))
( . 2) =

2

n l n
S n l

    
  

         ( ( 1) 2)
=

2

n l n    

         ( 1)
=

2

n n l
n


  

         = ( , )T n l  
ตามตอ้งการ   
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บทคดัย่อ 
การวิจัยครัง้นี้มีวตัถุประสงค์เพื่อ 1) ศึกษาอิทธิพลหลกัและปฏิสมัพนัธ์ของ

รปูแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบการเรยีนรูต่้อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์
เรื่อง สถติ ิของนักเรยีนชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 2) เปรยีบเทยีบผลสมัฤทธิท์างการเรยีน
วิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถิติ หลงัเรยีน ระหว่างนักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรูด้้วย
รูปแบบ SSCSE กบันักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกติ และ 3) เปรยีบเทยีบ
ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิหลงัเรยีน ของนักเรยีนทีไ่ดร้บัการ
จดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE กบัเกณฑร์อ้ยละ 70 กลุ่มตวัอย่าง ไดแ้ก่ นักเรยีนชัน้
มธัยมศกึษาปีที ่6 จ านวน 71 คน ภาคเรยีนที ่2 ปีการศกึษา 2557 ของโรงเรยีนราชนิี
บูรณะ จงัหวดันครปฐม การด าเนินการวจิยัใชร้ปูแบบการวจิยัเชงิทดลอง แบบแผนการ
ทดลองแบบวดัผลก่อนและหลงั มกีลุ่มควบคุม เครื่องมอืทีใ่ชใ้นการวจิยั ประกอบด้วย 
แผนการจดัการเรยีนรู้ แบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีน และแบบส ารวจการ



 

 อทิธพิลหลกัและปฏสิมัพนัธข์องการจดัการเรยีนรู้… 
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เรยีนรูต้ามแนวคดิของเดวดิ คอลบ์ การวเิคราะหข์อ้มลูใชค้า่รอ้ยละ คา่เฉลีย่เลขคณิต คา่
เบีย่งเบนมาตรฐาน และการวเิคราะหค์วามแปรปรวนสองทาง 

ผลการวิจัยพบว่า 1) รูปแบบการจัดการเรยีนรู้มีอิทธิพลหลกัต่อผลสมัฤทธิ ์
ทางการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิอย่างมนีัยส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 แต่แบบ
การเรยีนรูไ้ม่มอีทิธพิลหลกัต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิและ
ไม่พบปฏสิมัพนัธ์ระหว่างรปูแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบการเรยีนรูท้ีม่ต่ีอผลสมัฤทธิ ์
ทางการเรยีนวชิาคณิตศาสตร์ 2) ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถติ ิ
หลงัเรยีน ของนักเรยีนทีไ่ด้รบัการจดัการเรยีนรูด้้วยรปูแบบ SSCSE สูงกว่านักเรยีนที่
ได้ร ับการจัดการเรียนรู้แบบปกติ อย่างมีนัยส าคัญทางสถิติที่ระดับ .05 และ 3) 
ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิหลงัเรยีน ของนักเรยีนทีไ่ดร้บัการ
จดัการเรยีนรูด้ว้ยรูปแบบ SSCSE สูงกว่าเกณฑร์อ้ยละ 70 อย่างมนีัยส าคญัทางสถติทิี่
ระดบั .05 

ค าส าคญั:  รปูแบบ SSCSE  ผลสมัฤทธิท์างการเรยีน  แบบการเรยีนรู ้

ABSTRACT 

The objective of this research were to 1) study main and interaction effects 

of learning provision by SSCSE model and learning style for mathematics 

achievement application on statistics of mathayomsuksa 6 student 2)  compare of 

mathematics achievement application on statistics of mathayomsuksa 6  student 

after learned by SSCSE model and conventional method and 3 )  compare of 

mathematics achievement application on statistics after learned by SSCSE with 

7 0 %  criteria. The research samples were 7 1  students in mathayomsuksa 6  in 

second semesters academic year 2 0 1 4  at school of Rachineeburana, Nakhon 

Pathom province. The research design was experimental design with pretest-

posttest, experimental and control group design. The research instruments were 

learning plan, achievement test and David Kolb learning style test. The data 

analyses applied were percentage, arithmetic mean, standard deviation, t-test and 

two way analysis of variance. 
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The result of this research indicates: 1)  the main effect discovered in the 

relationship between SSCSE model and mathematics achievement application on 

statistics of mathayomsuksa 6 student. However, not the main effect discovered in 

the relationship learning style and no interaction effect between SSCSE model and 

learning style for mathematics achievement application on statistics of 

mathayomsuksa 6  students was significantly at .0 5  levels 2 )  mathematics 

achievement application on statistics after learned by SSCSE model was higher 

than conventional method at .05 statistical significantly levels and 3) mathematics 

achievement application on statistics after learned by SSCSE was higher than 70% 

criteria at .05 statistical significantly levels. 

Keywords:  SSCSE Model, Achievement, Learning Style 

1. บทน า 

คณะกรรมการการศึกษาขัน้พื้นฐาน [1] ได้กล่าวถึงความส าคญัของวชิา
คณติศาสตรไ์วว้่า คณติศาสตรม์บีทบาทส าคญัยิง่ต่อการพฒันามนุษย ์ท าใหม้นุษย์
มคีวามคดิสร้างสรรค์ คดิอย่างมเีหตุผล เป็นระบบ มแีบบแผนสามารถวเิคราะห์
ปัญหาหรือสถานการณ์ได้อย่างถี่ถ้วนรอบคอบ ช่วยให้คาดการณ์ วางแผน 
ตัดสินใจ และน าไปใช้ในชีวิตประจ าวันได้อย่างถูกต้องเหมาะสม นอกจากนี้  
คณิตศาสตร์ยงัเป็นเครื่องมอืในการศึกษาทางด้านวิทยาศาสตร์ เทคโนโลยแีละ
ศาสตรอ์ื่นๆ คณิตศาสตรจ์งึมปีระโยชน์ต่อการด าเนินชวีติ ช่วยพฒันาคุณภาพชวีติ
ให้ดีขึ้น และท าให้นักเรียนสามารถอยู่ร่วมกับผู้อื่นได้อย่างมคีวามสุข [2] การ
จดัการเรยีนการสอนวชิาคณิตศาสตร์นัน้จะต้องส่งเสรมินักเรยีนให้ได้เรยีนรู้เต็ม
ตามศักยภาพ ดังที่พระราชบัญญัติการศึกษาแห่งชาติได้ก าหนดให้การจัด
การศึกษาต้องจดัด้วยรูปแบบที่เหมาะสม โดยค านึงถึงความสามารถของบุคคล
เหล่านัน้ ทัง้นี้ควรจดัตามความเหมาะสมของแต่ละระดบั โดยมุ่งเน้นการพฒันา
คุณภาพชีวิตให้เหมาะสมกับวัยและศักยภาพ ด้วยเหตุนี้  การจัดการเรียนรู้
คณิตศาสตร์จึงต้องค านึงถึงรูปแบบการจดัการเรียนรู้และแบบการเรียนรู้ของ
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นักเรยีนทีม่คีวามแตกต่างกนั เพื่อทีจ่ะไดน้ ามาปรบัใชใ้นการจดัการเรยีนรู ้เพื่อให้
นกัเรยีนสามารถพฒันาความสามารถทางดา้นคณติศาสตรข์องตนเองไดอ้ยา่งเตม็ที ่

จากการจดัการเรยีนรูร้ายวชิา ค33101 คณิตศาสตร ์ระดบัชัน้มธัยมศกึษา
ปีที่ 6 พบว่า เมื่อท าการจดัการเรยีนรู้ในสาระการเรยีนรู้ที่เป็นโจทย์ปัญหาทาง
คณติศาสตร ์นกัเรยีนไมส่ามารถท าการวเิคราะหโ์จทยปั์ญหานัน้ได ้ส่งผลใหเ้มือ่ท า
การทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนโดยใช้ขอ้สอบที่มลีกัษณะเป็นสถานการณ์
โจทย ์นักเรยีนจงึมผีลสมัฤทธิท์างการเรยีนในเรื่องนัน้อยู่ในระดบัต ่ากว่าเกณฑ์ที่
ก าหนดไวร้อ้ยละ 70 ดว้ยเหตุนี้ ผูว้จิยัในฐานะครผูู้ท าการจดัการเรยีนรูใ้นรายวชิา
ดงักล่าว จงึมคีวามมุ่งมัน่ในการแก้ไขปัญหาทีเ่กดิขึน้ในการเรยีนรูว้ชิาคณิตศาสตร์
ของนกัเรยีน 

จากการศึกษารูปแบบการจัดการเรียนรู้จากนักวิชาการทัง้ในและ
ต่างประเทศ พบว่ารปูแบบการจดัการเรยีนรู ้SSCS มคีวามเหมาะสมทีจ่ะน ามาใช้
ในการแก้ปัญหาที่เกดิขึน้นี้ เพราะรูปแบบ SSCS มขีัน้ตอนที่ส่งเสรมิกระบวนการ
แกปั้ญหาของนักเรยีน ไดแ้ก่ การวเิคราะหปั์ญหา (Search: S) การลงมอืแก้ปัญหา 
(Solve: S) การเขียนแสดงวิธีการแก้ปัญหา (Create: C) และการแลกเปลี่ยน
วธิกีารแก้ปัญหา (Share: S) ดงัทีน่ักวจิยัจ านวนมากไดน้ าไปใชใ้นการแก้ไขปัญหา
การเรยีนรู้ที่คล้ายกนั เช่น สุภาพร ป่ินทอง [3] ญานิศา ศรโีชติ [4] และมณีรตัน์ 
พนัธุตา [5] เป็นต้น แสดงเหน็ว่ารูปแบบ SSCS เป็นรูปแบบหนึ่งของการจดัการ
เรยีนรูท้ีด่ ีแต่ผูว้จิยัเหน็ว่า ถ้าเพิม่เตมิดา้นการให้นักเรยีนประเมนิผลการแก้โจทย์
ปัญหาดว้ยตนเองจะท าใหร้ปูแบบ SSCS มคีวามสมบรูณ์ยิง่ขึน้ ผูว้จิยัจงึผสมผสาน
รูปแบบการจดัการเรียนรู้ SSCS กับแนวคิดในการประเมนิการแก้โจทย์ปัญหา 
พฒันาเป็นรปูแบบการจดัการเรยีนรู ้SSCSE ซึง่น ามาใชใ้นการวจิยัครัง้นี้ แต่อย่าง
ที่ทราบกันโดยทัว่ไปว่า กระบวนการจดัการเรียนรู้จะเกิดขึ้นได้ จ าเป็นต้องมี
องคป์ระกอบทีส่ าคญั 3 ประการ ไดแ้ก่ คร ูนักเรยีน และสิง่ที่จะสอน [6] ซึง่ครแูละ
นกัเรยีนต่างกม็คีวามต่างกนัในแต่ละบุคคล ทีเ่หน็ไดอ้ยา่งชดัเจนกค็อื ครจูะมคีวาม
ต่างกนัในรูปแบบและวิธกีารสอน หรอืที่เรยีกกันว่า ลลีาการจดัการเรยีนรู้ และ
นักเรยีนเองก็มคีวามต่างกนัในแบบการเรยีนรู้หรอืลลีาการเรยีนรู้ ซึ่งโดยทฤษฎี
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แลว้ ความแตกต่างทัง้สองน้ีเป็นอทิธพิลหลกัและปฏสิมัพนัธต่์อผลสมัฤทธิท์างการ
เรยีนวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียน ภายใต้องค์ประกอบที่เชื่อมโยงสมัพันธ์กัน
ดงักล่าว ท าให้ผู้วจิยัสนใจที่จะท าการศกึษาเกี่ยวกบัอิทธพิลหลกัและปฏสิมัพนัธ์
ของการจดัการเรียนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE และแบบการเรียนรู้ต่อผลสัมฤทธิ ์
ทางการเรยีนรายวชิา ค33102 คณิตศาสตร ์ระดบัชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 เรื่อง สถติ ิ
ในสาระการเรยีนรูซ้ึง่ไดแ้ก่ การวดัค่ากลาง (ค่าเฉลีย่เลขคณิต ค่ามธัยฐาน และค่า
ฐานนิยม) และการวดัการกระจายของขอ้มูล (พสิยั และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน) 
แนวทางหนึ่งเพื่อเป็นการแก้ปัญหาที่พบจากการจดัการเรยีนรูใ้นชัน้เรยีนแลว้ อกี
แนวทางหนึ่งเพื่อเป็นการสรา้งขอ้คน้พบหรอืองค์ความรูเ้กี่ยวกบัอทิธพิลหลกัและ
ปฏสิมัพนัธข์องรปูแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบการเรยีนรูอ้กีดว้ย 

2. วตัถปุระสงคก์ารวิจยั 

2.1 เพื่อศึกษาอิทธพิลหลกัและปฏสิมัพนัธ์ของรูปแบบการจดัการเรยีนรู้และ
แบบการเรยีนรูต่้อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิของนกัเรยีน
ชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 

2.2 เพื่อเปรยีบเทยีบผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิหลงั
เรยีน ระหว่างนักเรยีนที่ไดร้บัการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE กบันักเรยีนที่
ไดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิ

2.3 เพื่อเปรยีบเทยีบผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิหลงั
เรยีน ของนักเรยีนทีไ่ดร้บัการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE กบัเกณฑร์อ้ยละ 
70 

3. สมมติฐานการวิจยั 

3.1 รปูแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบการเรยีนรูม้อีทิธพิลหลกัและปฏสิมัพนัธ์
ต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิของนกัเรยีนชัน้มธัยมศกึษา
ปีที ่6 

3.2 ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิหลงัเรยีน ของนกัเรยีน
ที่ได้รบัการจดัการเรยีนรูด้้วยรูปแบบ SSCSE สูงกว่านักเรยีนที่ได้รบัการจดัการ
เรยีนรูแ้บบปกต ิ
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3.3 ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิหลงัเรยีน ของนกัเรยีน
ทีไ่ดร้บัการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE สงูกว่าเกณฑร์อ้ยละ 70 

4. นิยามเชิงปฏิบติัการ 

4.1 การจดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE หมายถงึ รูปแบบการจดัการเรยีนรู้
ทีป่ระกอบดว้ย 5 ขัน้ตอน ไดแ้ก่ ขัน้ตอนที ่1 Search (S) หมายถงึ การคน้หาขอ้มลู
ทีเ่กีย่วขอ้งกบัปัญหา การแยกแยะประเดน็ของปัญหา และการแสวงหาขอ้มลูต่างๆ 
ที่เกี่ยวข้องกับปัญหา ขัน้ตอนที่ 2 Solve (S) หมายถึง การวางแผนและการ
ด าเนินการแก้ปัญหาด้วยวิธกีารต่างๆ หรอืการหาค าตอบของปัญหาที่ต้องการ 
ขัน้ตอนที ่3 Create (C) หมายถงึ การน าขอ้มลูทีไ่ดจ้ากการแก้ปัญหาหรอืวธิกีารที่
ได้จากการแก้ปัญหามาจดักระท าให้อยู่ในรูปของค าตอบ หรอืวิธีการที่สามารถ
อธิบายให้เข้าใจได้ง่าย ขัน้ตอนที่ 4 Share (S) หมายถึง การแลกเปลี่ยนความ
คดิเหน็เกีย่วกบัขอ้มลูและวธิกีารแก้ปัญหา และขัน้ตอนที ่5 Evaluate (E) หมายถงึ 
การประเมนิผลการแก้โจทยปั์ญหาด้วยตวันักเรยีนเอง โดยนักเรยีนจะต้องท าการ
ตรวจสอบความถูกตอ้งหรอืความสมเหตุสมผลของค าตอบทีไ่ดจ้ากการแกปั้ญหา 

4.2 การจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิหมายถงึ การจดัการเรยีนรูท้ี่ประกอบไปด้วย
ขัน้น าเขา้สู่บทเรยีน ขัน้น าเสนอเนื้อหา และขัน้สรุปเนื้อหา ทัง้นี้การสอนแก้โจทย์
ปัญหาท าโดยการน าเสนอปัญหาและสอนวธิแีกปั้ญหาโดยตรง 

4.3 แบบการเรยีนรู้ (Learning Style) หมายถึง แบบการเรยีนรู้ตามแนวคิด
ของเดวดิ คอลบ์ [7] ซึง่จ าแนกแบบการเรยีนรูอ้อกเป็น 4 ประเภท ตามทฤษฎกีาร
เรยีนรู้เชิงประสบการณ์ ประกอบด้วย แบบอเนกนัย (Divergent) แบบเอกนัย 
(Convergent) แบบดดูซมึ (Assimilative) และแบบปรบัปรงุ (Accommodator) 

5. ประชากรและกลุ่มตวัอย่าง 

5.1 ประชากร เป็นนักเรยีนชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 จ านวน 514 คน ภาคเรยีนที่ 
2 ปีการศกึษา 2557 ของโรงเรยีนราชนิีบรูณะ จงัหวดันครปฐม 

5.2 กลุ่มตวัอย่าง เป็นนักเรยีนชัน้มธัยมศึกษาปีที่ 6 ห้อง 2 และห้อง 4 รวม
ทัง้สิ้น 71 คน ท าการสุ่มมาเป็นหน่วยวเิคราะห์จากประชากรด้วยวธิกีารสุ่มแบบ
กลุ่ม (Cluster Random Sampling) โดยการสุ่ม ท าใหไ้ดน้กัเรยีนชัน้มธัยมศกึษาปี
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ที่ 6 ห้อง 2 เป็นกลุ่มทดลอง และนักเรยีนชัน้มธัยมศึกษาปีที่ 6 ห้อง 4 เป็นกลุ่ม
ควบคุม ซึ่งนักเรยีนทัง้สองกลุ่มมคีะแนนจากการทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการ
เรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิก่อนเรยีน ไมต่่างกนั 

6. เครื่องมือและการสร้างเคร่ืองมือในการวิจยั 

6.1 แผนการจดัการเรยีนรู้ เป็นแผนการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE 

จ านวน 2 แผนการจดัการเรยีนรู้ และแผนการจดัการเรยีนรู้แบบปกติ จ านวน 2 

แผนการจดัการเรยีนรู ้ตรวจสอบคุณภาพดา้นความเทีย่งตรงเชงิเนื้อหา (Content 

Validity) โดยหาค่าดชันีความสอดคลอ้งระหว่างขอ้ค าถามกบัจุดประสงค ์ (Index 

of Item Objective Congruence: IOC) ผลการตรวจสอบพบว่าแผนการจดัการ
เรยีนรูท้ีส่รา้งขึน้มคี่า IOC เท่ากบั 1.00 ทุกแผนการจดัการเรยีนรู ้

6.2 แบบส ารวจแบบการเรยีนรูต้ามแนวคดิของเดวดิ คอลบ์ มลีกัษณะเป็นแบบ
ประเมนิแบบมาตรประมาณค่า 5 ระดบั มจี านวน 28 ขอ้ค าถาม พฒันาขึน้จากแบบ
ประเมนิแบบการเรยีนรูต้ามทีก่รมวชิาการ [8] ไดพ้ฒันาไว ้ตรวจสอบคุณภาพดา้น
ความเที่ยงตรงเชงิเนื้อหา โดยใช้วธิกีารหาค่า IOC ผลการตรวจสอบพบว่าแบบ
ส ารวจแบบการเรยีนรู้ที่พฒันาขึ้นมคี่า IOC เท่ากบั 1.00 ทุกข้อ จากนัน้ท าการ
ตรวจสอบคุณภาพของแบบส ารวจแบบการเรียนรู้ ในด้านความเชื่ อมัน่ 
(Reliability) ใชว้ธิกีารตรวจสอบความสอดคลอ้งภายในตามสูตรของครอนบคั ซึง่
พบว่าแบบส ารวจแบบการเรยีนรูท้ีส่รา้งขึน้มคี่าความเชื่อมัน่เท่ากบั 0.923 

6.3 แบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติผิูว้จิยั
ได้สร้างเป็นข้อสอบปรนัยแบบเลือกตอบ ประเภท 4 ตัวเลือก จ านวน 25 ข้อ 
ข้อสอบแต่ละข้อมกีารให้คะแนนแบบตอบถูกได้ 1 คะแนน ตอบผดิได้ 0 คะแนน 
จากนัน้น าแบบทดสอบไปตรวจสอบคุณภาพด้านความเที่ยงตรงเชงิเนื้อหา โดยใช้
วธิกีารหา IOC ซึ่งพบว่าแบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์
มคี่า IOC เท่ากบั 1.00 ทุกขอ้ จากนัน้ท าการตรวจสอบคุณภาพของแบบทดสอบ
ดา้นความยากง่าย (Difficulty) และอ านาจจ าแนก (Discrimination) โดยใชสู้ตร
ของ D.R Whitney and D.L Sabers [9] และท าการคัดเลือกข้อสอบที่มีความ
เหมาะสม เพื่อน ามาใชเ้ป็นแบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีน จ านวน 20 ขอ้ 
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ผลการวเิคราะห์คุณภาพขอ้สอบ พบว่าแบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนที่
สร้างขึ้นมคี่าดชันีความยากง่ายและดชันีค่าอ านาจจ าแนกอยู่ระหว่าง 0.214 ถึง 
0.762 และ 0.250 ถงึ 0.833 ตามล าดบั และจากการค านวณเพื่อหาค่าความเชื่อมัน่
โดยใชว้ธิกีารหาสมัประสทิธิค์วามเชื่อมัน่ตามสตูร KR20 ของ Kulder Richardson 

[10,11] พบว่าแบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิ
มคี่าความเชื่อมัน่เท่ากบั 0.738 

7. การเกบ็รวบรวมข้อมลู 

7.1 ท าการทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิก่อน
เรยีน กับนักเรยีนกลุ่มทดลองและกลุ่มควบคุม เป็นเวลา 50 นาที เก็บรวบรวม
ขอ้มลูทีเ่ป็นคะแนนสอบก่อนเรยีนไปวเิคราะหเ์พื่อทดสอบความแตกต่าง และน าไป
ก าหนดสถติทิีจ่ะน ามาใชใ้นการทดสอบสมมตฐิาน 

7.2 ด าเนินการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE ให้กบันักเรยีนกลุ่มทดลอง 
และด าเนินการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรูปแบบปกต ิใหก้บันักเรยีนกลุ่มควบคุม ในสาระ
การเรยีนรู ้เรือ่ง สถติ ิเป็นระยะเวลา 9 ชัว่โมง 

7.3 ท าการทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิหลงั
เรียน กับนักเรียนกลุ่มทดลองและกลุ่มควบคุม เป็นเวลา 50 นาที จากนัน้ให้
นักเรยีนท าแบบประเมนิแบบการเรยีนรู ้ เกบ็รวบรวมขอ้มูลคะแนนสอบและขอ้มูล
จากแบบประเมนิไปใชใ้นการวเิคราะหแ์ละทดสอบสมมตฐิานต่อไป 

8. สถิติท่ีใช้ในการวิเคราะห์ข้อมลู 

ค่ าร้อยละ (Percentage) ค่ า เฉลี่ย เลขคณิต  (Arithmetic Mean) ค่ า
เบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation) การวเิคราะห์ความแปรปรวนสองทาง 
(Two - way Analysis of Variance) การทดสอบทแีบบสองกลุ่มอิสระต่อกนั (t-
test for Independent) และการทดสอบทอียา่งงา่ย (One Sample t-test) [12-13] 

 

9. ผลการวิเคราะหข้์อมลู 
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9.1 ผลการวเิคราะห์อิทธพิลหลกัของรูปแบบการจดัการเรยีนรู้และแบบการ
เรยีนรู้ต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถิติ ของนักเรยีนชัน้
มธัยมศกึษาปีที ่6 

ส าหรบัผลการวิเคราะห์ในส่วนนี้ ผู้วิจยัขอน าเสนอค่าสถิติพื้นฐานของ
คะแนนการทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถิติ หลงั
เรยีน จ าแนกตามแบบการเรยีนรู ้ดงัตารางที ่1 และผลการทดสอบความแปรปรวน
สองทาง ดงัตารางที ่2 

ตารางที ่1 ค่าสถติพิืน้ฐานของผลการทดสอบหลงัเรยีน 

Learning Style 
Experimental Group Control Group 

N % Mean S.D. N % Mean S.D. 

Divergent 18 48.65 17.39 0.78 15 44.12 13.27 0.80 

Convergent 6 16.22 17.50 0.55 5 14.71 13.60 1.14 

Accommodative 8 21.62 17.25 1.17 8 23.53 12.50 0.76 

Assimulative 5 13.51 17.20 0.84 6 17.65 13.17 0.75 

Total 37 100.00 17.35 0.82 34 100.00 13.12 0.88 

จากขอ้มูลในตารางที่ 1 พบว่านักเรยีนกลุ่มทดลองมแีบบการเรยีนรู้แบบ
อเนกนัย เอกนัย แบบปรบัปรุง และแบบดูดซึม คิดเป็นร้อยละ 48.65, 16.22, 

21.62 และ 13.51 และมีคะแนนเฉลี่ยจากการทดสอบหลังเรียนเท่ากับ 17.39, 

17.50, 17.25 และ 17.20 คะแนน ตามล าดบั และพบว่านกัเรยีนกลุ่มควบคุมมแีบบ
การเรยีนรู้แบบอเนกนัย เอกนัย แบบปรบัปรุง และแบบดูดซึม คิดเป็นร้อยละ 
44.12, 14.71, 23.53 และ 17.65 และมีคะแนนเฉลี่ยจากการทดสอบหลังเรียน
เท่ากบั 13.27, 13.60, 12.50 และ 13.17 คะแนน ตามล าดบั 

ตารางที ่2 ผลการวเิคราะหค์วามแปรปรวนสองทาง 
Source of Variance SS df MS F Sig. 

Instructional Style 255.46 1 255.46 357.29 0.00 

Learning Style 3.47 3 1.16 1.62 0.19 

Instructional Style * 

Learning Style 
1.58 3 0.53 0.74 0.54 

Error 45.04 63 0.72 - - 

Total 367.55 70 - - - 
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จากข้อมูลในตารางที่ 2 พบว่าผลการทดสอบความแปรปรวนส าหรบั
รูปแบบการจดัการเรยีนรู ้ระหว่างการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE กบัการ
จดัการเรยีนรูด้้วยรูปแบบปกต ิมคี่าสถติทิดสอบเอฟเท่ากบั 357.29 ค่านัยส าคญั
เท่ากบั 0.00 นัน่คอื รปูแบบการจดัการเรยีนรูม้อีทิธพิลหลกัต่อผลสมัฤทธิท์างการ
เรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิอยา่งมนียัส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 ส าหรบัแบบ
การเรยีนรูท้ ัง้ 4 ตามแนวคดิของเดวดิ คอลบ์ มคี่าสถติทิดสอบเอฟเท่ากบั 1.62 ค่า
นัยส าคญัเท่ากบั 0.19 และปฏสิมัพนัธ์ระหว่างรูปแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบ
การเรยีนรู ้มคี่าสถติทิดสอบเอฟเท่ากับ 0.74 ค่านัยส าคญัเท่ากบั 0.54 ท าให้สรุป
ไดว้่า แบบการเรยีนรูไ้ม่มอีทิธพิลหลกัต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์
เรือ่ง สถติ ิและไมม่ปีฏสิมัพนัธร์ะหว่างรปูแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบการเรยีนรู้
ต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิเช่นเดยีวกนั 

9.2 ผลการเปรยีบเทยีบผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถติิ 
หลังเรียน ระหว่างนักเรียนที่ได้รบัการจดัการเรียนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE กับ
นกัเรยีนทีไ่ดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิ

ส าหรบัการวเิคราะห์ข้อมูลเพื่อเปรยีบเทยีบผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิา
คณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิหลงัเรยีน ระหว่างนักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรู้ด้วย
รปูแบบ SSCSE กบันักเรยีนทีไ่ดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิโดยใชก้ารทดสอบ
ทแีบบสองกลุ่มอสิระต่อกนั ไดผ้ลการวเิคราะหด์งัตารางที ่3  

ตารางที ่3 ผลการทดสอบทแีบบสองกลุ่มอสิระต่อกนั 

Posttest Score N Mean S.D. df t Sig. 

Experimental Group 37 17.35 0.82 
67.46 20.88 0.00 

Control Group 34 13.12 0.88 

จากขอ้มูลในตารางที่ 3 พบว่า การทดสอบเปรยีบเทยีบคะแนนสอบหลงั
เรยีนมคี่าสถติทิดสอบทเีท่ากบั 20.88 ค่านัยส าคญัเท่ากบั 0.00 สรุปไดว้่านักเรยีน
ที่ได้รบัการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE มคีะแนนเฉลี่ยในการทดสอบวดั
ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิหลงัเรยีน สูงกว่านักเรยีนที่
ไดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิอยา่งมนียัส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 



 

วารสารคณิตศาสตร์ MJ-MATh  62(692) May–Aug, 2017     
 

61 

9.3 ผลการเปรยีบเทยีบผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถติิ 
หลงัเรยีน ของนกัเรยีนทีไ่ดร้บัการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE กบัเกณฑร์อ้ย
ละ 70 

ส าหรบัการวเิคราะห์ข้อมูลเพื่อเปรยีบเทยีบผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิา
คณิตศาสตร์ เรื่อง สถิติ หลังเรียน ของนักเรียนที่ได้รบัการจดัการเรียนรู้ ด้วย
รปูแบบ SSCSE กบัเกณฑร์อ้ยละ 70 โดยใชก้ารทดสอบทอีย่างง่าย ปรากฏผลการ
วเิคราะหด์งัตารางที ่4 

ตารางที ่4 ผลการทดสอบทอีย่างง่าย 

Experimental 

Group 
N Mean S.D.   df t Sig. 

Posttest Score 37 17.35 0.82 14 36 24.74 0.00 

จากขอ้มูลในตารางที่ 4 พบว่า การทดสอบเปรยีบเทยีบคะแนนสอบหลงั
เรยีนกับเกณฑ์ร้อยละ 70 มคี่าสถิติทดสอบทเีท่ากบั 24.74 ค่านัยส าคญัเท่ากบั 
0.00 สรุปได้ว่า นักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE มคีะแนน
เฉลี่ยในการทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิหลงั
เรยีน สงูกว่าเกณฑร์อ้ยละ 70 อยา่งมนียัส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 

 

10. สรปุผลการวิจยั 

10.1 รูปแบบการจดัการเรยีนรูม้อีทิธพิลหลกัต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิา
คณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิอยา่งมนียัส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 แต่แบบการเรยีนรูไ้ม่
มอีทิธพิลหลกัต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิและไม่พบ
ปฏสิมัพนัธ์ระหว่างรูปแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบการเรยีนรูท้ี่มต่ีอผลสมัฤทธิ ์
ทางการเรยีนวชิาคณติศาสตร ์

10.2 ผลสัมฤทธิท์างการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถิติ หลังเรียน ของ
นักเรยีนทีไ่ด้รบัการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรูปแบบ SSCSE สูงกว่านักเรยีนทีไ่ด้รบัการ
จดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิอยา่งมนียัส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 
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10.3 ผลสัมฤทธิท์างการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถิติ หลังเรียน ของ
นักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE สูงกว่าเกณฑ์ร้อยละ 70 

อยา่งมนียัส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 

11. อภิปรายผลการวิจยั 

11.1 ผลการวจิยัพบว่า รปูแบบการจดัการเรยีนรูม้อีทิธพิลหลกัต่อผลสมัฤทธิ ์
ทางการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิอย่างมนีัยส าคญัทางสถติทิีร่ะดบั .05 แต่
แบบการเรยีนรูไ้ม่มอีทิธพิลหลกัต่อผลสัมฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง 
สถติ ิและไมพ่บปฏสิมัพนัธร์ะหว่างรปูแบบการจดัการเรยีนรูแ้ละแบบการเรยีนรูท้ี่มี
ต่อผลสมัฤทธิท์างการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ ทัง้น้ีอาจเน่ืองมาจากรูปแบบการ
จดัการเรยีนรู ้SSCSE เป็นรปูแบบการจดัการเรยีนรูท้ีส่่งเสรมิใหน้กัเรยีนมทีกัษะใน
การแก้โจทยปั์ญหาทางคณิตศาสตร ์ทัง้ในดา้นของการแยกแยะปัญหา (ขัน้ตอนที่ 
1 Search: S) และการสร้างค าตอบที่ได้จากการแก้โจทย์ปัญหา (ขัน้ตอนที่ 3 

Create: C) ซึ่งเป็นข้อแตกต่างกนัระหว่างการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE 

กบัรปูแบบปกต ิทีเ่ป็นการน าเสนอเนื้อหาและโจทยปั์ญหาทางคณิตศาสตรเ์ท่านัน้ 
และอาจเนื่องมาจากกระบวนการของรปูแบบการจดัการเรยีนรู ้SSCSE ส่งเสรมิให้
นักเรยีนได้ใช้ความคดิระดบัสูง (Higher Order Thinking) เมื่อนักเรยีนไดร้บัการ
จดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE ไประยะหน่ึง จงึเกดิการปรบัเปลีย่นกระบวนการ
คิดของตนเอง ประกอบกับการฝึกฝนตามขัน้ตอนของรูปแบบ ท าให้เมื่อ
เปรียบเทียบกับการจัดการเรียนรู้แบบปกติ จึงเกิดความแตกต่างกันทัง้ใน
กระบวนการและผลทีเ่กดิขึน้จากการจดัการเรยีนรู ้ความแตกต่างนี้ส่งผลใหรู้ปแบบ
การจดัการเรยีนรูม้อีทิธพิลหลกัต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง 
สถติ ิของนักเรยีนชัน้มธัยมศึกษาปีที่ 6 ซึ่งเป็นไปตามสมมตฐิานการวจิยัที่ตัง้ไว้ 
แต่กลบัพบว่าแบบการเรียนรู้ของนักเรียนไม่มอีิทธิพลหลกัและปฏิสัมพันธ์กับ
รูปแบบการจดัการเรยีนรูต่้อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติิ 
ทัง้นี้อาจเนื่องมาจากทฤษฎกีารเรยีนรูเ้ชงิประสบการณ์เป็นทฤษฎกีารจดัการเรยีนรู้
ที่ต้องอาศยัประสบการณ์เดมิของนักเรยีน และมุ่งเน้นให้นักเรยีนสรา้งองค์ความรู้
จากประสบการณ์เดมิ ซึง่หากพจิารณาไปทีป่ระสบการณ์เดมิของนักเรยีน จะพบว่า
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นักเรียนมีประสบการณ์การเรียนรู้วิชาคณิตศาสตร์ เ รื่อง สถิติ ในระดับชัน้
มธัยมศกึษาปีที ่3 ซึง่ผ่านมาเป็นระยะเวลา 3 ปี ตามฐานคดิของความคงทนในการ
เรยีนรูแ้ละทฤษฎกีารประมวลผลขอ้มูล [14] นักเรยีนอาจเกดิการลมืเนื้อหาสาระ
ดงักล่าวไป เมื่อไดร้บัการจดัการเรยีนรูเ้รื่อง สถติ ิอกีครัง้ จงึเสมอืนเป็นการศกึษา
เนื้อหาใหม่ ด้วยเหตุนี้กระบวนการของการเรยีนรู้เชิงประสบการณ์จงึอาจยงัไม่
เกิดขึ้น ส่งผลให้แบบการเรยีนรู้ไม่มอีิทธพิลหลกัและปฏสิมัพนัธ์กบัรูปแบบการ
จดัการเรยีนรูต่้อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิส าหรบัการ
วจิยัครัง้นี้ 

11.2 ผลการวจิยัพบว่า ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิ
หลังเรียน ของนักเรียนที่ได้ร ับการจดัการเรียนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE สูงกว่า
นักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรู้แบบปกติ และสูงกว่าเกณฑ์ร้อยละ 70 อย่างมี
นัยส าคญัทางสถติทิี่ระดบั .05 ทัง้นี้อาจเนื่องมาจากการจดัการเรยีนรูด้้วยรูปแบบ 
SSCSE เป็นการผสมผสานขัน้ตอนของรูปแบบการจัดการเรียนรู้ SSCS ที่มี
ประสทิธภิาพกบัแนวคดิในการประเมนิผลการแกปั้ญหาดว้ยตวัเอง ซึง่ช่วยส่งเสรมิ
กระบวนการในการแก้โจทย์ปัญหาทางคณิตศาสตร์ให้กับนักเรียน ดงันัน้ เมื่อ
นักเรยีนได้รบัการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE จงึมผีลสมัฤทธิท์างการเรยีน
วชิาคณติศาสตร ์เรือ่ง สถติ ิสงูกว่านกัเรยีนทีไ่ดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิและ
สูงกว่าเกณฑร์อ้ยละ 70 ทัง้นี้เป็นไปตามสมมตฐิานการวจิยัทีต่ ัง้ไว ้และสอดคล้อง
เทยีบเคยีงกบัผลการวจิยัโดยใช้รูปแบบการจดัการเรยีนรู ้SSCS ของ สุภาพร ป่ิน
ทอง [3] งานวจิยัของ ญานิศา ศรโีชต ิ[4] และงานวจิยัของ มณรีตัน์ พนัธุตา [5] 

12. ข้อเสนอแนะ 

12.1 ขอ้เสนอแนะส าหรบัการน าผลการวจิยัไปใช ้

12.1.1 ผลการวิจยันี้พบว่ารูปแบบการจดัการเรียนรู้มีอิทธิพลหลักต่อ
ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิส าหรบันักเรยีน
ชัน้มธัยม ศกึษาปีที ่6 แสดงใหเ้หน็ว่าการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรูปแบบที่
ต่างกนัท าให้ผลสมัฤทธิท์างการเรยีนของนักเรยีนมคีวามต่างกนัด้วย 
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ครจูงึควรเลอืกใช้รูปแบบการจดัการเรยีนรูใ้หเ้หมาะสมกบัเนื้อหาวชิา
และศกัยภาพในการเรยีนรูข้องนกัเรยีน 

12.1.2 ผลการวจิยัน้ีพบว่าการจดัการเรยีนรูด้ว้ยรปูแบบ SSCSE ส่งผลให้
นักเรยีนมผีลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง สถติ ิสูงกว่า
นักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิและสูงกว่าเกณฑ์ร้อยละ 
70 ดงันัน้ ส าหรบัครผููส้อนทีพ่บกบัปัญหาการจดัการเรยีนรูใ้นบรบิทที่
ใกลเ้คยีงกนั อาจน ารปูแบบ SSCSE ไปใชใ้นการแก้ปัญหาการเรยีนรู้
ไดอ้กีแนวทางหนึ่ง 

 

12.2 ขอ้เสนอแนะส าหรบัการวจิยัครัง้ต่อไป 

12.2.1 การวิจยัครัง้นี้ใช้กรอบแนวคิดขององค์ประกอบในการจดั การ
เรยีนรูท้ีป่ระกอบดว้ย รปูแบบการจดัการเรยีนรู ้เนื้อหาการเรยีนรู ้และ
แบบการเรียนรู้ของนักเรียน ซึ่งเป็นแนวคิดในเบื้องต้น น ามาสู่
การศึกษาอิทธิพลหลักของรูปแบบการจดัการเรียนรู้และแบบการ
เรยีนรู้ในครัง้นี้ ดงันัน้ จงึควรมกีารศึกษาถึงอิทธพิลจากปัจจยัอื่น ๆ 
ต่อผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตรข์องนักเรยีนเพิม่เตมิและ
รดักุมยิง่ขึน้ 

12.2.2 ผลการวจิยัครัง้นี้พบว่ารูปแบบการจดัการเรยีนรู้ SSCSE มอีิทธิ
หลักต่อผลสัมฤทธิท์างการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง สถิติ ซึ่ง
นักเรยีนที่ได้รบัการจดัการเรยีนรู้ด้วยรูปแบบ SSCSE มผีลสมัฤทธิ ์
ทางการเรยีนสูงกว่านักเรยีนทีไ่ดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบปกต ิดงันัน้ 
จงึควรมกีารศกึษาถึงอทิธพิลหลกัของการจดัการเรยีนรู ้SSCSE กบั
รปูแบบการจดัการเรยีนรูอ้ื่นต่อเป้าหมายการเรยีนรูท้ีต่่างออกไป เช่น 
ทักษะกระบวนการทางคณิตศาสตร์ เจตคติต่อวิชาคณิตศาสตร์ 
ความสุขในการเรยีนรูข้องนกัเรยีน เป็นตน้ 
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Aesthetic in Mathematics along with STEM 

Education: Sierpinski Triangle 
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บทคดัย่อ 
บทความนี้แสดงตัวอย่างการจัดกิจกรรมการเรียนรู้คณิตศาสตร์รู้ที่เน้น

กระบวนการคิดวิเคราะห์และแก้ปัญหา  เรื่อง ล าดับและอนุกรม ส าหรบันักเรียนชัน้
มธัยมศกึษาปีที ่5 ซึ่งผูเ้ขยีนได้มโีอกาสทดลองใชก้บัผูเ้รยีนและพบว่าท าใหผู้เ้รยีนเกดิ
ทกัษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์  มีความเขา้ใจสาระหลกัเกี่ยวกบัล าดบัทาง
คณิตศาสตร ์ใชท้กัษะการแกปั้ญหาอย่างเป็นระบบ ภายใตแ้นวคดิสะเตม็ศกึษา (STEM 

Education) และที่ส าคัญคือท าให้ผู้ เรียนมองเห็นคว ามงดงามที่อยู่ ในซ่อนวิชา
คณิตศาสตร ์นัน่คอื การจดักจิกรรมการเรยีนรูค้ณิตศาสตรเ์รือ่ง “แฟรก็ทลัสมัพนัธส์ะเตม็
ศกึษา” 
ค าส าคญั:  สะเตม็ศกึษา  แฟรก็ทลั 

ABSTRACT 

This article shows the example of learning activity on Mathematics 

connecting a process of Mathematical problem solving on Sequence & series of 

eleven grade students. The article found that the students have met the 

Mathematical skill and process as well as understand the concepts on sequence and 

use problem solving skill in appropriate way under the concept of STEM 
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Education. The students also feel the aesthetic in Mathematics through the learning 

activity of “Fractal and STEM Education” 

Keywords:  STEM Education, Fractal 

1. บทน า 

วชิาคณิตศาสตร ์(Mathematics) ถอืเป็นรากฐานส าคญัส าหรบัการเรยีนรู้
วิชาอื่นๆ ในกลุ่มสะเต็มศึกษา ไม่ว่าจะเป็นวิทยาศาสตร์ (Science) เทคโนโลย ี
(Technology) หรอืกระบวนการทางวศิวกรรม (Engineering) ซึง่ลว้นสามารถน า
ความรูท้างคณิตศาสตรม์าประยุกต์ใชไ้ดท้ัง้สิน้ ถงึแมว้่าล าดบัของวชิาคณิตศาสตร ์
(Mathematics) ในชื่อกลุ่มวชิาสะเตม็ศกึษา (STEM Education) จะอยูใ่นต าแหน่ง
สุดทา้ยกต็าม [1] โดยทีก่ารจดัการเรยีนรูว้ชิาคณติศาสตรส์ามารถน าแนวคดิสะเตม็
ศึกษา โดยเฉพาะการส่งเสรมิทกัษะการแก้ปัญหาต่างๆ อย่างเป็นระบบมาปรบั
ใช้ได้ โดยไม่จ าเป็นต้องบูรณาการเข้ากบักลุ่มวิชาอื่นๆ เสมอไป ยกตวัอย่างใน
บทความนี้ผู้เขยีนได้น าเสนอการจดักิจกรรมการเรยีนรู้วชิาคณิตศาสตร์ที่ผู้สอน
สามารถใช้ความงามของเรขาคณิต (Geometry) ในรูปแบบของงานศิลปะ     
บูรณาการเขา้กบัสาระพชีคณิต (Algebra) ช่วยในการออกแบบกจิกรรมการเรยีนรู้
สะเตม็ศกึษา เรื่อง ล าดบัและอนุกรม เป็นการใชห้ลกัการทางคณิตศาสตรต่์างๆ ที่
นกัเรยีนเคยเรยีนมาเป็นเครือ่งมอืเพื่อช่วยในการแกปั้ญหา 

2. แฟรก็ทลั (Fractal) 

แฟร็กทัล  (Fractal) ในปัจจุบันเ ป็นค าที่ ใช้ในเชิงวิทยาศาสตร์และ
คณิตศาสตร์ หมายถึง  วัตถุทางเรขาคณิต ที่มีคุณสมบัติคล้ายตนเอง คือ ดู
เหมอืนกนัไปหมด (เมื่อพจิารณาจากแง่ใดแง่หนึ่ง) ไม่ว่าจะดูทีร่ะดบัความละเอยีด 
(โดยการส่องขยาย) หรอืสเกลใดก็ตาม แฟรก็ทลั (Fractal) ได้ถูกค้นพบมานาน
ก่อนทีค่ าว่า “แฟรก็ทลั” จะถูกบญัญตัขิึน้มาใชเ้รยีกสิง่เหล่านี้ ในปี ค.ศ.1872 คารล์ 
ไวเออร์ชตรัสส์ (Karl Weierstrass) ได้ยกตัวอย่างของฟังก์ชันที่มีคุณสมบัติ 
“everywhere continuous but nowhere differentiable” คอื มคีวามต่อเนื่องทีทุ่ก
จุด แต่ไม่สามารถหาค่าอนุพนัธไ์ด ้ต่อมาในปี ค.ศ.1904 เฮลเก ฟอน คอ็ค (Helge 

Von Koch) ได้ยกตัวอย่างทางเรขาคณิต ซึ่งได้รบัการเรยีกขานในปัจจุบนันี้ว่า 
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“เกลด็หมิะคอ็ค” (Koch Snowflake) ต่อมา เกออรก์ คนัทอร ์(Georg Cantor) ได้
ยกตวัอยา่งของ เซตยอ่ยของจ านวนจรงิ ซึง่มคีุณสมบตัแิฟรก็ทลันี้ เป็นทีรู่จ้กักนัใน
ชื่อ เซตคนัทอร์ หรอื ฝุ่ นคนัทอร์  นอกจากนี้ยงัม ีนักคณิตศาสตร์อีกหลายคน 
ในช่วงปลายครสิต์ศตวรรษที่ 19 ถึงต้นครสิต์ศตวรรษที่ 20 เช่น อองร ีปวงกาเร 
(Henri Poincare), เฟลกิซ์ คลนิ (Felix Klein), ปิแอร ์ฟาตู (Pierre Fatou) และ 
กาสตง จูเลีย (Gaston Julia) ได้ศึกษาฟังก์ชันวนซ ้า (Iterated Function) ซึ่งมี
คุณสมบตัิความคล้ายตนเอง (Self–similarity) ซึ่งความคล้ายตนเองเกิดขึ้นเมื่อ
โครงสร้างมีรูปแบบซ ้าๆ ของภาพที่เล็กลงๆ ที่ยงัอยู่ในตัวมนัในมาตราส่วนที่
แตกต่างกนั 

3. รปูสามเหล่ียมเชียรพิ์นสกิ (Sierpinski Triangle) 

รูปสามเหลี่ยมเซยีรพ์นิสก ิ(Sierpinski Triangle) เป็นแฟรก็ทลั ประเภท
หนึ่งของรปูเรขาคณิต ไดร้บัการตัง้ชื่อครัง้แรกในปี ค.ศ.1970  โดยนักคณิตศาสตร์
ชื่อ บนีอยท ์แมนเดลบรอ็ท (Benoit Mandelbrot) สรา้งขึน้โดยกระบวนการท าซ ้า 
โดยจะเริม่จากรูปสามเหลีย่มด้านเท่าหนึ่งรูป  และครัง้ต่อไปจะใช้รูปที่เกดิขึน้เป็น
รูปใหม่ที่จะสร้างต่อไป  โครงสร้างที่ซบัซ้อนดงักล่าวมคีวามน่าสนใจ ด้วยความ
งดงามทีม่อีานุภาพ  สมบตัทิางคณิตศาสตรแ์ละความสมัพนัธเ์ชงิตวัเลขที่ซ่อนอยู่
ในโครงสรา้งนี้ ปรากฏใหเ้หน็มากมายอย่างน่าอศัจรรย ์ มกีระบวนการสรา้ง ดงันี้ 

1. เริม่จากรปูสามเหลีย่มดา้นเท่า 1 รปู 

2. ลดมาตราส่วนของความยาวดา้นลงครึง่หนึ่ง 

3. ท าส าเนา 3 รปู 

4. ตดิรปูทีส่ าเนาไว ้ซึง่มขีนาดเลก็ลง 3 รปูไวท้ีม่มุของรปูสามเหลีย่มเดมิ 

5. จดัรปูส านา 3 รปู (ดงัขอ้ 4) ไวด้ว้ยกนัใหเ้ป็นรปูเดยีว 

6. จากขอ้ 5 ด าเนินการซ ้าตัง้แต่กระบวนการในขอ้ 2 ลงมา 

โดยมแีผนผงัทีแ่สดงการสรา้งดงันี้ 
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รปูที ่1 กระบวนการสรา้งรปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิ(Sierpinski Triangle) 

 

เมือ่ด าเนินการตามกระบวนการดงักล่าว โดยใชโ้ปรแกรม The Geometer’ 

s Sketchpad (GSP) แล้วจะได้รูปสามเหลี่ยมเซยีร์พนิสกิ (Sierpinski Triangle) 

มลีกัษณะ ดงัต่อไปนี้ 
 

 

 

 

 

         (a) ขัน้ที ่0         (b) ขัน้ที ่1    (c) ขัน้ที ่2 

 

 

 

 

 

         (d) ขัน้ที ่3         (e) ขัน้ที ่4    (f) ขัน้ที ่5 

รปูที ่2 (a)-(f) รปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิ(Sierpinski Triangle) ขัน้ที ่0 ถงึ ขัน้ที ่5 ตามล าดบั 
 

เริม่จากรปูสามเหลีย่ม

ดา้นเท่า 1 รปู 

ลดมาตราสว่นของความ

ยาวดา้นลงครึง่หนึ่ง 
ท าส าเนา 3 รปู 

ตดิรปูทีส่ าเนาไว ้ซึง่มขีนาดเลก็ลง 3 รปู

ไวท้ีม่มุของ Model รปูสามเหลีย่มเดมิ 

จดัรปูส านา 3 รปูไว้

ดว้ยกนัใหเ้ป็นรปูเดยีว 
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โดยการท ากระบวนการข้างต้นซ ้าแล้วซ ้าอีก โดยแต่ละครัง้จะใช้รูปที่
เกดิขึน้เป็นรปูใหมท่ีจ่ะสรา้งต่อไป โครงสรา้งทีซ่บัซอ้นน่าตื่นตาตื่นใจดว้ยความงาม
ที่มอีานุภาพและสมบตัิทางคณิตศาสตร์จะเริม่ปรากฏออกมา  จากกระบวนการ
สรา้งรปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิ(Sierpinski Triangle) ขา้งต้น จะเหน็ว่าผูเ้รยีนได้
ใช้กระบวนการทางวิศวกรรมสร้างแบบรูปที่มีคุณสมบัติคล้ายตนเอง (Self–

similarity) เพื่อศกึษาสมบตัทิางคณติศาสตรแ์ละความสมัพนัธเ์ชงิตวัเลขทีซ่่อนอยู่
ในโครงสรา้งนี้ 

4. ความสมัพนัธเ์ชิงตวัเลขท่ีซ่อนอยู่ในรปูสามเหล่ียมเชียรพิ์นสกิ 

ความสมัพนัธเ์ชงิตวัเลขทีน่่าสนใจหลายเรื่องสามารถส ารวจและคน้หา ท า
ใหอ้ยู่ในรปูทัว่ไป (General Form) ไดโ้ดยใหน้ักเรยีนใชร้ปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิ
ทีส่รา้งขึน้โดยใชโ้ปรแกรม The Geometer’s Sketchpad (GSP) บางเรื่องไดใ้หไ้ว้
ในตารางต่อไปนี้ 

ตารางที ่1 ความสมัพนัธเ์ชงิตวัเลขในรปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิ

รปูสามเหล่ียมเซียรพิ์นสกิ 

ขัน้ท่ี 
0 1 2 3 4 5 n 

จ านวนรปูสามเหลีย่มสทีบึ 1 3 9 27 81 243 3n 

จ านวนรปูสามเหลีย่มสขีาว 0 1 4 13 40 121 
3 1

2

n

 

จ า น วนจุ ด ยอดมุ ม ขอ ง รู ป

สามเหลีย่มสทีบึ 
3 6 15 42 123 366 

an-1 + 3n 

(a0 = 3) 

จ า น วนจุ ด ยอดมุ ม ขอ ง รู ป

สามเหลีย่มสขีาว 
0 3 12 39 120 363 

3 3 1

2

n

 

อัตราส่วนระหว่างจ านวนรูป

สามเหลี่ยมสทีึบกบัจ านวนรูป

สามเหลีย่มทัง้หมด 

1 
3

4
  

9

16
 

27

64
 

81

256
 

243

1024
 

3

4

n

 

เ ส้ น ร อ บ รู ป ร อ บ ๆ  รู ป

สามเหลีย่มสทีบึ 
1 

3

2
  

9

4
 

27

8
 

81

16
 

243

32
 

3

2

n
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ตวัอย่าง การหาพจน์ทัว่ไปของล าดบัของจ านวนรปูสามเหลีย่มสทีบึ 

ล าดบัของจ านวนรปูสามเหลีย่มสทีบึในรปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิคอื 1, 3, 

9, 27, 81, 243, … 

เราจะหาพจน์ทัว่ไปของล าดบั 1, 3, 9, 27, 81, 243, … ไดด้งันี้ 
ก าหนดให ้n แทน จ านวนขัน้ของการสรา้งรปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิและ 

     an แทน พจนน์ที ่n ของล าดบัของจ านวนรปูสามเหลีย่มสทีบึ 

จากล าดบั 1, 3, 9, 27, 81, 243, … เราจะไดว้่า 

 
0

0

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

1 3

3 3

9 3

27 3

81 3

243 3

3n

n

a

a

a

a

a

a

a

 

 

 

 

 

 



 

ดงันัน้ ล าดบั 1, 3, 9, 27, 81, 243, … นี้ จะมพีจน์ทัว่ไป คอื an = 3n เรา
จงึได้ว่า จ านวนรูปสามเหลี่ยมสทีบึในรูปสามเหลี่ยมเซยีรพ์นิสก ิคอื an = 3n เมื่อ   
n แทน จ านวนขัน้ของการสรา้งรปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิ          

ในสภาพที่ก าหนดใดๆ ขัน้ตอนถดัไปจะมรีูปสามเหลี่ยมเป็นสามเท่าของ
ชิ้นส่วนรูปสามเหลีย่มเสมอ ดงันัน้รูปจะเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา แต่สภาพที่จ ากดั 
ภาพทีย่อ่ส่วนยงัจะอยูเ่หมอืนภาพทัง้ภาพแน่นอน ภาพในอุดมคตเิช่นน้ีคอืสิง่ทีเ่ป็น
รูปธรรม ภาพที่ดทีี่สุดที่สามารถแสดงได้คอื ขัน้ตอนจ ากดับางขัน้ ซึ่งผู้สอนอาจ
เชื่อมโยงให้ผู้เรียนเกิดมโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์ เรื่องล าดับจ ากัด (Finite 

Sequence) และล าดบัอนนัต ์(Infinite Sequence) 
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5. ค าถามท้าทายความคิดของนักเรียน (Intellectual  Challenge to 

Learners) 

1. เพราะเหตุใดล าดบัของการศกึษาความสมัพนัธ์เชงิตวัเลขที่ซ่อนอยู่ในรูป
สามเหลีย่มเซยีรพ์นิสก ิ(Sierpinski Triangle) จงึเริม่ตน้ที ่a0 

2. ร่วมกนัศกึษาความงามทางคณิตศาสตรร์ูปแบบอื่นๆ ที่มคีุณสมบตัคิล้าย
ตนเอง (Self-similarity) เช่น เสน้โคง้คอ็ค, เสน้โคง้มงักร, Peano Curve, แฟรก็ทลั
ในทางศลิปะ เป็นตน้ สามารถต่อยอดเป็นโครงงานคณติศาสตรห์รอืโครงงานสะเตม็
ศกึษาไดห้รอืไม ่อยา่งไร 

3. ในธรรมชาติเราสามารถพบ แฟรก็ทลั (Fractal) ได้จากสิง่ใดได้บ้าง จง
ยกตวัอยา่ง 

4. รูปสามเหลี่ยมเซียร์พินสกิ (Sierpinski Triangle) กับล าดับเรขาคณิต 
(Geometric Sequence) มคีวามสมัพนัธก์นัหรอืไม ่อยา่งไร 

5. ให้นักเรยีนน ารูปสามเหลี่ยมเซยีรพ์นิสกิที่สร้างขึน้ ไปต่อยอดหรอืพฒันา
เป็นผลงานหรอืนวตักรรมทีน่ักเรยีนสนใจ เช่น ลวดลายของเสือ้ยดื , ลายกระเบือ้ง, 

ลายเสื่อ ฯลฯ ทัง้นี้อาจท าในรปูแบบของโครงงานหรอืนวตักรรม/ สิง่ประดษิฐ์ ตาม
ความสามารถและความสนใจของนกัเรยีน 
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รปูที ่3 เชื่อมโยงกจิกรรม “แฟรก็ทลัสมัพนัธส์ะเตม็ศกึษา” กบักลุ่มวชิาใน STEM Education 

 

แมว้่าสะเต็มศกึษาจะไม่ได้มคี าจ ากดัความที่ชดัเจน แต่หากพจิารณาส่วน
ของแนวความคดิและหลกัการ ก็จะเหน็ว่าส่วนใหญ่จะอยู่บนพื้นฐานเดยีวกนั คอื 
ความตอ้งการทีจ่ะพฒันาผูเ้รยีนใหม้คีวามรูค้วามคดิในการแก้ไขปัญหาทีพ่บเหน็ใน
ชวีติจรงิ สรา้งเสรมิประสบการณ์ ทกัษะชวีติ (ทกัษะในศตวรรษที่ 21) มคีวามคดิ
สรา้งสรรค ์และเตรยีมความพรอ้มใหก้บันักเรยีนในการปฏบิตังิาน (อาชพี) ทีต่้อง
ใชอ้งคค์วามรูแ้ละทกัษะกระบวนการด้านต่างๆ ทีก่ าลงัจะเกดิขึน้อย่างมากมายใน
อนาคตได ้[3] 

บางครัง้เราอาจเจอการเพิ่มศาสตร์ทางศิลปะ (Arts) เข้าไปใน STEM 

Education จะช่วยท าให้นักเรยีนได้มโีอกาสได้ถ่ายทอดหรอืประยุกต์ใช้ความคดิ
รวบยอด (Concept) ดว้ยความคดิสรา้งสรรคแ์ละมจีนิตนาการมากยิง่ขึน้  นกัเรยีน

S

• การศกึษา ส ารวจและคน้หา แฟรก็ทลั (Fractal) ในธรรมชาติ
• ธรรมชาตขิองวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีกระบวนการทางวทิยาศาสตร์
และจติวทิยาศาสตรใ์นการแกปั้ญหา

T

• การใชโ้ปรแกรม The Geometer’s Sketchpad เพื่อสรา้งรปูสามเหลีย่ม
เซยีรพ์นิสก ิ

• การใชเ้ทคโนโลยเีพื่อสบืคน้ขอ้มลูเพิม่เตมิ

E
• กระบวนการสรา้งรปูสามเหลีย่มเซยีรพ์นิสกผิ่านกระบวนการท าซ ้า

M

• ส ารวจและคน้หาความสมัพนัธเ์ชงิตวัเลข ท าใหอ้ยู่ในรปูทัว่ไป (General 

Form)

• การศกึษาเรื่องล าดบัทางคณิตศาสตร ์และการหาพจน์ทัว่ไป
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สามารถสื่อสารความคดิของตนเองออกมาในรปูแบบของดนตรแีละการเคลื่อนไหว 
การสื่อสารด้วยภาษาท่าทาง หรอืการสื่อสารออกมาในรูปแบบของการวาดภาพ 
หรอืการสร้างโมเดลจ าลอง แม้ว่าจติรกรจะบอกเราว่าสญัลกัษณ์บางอย่างของ
คณติศาสตร ์เช่น การสมมาตร การเท่ากนั การไมเ่ท่ากนั สิง่เหล่านี้มกัจะเกี่ยวขอ้ง
กบัศิลปะ แต่ศิลปะจรงิๆ ไม่ต้องการ การบวก การลบ การหารหรอืการคูณ  แต่
อย่างใด แต่ถ้าเราสงัเกตให้ดเีราจะพบว่ารูปเรขาคณิตต่าง ๆ เช่น รูปสามเหลี่ยม 
รูปสี่เหลี่ยม รูปวงกลม  มกัปรากฏบนรูปภาพเสมอและบางครัง้จ าเป็นต้องใช้การ
ค านวณทางคณิตศาสตร์ เพื่อให้ภาพที่สร้างมคีวามสวยงาม สมมาตร สดัส่วน
ถูกต้อง ดงันัน้เราอาจกล่าวไดว้่าศลิปะและคณติศาสตรเ์กีย่วเนื่องกนั แมว้่าเวลาจะ
เปลีย่นไปนานแค่ไหนศลิปะมกัคู่กบัคณติศาสตรเ์สมอ 

6. บทสรปุ 

จากตัวอย่างการจัดกิจกรรมคณิตศาสตร์ เรื่อง ล าดับและอนุกรม ใน
บทความนี้ คงแสดงใหเ้หน็แลว้ว่าคณิตศาสตรม์คีวามสมัพนัธอ์ย่างใกลช้ดิต่อวชิา
วทิยาศาสตรเ์ทคโนโลย ีและการออกแบบทางวศิวกรรมในกลุ่มวชิาสะเต็มศึกษา
เพยีงใด ท าให้นักเรยีนเหน็ว่างานศลิปะทางคณิตศาสตร์ ถ้ามแีบบแผนที่แน่นอน 
แม่นย าและมีการวางแผนก าหนดโครงสร้างอย่างเรียบร้อยแล้ว เมื่อน าเข้าสู่
กระบวนการออกแบบทางวิศวกรรมหรือเข้าสู่ระบบเทคโนโลยีสมัยใหม่ เช่น 
คอมพิวเตอร์ ท าให้เกิดภาพที่สวยงาม และสามารถพัฒนางานศิลปะทาง
คณติศาสตรไ์ดม้ากขึน้ [2]   ส าหรบัแบบรปู (Pattern) ทีจ่ะเกดิขึน้นัน้ อาจจะขึน้อยู่
กบัพืน้ฐานทางคณิตศาสตร ์ฟิสกิส ์เคม ีชวีวทิยา แบบจ าลองทางเทคโนโลย ีหรอื
ทางวทิยาศาสตรอ์ื่นๆ  ดงัตวัอยา่ง 
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รู ปที่  3(a) ภาพ ใบ เ ฟิ ร์ นที่ ส ร้ า ง โ ดย
คอมพวิเตอรโ์ดยเทคนิคแฟรก็ทลั 

รู ป ที่  3(b) บ ร็ อ ก โ ค ลี ช นิ ด ห นึ่ ง 
(Romanesco Broccoli) มี ลัก ษณะข อ ง
แฟรก็ทลั 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3(c) การงอกของผลึกทองแดงใน
สารละลายคอปเปอร์ซัลเฟตในการชุบ
โลหะดว้ยไฟฟ้า 

รูปที่ 3(d) แฟรก็ทลัเกดิขึน้เมื่อดงึแผ่นอค
รลิกิทีต่ดิกนัดว้ยกาวออกจากกนั 

 

รปูที ่3(a)-(b) การเกดิแบบรปู (Pattern) โดยพืน้ฐานทางชวีวทิยา 

รปูที ่3(c)-(d) การเกดิแบบรปู (Pattern) โดยพืน้ฐานทางเคม ี

ทีม่า: https://th.wikipedia.org/wiki/แฟรก็ทลั 

 

นอกจากนี้แฟรก็ทลัยงัพบในศาสตรอ์ื่นๆ เช่น การป้อนไฟฟ้าแรงสูงให้กบั
ก้อนอครลิกิจนแตกใหเ้หน็รปูแฟร็กทลัทีเ่รยีกว่า Lichtenberg Figure, แฟรก็ทลัที่
เกดิขึน้จากรอยแตกบนผวิของแผ่นดวีดีเีมื่อโดนรงัสจีากไมโครเวฟ และพบได้ใน
งานศิลปะ ตัวอย่างเช่นภาพเขียนของจิตรกรชาวอเมริกัน แจ็คสัน พอลล็อก 
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(Jackson Pollock) ซึ่งดูผวิเผนิจะประกอบด้วยหยดหมกึหรอืแต้มหมกึที่ไม่เป็น
ระเบยีบ แต่จากการวเิคราะห์ด้วยคอมพวิเตอร์ก็พบรูปแบบของแฟร็กทลัในงาน
ของเขา เป็นตน้ 
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ถ้ามวีงเลบ็ ใหเ้วน้ 1 ช่องว่างก่อนเปิดวงเลบ็ จากนัน้ตามดว้ยขอ้ความใน

วงเลบ็ และวงเลบ็ปิดตดิตามมาเลย จากนัน้เวน้ 1 ช่องว่าง ก่อนขึน้ขอ้ความถดัไป  

เชน่ พชีคณติเชงิเสน้ (Linear Algebra) หรอื A = {a, b, c} 
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เครื่องหมายลบ อย่าใช ้- (Hyphen) ใหใ้ชเ้ป็น – (Dash) ซึง่ไดจ้ากการกด 

Ctrl พรอ้มเครือ่งหมายลบทีแ่ป้นตวัเลข 

ถา้มตีวัแปร หรอื ตวั Parameter ต่างๆ เช่น x, y, n ใหพ้มิพด์ว้ยตวัเอนให้

หมด ทีเ่ฉพาะตวัเหล่านัน้ โดยไม่รวมเครื่องหมายคอมม่าหรอืวงเลบ็ เช่น (x, y, n) 

ไม่ใช่ (x, y, n) เช่น (xi, yj, n5) ไม่ใช่ (xi, yj, n5) สังเกตว่าตัวห้อย i, j ต้องเอน 

เน่ืองจากเป็น Parameter แต่เลข 5 เป็นคา่คงที ่จงึไมต่อ้งเอน 

การพมิพ์คําเฉพาะตวัภาษาองักฤษ ให้ขึ้นต้นแต่ละคําด้วยตวัใหญ่ แล้ว

ตามด้วยตัวเล็ก เช่น Management Information Systemไม่ใช่ Management 

information system  

2.2 หวัข้อและหวัข้อย่อย 

 หวัขอ้และหวัขอ้ยอ่ยใหว้างชดิขอบซา้ย การลําดบัหวัขอ้ในสว่นของเน้ือหา

ใหใ้ชเ้ลขกาํกบั โดยใหบ้ทนําเป็นหวัขอ้หมายเลข 1 และหากมกีารแบ่งหวัขอ้ยอ่ยให้

ใชเ้ลขระบบทศนิยมกาํกบัหวัขอ้ยอ่ย เชน่ 2.1 เป็นตน้   

3. การเขียนสมการ 

ถ้ามีสมการ ห้าม crop เป็นภาพมา ต้องเขยีนขึ้นใหม่ หลีกเลี่ยงการใช้ 

Equation หรอื MathType ใหม้ากทีสุ่ด ตวัแปร ตวัเอน ตวัหนา ต่างๆ สามารถทาํ

ได้ใน Word ปกติ ตัวห้อย (กด Ctrl + =) ตัวยก (กด Ctrl + Shift + =) อกัษร

พเิศษใหเ้ลอืกจาก Insert Symbol เลอืก Font เป็น Symbol 

 ใหเ้ขยีนสมการตรงกลางของหน้ากระดาษ และทุกสมการจะต้องมลีําดบั

หมายเลขกํากบัโดยเขยีนอยู่ในวงเลบ็วางไวช้ดิขอบขวา ดงัตวัอย่าง ตวัอกัษรใน

สมการใช ้12-pt Times New Roman  ตวัอยา่งของการเขยีนสมการเป็นดงัน้ี  

 a = b + c                                          (1) 

สว่นการอา้งองิใหใ้ชค้าํวา่ สมการที ่ตามดว้ยตวัเลข เชน่ สมการ (1) 

4. การใส่รปูภาพและตาราง 

 รูปภาพควรมีความคมชัด และมีขนาดใหญ่พอที่จะสามารถมองเห็น

รายละเอยีดและอ่านตวัหนงัสอืในภาพไดช้ดัเจน รปูภาพลายเสน้จะตอ้งใชเ้สน้หมกึ

สดีาํ สว่นรปูถ่ายควรจะเป็นภาพขาวดาํทีม่คีวามคมชดั นอกจากน้ีรปูทุกรปูจะตอ้งมี



 

 ชื่อบทความ 

 

หมายเลขและคําบรรยายภาพกํากบัใต้รูป โดยควรมคีวามยาวมากที่สุดไม่เกนิ 2 

บร รทัด  จัด เ รีย ง ชิดซ้ า ย  ตัว อักษ รภาษา ไทย ใช้  14-pt Browallia New 

ภาษาองักฤษใช ้10-pt Times New Roman  

 

 

 

 

 

รปูที ่1 ตวัอยา่งรปูและการเขยีนคาํบรรยายใตร้ปู 

ทีม่า/Source: แหลง่ทีม่าของขอ้มลู (ถา้ม)ี 

กรณีตาราง หมายเลขและคาํบรรยายกํากบัตารางจะอยูเ่หนือตาราง โดยมี

ความยาวมากไม่เกิน 2 บรรทดั จดัเรยีงชดิซ้าย ตวัอกัษรคําบรรยายตารางและ

ตัวอกัษรในตาราง ภาษาไทยใช้ 14-pt Browallia New ภาษาองักฤษใช้ 10-pt 

Times New Roman  

จงวางตารางและรปูในตําแหน่งทีใ่กลเ้คยีงกบัจุดทีอ่า้งถงึใหม้ากทีสุ่ด เมื่อ

ตอ้งการอา้งองิ ใหใ้ชค้ําว่า ตารางที ่หรอื รปูที ่ตามดว้ยหมายเลข เช่น ตารางที ่1 

หรอื รปูที ่1 หากมรีปูยอ่ย ใหใ้ช ้(a) (b) หรอื (c) และเมือ่อา้งถงึ ใหใ้ชว้า่ รปูที ่1(a)  

ตารางที ่1 ตวัอยา่งการเขยีนตาราง 

หวัข้อ หวัข้อ  หวัข้อ  หวัข้อ 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

จัดให้สวยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

จดัใหส้วยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

จดัใหส้วยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

จดัใหส้วยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

ทีม่า/Source: แหลง่ทีม่าของขอ้มลู (ถา้ม)ี 
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5. สรปุ 

ผู้เขียนบทความกรุณาตรวจบทความอย่างรอบคอบโดยใช้เวลาอย่าง

พอเพยีง ก่อนส่งใหก้รรมการพจิารณา จะทําใหบ้ทความของท่านมคีุณภาพสงูและ

ผา่นการพจิารณาไดง้า่ยขึน้ 

6. กิตติกรรมประกาศ (ถ้ามี) 

ขอขอบคุณผู้ส่งบทความทุกท่านที่ปฏิบัติตามข้อกําหนดการพิมพ์ตาม

รปูแบบใน Template น้ีอยา่งเครง่ครดั 

เอกสารอ้างอิง 

ทุกรายการเอกสารอ้างอิงต้องเป็นไปตามลําดบัก่อน-หลงั (in order of 

appearance) ในเน้ือหา และทุกรายการต้องปรากฏในเน้ือหา (in-text citations) 

โดยใช้การอ้างอิงรูปแบบ [1] หรือ [2, 3] หรือ [4-6] เป็นต้น สําหรับรายการ

ภาษาไทย นอกจากการเขยีนรายการอา้งองินัน้เป็นภาษาไทยแลว้ จะตอ้งแปลเป็น

ภาษาองักฤษดว้ย แต่ยงัอยูใ่นลาํดบัเลขขอ้เดยีวกนั แลว้วงเลบ็ (in Thai) ไว ้ 

ในกรณีทีม่ผีูเ้ขยีนมากกว่า 1 คน ใหแ้จกแจงรายชื่อออกมาทัง้หมด (หา้ม

ใช้ et al.) กรณีรายการภาษาไทย ให้เว้นวรรคระหว่างรายชื่อ ไม่ต้องคัน่ด้วย

เครื่องหมายคอมม่า หน้าชื่อสุดทา้ยใหใ้ชค้าํว่า และ กรณีรายการภาษาองักฤษ ถา้

มผีูเ้ขยีนเพยีง 2 คน ไม่ต้องใช้เครื่องหมายคอมม่า , ใช้คําว่า and คัน่กลาง ถ้ามี

ผูเ้ขยีนตัง้แต่ 3 คนขึน้ไป ใหค้ัน่ระหว่างรายชื่อดว้ยคอมม่า , และชื่อสุดทา้ยใหเ้พิม่

คาํวา่ and เขา้ไปดว้ย 

For books 

[1] ฉฐัไชย ์ลนีาวงศ,์ การวจิยัดาํเนินงาน, กทม: หจก. มนี เซอรว์สิ ซพัพลาย, 2554. 

C. Leenawong, Operations Research, Bangkok: Mean Service Supply, 2011 

(in Thai). 

[2] J. K. Lastname1, C. R. Lastname2, and A. B. Lastname3, Title of the 

Published Book, xth ed. City of Publisher, Country: Publisher, year. 
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For periodicals and journals 

[3] ปรชัญา บุญขวญั และเทพชยั ทรพัยนิ์ธ,ิ “ภาษาซ่อนคณติ,” วารสารคณติศาสตร ์

โดย สมาคมคณติศาสตรแ์หง่ประเทศไทย ในพระบรมราชปูถมัภ,์ ปีที ่59, ฉบบัที ่

667-669, pp. 13-22, 2558. 

P. Boonkwan and T. Subnithi, “Hidden Math in Language,” Math Journal 

by the Mathematical Association of Thailand, vol. 59, no. 677-679, pp. 13-

22, 2015 (in Thai). 

[4] J. K. Author, “Name of Paper,” Title of Periodical, vol. x, no. xx, pp. xxx-

xxx, year. 

For reports 

[5] ธนาคารแหง่ประเทศไทย, “สภาพเศรษฐกจิของประเทศไทยในปี 2555,” ธนาคาร

แหง่ประเทศไทย, กทม., 2556. 

Bank of Thailand, “Thailand's Economic Conditions in 2012,” Bank of 

Thailand, Bangkok, 2013 (in Thai). 

[6] J. K. Author, “Title of Report,” Name of Co., City of Co., Abbrev. State, 

Report xxx, year. 

For conference articles 

[7] กญัญาณ ีแซ่ฉัว่ จุฑารตัน์ จนัชยัภมู ิณภทัร วไิลโรจน์วรกุล และฉฐัไชย ์ลนีาวงศ,์ 

“การหาปรมิาณการสัง่ซือ้เมือ่พจิารณาการแบง่กลุม่ ABC แบบถ่วงน้ําหนกัหลาย

เกณฑส์นิคา้คลงัสาํรอง และการพยากรณ์อุปสงค,์” ใน การประชุมวชิาการ

มหาวทิยาลยัเทคโนโลยรีาชมงคลตตะวนัออก ครัง้ที ่9, พทัยา, 11-13 พฤษภาคม 

2559, pp. 55-62.  

K. Saechou, J. Junchaiyapoom, N. Wilairojworakul, and C. Leenawong, 

Order Quantity Incorporating Weighted Multiple ABC, Safety Stock, and 

Demand Forecasting,” in the 9th Rajamangala University of Technology 

Tawan-ok Academic Conference, Pattaya, 11-13 May 2016, pp. 55-62 (in 

Thai). 
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[8] J. K. Author, “Title of Paper,” in Name of Conf., City of Conf., State, days 

month year, pp. xxx-xxx. 

For senior projects, theses, and dissertations 

[9] ปิยพรรณ กลัน่กลิน่, “ปัจจยัดา้นสว่นประสมการตลาดบรกิารทีม่ผีลต่อผูบ้รโิภคใน

การเลอืกใชบ้รกิารโรงพยาบาลเอกชนในเขตอาํเภอเมอืง จงัหวดัเชยีงใหม,่” 

วทิยานิพนธบ์รหิารธุรกจิมหาบณัฑติ, มหาวทิยาลยัเชยีงใหม,่ เชยีงใหม,่ 2546. 

[10] คฑา ถติยเ์จมิ และศุภโชค ซื่อตรง, “หุน่ยนตบ์งัคบัดว้ยระบบไรส้ายผา่น

คอมพวิเตอร,์” โครงงานนกัศกึษาวศิวกรรมศาสตร,์ มหาวทิยาลยัขอนแกน่, 

ขอนแกน่, 2554. 

K. Titjerm and S. Suetrong, “A Wireless-Remote-Controlled Robot,” Senior 

Project, Faculty of Engineering, Khonkaen University, 2011 (in Thai). 

[11] J. K. Author, “Title of Thesis,” M.S. thesis, Dept., Univ., City of Univ., 

State, year. 

For online sources 

[12] กระปกุดอทคอม. 2016. เปิดเรตคา่จา้งเน็ตไอดอล. สบืคน้วนัที ่1 มถุินายน 2559 

จาก http://money.kapook.com/view149609.html 

Kapook.com. 2016. Net Idol’s Hiring Rate Revealed. Retrieved 1 June 2016 

from http://money.kapook.com/view149609.html (in Thai) 

[13] Wikipedia. 2009. Corporate Social Responsibility. Retrieved 28 May 2009 

from http://en.wiki pedia.org/wiki/Corporate_Social_Responsibility 

[14] J. K. Author. year. Title. Retrieved dd mmm yyyy from http:... 
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