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บทคดัย่อ 
บทความนี้แสดงการหาและพสิจูน์สตูรของล าดบัฟีโบนักชดีว้ยวธิตี่างๆ โดยใช้

ความรูค้ณิตศาสตร์ในระดบัมธัยมและระดบัปรญิญาตร ี ซึง่วธิตี่างๆเหล่านี้ประกอบไป
ดว้ยเนื้อหาในเรือ่งล าดบัเรขาคณิต ฟังกช์นักอ่ก าเนิดและเนื้อหาในวชิาพชีคณิตเชงิเสน้ 

ค ำส ำคญั:  ล าดบัฟีโบนกัช ี ล าดบัเรขาคณิต  ฟังกช์นักอ่ก าเนิด  พชีคณิตเชงิเสน้ 

ABSTRACT 

This article gives several methods for finding and proving the well-

known formula of the Fibonacci sequence.  In these methods, we employ many 

topics ranging from high-school mathematics to university mathematics. The 

topics we use include geometric sequences, generating functions and some topics 

in linear algebra. 

Keywords:  Fibonacci sequence, Geometric sequences, Generating functions, 

Linear Algebra  
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1. บทนํา 

บ่อยครัง้การแกโ้จทยใ์นวชิาคณิตศาสตร ์สามารถทําไดห้ลายวธิ ีซึ่งแต่ละ

วธิอีาจใชค้วามรูท้างคณิตศาสตรใ์นเน้ือหาทีแ่ตกต่างกนั ดงันัน้ การแกโ้จทยท์ีผู่ท้ํา

สามารถทําได้หลายวธิ ีจะทําใหไ้ด้เหน็มุมมองในเน้ือหาวชิาคณิตศาสตรห์ลายๆ

สาขา ซึง่บางครัง้ทาํใหไ้ดเ้หน็ความเชื่อมโยงของคณติศาสตรส์าขาต่างๆ ได ้

บทความ น้ี  นํ าเสนอวิธี ต่ างๆ  ในการหาสูตรของลําดับ ฟิ โบนักช ี

(Fibonacci Sequence) ซึง่เป็นลาํดบัเวยีนเกดิทีนิ่ยามโดยกาํหนดให ้

          F1 = 1, F2 = 1   (เงือ่นไขเริม่ตน้) 

และ               Fn+2 = Fn+1 + Fn  เมือ่ n = 1, 2, 3,…       (*) 

จะเห็นว่าการนิยามข้างต้นเป็นการนิยามลําดับเวียนเกิด (Recursive 

Sequence) กล่าวคอื ในเบือ้งตน้เราทราบว่า F1 = F2 = 1 จากนัน้ การหา F3 ตอ้ง

ใชค้่าของ F1 และ F2 ซึง่โดย (*) จะไดว้่า  F3 = F2 + F1  = 1+1  = 2 จากนัน้ หา 

F4 โดยใช้ค่าของ F3 และ F2 ทําเช่นน้ีไปเรื่อยๆ โดยจะเห็นว่า การนิยามลําดบั 

(𝐹𝐹𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞  ขา้งต้นนัน้ นิยามโดยแจ่มชดั (Well-defined) กล่าวคอื เงื่อนไขเริม่ต้น 

และสมการเวยีนเกดิ (*) สอดคลอ้งกนัเป็นอย่างดทีําใหส้ามารถระบุเทอมที ่n ใดๆ 

ของลําดบัได ้นอกจากน้ีจะเหน็ว่ามลีําดบั (𝐹𝐹𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞  ลําดบัเดยีวเท่านัน้ทีส่อดคลอ้ง

ทัง้ เงือ่นไขเริม่ตน้ และเงือ่นไขเวยีนเกดิ (*) ขา้งตน้ 

สูตรของบิเนต์ (Binet’s Formula) สําหรบัการหาพจน์ที่ n ของลําดับ 

ฟิโบนกัช ีคอื    𝐹𝐹𝑛𝑛 = 1
√5

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛) ,     n = 1, 2, 3,… 

โดยที ่𝛼𝛼 = 1+√5
2

 และ 𝛽𝛽 = 1−√5
2

 

(สงัเกตวา่ α + 𝛽𝛽 = 1, 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 = √5  และ 𝛼𝛼𝛼𝛼 = −1) 

บทความน้ีนําเสนอวธิกีารต่างๆ ในการหาสตูรของบเินต ์

หมายเหตุ : จากน้ีเป็นต้นไป จะแทนค่าของ 1+√5
2

 และ 1−√5
2

  ด้วย 𝛼𝛼 และ 𝛽𝛽  

ตามลาํดบั 
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2. นานาวิธีในการหาสตูรของบิเนต ์

วิ ธี ท่ี  1  : ใช้ ค ว าม รู้ เ ก่ี ย ว กับ ลําดับ เรข าค ณิ ต ซ่ึ งเป็ น เน้ื อ ห า

คณิตศาสตรใ์นระดบัมธัยมศึกษา 

ในระดบัมธัยมศกึษา ทราบว่าพจน์ทัว่ไปของลําดบัเรขาคณิต (Geometric 

Sequence) อยู่ในรูป an = arn-1, n = 1, 2, 3,… โดยที่ a, r ∈ ℝ\{0} ซึ่งลําดับ

เรขาคณติน้ี สามารถเขยีนไดใ้นรปูของลาํดบัเวยีนเกดิไดโ้ดยให ้

               a1 = a   (เงือ่นไขเริม่ตน้) 

และ  an+1 = ran ,  n = 1, 2, 3,…           (1) 

ซึ่งจะเหน็ว่าสมการเวยีนเกดิ (1) มรีูปของสมการที่คล้ายกบัสมการเวยีน

เกดิฟิโบนกัช ี(*) ดงันัน้ จงึคาดว่าจะมลีาํดบัเรขาคณิตทีส่อดคลอ้งกบัสมการเวยีน

เกดิ (*) 

ใหล้าํดบัเรขาคณติ (𝑎𝑎𝑟𝑟𝑛𝑛−1)𝑛𝑛=1∞  สอดคลอ้งกบัสมการเวยีนเกดิ (*) 

จะไดว้า่  arn+1  =  arn  + arn-1  ,  n = 1, 2, 3,… 

ดงันัน้  r2 = r + 1    นัน่คอื    r2 – r  – 1 = 0 

จะไดว้า่   r = 1+√5
2

  หรอื  1−√5
2

 นัน่คอื    r = 𝛼𝛼 หรอื 𝛽𝛽 

ทําให้ได้ว่า ลําดบัเรขาคณิตทัง้หมดที่สอดคล้องสมการเวยีนเกดิ (*) คอื 

ลําดับ เรขาคณิ ตที่อยู่ ในรูป   (𝑎𝑎𝛼𝛼𝑛𝑛−1)𝑛𝑛=1∞  และ  (𝑏𝑏𝛽𝛽𝑛𝑛−1)𝑛𝑛=1∞  โดยที่  a, b ∈

ℝ\{0}นอกจากน้ี สงัเกตว่าผลบวกของลําดบัเรขาคณิต (𝑎𝑎𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + 𝑏𝑏𝛽𝛽𝑛𝑛−1)𝑛𝑛=1∞  ก็

สอดคลอ้งกบัสมการเวยีนเกดิฟิโบนกัชดีว้ย 

ดงันัน้ เงือ่นไขเริม่ตน้ทีว่่า  F1 = F2 = 1  เป็นเงือ่นไขทีท่าํใหส้ามารถหาค่า

เฉพาะของ a และ b ได ้

นัน่คือ ถ้ากําหนดให้  Fn = 𝑎𝑎𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + 𝑏𝑏𝛽𝛽𝑛𝑛−1 เมื่อ n = 1, 2, 3,…  แล้ว 

จะไดว้า่เงือ่นไข F1 = F2 = 1  ทาํใหไ้ดร้ะบบสมการ 

      a + b = 1 

และ   α𝑎𝑎 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1  

ซึง่มคีาํตอบเป็น 𝑎𝑎 = 1−𝛽𝛽
𝛼𝛼−𝛽𝛽

= 1+√5
2√5

= 𝛼𝛼
√5

  และ 𝑏𝑏 = 𝛼𝛼−1
𝛼𝛼−𝛽𝛽

= √5−1
2√5

= −𝛽𝛽
√5
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จงึไดว้า่  𝐹𝐹𝑛𝑛 = 1
√5

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛) , n = 1, 2, 3,… 

ทาํใหไ้ดว้า่ลาํดบั � 1
√5

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)�
𝑛𝑛=1

∞
สอดคลอ้งนิยามของลาํดบัฟิโบนกัช ี

เน่ืองจากลําดบัของจํานวนจรงิที่สอดคล้องกบันิยามของลําดบัฟิโบนักชมีี

เพยีงลาํดบัเดยีวเทา่นัน้ ดงันัน้ สรปุไดว้า่ 𝐹𝐹𝑛𝑛 = 1
√5

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛) เมือ่ n = 1, 2, 3,… 

วิธีท่ี 2 : ใช้ความรู้เก่ียวกบัปริภมิูย่อย (Subspaces) ในวิชาพีชคณิต

เชิงเส้น (Linear algebra) 

แนวคิดของวิธีน้ีจะเหมือนกับแนวคิดของวิธีที่ 1  เพียงแต่ว่าวิธีการให้

เหตุผลของวธิทีี ่2  นัน้จะใชภ้าษาในวชิาพชีคณิตเชงิเสน้ทีอ่ยู่ในรปูของปรภิูมยิ่อย

ของปรภิมูเิวกเตอรน์ัน่เอง 

ให้ ℝ∞ แทนปรภิูมิของลําดบัของจํานวนจรงิทัง้หมด จะได้ว่า ℝ∞ เป็น

ปรภิมูเิวกเตอร ์(Vector space) เหนือสนาม ℝ 

พจิารณาปรภิมู ิ 

Ϝ = {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, … ) ∈ ℝ∞|  𝑥𝑥𝑛𝑛+2 = 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 + 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,   𝑛𝑛 = 1,2,3, … } 

จะไดว้า่ Ϝ เป็นปรภิมูยิอ่ย (Subspace) ของ ℝ∞ 

ให ้ 𝑎⃗𝑎 = (1,0,1,1,2,3,5, … ) ∈ ℝ∞ และ  𝑏𝑏�⃗ = (0,1,1,2,3,5, … ) ∈ ℝ∞ 

สามารถพสิจูน์ไดว้า่ {𝑎𝑎,���⃗ 𝑏𝑏�⃗ }  เป็นฐานของ Ϝ  (ละไวเ้ป็นแบบฝึกหดัสาํหรบัผูอ้า่น) 

ดงันัน้  Ϝ  มมีติเิทา่กบั 2 

ทํานองเดียวกันกับวิธีที่ 1 สามารถแสดงได้ว่า Ϝ มีสมาชิกที่เป็นลําดับ

เรขาคณิตที่อยู่ในรูป (1, 𝑟𝑟, 𝑟𝑟2, 𝑟𝑟3, … , 𝑟𝑟𝑛𝑛−1, … ) อยู่เพยีงแค่สองลําดบัเท่านัน้คอื 

𝑢𝑢�⃗ = (1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛−1, … )  และ  𝑣𝑣 ���⃗ = (1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2,𝛽𝛽3, … ,𝛽𝛽𝑛𝑛−1, … ) 

ในขณะเดยีวกนัสามารถแสดงไดว้่า  {𝑢𝑢,���⃗ 𝑣⃗𝑣}  เป็นอสิระเชงิเสน้ต่อกนั (ละ

ไวเ้ป็นแบบฝึกหดั)   ยิง่ไปกวา่นัน้ จากทีท่ราบวา่มติขิอง Ϝ เท่ากบั 2  ทาํใหไ้ดด้ว้ย 

{𝑢𝑢,���⃗ 𝑣⃗𝑣} เป็นฐานของ Ϝ 

ให ้ 𝑓𝑓 = (1,1,2,3,5,8, … ) ∈ Ϝ   นัน่คอื  𝑓𝑓  เป็นลาํดบัฟิโบนกัช ี

เน่ืองจาก {𝑢𝑢,���⃗ 𝑣⃗𝑣} เป็นฐานของ Ϝ ดงันัน้ มจีาํนวนจรงิ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ทีท่าํให ้𝑓𝑓 = 𝑎𝑎𝑢𝑢�⃗ + 𝑏𝑏𝑣⃗𝑣 
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โดยการเทียบสองพจน์แรกของสมการน้ี จะได้ระบบสมการ   𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 1 และ 

α𝑎𝑎 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1  ซึง่เป็นระบบสมการเดยีวกนักบัระบบสมการทีป่รากฎในวธิทีี ่1 

ดงันัน้  จะไดว้า่ 𝑎𝑎 = 𝛼𝛼
√5

 และ 𝑏𝑏 = −𝛽𝛽
√5

 

นัน่คอื   𝑓𝑓 = � 1
√5
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑛𝑛−1 − 1

√5
𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛−1�

𝑛𝑛=1

∞
= � 1

√5
(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)�

𝑛𝑛=1

∞
  นัน่เอง 

# 

วิธีท่ี 3 : ใช้ความรู้เรื่องตัวดําเนินการเชิงเส้น (Linear Operators) 

ในวิชาพีชคณิตเชิงเส้น 

ให ้𝐷𝐷: ℝ∞ → ℝ∞   นิยามโดย  𝐷𝐷�(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … )� = (𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, … ) 

จะไดว้า่ 𝐷𝐷 เป็นตวัดาํเนินการเชงิเสน้บน ℝ∞ 

ให ้Ϝ ≔ {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, … ) ∈ ℝ∞|  𝑥𝑥𝑛𝑛+2 = 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 + 𝑥𝑥𝑛𝑛 , 𝑛𝑛 = 1, 2, 3, … } 

ให ้ 𝑇𝑇:  ℝ∞ → ℝ∞  นิยามโดย 𝑇𝑇 ≔ 𝐷𝐷2 − 𝐷𝐷 − 1 

นั ่น คื อ  𝑇𝑇(𝑥⃗𝑥) = (𝐷𝐷2 − 𝐷𝐷 − 1)(𝑥⃗𝑥) = 𝐷𝐷�𝐷𝐷(𝑥⃗𝑥)� − 𝐷𝐷(𝑥⃗𝑥) − 𝑥⃗𝑥   สํ าห รับ  𝑥⃗𝑥 ∈

ℝ∞ 

จะไดว้า่ 𝑇𝑇 เป็นตวัดาํเนินการเชงิเสน้บน ℝ∞ 

นอกจากน้ี จะไดด้ว้ยวา่ 𝑇𝑇 = (𝐷𝐷 − 𝛼𝛼)(𝐷𝐷 − 𝛽𝛽) = (𝐷𝐷 − 𝛽𝛽)(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼) 

สามารถแสดงไดว้า่  ker𝑇𝑇 = Ϝ,   ker(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼) ⊆ ker𝑇𝑇   และ  
ker(𝐷𝐷 − 𝛽𝛽) ⊆ ker𝑇𝑇 (ละไวเ้ป็นแบบฝึกหดั) 

สําหรับ 𝑥⃗𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … ) ∈ ℝ∞  ซึ่ง (𝐷𝐷 − 𝛼𝛼)𝑥⃗𝑥 = 0�⃗   จะได้ว่า 𝐷𝐷𝑥⃗𝑥 =

𝛼𝛼𝑥⃗𝑥 

นัน่คอื  (𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … ) = (𝛼𝛼𝛼𝛼1,𝛼𝛼𝑥𝑥2, … )  ดงันัน้  เมือ่ 𝑥𝑥1 ≠ 0  จะไดว้า่ 

α =
𝑥𝑥2
𝑥𝑥1

=
𝑥𝑥3
𝑥𝑥2

=
𝑥𝑥4
𝑥𝑥3

= ⋯ 

นัน่คอื 𝑥⃗𝑥 เป็นลาํดบัเรขาคณติทีอ่ยูใ่นรปู 

(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1𝛼𝛼, 𝑥𝑥1𝛼𝛼2, 𝑥𝑥1𝛼𝛼3, … ) = 𝑥𝑥1(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3, … ) 
ดงันัน้  ker(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼) ⊆ span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3, … ) } 

เหน็ไดช้ดัวา่ span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3, … ) } ⊆ ker(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼) 



 

 ลาํดบัฟีโบนกัชใีนรายวชิาคณิตศาสตร ์

 

6 

ดงันัน้  ker(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼) = span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3, … ) } 
ทาํนองเดยีวกนั ker(𝐷𝐷 − 𝛽𝛽) = span{(1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2,𝛽𝛽3, … ) } 

ให ้ 𝑦⃗𝑦 ∈  Ϝ = ker𝑇𝑇  จะไดว้า่ (𝐷𝐷 − 𝛽𝛽)�(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼)𝑦⃗𝑦� = 𝑇𝑇(𝑦⃗𝑦) = 0�⃗  

ดงันัน้  (𝐷𝐷 − 𝛼𝛼)𝑦⃗𝑦 ∈ ker(𝐷𝐷 − 𝛽𝛽) = span{(1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2,𝛽𝛽3, … ) } 
ทาํนองเดยีวกนั เน่ืองจาก (𝐷𝐷 − 𝛼𝛼)(𝐷𝐷 − 𝛽𝛽) = (𝐷𝐷 − 𝛽𝛽)(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼)   
จะไดด้ว้ยวา่  (𝐷𝐷 − 𝛽𝛽)𝑦⃗𝑦 ∈ ker(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼) = span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3, … ) } 

ดงันัน้ มจีาํนวนจรงิ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ  ทีท่าํให ้  𝐷𝐷𝑦⃗𝑦 − 𝛼𝛼𝑦⃗𝑦 = 𝑏𝑏(1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … )  
และ  𝐷𝐷𝑦⃗𝑦 − 𝛽𝛽𝑦⃗𝑦 = 𝑎𝑎(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ) 

นําสมการแรกลบดว้ยสมการทีส่องขา้งตน้ จะได ้

−√5 𝑦⃗𝑦 = (𝛽𝛽 − 𝛼𝛼)𝑦⃗𝑦  =  𝑏𝑏(1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … ) − 𝑎𝑎(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … )               

                                ∈  span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ), (1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … )}   

นัน่คอื  𝑦⃗𝑦 ∈ span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ), (1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … )} 

ดงันัน้    ker𝑇𝑇 ⊆ span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ), (1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … )} 

เน่ืองจาก  span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ), (1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … )} ⊆ ker(𝐷𝐷 − 𝛼𝛼) + ker(𝐷𝐷 − 𝛽𝛽) 

                                                      ⊆ ker𝑇𝑇 + ker𝑇𝑇 = ker𝑇𝑇 
ทาํใหไ้ดว้า่   Ϝ = ker𝑇𝑇 = span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ), (1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … )} 

ให ้  𝑓𝑓 = (1, 1, 2, 3, 5, … )   นัน่คอื  𝑓𝑓  แทนลาํดบัฟิโบนกัช ี

ดงันัน้  𝑓𝑓 ∈  Ϝ = span{(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ), (1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … )} 

จะไดว้า่ มจีาํนวนจรงิ 𝑐𝑐 และ 𝑑𝑑 ทีท่าํให ้

(1, 1, 2, 3, 5, … ) = 𝑓𝑓 = 𝑐𝑐(1,𝛼𝛼,𝛼𝛼2, … ) + 𝑑𝑑(1,𝛽𝛽,𝛽𝛽2, … ) 

ดงันัน้จะไดส้มการ 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 = 1  และ  𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1 

ซึง่ได ้ 𝑐𝑐 = 𝛼𝛼
√5

  และ 𝑑𝑑 = − 𝛽𝛽
√5

 

ดงันัน้  𝑓𝑓 = � 1
√5

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)�
𝑛𝑛=1

∞
  เหมอืนในวธิทีี ่2 นัน่เอง 

# 

วิธีท่ี 4 : ใช้ความรู้เก่ียวกบัเมทริกซใ์นระดบัมธัยมศึกษา 

ให ้      𝒙𝒙𝒏𝒏����⃗  =  � 𝐹𝐹𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛+1
�     และ    𝐴𝐴 =  �0 1

1 1� 
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จะได้ว่า ความสมัพนัธ์เวียนเกิดของลําดบัฟิโบนักชีสามารถเขยีนได้ในรูปของ

สมการเมทรกิซด์งัต่อไปน้ี 

𝐴𝐴 𝒙𝒙��⃗ 𝑛𝑛  =  �0 1
1 1� �

𝐹𝐹𝑛𝑛
𝐹𝐹𝑛𝑛+1

� = � 𝐹𝐹𝑛𝑛+1
𝐹𝐹𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝑛𝑛+1

� = �𝐹𝐹𝑛𝑛+1𝐹𝐹𝑛𝑛+2
� = 𝒙𝒙𝒏𝒏+𝟏𝟏���������⃗  , 𝑛𝑛 = 1,2,3, … 

จะไดว้่า  สําหรบัจํานวนเต็มบวก 𝑛𝑛,  𝒙𝒙��⃗ 𝑛𝑛  สามารถเขยีนยอ้นกลบัไปเรื่อยๆ จนถงึ

พจน์ทีม่ ี 𝒙𝒙��⃗ 1 ไดด้งัน้ี 

𝒙𝒙��⃗ 𝑛𝑛 = 𝐴𝐴 𝒙𝒙��⃗ 𝑛𝑛−1 =  𝐴𝐴(𝐴𝐴 𝒙𝒙��⃗ 𝑛𝑛−2) = 𝐴𝐴�𝐴𝐴(𝐴𝐴 𝒙𝒙��⃗ 𝑛𝑛−3)� = ⋯ = 𝐴𝐴𝑛𝑛−1 𝒙𝒙��⃗ 1 

นัน่คอื  ถา้สามารถหาสตูรของ  𝐴𝐴𝑛𝑛−1 ได ้กจ็ะไดส้ตูรของลาํดบัฟีโบนกัช ีนัน่เอง    

ดงันัน้ จะหาขัน้ตอนวธิทีีท่าํใหก้ารคาํนวณ  𝐴𝐴𝑛𝑛−1  นัน้ทาํไดโ้ดยงา่ย 

สงัเกตว่า ถ้าสามารถหาเมทรกิซ์ไม่เอกฐาน  𝑃𝑃  ทีท่ําให ้ 𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷  โดยที ่ 𝐷𝐷  

เป็นเมทรกิซท์แยงมมุ แลว้ จะไดว้า่ 

𝐴𝐴𝑛𝑛−1 = (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1)𝑛𝑛−1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1 …𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃−1 = 𝑃𝑃𝐷𝐷𝑛𝑛−1𝑃𝑃−1 

จะเหน็ว่าการหาเมทรกิซ์   𝐷𝐷𝑛𝑛−1  นัน้ทําไดโ้ดยการยกกําลงั 𝑛𝑛 − 1 ไปที่

สมาชกิในแนวทแยงมุมของ  𝐷𝐷  นัน่เอง  ซึ่งทําใหก้ารหา  𝐴𝐴𝑛𝑛−1  กจ็ะทําเพยีงแค่

การคาํนวนผลคูณ  𝑃𝑃𝐷𝐷𝑛𝑛−1𝑃𝑃−1  เทา่นัน้ 

ดงันัน้จงึต้องการหาเมทรกิซ์ไม่เอกฐาน 𝑃𝑃 และ เมทรกิซ์ทแยงมุม  𝐷𝐷 ที่

สองคลอ้งกบัสมการ  𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷    ใหไ้ดน้ัน่เอง 

สมมตวิา่  𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐷𝐷   ดงันัน้   𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 

เขยีน  𝑃𝑃 = [𝑝𝑝1���⃗       𝑝𝑝2����⃗ ]  และ  𝐷𝐷 = diag(𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2)  จะได้ว่า   𝐴𝐴𝑝𝑝1���⃗ = 𝜆𝜆1𝑝𝑝1���⃗   และ 

𝐴𝐴𝑝𝑝2����⃗ = 𝜆𝜆2𝑝𝑝2����⃗  (สังเกตว่า 𝑝𝑝1���⃗ , 𝑝𝑝2����⃗ ≠ 0�⃗  เพราะว่า 𝑃𝑃  เป็นเมทริกซ์ไม่ เอกฐาน 

(det𝑃𝑃 ≠ 0)) ดงันัน้  (𝜆𝜆1𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴)𝑝𝑝1���⃗ = 0�⃗   และ  (𝜆𝜆2𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴)𝑝𝑝2����⃗ = 0�⃗  

ในทีน้ี่   𝐼𝐼2 = diag(1,1)  เป็นเมทรกิซเ์อกลกัษณ์   

จะไดว้า่ ถา้ (𝜆𝜆1𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴) เป็นเมทรกิซไ์มเ่อกฐาน 

แลว้จะไดว้า่   𝑝𝑝1���⃗ = (𝜆𝜆1𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴)−1 ∙ 0�⃗ = 0�⃗   เกดิขอ้ขดัแยง้ 

ดงันัน้ 𝜆𝜆1𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴 เป็นเมทรกิซเ์อกฐาน นัน่คอื det(𝜆𝜆1𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴) = 0 

ทาํนองเดยีวกนั  det(𝜆𝜆2𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴) = 0   

ดงันัน้  ตอ้งการหา 𝜆𝜆 ∈ ℝ  ซึง่  det(𝜆𝜆𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴) = 0 

ซึง่จะไดส้มการพหนุาม 𝜆𝜆2 − 𝜆𝜆 − 1 = det � 𝜆𝜆 −1
−1 𝜆𝜆 − 1� = det(𝜆𝜆𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴) = 0 
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ดงันัน้ 𝜆𝜆 = 𝛼𝛼 หรอื 𝛽𝛽   สงัเกตวา่ α + 𝛽𝛽 = 1 และ αβ = −1  

แทน 𝜆𝜆1 = 𝛼𝛼 และ 𝜆𝜆2 = 𝛽𝛽 ในสมการ (𝜆𝜆1𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴)𝑝𝑝1���⃗ = 0�⃗   และ  

(𝜆𝜆2𝐼𝐼2 − 𝐴𝐴)𝑝𝑝2����⃗ = 0�⃗   

จะได ้ � 𝛼𝛼 −1
−1 𝛼𝛼 − 1� ∙ 𝑝𝑝1���⃗ = 0�⃗   และ  � 𝛽𝛽 −1

−1 𝛽𝛽 − 1� ∙ 𝑝𝑝2����⃗ = 0�⃗  

ซึง่แกร้ะบบสมการเชงิเสน้หา 𝑝𝑝1���⃗  และ 𝑝𝑝2����⃗   ไดชุ้ดหน่ึง คอื  

𝑝𝑝1���⃗ = �1𝛼𝛼� และ 𝑝𝑝2����⃗ = �1𝛽𝛽�  

ดงันัน้  จะไดว้า่   𝑃𝑃 = �1 1
𝛼𝛼 𝛽𝛽�  และ  𝐷𝐷 = �𝛼𝛼 0

0 𝛽𝛽�   

ซึง่ทาํใหห้าตวัผกผนัของ 𝑃𝑃  ไดเ้ป็น  𝑃𝑃−1 = 1
𝛽𝛽−𝛼𝛼

� 𝛽𝛽 −1
−𝛼𝛼 1 �   

ดงันัน้  𝐴𝐴𝑛𝑛−1 = 𝑃𝑃𝐷𝐷𝑛𝑛−1𝑃𝑃−1 = �1 1
𝛼𝛼 𝛽𝛽� �

𝛼𝛼𝑛𝑛−1 0
0 𝛽𝛽𝑛𝑛−1� �

1
𝛽𝛽−𝛼𝛼

� 𝛽𝛽 −1
−𝛼𝛼 1 ��  

ทาํใหไ้ดว้า่  𝐴𝐴𝑛𝑛−1 = 1
𝛽𝛽−𝛼𝛼

�𝛽𝛽𝛼𝛼
𝑛𝑛−1 − 𝛼𝛼𝛽𝛽𝑛𝑛−1 −𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛−1
𝛽𝛽𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛼𝛼𝛽𝛽𝑛𝑛 −𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛 � 

ดงันัน้  

� 𝐹𝐹𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛+1
� = 𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ = 𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝑥𝑥1���⃗ = 𝐴𝐴𝑛𝑛−1 �11� = 1

𝛽𝛽−𝛼𝛼
�
(𝛽𝛽 − 1)𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + (1 − 𝛼𝛼)𝛽𝛽𝑛𝑛−1

(𝛽𝛽 − 1)𝛼𝛼𝑛𝑛 + (1 − 𝛼𝛼)𝛽𝛽𝑛𝑛 �  

เน่ืองจาก 𝛼𝛼 + β = 1  ดงันัน้  � 𝐹𝐹𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛+1
� = 1

𝛼𝛼−𝛽𝛽
�

𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛

𝛼𝛼𝑛𝑛+1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛+1�  

จะไดว้า่  𝐹𝐹𝑛𝑛 = 1
𝛼𝛼−𝛽𝛽

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)   เมือ่  𝑛𝑛 = 1, 2, 3, …. นัน่เอง  

# 
วิธีท่ี 5 : ใช้ความรู้เรื่องฟังกช์นัก่อกาํเนิด (Generating Functions) 

พจิารณาฟังกช์นัก่อกาํเนิดทีอ่ยูใ่นรปูอนุกรมกาํลงั  𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ∑ 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1  

จ ะ ได้ ว่ า   𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) = ∑ 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = ∑ 𝐹𝐹𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=2  ∞

𝑛𝑛=1  แ ล ะ ใน ทํ าน อ ง เดี ย ว กั น  

𝑥𝑥2𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ∑ 𝐹𝐹𝑛𝑛−3𝑥𝑥𝑛𝑛 ∞
𝑛𝑛=3  

พจิารณา 
 𝐹𝐹(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥2𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ∑ 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 − ∑ 𝐹𝐹𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛 −∞

𝑛𝑛=2  ∞
𝑛𝑛=1 ∑ 𝐹𝐹𝑛𝑛−2𝑥𝑥𝑛𝑛∞

𝑛𝑛=3  

                                               = (𝐹𝐹1𝑥𝑥 + 𝐹𝐹2𝑥𝑥2) − 𝐹𝐹1𝑥𝑥2 + ∑ (𝐹𝐹𝑛𝑛 − 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 − 𝐹𝐹𝑛𝑛−2)𝑥𝑥𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=3  

                                               = 𝑥𝑥 
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ดงันัน้   𝐹𝐹(𝑥𝑥)  =  𝑥𝑥
1−𝑥𝑥−𝑥𝑥2

 

พจิารณา 

𝐹𝐹 �
1
𝑥𝑥
�  =  

1
𝑥𝑥

1 − 1
𝑥𝑥 −

1
𝑥𝑥2

 =  
𝑥𝑥

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1
 =  

𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 𝛼𝛼)(𝑥𝑥 − 𝛽𝛽) 

ดงันัน้ จะไดว้า่ 

   𝐹𝐹(𝑥𝑥)  =  𝐹𝐹 �
1

1/𝑥𝑥
�  =  

1
𝑥𝑥

�1
𝑥𝑥 − 𝛼𝛼� �1

𝑥𝑥 − 𝛽𝛽�
 =  

𝑥𝑥
(1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼)(1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽)

  

                     =   
1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
�

1
1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼

−
1

1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽
�            โดยการแยกเศษสว่นยอ่ย 

                             =   
1
√5

�
1

1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼
−

1
1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽

�                                      

จากนัน้ใชส้ตูรอนุกรมเรขาคณติอนนัต ์ จะไดว้า่ 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2
=

1
√5

��(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

−�(𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

� = ��
𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛

√5
� 𝑥𝑥𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

 

                                                                                                       = ��
𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛

√5
� 𝑥𝑥𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

 

ดงันัน้        𝐹𝐹𝑛𝑛 = 1
√5

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛),           𝑛𝑛 = 1, 2, 3, ….                    ตามตอ้งการ   

# 

3. สรปุ 

วธิีการหาสูตรของบิเนต์ของลําดบัฟีโบนักชีโดยวธิีที่ 1, 2 และ 3 นัน้ใช้

แนวคดิเดยีวกนั เพยีงแต่ใชภ้าษาคนละแบบ กล่าวคอื วธิทีี ่1 นัน้เป็นภาษาทีอ่ยูใ่น

ระดบัมธัยมศกึษา ในขณะทีว่ธิทีี ่ 2 และ 3 เป็นภาษาทีอ่ยูใ่นระดบัมหาวทิยาลยัซึง่

เกี่ยวกับเน้ือหาในวิชาพีชคณิตเชิงเส้น นอกจากน้ีแนวคิดในวิธีที่ 3 สามารถ

ประยกุตใ์ชก้บัการแกส้มการเชงิอนุพนัธเ์ชงิเสน้ไดด้ว้ย 

สาํหรบัวธิทีี ่4 ทีใ่ชค้วามรูเ้รื่องเมทรกิซใ์นระดบัมธัยมศกึษานัน้ จรงิๆแลว้

เป็นวธิกีารที่เรยีกว่า การทําใหเ้ป็นเมทรกิซ์ทแยงมุม (Diogonalization) ซึ่งเป็น
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หวัขอ้ทีส่าํคญัทีสุ่ดหวัขอ้หน่ึงในวชิาพชีคณิตเชงิเสน้ในระดบัมหาวทิยาลยั สว่นวธิี

ที ่5 นัน้ใชเ้น้ือหาในวชิา วยิุตคณิต (Discrete Mathematics) ซึง่วธิทีี ่5 น้ีนักเรยีน

มธัยมศกึษาตอนปลายสามารถทาํความเขา้ใจไดโ้ดยไมย่ากนกั 

จรงิๆ แล้วการหาสูตรของลําดบัฟีโบนักชนีัน้เป็นการแก้สมการเวยีนเกดิ

อนัดบัที่สอง ซึ่งแนวคดิในแต่ละวธิขีา้งต้นในบทความน้ีสามารถขยายไปสู่การแก้

สมการเวยีนเกดิอนัดบัใดๆ ไดด้ว้ย 

4. แบบฝึกหดัท้ายบทความ 

เหมอืนกบัที่ผ่านมา กําหนดให้  𝛼𝛼 = 1+√5
2

,𝛽𝛽 = 1−√5
2

  และ (𝐹𝐹𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞  แทน

ลาํดบัฟิโบนกัชใีนระบบจาํนวนจรงิ (ยกเวน้ขอ้ 4) 

1. กาํหนดให ้𝑥𝑥 เป็นจาํนวนจรงิใดๆ ซึง่  𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥 + 1 

i) จงพสิจูน์วา่  𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−1  ทุก 𝑥𝑥 = 2, 3, … 

ii) จงแสดงวา่  𝛼𝛼𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛𝛼𝛼 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−1  และ   𝛽𝛽𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛𝛽𝛽 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 

iii) จงใช ้ขอ้ ii พสิจูน์วา่  𝐹𝐹𝑛𝑛 = 1
√5

(𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛),        𝑛𝑛 = 1,2,3, … 

(วธิีการหาสูตรของบิเนต์ของแบบฝึกหดัข้อที่ 1 คิดค้นโดย Erwin  Just  ซึ่งถูก

ตพีมิพใ์น  Mathematics Magazine, vol. 44 (1971), p. 199) 

2. พจิารณาวธิกีารหาสตูรของบเินตว์ธิทีี ่4 ขา้งตน้ 

i) จงหาสูตรของ �0 1
1 1�

𝑛𝑛
 ในรูปของเมทริกซ์ที่สมาชิกอย่ในรูปของ

ลาํดบัฟิโบนกัช ี

ii) โดยการใส่ดเีทอรม์แินนต์ในสูตรที่ไดจ้ากขอ้ i ทัง้สองขา้ง จงแสดงว่า 

𝐹𝐹𝑛𝑛2 − 𝐹𝐹𝑛𝑛+1𝐹𝐹𝑛𝑛−1 = (−1)𝑛𝑛+1,            𝑛𝑛 = 1, 2, 3, … 

3. บทประยกุตข์องลาํดบัฟิโบนกัชใีนวชิาการวเิคราะหเ์ชงิจรงิ 

กาํหนดให ้ 𝑎𝑎1 = 1  และ  𝑎𝑎𝑛𝑛+1 = 1 + 1
𝑎𝑎𝑛𝑛

  ทุก 𝑛𝑛 ∈ ℕ 

i) จงแสดงวา่  𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛+1
𝐹𝐹𝑛𝑛

  ทุก  𝑛𝑛 ≥ 1 

ii) จงพสิจูน์วา่ (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞   เป็นลาํดบัลู่เขา้ และ  lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛  =  𝛼𝛼 
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(หมายเหตุ:  ในวชิาการวเิคราะหเ์ชงิจรงิ การที่จะแสดงว่า (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞    เป็นลําดบัลู่

เขา้นัน้ จะทําโดยการพสิูจน์ว่า (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞   เป็นลําดบัโคชโีดยใช้อสมการ |𝑎𝑎𝑛𝑛+1 −

𝑎𝑎𝑛𝑛| ≤ 1
2

|𝑎𝑎𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑛𝑛−1|  สาํหรบั 𝑛𝑛 ≥ 2 ) 

4. (ระดบัมหาวทิยาลยั) กําหนดให้ 𝐾𝐾 เป็นสนาม (Field) ใดๆ ซึ่งบรรจุราก

ทัง้หมดของพหนุาม  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 − 1 

นิยามลําดบัฟิโบนักชี (𝐹𝐹𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞   ใน 𝐾𝐾  โดยให้ 𝐹𝐹1 = 𝐹𝐹2 = 1 ∈ 𝐾𝐾  และ 

𝐹𝐹𝑛𝑛+2 = 𝐹𝐹𝑛𝑛+1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛   เมือ่ 𝑛𝑛 =  1, 2, 3, … 

จงหาสตูรบเินตข์องลาํดบั  𝐹𝐹𝑛𝑛 

(ขอ้เสนอแนะ: ในกรณีที่ค่าลกัษณะเฉพาะ (Characteristic) ของ K เป็น 5 สูตร

ของบเินตจ์ะแตกต่างจากกรณอีื่นๆ) 

5. (โจทยท์า้ทาย) นิยามลาํดบัของจาํนวนจรงิ  (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛=1∞   แบบเวยีนเกดิดงัน้ี 

𝑎𝑎0 = 3, 𝑎𝑎1 = 0, 𝑎𝑎2 = 2  และ  𝑎𝑎𝑛𝑛+3 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛  เมือ่ 𝑛𝑛 = 0, 1, 2, 3, … 

จงแสดงวา่ ถา้ 𝑛𝑛 เป็นจาํนวนเฉพาะ แลว้  𝑛𝑛|𝑎𝑎𝑛𝑛 
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บทคดัย่อ 
ทฤษฎีบทรูปผีเสื้อมีวิธีการพิสูจน์ที่หลากหลาย บทความนี้แสดงการพิสูจน์

ทฤษฎีบทรูปผเีสื้อโดยใชส้มบตัขิองสามเหลี่ยมคล้าย และ ทฤษฎีการตดักนัของคอร์ด 
ท าให้ได้วิธีการพสิูจน์ทฤษฎีบทที่ไม่ซบัซ้อน และ สามารถน าไปใช้ในการพสิูจน์บาง
ปัญหาทางเรขาคณิตแบบยคุลดิ 

ค ำส ำคญั:  ทฤษฎบีทรปูผเีสือ้  ทฤษฎกีารตดักนัของคอรด์  สามเหลีย่มคลา้ย 

ABSTRACT 

There are many methods for solving butterfly theorem. This paper derives 

the butterfly theorem by using the properties of similar triangles and theorem of 

intersecting chords. This technique is the simple one that can be used for solving 

some Euclidean geometry problems. 

Keywords:  Butterfly theorem, Theorem of intersecting chords, Similar triangles  

1. บทน ำ 

บทความนี้จะน าเสนอการพสิูจน์ทฤษฎบีทเกี่ยวกบัรปูสามเหลีย่มคลา้ยสอง
รปูทีม่จีุดร่วมหนึ่งจุด ซึง่เมื่อเขยีนรปูแลว้มลีกัษณะคลา้ยผเีสือ้ (Butterfly) ทฤษฎี
บทรปูผเีสือ้นี้มวีธิกีารพสิูจน์ทีห่ลากหลาย[1] การพสิจูน์ทีจ่ะแสดงต่อไปน้ีใชค้วามรู้
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เกีย่วกบัสมบตัขิองสามเหลีย่มคลา้ย และทฤษฎกีารตดักนัของคอรด์ ซึง่เป็นวธิกีาร

พสิจูน์ทฤษฎบีททีไ่ม่ซบัซอ้น[2] และสามารถนําไปใชใ้นการพสิจูน์บางปัญหาทาง

เรขาคณติแบบยคุลดิ 

2. สามเหล่ียมคล้าย 

นิยาม 1 รปูสามเหลีย่มคลา้ย (Similar Triangles) 

รปูสามเหลีย่มคลา้ย คอืรปูสามเหลีย่มใดๆ ทีม่มีุมเท่ากนัทุกมุม มุมต่อมุม 

และอตัราสว่นความยาวของดา้นทีส่มนยักนัทุกคูเ่ป็นอตัราสว่นทีเ่ทา่กนั 

ถ้า ∆ABC และ ∆DEF เป็นสามเหลี่ยมคล้ายแล้วเขยีนแทนดว้ย ∆ABC 

~ ∆DEF (รปูที ่1) ∆ABC ~ ∆DEF กต่็อเมือ่ Â = D̂, B̂ = Ê, Ĉ = F̂ และ  
AB BC CA =  =  = k
DE EF FD

 เมือ่ k เป็นคา่คงทีท่ีม่คีา่มากกวา่ 0 

 

 

 

 

 

รปูที ่1 สามเหลีย่มคลา้ย ∆ABC ~ ∆DEF  

3. การตดักนัของคอรด์ 

ทฤษฎบีท 1 ทฤษฎกีารตดักนัของคอรด์ (Theorem of Intersecting Cords) [3] 

ให ้P เป็นจุดใดๆ ภายในวงกลมทีม่ ีO เป็นจุดศนูยก์ลาง ถา้คอรด์ AD และ 

BC ของวงกลม O ตดักนัที ่P แลว้ AP • DP = BP • CP 

สิง่ทีก่าํหนดให ้

1. AD และ BC เป็นคอรด์ในวงกลมทีม่ ีO เป็นจุดศนูยก์ลาง 

2. AD และ BC ตดักนัทีจุ่ด P ดงัรปูที ่2 
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รปูที ่2 สิง่ทีก่าํหนดใหต้ามทฤษฎบีท 1 

 

สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์ AP • DP = BP • CP 

สรา้งเพือ่การพสิจูน์ ลาก AB และ CD ดงัรปูที ่3 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่3 สรา้งเพือ่การพสิจูน์สาํหรบัทฤษฎบีท 1 

 

พสิจูน์ 

ข้อความพิสจูน์ เหตผุล 

1. BÂD = DĈB หรอื BÂP = DĈP 1. มมุในสว่นโคง้ของวงกลมทีอ่ยูใ่น

เซกเมนตเ์ดยีวกนัและรองรบัดว้ยคอรด์

เดยีวกนัมคีา่เท่ากนั (คอรด์ BD) 

2. AB̂C = CD̂A หรอื AB̂P = CD̂P 2. ในทาํนองเดยีวกบั 1 (คอรด์ AC) 
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3. AP̂B = CP̂D 3. เสน้ตรงสองเสน้ตดักนั มมุตรงขา้มยอ่ม

เทา่กนั (เสน้ตรง AD ตดักบัเสน้ตรง BC) 

4. ∆APB ~ ∆CPD 4. จาก 1, 2 และ 3 

5. 
AP BP = 
CP DP

 หรอื  

 AP • DP = BP • CP 

5. สมบตัขิองรปูสามเหลีย่มคลา้ยจาก 4 

 

4. ทฤษฎีบทรปูผเีส้ือ 

ทฤษฎบีท 2 ทฤษฎบีทรปูผเีสือ้ (Butterfly Theorem) 

ให ้M เป็นจุดกึ่งกลางคอรด์ PQ ของวงกลมที่ม ีO เป็นจุดศูนยก์ลาง AB 

และ CD เป็นคอรด์ใดๆ ซึง่ลากผ่านจุด M ใหค้อรด์ AD และ BC ตดัคอรด์ PQ ที่

จุด X และ Y ตามลาํดบั แลว้ M เป็นจุดกึง่กลางของเสน้ตรง XY 

สิง่ทีก่าํหนดให ้

1. ให ้PQ เป็นคอรด์ของวงกลมทีม่ ีO เป็นจุดศนูยก์ลาง 

2. ให ้M เป็นจุดกึง่กลางของคอรด์ PQ แลว้ PM = QM 

3. ให ้AB และ CD เป็นคอรด์ใดๆ ในวงกลม O ซึง่ลากผา่นจุด M 

4. ใหค้อรด์ AD และ BC ตดัคอรด์ PQ ทีจุ่ด X และ Y ตามลาํดบั ดงั

รปูที ่4 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่4 สิง่ทีก่าํหนดใหต้ามทฤษฎบีท 2 
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สิง่ทีต่อ้งการพสิจูน์  MX = MY 

สรา้งเพือ่การพสิจูน์ 1. จาก X ลาก XE // CD ตดั AB ที ่E 

   2. จาก X ลาก XF // AB ตดั CD ที ่F 

   3. จาก Y ลาก YI // CD ตดั AB ที ่I 

   4. จาก Y ลาก YJ // AB ตดั CD ที ่J ดงัรปูที ่5 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่5 สรา้งเพือ่การพสิจูน์สาํหรบัทฤษฎบีท 2 

 

พสิจูน์ 

ข้อความพิสจูน์ เหตผุล 

1. XM̂E = YM̂I 1. เสน้ตรงสองเสน้ตดักนั มมุตรงขา้ม

ยอ่มเทา่กนั (เสน้ตรง PQ ตดักบั

เสน้ตรง AB) 

2. XÊM = YÎM 2. มมุแยง้ (XE // YI ม ีEI เป็น

เสน้ตดัขวาง) 

3. EX̂M = IŶM 3. มมุภายในของสามเหลีย่มรวมกนัมคีา่ 

180˚ เมือ่มมุภายในของสามเหลีย่ม

สองรปูมคีา่เทา่กนัสองมมุ มมุต่อมมุ 

แลว้มมุทีเ่หลอืยอ่มมคีา่เทา่กนัจาก 1 

และ 2 

4. ∆MEX ~ ∆MIY 4. จาก 1, 2 และ 3 
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5. MX XE=
MY YI

 5. สมบตัขิองรปูสามเหลีย่มคลา้ยจาก 4 

6. ∆MFX ~  ∆MJY 6. ในทาํนองเดยีวกนักบั 4 

7. MX XF=
MY YJ

 7. สมบตัขิองรปูสามเหลีย่มคลา้ยจาก 6 

8. DÂB = DĈB หรอื XÂE = YĈJ 8. มมุในสว่นโคง้ของวงกลมทีอ่ยูใ่น

เซกเมนตเ์ดยีวกนัและรองรบัดว้ย

คอรด์เดยีวกนัมคีา่เทา่กนั (คอรด์ 

DB) 

9. CĴY = CM̂B 9. มมุภายนอกและมมุภายในทีอ่ยูบ่น

ขา้งเดยีวกนัของเสน้ตดัขวางเสน้

คูข่นานมคีา่เทา่กนั (JY // AB ม ีDC 

เป็นเสน้ตดัขวาง) 

10. AÊX = AM̂D 10. ในทาํนองเดยีวกนักบั 9 (XE // DC ม ี

AB เป็นเสน้ตดัขวาง) 

11. CM̂B= AM̂D 11. ในทาํนองเดยีวกบั 1 (เสน้ตรง AB 

ตดักบัเสน้ตรง CD) 

12. CĴY = AÊX 12. จาก 9, 10 และ 11 

13. AX̂E = CŶJ 13. ในทาํนองเดยีวกนักบั 3 เมือ่พจิารณา

จาก 8 และ 12 

14. ∆AXE ~ ∆CYJ 14. จาก 8, 12 และ 13 

15. AX XE=
CY YJ

 15. สมบตัขิองสามเหลีย่มคลา้ยจาก 14 

16. ∆DXF ~ ∆BYI 16. ในทาํนองเดยีวกบั 14 

17. DX XF=
BY YI

 17. สมบตัขิองสามเหลีย่มคลา้ยจาก 16 

18. AX DX XE XF=• •
CY BY YJ YI

 18. นํา 15 และ 17 คณูกนั 
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19. MX MX XE XF=• •
MY MY YI YJ

 19. นํา 5 และ 7 คณูกนั 

20. MX MX AX DX=• •
MY MY CY BY

 20. จาก 18 และ 19 

21. AX•DX = PX•QX 21. จากทฤษฎบีทการตดักนัของคอรด์ 

(PQ ตดักบั AD ที ่X) 

22. CY•BY = PY•QY 22. ในทาํนองเดยีวกบั 21  (PQ ตดักบั 

BC ที ่Y) 

23. PX•QX = (PM-MX)(QM+MX) 23. จากรปูที ่5 

24. PX•QX = (PM-MX)(PM+MX) 24. จากโจทย ์PM = QM 

25. PY•QY = (PM+MY)(QM-MY) 25. จากรปูที ่5 

26. PY•QY = (PM+MY)(PM-MY) 26. จากโจทย ์PM = QM 

27. MX MX (PM-MX)(PM+MX)=
MY MY (PM+MY)(P

•
M-MY)

 

 
2 2 2

2 2 2

(MX) (PM) -(MX)=
(MY) (PM) -(MY)

 

 
2 2 2 2

2 2

(PM) -(MX) (PM) -(MY)=
(MX) (MY)

 

 
2 2

2 2

(PM) (PM)-1= -1
(MX) (MY)

 

 
2 2

2 2

(PM) (PM)=
(MX) (MY)

 

 MX=MY  

27. จาก 20, 21, 22, 24 และ 26 

28. M เป็นจุดกึง่กลางของเสน้ตรง XY 28. จาก 27 

 

5. สรปุ 

การพิสูจน์ทฤษฎีบทรูปผีเสื้อโดยใช้สมบัติของสามเหลี่ยมคล้าย และ 

ทฤษฎีการตัดกันของคอร์ด ที่ได้กล่าวมาข้างต้น สามารถนําวิธีการในทํานอง

เดยีวกนัน้ีไปใชใ้นการพสิจูน์เงือ่นไขและสมบตัขิองคอรด์รว่มระหว่างวงกลมสองวง



 

 ทฤษฎบีทรปูผเีสือ้ 
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ที่ตดักนั  ถ้ากําหนดวงกลมที่มรีศัมต่ีางกนัสามวงตดักนัอย่างแท้จรงิ นัน่คอืไม่มี

วงกลมคูใ่ดสมัผสักนัแลว้คอรด์รว่มทัง้สามเสน้ระหวา่งแต่ละคูข่องวงกลมสามวงอาจ

ตดักนัภายในวงกลม หรอื ไม่ตดักนัภายในวงกลมแต่ส่วนต่อของคอรด์ทัง้สามตดั

กันภายนอกวงกลม หรือ คอร์ดร่วมทัง้สามมีจุดร่วมหน่ึงจุดในเส้นรอบวงของ

วงกลม ซึง่ข ัน้ตอนการพสิจูน์จะนําเสนอในโอกาสต่อไป 
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บทคดัย่อ 
การวจิยันี้มวีตัถุประสงคเ์พื่อสรา้งแผนการจดัการเรยีนรูแ้บบคน้พบเรื่อง ล าดบั  

ทีม่ปีระสทิธภิาพตามเกณฑ์ 70/70 หาดชันีประสทิธผิลของแผนการจดัการเรยีนรู ้และ
เปรยีบเทยีบความสามารถในการคดิอย่างมวีจิารณญาณของนักเรยีน ก่อนและหลงัการ
จดักจิกรรมการเรยีนรู ้โดยกลุ่มตวัอยา่งเป็นนักเรยีนชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 ภาคเรยีนที ่1 
ปีการศกึษา 2559 โรงเรยีนพระแท่นดงรงัวทิยาคาร จ านวน 35 คน ผลการวจิยัพบว่า 
(1) แผนการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบ ทีส่รา้งมปีระสทิธภิาพ 74.86/71.05, (2) 
แผนการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบมคี่าดชันีประสทิธผิลเท่ากบั 0.6108 และ (3) 
ความสามารถในการคดิอย่างมวีจิารณญาณของนักเรยีน หลงัไดร้บัการจดักจิกรรมการ
เรยีนรูแ้บบคน้พบสงูกว่ากอ่นไดร้บัการจดักจิกรรมการเรยีนรู ้อยา่งมนียัส าคญัทางสถติทิี่
ระดบั 0.01 

ค าส าคญั:  การคดิอยา่งมวีจิารณญาณ  การจดัการเรยีนรูแ้บบคน้พบ  ล าดบั 
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ABSTRACT 

The main purposes of this research were to develop lesson plans using 

discovery method instruction on sequences according to efficiency criterion of 

70/70. In addition, the effectiveness index of lesson plans by discovery method on 

sequences was studied. In this regard, the comparison of ability of critical thinking 

between before learning and after learning by the discovery activities was 

performed. The sample of this study is a group of 35 students of Matthayomsuksa 

6  at Prathandongrungwittayakarn School, in the first semester of the 2 0 1 6 

academic year. The results revealed that (1 )  the efficiency of the lesson plans by 

discovery method instruction on sequences for Matthayomsuksa 6 met the standard 

criterion of 74.86/71.05, (2) the effectiveness index of mathematics lesson plans 

by using discovery method on sequences is at 0 . 6 1 0 8  ( 3 )  the overall critical 

thinking of Matthayomsuksa 6  students after learning discovery activities is 

significantly higher than before leaning at the 0.01 level. 

Keywords:  Critical thinking, Discovery learning activities, Sequence  

1. บทนํา 

ในยุคปัจจุบนัความก้าวหน้าทางเทคโนโลยทีําใหก้ารสื่อสารเป็นไปอย่าง

รวดเรว็ ขอ้มูลข่าวสารมปีรมิาณมาก มทีัง้ที่เชื่อถือได้และไม่น่าเชื่อถือ [1] การ

บรโิภคผา่นสือ่ของสงัคมไทยโดยสว่นใหญ่จะยอมรบัสิง่ทีส่ ื่อนําเสนอไวท้ัง้หมด และ

คดิว่าสิง่ทีส่ ื่อนําเสนอนัน้ถูกตอ้งเหมาะสม ปราศจากขอ้สงสยั ทาํใหเ้กดิการบรโิภค

ขอ้มลูขา่วสารอยา่งขาดสต ิจนตกเป็นเหยื่อ [2] ดงันัน้การรบัขอ้มลูขา่วสารอย่างมี

วจิารณญาณโดยใชค้วามรูแ้ละสตปัิญญาในการพจิารณาสิง่ทีเ่หน็ ไดย้นิ หรอืไดร้บั

อยา่งมเีหตุผล และสมเหตุสมผลจงึเป็นสิง่ทีจ่าํเป็นอยา่งยิง่ การจดัการศกึษาจงึควร

มุ่งเน้นให้ผู้เรียนได้นําความรู้ทกัษะไปใช้ประโยชน์ในการดําเนินชีวิตจริง เพื่อ

ประโยชน์ต่อสงัคมสว่นรวม มากกวา่การมุง่เน้นเพยีงผลสมัฤทธิ ์

สอดคล้องกบัการศกึษาในศตวรรษที ่21  ซึ่งต้องเตรยีมนักเรยีนใหพ้รอ้ม

กบัชวีติตามกระแสการปรบัเปลีย่นทางสงัคมอนัจะสง่ผลต่อวถิกีารดาํรงชพีในสงัคม
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โดยเฉพาะทกัษะการเรียนรู้ตลอดชีวิต ด้านการคิดอย่างมีวิจารณญาณ อนัจะ

นําไปสู่ความสามารถอย่างชํานาญในการคดิที่จะทําหรอืไม่ทํา เชื่อหรอืไม่เชื่อใน

เหตุการณ์ต่างๆทีเ่กีย่วขอ้งกบัชวีติประจาํวนั และชวีติการทาํงาน [3] 

จากการสํารวจของสํานักสถิตแิห่งชาต ิ(สสช.) เกี่ยวกบัปรมิาณการอ่าน

หนงัสอืของคนไทย พบว่าอ่านหนงัสอืโดยเฉลีย่ปีละประมาณ 2-5 เล่มต่อคน ซึง่ถอื

ว่าเป็นปรมิาณทีน้่อยมาก แสดงใหเ้หน็ถงึ การขาดนิสยัรกัการอ่านของนกัเรยีน อนั

แสดงว่าขาดคุณลกัษณะใฝ่เรยีนรู ้การขาดคุณลกัษณะใฝ่เรยีนรูน้ี้ส่งผลใหข้าดการ

คน้ควา้ศกึษาหาขอ้มลูทีเ่กีย่วขอ้งกบัสิง่ทีไ่ดร้บั ทาํใหไ้มเ่กดิกระบวนการคดิอยา่งมี

วิจารณญาณก่อนตดัสนิใจเชื่อหรือเลือก [4 - 6] ตลอดจนส่งผลให้กระบวนการ

เรยีนรูเ้ป็นไปอยา่งไมม่ปีระสทิธภิาพ 

การพฒันาทกัษะด้านการคิดอย่างมวีิจารณญาณ จึงควรส่งเสรมิในการ

จดัการเรยีนการสอนวชิาคณิตศาสตร ์เปิดโอกาสใหน้ักเรยีนไดม้โีอกาสคดิ อย่างมี

ระบบคดิโดยใชเ้หตุผล ยอมรบัฟังและพจิารณาความคดิเหน็ของผูอ้ื่น ตัง้คําถาม 

คิดวิเคราะห์ คิดค้นหาคําตอบที่ถูกต้อง จดัระเบียบขอ้มูล สงัเกต ตัง้สมมติฐาน 

ทดลองและลงมอืแกปั้ญหา สรุปตดัสนิ โดยใชห้ลกัการคดิดว้ยวจิารณญาณเพื่อฝึก

ใหไ้ดส้รา้งสรรคอ์งคค์วามรูด้ว้ยตนเอง จดัโอกาสในการเรยีนรูต้ามระดบัการเรยีนรู ้

และพฒันาการของนักเรยีน จดักระบวนการการเรยีนการสอนตามความแตกต่าง

ของนักเรยีน ใช้ วิธีการจดัการเรยีนรู้ที่เหมาะสมเพื่อช่วยพฒันาการเรยีนรู้ของ 

นกัเรยีน ซึง่การเรยีนรูแ้บบคน้พบ (Discovery Learning) เป็นการเรยีนรูท้ีผู่เ้รยีน

สร้างความรู้และสรุปกฎเกณฑ์ต่างๆที่ได้จากประสบการณ์ด้วยตนเอง [7, 8] 

ผูเ้รยีนไดม้กีารจดัระบบความคดิ วธิแีสวงหาความรูด้ว้ย ตนเอง ทําใหจ้ดจําขอ้มูล

ไดน้าน โดยใชก้ารจําเป็นขัน้ตอน จดจําสิง่ทีต่นคน้พบไดน้าน เขา้ใจไดอ้ย่างแจ่ม

แจง้และคดิอยา่งมเีหตุผล 

จากประสบการณ์ของผูว้จิยัในการสอนกลุ่มสาระการเรยีนรูค้ณิตศาสตร์ 

ระดบัชัน้มธัยมศกึษาตอนปลาย พบวา่ใน การจดักจิกรรมการเรยีนรู ้เรือ่งลาํดบัและ

อนุกรม สว่นใหญ่ใชว้ธิกีารสอนแบบบรรยาย ผูเ้รยีนขาดปฏสิมัพนัธร์ะหว่างกนั ไม่

กล้าแสดงความคดิเหน็ เมื่อผูส้อนตัง้คําถามเพื่อตรวจสอบความเขา้ใจใน เน้ือหา
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หรอืขอ้คาํถาม และสรา้งการมสีว่นรว่มในการเรยีนรูข้องผูเ้รยีน พบว่าผูเ้รยีนมกัไม่

โตต้อบ หรอื ตอบโตด้ว้ยความไม่มัน่ใจ กม้หน้าไม่สบสายตากบัคร ูซึง่นักเรยีนมกั

ใหเ้หตุผลว่ากลวัตอบผดิ หรอืไม่ แน่ใจในคําตอบของตนว่าจะเหมอืนกบัคําตอบ

ของครูหรือคําตอบของเพื่อนหรือไม่ และบางคนไม่สามารถคิดวิเคราะห์หรือ

พยายามแกปั้ญหา ซึง่สอดคลอ้งกบัผลการศกึษาในปีทีผ่า่นๆ มา ทีพ่บวา่นกัเรยีนม ี

ผลสมัฤทธิใ์นการเรยีน เรือ่งลาํดบัและอนุกรมอยูใ่นเกณฑต์ํ่าและขาดความสามารถ

ในแกปั้ญหาทางคณิตศาสตรอ์นัแสดงใหเ้หน็ว่าขาดการคดิอย่างมวีจิารณญาณทีม่ ี

ประสทิธภิาพ ผูว้จิยัจงึสนใจศกึษา การจดัการเรยีนรูท้ีพ่ฒันาทัง้ผลสมัฤทธิท์างการ

เรยีนและพฒันาความสามารถในการคดิอย่างมวีจิารณญาณ เพื่อใหน้ักเรยีนพรอ้ม

รับกระแสการปรับเปลี่ยนทางสังคมอันจะส่งผลต่อวิถีการดํารงชีพทางสังคม 

สามารถดาํเนินชวีติและเรยีนรูต้ลอดชวีติอยา่งมปีระสทิธภิาพ 

2. วิธีดาํเนินการ 

2.1 ประชากรและกลุ่มตวัอย่าง 

ประชากรที่ใช้ในการศึกษาค้นคว้าในครัง้ น้ี  เป็นนักเรียนระดับชัน้

มธัยมศกึษาปีที ่6 ภาคเรยีนที ่1 ปีการศกึษา 2559 โรงเรยีนพระแท่นดงรงัวทิยา-

คาร จงัหวดักาญจนบุร ีจาํนวน 4 หอ้งเรยีน รวมนกัเรยีน 121 คน 

กลุ่มตัวอย่างที่ใช้ในการศึกษาวิจัยซึ่งได้มาจากการสุ่มอย่างง่ายเป็น

นักเรียนระดับชัน้มัธยมศึกษาปีที่ 6 ห้อง 3 ภาคเรียนที่ 1 ปีการศึกษา 2559 

โรงเรยีนพระแทน่ดงรงัวทิยาคาร จงัหวดักาญจนบุร ีจาํนวน 35 คน 

2.2 ตวัแปรท่ีใช้ในการศึกษา 

ตวัแปรอสิระ ไดแ้ก่ การจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบ เรือ่งลาํดบั 

ตวัแปรตาม ไดแ้ก่ 

1. ประสิทธิภาพของแผนการจดักิจกรรมการเรียนรู้แบบค้นพบ เรื่อง 

ลาํดบั 

2. ดชันีประสทิธผิลของแผนการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบ เรื่อง 

ลาํดบั 
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3. ความสามารถในการคดิอย่างมวีจิารณญาณของนักเรยีนที่เรยีนด้วย

การจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบ เรือ่ง ลาํดบั 

2.3 เครื่องมือท่ีใช้ในการวิจยั 

1. แผนการจดัการเรยีนรูแ้บบคน้พบ เรื่อง ลําดบั จาํนวน 10 แผน ซึง่แต่

ละแผนผ่านการนําไปให้ผู้เชี่ยวชาญด้านการสอนคณิตศาสตร์จํานวน 3 ท่าน

ตรวจสอบความถูกต้อง ความเที่ยงตรงของเน้ือหา และมคี่าดชันีความสอดคล้อง 

(IOC) ทีร่ะดบั 0.95 

2. แบบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวชิาคณิตศาสตร ์เรื่อง ลําดบั จํานวน 

30 ข้อ ซึ่งผ่านการนําไปให้ผู้เชี่ยวชาญด้านการสอนคณิตศาสตร์จํานวน 3 ท่าน

ตรวจสอบความถูกตอ้ง ความสอดคลอ้งระหว่างขอ้สอบและจุดประสงคก์ารเรยีนรู ้

และมคี่าดชันีความสอดคล้อง (IOC) ที่ระดบั 0.93  และผ่านการทดลองใช้ (Try 

out)  เพื่อวเิคราะหค์่าความยากงา่ย และมคี่าความเชื่อมัน่ของแบบทดสอบทัง้ฉบบั

ทีร่ะดบั 0.77 

3. แบบวัดความสามารถในการคิดอย่างมีวิจารณญาณ ของรอง

ศาสตราจารย ์สุวพชิชา ประสทิธธิญักจิ [9] ซึ่งมคี่าความเทีย่งของแบบทดสอบที่

ระดบั 0.94 

2.4 การดาํเนินการวิจยั 

1. เลอืกกลุ่มตวัอยา่งจากนกัเรยีนทีม่จีาํนวน 4 หอ้ง 

2. ชีแ้จงใหผู้เ้รยีนทีเ่ป็นกลุ่มตวัอย่างทราบถงึกจิกรรมการเรยีนการสอน 

เพื่อพฒันาการคดิอย่างมวีจิารณญาณโดยใชก้จิกรรมการจดัการเรยีนรูแ้บบคน้พบ 

เพือ่ใหน้กัเรยีนเกดิความเขา้ใจทีต่รงกนัและปฏบิตักิจิกรรมไดอ้ยา่งถูกตอ้ง 

3. นําแบบวดัการคิดอย่างมีวิจารณญาณ ไปทดลองกับกลุ่มตัวอย่าง

ทัง้หมด แลว้บนัทกึคะแนนไวเ้ป็นคะแนนก่อนทดลอง ใชเ้วลาในการทดสอบ 1 คาบ 

4. นําแบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง 

ลําดบั ที่ผู้ศึกษาสร้างขึ้นจํานวน 30 ขอ้ ไปทดลองกบักลุ่มตวัอย่างทัง้หมด แล้ว

บนัทกึคะแนนไวเ้ป็นคะแนนก่อนทดลองใชเ้วลาในการทดสอบ 1 คาบ 
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5. ดําเนินการสอนตามแผนการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบ เรื่อง 

ลําดบั สําหรบันักเรยีนชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 โดยผูว้จิยัดําเนินการสอนดว้ยตนเอง 

ใช้เวลา 10 คาบ ตรวจใหค้ะแนนแบบฝึกประสบการณ์ สําหรบัแต่ละแผนการจดั

กจิกรรมการเรยีนรู ้

6. เมือ่ดาํเนินการทดลองโดยสอนครบทัง้ 10 คาบ เสรจ็เรยีบรอ้ยแลว้ นํา

แบบวดัการคดิอยา่งมวีจิารณญาณ ไปทดสอบกบัผูเ้รยีนในกลุ่มตวัอยา่งทัง้หมดอกี

ครัง้ แลว้บนัทกึคะแนนไวเ้ป็นคะแนนหลงัเรยีน ใชเ้วลาในการทดสอบ 1 คาบ 

7. นําแบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง 

ลําดบั จํานวน 30 ข้อ ไปทดสอบกบัผู้เรยีนในกลุ่มตวัอย่างทัง้หมดอีกครัง้ แล้ว

บนัทกึคะแนนไวเ้ป็นคะแนนหลงัเรยีนโดยใชเ้วลาในการทดสอบ 1 คาบ 

8. ตรวจใหค้ะแนนแบบวดัการคดิอยา่งมวีจิารณญาณของนกัเรยีนแลว้นํา

ผลการทดสอบทัง้หมดมาวเิคราะหโ์ดยใชว้ธิกีารทางสถติเิพื่อตรวจสอบสมมตฐิาน

ทีต่ ัง้ไว ้

9. ตรวจใหค้ะแนนแบบทดสอบวดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนของนักเรยีน

แล้วนําผลการทดสอบทัง้หมดมาวิเคราะห์โดยใช้วิธีการทางสถิติเพื่อตรวจสอบ

สมมตฐิานทีต่ ัง้ไว ้

2.5 สญัลกัษณ์ท่ีใช้ในการวิเคราะหข้์อมลู 

ผูว้จิยักาํหนดสญัลกัษณ์ในการวเิคราะหข์อ้มลู ดงัน้ี 

t แทน คา่สถติทิีใ่ชใ้นการพจิารณาการแจกแจงแบบ t 

D แทน ความแตกต่างระหวา่งคะแนนการทดสอบหลงัและก่อน 

  การจดัการเรยีนรู ้

n แทน จาํนวนนกัเรยีนในกลุ่มทดลอง 

X  แทน คา่เฉลีย่ของคะแนน 

s แทน คา่เบีย่งเบนมาตรฐาน 

E1 แทน ประสทิธภิาพของกระบวนการทีไ่ดจ้ากการทาํ 

    แบบฝึกประสบการณ์ 
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E2 แทน ประสทิธภิาพของของผลลพัธท์ีไ่ดจ้ากการทาํแบบทดสอบ 

    วดัผลสมัฤทธิท์างการเรยีนหลงัเรยีน 

E.I. แทน คา่ดชันีประสทิธผิลของแผนการจดัการเรยีนรู ้

3. ผลการศึกษา 

ในการศกึษาครัง้น้ี ไดผ้ลการศกึษาดงัน้ี 

1. แผนการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบ เรื่อง ลําดบั ของนักเรยีน

ระดบัชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 ทีส่รา้งมปีระสทิธภิาพ E1/ E2 เท่ากบั 74.86/71.05 ซึง่

เป็นไปตามเกณฑ์มาตรฐาน 70/70 แสดงว่าแผนการจดักจิกรรมการเรยีนรู้แบบ

คน้พบ เรือ่ง ลาํดบั ทีส่รา้งขึน้มปีระสทิธภิาพสามารถนําไปใชใ้นการจดักจิกรรมการ

เรยีนการสอนใหม้ศีกัยภาพสงูขึน้ได ้

ตารางที ่1 ผลการศกึษาประสทิธภิาพของแผนการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบ เรือ่งลาํดบั ของ

นกัเรยีนกลุม่ตวัอยา่ง ระดบัชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 กบัประสทิธภิาพตามเกณฑ ์E1/ E2 

แบบฝึก

ที ่

คะแนน

เตม็ 

คะแนน

เฉลีย่ 

รอ้ยละ  แบบฝึก

ที ่

คะแนน

เตม็ 

คะแนน

เฉลีย่ 

รอ้ยละ 

1 5 4.49 89.80  7 5 3.34 66.80 

2 5 3.34 66.80  8 5 3.49 69.80 

3 5 4.14 82.80  9 5 4.06 81.20 

4 5 3.51 70.20  10 5 3.43 68.60 

5 5 3.71 74.20  E1 50 37.429 74.86 

6 5 3.91 78.20  E2 30 21.314 71.05 

ประสทิธภิาพของแบบแผนการจดัการเรยีนรู ้(E1/ E2) เทา่กบั 74.86/71.05 

 

2. ดชันีประสทิธผิลของแผนการจดักจิกรรมการเรยีนรู ้(E.I.) แบบคน้พบ 

เรื่องลําดบั มคี่าเท่ากบั 0.6108 แสดงว่า นักเรยีนมคีะแนนเพิม่ขึน้ 0.61081 หรอื

คดิเป็นรอ้ยละ 61.08 
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ตารางที ่2 ผลการศกึษาดชันีประสทิธผิลของแผนการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบ เรือ่งลาํดบั 

ของนกัเรยีนกลุ่มตวัอยา่ง ระดบัชัน้มธัยมศกึษาปีที ่6 

จาํนวน

ผูเ้รยีน 

คะแนน

เตม็ 

ผลรวมคะแนน

ทดสอบก่อนเรยีน 

ผลรวมคะแนน

ทดสอบหลงัเรยีน 

ดชันี

ประสทิธผิล 

35 30 269 746 0.6108 

 

3. ผลการทดสอบความสามารถในการคิดอย่างมีวิจารณญาณของ

นักเรยีนก่อนและหลงัการจดักจิกรรมการเรยีนรู้แบบค้นพบ  เรื่อง ลําดบั พบว่า

ความสามารถในการคดิอย่างมวีจิารณญาณของนักเรยีนดา้นความสามารถในการ

สรุปอา้งองิและการตดัสนิสรุปแบบอุปนัย  ดา้นความสามารถในการระบุขอ้ตกลง

เบือ้งตน้  ดา้นความสามารถในการนิรนยั  ดา้นความสามารถในการแปลความ และ

ดา้นความสามารถในการประเมนิขอ้โตแ้ยง้ หลงัไดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบคน้พบ 

สูงกว่าก่อนได้รบัการจดัการเรยีนรูแ้บบคน้พบ อย่างมนีัยสําคญัทางสถิติที่ระดบั 

0.01 ทัง้หา้ด้าน และภาพรวมพบว่าความสามารถในการคดิอย่างมวีจิารณญาณ

ของนักเรยีนหลงัไดร้บัการจดัการเรยีนรูแ้บบคน้พบ สูงกว่าก่อนไดร้บัการจดัการ

เรยีนรูแ้บบคน้พบ อยา่งมนียัสาํคญัทางสถติทิีร่ะดบั 0.01 

ตารางที ่3 เปรยีบเทยีบความสามารถในการคดิอยา่งมวีจิารณญาณของนกัเรยีนกลุม่ตวัอยา่ง 

ก่อนและหลงัการจดักจิกรรมการเรยีนรูแ้บบคน้พบ เรือ่ง ลาํดบั 

ประเดน็การประเมนิ การประเมนิ n X  S t 

ความสามารถในการสรปุอา้งองิ

และการตดัสนิสรปุแบบอุปนยั 

ก่อนทดลอง 35 1.46 1.094 
6.915** 

หลงัทดลอง 35 2.71 1.358 

ความสามารถในการระบุ ก่อนทดลอง 35 4.83 1.200 
5.878** 

ขอ้ตกลงเบือ้งตน้ หลงัทดลอง 35 6.03 1.294 

ความสามารถในการนิรนยั 
ก่อนทดลอง 35 5.14 1.648 

5.389** 
หลงัทดลอง 35 6.49 1.502 
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ประเดน็การประเมนิ การประเมนิ n X  S t 

ความสามารถในการแปลความ 
ก่อนทดลอง 35 4.43 1.650 

4.645** 
หลงัทดลอง 35 5.86 1.375 

ความสามารถในการประเมนิ ก่อนทดลอง 35 4.71 1.708 
6.341** 

ขอ้โตแ้ยง้ หลงัทดลอง 35 6.80 1.568 

ภาพรวม 
ก่อนทดลอง 35 20.57 3.80 

11.196** 
หลงัทดลอง 35 27.91 3.899 

4. อภิปรายผล 

ผลจากงานวิจัยน้ีทําให้เห็นว่าการเรียนการสอนคณิตศาสตร์หากจัด

กระบวนการเรยีนรู้ที่เหมาะสมจะสามารถพฒันาผู้เรยีนทัง้ในด้านวิชาการ และ

สามารถพฒันาการคดิอย่างมวีจิารณญาณซึง่ถอืว่าเป็นสิง่ทีจ่าํเป็นในการดาํรงชวีติ

ใหม้ปีระสทิธภิาพในสงัคมยุคปัจจุบนัดงันัน้ผูส้อนจําเป็นจะต้องหาวธิกีารจดัการ

เรยีนรูท้ีส่ามารถพฒันาผูเ้รยีนทัง้ในหอ้งเรยีนและนอกหอ้งเรยีน 

5. กิตติกรรมประกาศ 

งานวจิยัน้ีไดร้บัการสนับสนุนจากสาขาวชิาคณิตศาสตร ์คณะวทิยาศาสตร ์

มหาวทิยาลยับูรพา และขอขอบคุณ คณะกรรมการประเมนิบทความของวารสาร

คณติศาตร ์MJ-MATh ทีใ่หข้อ้เสนอแนะในการพฒันาผลงานวจิยัน้ี 
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“The measure of intelligence is the ability to change.” 

“ความฉลาดวดักนัทีว่ธิรีบัมอืกบัความเปลีย่นแปลง” 
อลัเบริต์ ไอน์สไตน์ 

“If you must play, decide on three things at the start:   

the rules of the game, the stakes, and the quitting time” 

“เมือ่ตอ้งลงแขง่ จงรูส้ามสิง่ กตกิา เดมิพนั และจงัหวะจบเกม” 
สภุาษติจนี 

ต่ืนตะลึงกนัไปทัว่โลก!! เมื่อเครื่องจกัรเอาชนะมนุษยอ์ย่างขาดลอย ใน
เกมทีม่ผีูเ้ชื่อมัน่มาตลอดว่า จะไม่มโีปรแกรมคอมพวิเตอรใ์ด เล่นเกมนี้ชนะมนุษย์
ได ้เกมอะไร? ส าคญัอย่างไร? และเคร่ืองจกัรเอาชนะมนุษยผ์ู้มีปัญญาวิจิตร
ได้อย่างไร? สองดอกเตอรจ์ะมาชีแ้จงแถลงไขใหฟั้ง 

1. วนัประวติัศาสตร ์(The History Made!) 

12 มนีาคม ค.ศ. 2016 คงเป็นวนัที่ประวตัศิาสตรข์องวงการคอมพวิเตอร ์
จะจารกึชยัชนะครัง้ส าคญัของการพสิูจน์ถึงความชาญฉลาดของเครื่องจกัร เมื่อ
โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีช่ือว่าอลัฟาโก (AlphaGo) ได้เอาชนะแชมเป้ียน
หมากกระดานโกะในยุคน้ี คือ ลี ซีดอล (Lee Sedol) รวดสามเกมแรก ในการ
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แข่งขนักนั 5 เกม แมว้่าสองวนัถดัมา คุณลจีะเอาชนะไดใ้นเกมที่ 4 แต่อลัฟาโกก็

กลบัเอาชยัไดอ้กีในเกมสดุทา้ยในอกีสองวนัถดัมา นัน่คอื รวมแลว้อลัฟาโกได ้4 ใน 

5 เกม เครือ่งจกัรเป็นฝ่ายมชียั!! 

2. ผูส้ร้าง (The Creator) 

อัลฟาโกถูกพัฒนามาจากบริษัทดีพมายด์ (Deep Mind) ซึ่งกูเกิ้ลเป็น

เจ้าของอกีทหีน่ึง เมื่อพูดถึงกูเกิ้ล คงไม่มใีครไม่รูจ้กัว่าเก่งกาจเรื่องเสริ์ชเอนจิ้น 

(Search Engine) ขนาดไหน รวมถงึตาํนานวิธีการจ้างงานและดแูลพนักงานท่ี

แปลก แหวก กวา่บรษิทัอื่นๆ 

เช่น คําถามสมัภาษณ์ทีดู่ไรส้าระ แต่จรงิๆ แลว้เป็นการดูกระบวนการคดิ 

การใหส้วสัดกิารพนักงานอย่างสุดๆ ได้แก่ อาหารสามมื้อฟร ีรกัษาพยาบาลพบ

แพทย์รวมทําฟันฟรี ตัดผมนวดตัวฟรี ห้องปิงปอง โรงยิม สระว่ายน้ํา ซาวน่า 

รถยนต์ ฟรหีมด รวมถึงการทาํให้ท่ีทาํงานเป็นเหมือนสนามเดก็เล่น การดูแล

ถงึขนาดน้ีทาํใหพ้นักงานอยากมาทาํงานทุกๆ วนั และใหผ้ลลพัธก์ารทาํงานทีย่อด

เยีย่มสดุๆ 

ดงันัน้ การที่ทีมเฉพาะทางของกูเกิ้ล จะสร้างโปรแกรมอนัยอดเยี่ยมน้ี

ขึ้นมาจงึเป็นสิง่ที่คาดหวงัได้ ว่ากนัตามจรงิแล้ว การท่ีโปรแกรมคอมพิวเตอร์
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แข่งขนัเอาชนะมนุษย์ได้ ครัง้น้ีก็ไม่ใช่ครัง้แรก แต่ทําไมการชนะครัง้น้ีจึง

แตกต่าง และน่าตื่นเตน้ยิง่กวา่ครัง้ทีผ่า่นๆ มา เรามาลองตดิตามกนัด ู

3. ปัญญาประดิษฐ ์(AI-Artificial Intelligence) 

เมื่อกล่าวถึงโปรแกรมชาญฉลาด คงจะไม่กล่าวถึงปัญญาประดิษฐ์ 

(Artificial Intelligence หรอื AI) ไม่ได้ ศาสตร์น้ีเกิดขึ้นในปี ค.ศ. 1956 โดยมี

นิยามที่แสนคลุมเครือว่าคือ การศึกษาวิธีการทําให้คอมพิวเตอร์ทํางาน

บางอย่างท่ี “ชาญฉลาด” โดยความชาญฉลาดหมายถงึ สิง่ทีม่นุษยม์กัจะทําได้

ดกีว่าโปรแกรมคอมพวิเตอรใ์นขณะนัน้ เช่น การเล่นเกม การสนทนา การมองเหน็

และไดย้นิ การใชเ้หตุผล และการใชค้วามรูใ้นการแกปั้ญหาต่างๆ เป็นตน้ 

ดั ง นั ้ น 

นิ ย า ม น้ี จึ ง

ครอบค ลุมแสน

กว้างขวาง โดย

เ ป้ า ห ม า ย

สุดท้ายกค็งเป็น

หุ่ น ย น ต์  AI ท่ี

ฉลาดเท่าเทียม 

ห รื อ ย่ิ ง ก ว่ า

มนุษย!์!!  

4. ลึกลํา้น้ําเงินเข้ม.. (IBM Deep Blue) 

ดพีบลู คอืชื่อของโปรแกรมเล่นหมากรุกที่เอาชนะแชมเป้ียนหมากรุก คอื

แกรี ่แคสแปโรฟ Garry Kasparov ไดใ้นปี ค.ศ. 1997 อย่างไรกต็าม การแข่งขนั

ครัง้นัน้ และครัง้ก่อนหน้าในปี 1996 มีการผลดักนัรกุผลดักนัรบัพอสมควร 

และเป็นการชนะคะแนนแบบเฉียดฉิว คอื 3.5 ต่อ 2.5 จาก 6 เกม และแมว้า่คุณ

แคสแปโรฟไดข้อทา้ชงิใหม่ แต่ไอบเีอม็กไ็ม่ยอมส่งดพีบลูมาแข่งต่อ ดงันัน้ ถงึจะ

ถูกจารกึในประวตัศิาสตร ์แต่การท่ีโปรแกรมคอมพิวเตอรเ์อาชนะมนุษยไ์ด้ใน

ครัง้นัน้ กย็งัค้างคาใจผูค้นในวงการเสมอมา 



 

 ปัญญาวจิติร vs. ปัญญาประดษิฐ ์

 

36 

5. วตัสนันักตอบ.. (IBM Watson) 

ประวัติศ าสตร์

ครัง้ที่ สองที่ โปรแกรม

คอมพิว เตอร์ เ อาชนะ

มนุษย์ไม่ ใช่ เกมหมาก

กระดาน  แต่ เ ป็นเกม

แ ข่ ง ขั น ต อ บ คํ า ถ า ม

ความรู้รอบตัว โดยแข่ง

เรื่องความเร็วในการกด

ปุ่ มขอตอบดว้ย เกมน้ีช่ือ 

เจพพาด้ี (Jeopardy!) เป็นรายการทีวีเกมโชวท่ี์ฮิตต่อเน่ืองยัง่ยืนในประเทศ

อเมริกามาอย่างยาวนาน เรียกว่า รู้จกักนัดีทุกครวัเรือน 

คอมพวิเตอรว์ตัสนัมขีนาดใหญ่โตมาก นอกจากบรรจุความรูม้หาศาลแลว้ 

โปรแกรมวตัสนัยงัประยุกต์ศาสตรปั์ญญาประดิษฐ์หลายแขนงเข้าร่วมด้วย

ช่วยกนัทํางาน ได้แก่ การประมวลผลภาษา การค้นคืนข้อความ การแทน

ความรู้ การใช้เหตุผล และการเรียนรู้อตัโนมติั มนัได้ถูกทดสอบอย่างหนัก

หน่วงเป็นเวลาหลายปี 

จ น เ มื่ อ

พ ร้ อ ม แ ล้ ว 

ไอบเีอม็จงึทา้ชงิ

แชมเ ป้ียนเกม

เจพพาดี ้ในขณะ

นั ้น คื อ  แ บ ร ด 

รัทเทอร์ (Brad 

Rutter) กับเคน 

เจนกิ้นส์ (Ken Jennings) และน่ีเป็นอีกครัง้หน่ึงที่เครื่องจักรชนะมนุษย์ได้ 

โปรแกรมวตัสนักาํชยั ได้เงินรางวลัไป 1 ล้านเหรียญ ในปี ค.ศ. 2011!  
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แมว้่าโปรแกรมวตัสนัจะชนะ แต่จากการวเิคราะหเ์กม พบว่า บางคาํถาม

ง่ายๆ วตัสนักลบัตอบผิดอย่างไม่น่าเช่ือ ทาํให้ดเูหมือนว่าวตัสนัจะยงัโง่งม 

กว่ามนุษยอ์ยู่พอสมควร 

6. เกมโกะ (The Go Game) 

เกมโกะเป็นเกมท่ีมีต้นกําเนิด

มาจากจีนโบราณ มีงานเขียนกล่าวถึง

เกมโกะตัง้แต่ 400 ปีก่อนคริสต์ศักราช 

และมีหลัก ฐ านการขุ ดค้นพบหมาก

กระดานเกมโกะในมณฑลส่านซี จากยุค

สมยัราชวงศ์ฮัน่ คอืประมาณ 200 ปีก่อน

ครสิตศ์กัราช 

นอกจากน้ี เกมโกะยงัเป็นหน่ึงในส่ีศิลปศาสตรท่ี์บณัฑิตจีนควรต้อง

รอบรู้ด้วย สี่ศิลปศาสตร์นัน้ได้แก่ การดดีพณิ การเล่นโกะ การเขยีนอกัษรด้วย

พูก่นั และการวาดภาพงานศลิป์ 

ปัจจุบนั เกมโกะได้แพร่ขยายและนิยมไปทัว่โลก ความพิเศษของเกม

โกะ คือความเรียบง่ายแต่ลึกลํา้สดุหยัง่คาด! 

ความเรียบง่ายคือ กติกาที่เรยีบง่าย หมากขาวดําที่เรยีบง่าย เน้ือที่บน

กระดานที่สามารถวางหมากได้มากมาย และการเอาชนะท่ีต้องไม่อาศยัความ

รนุแรงใจร้อน แต่ใช้ความใจเยน็อดทน แต่ละเกมใชเ้วลานาน ใชส้มองและกล

ยทุธร์ะยะยาวมากกวา่ระยะสัน้ แต่กไ็มม่กีลยทุธใ์ดทีต่ายตวั 

ความลึกลํา้คือ ความไดเ้ปรยีบเสยีเปรยีบบนกระดาน แปรเปลี่ยนไปดัง่

สายน้ําไหลตลอดเวลา หมากบนกระดาษแม้น่ิงกเ็หมือนเคล่ือนไหว แม้ตัง้รบัก็

เหมือนโจมตี กล่าวกนัวา่ ไมม่เีกมโกะสองเกมใดๆ เลย ทีเ่หมอืนกนัเป๊ะๆ สกัครัง้ 

เน่ืองจากความพเิศษเฉพาะตวัเหล่าน้ี ทาํใหเ้กมโกะเป็นหน่ึงในปัญหากลุ่ม

ฮารด์ (Hard Problem) ทีห่ากแกไ้ดค้อืเอาชนะมนุษยไ์ด ้กห็มายถงึวา่ คอมพวิเตอร์

ได้ลํ้าหน้าไปอกีขัน้หน่ึง ซึ่งก็หมายถึงว่า ใกล้เวลาท่ีคอมพิวเตอรจ์ะฉลาดจน

สามารถครองโลกได้จริงๆ แล้ว!! 
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7. เรียนรู้ด้วยโครงข่ายประสาท (Neural Network Learning) 

ตอนน้ี ท่านผู้อ่านบางท่านคงสงสยัว่า โปรแกรมอัลฟาโก (AlphaGo) 

ทํางานอย่างไร เมื่อเปรียบเทียบกบัโปรแกรมดีพบลูและวตัสนัแล้ว อลักอริทึม

ของอลัฟาโกจะใชท้ํางานกบัปัญหาทัว่ๆ ไปไดม้ากกว่า คือใช้โครงข่ายประสาท

เทียมเชิงลึก (Deep Neural Networks) หลายๆ โครงข่ายมาช่วยกนัทาํงาน 

ซ่ึงเป็นการเลียนแบบการทาํงานของสมองมนุษยเ์รานัน่เอง! 

ในสาขาปัญญาประดษิฐ ์โครงขา่ยประสาทเทยีมมกัจะใชใ้นการรูจ้ําตวัเลข

และตวัอกัษร โดยเฉพาะลายมอืเขยีน หรอืใช้รู้จําเสยีง ลายน้ิวมอื จดจําใบหน้า 

และอื่นๆ ซึ่งจะเห็นว่า เป็นงานรู้จํารูปแบบ (Pattern Recognition) บางอย่างที่

คลา้ยคลงึแต่ไมเ่หมอืนกนัทเีดยีว 

ตั ว โ ค ร ง ข่ า ย

ประสาทเทียมจะเรียนรู้

จากข้อมูลฝึกสอน และ

ปรบัตวัให้ทํางานได้เมื่อ

พ บ ข้ อ มู ล อื่ น ๆ  ที่

คลา้ยคลงึกนั 

ในการฝึกสอน

หรือเทรนอัลฟาโก มี

การนําเกมของแชมเป้ียนมาเป็นตัวอย่าง นอกจากนั้น ยังมีการให้ตัว

โปรแกรมจาํลองตวัเอง และจาํลองเกมใหม่ๆ มากมาย มาแข่งขนักบัตวัเอง

ไปเรื่อยๆ จํานวนมาก ทําใหอ้ลัฟาโกเรยีนรูแ้ละปรบัตวัเองใหเ้ล่นเก่งขึน้ เก่งจนถงึ

ขัน้สามารถเอาชนะแชมเป้ียนมนุษยไ์ดใ้นทีส่ดุ! 

คอมพวิเตอรใ์กลจ้ะครองโลกแลว้หรอืไม?่ ศาสตรปั์ญญาประดิษฐ ์AI จะ

ทาํให้เคร่ืองจกัรฉลาดขึน้ ฉลาดกว่ามนุษยผ์ูส้ร้าง ผูมี้ปัญญาวิจิตรจริงๆ แลว้

ใชม่ัย้? น่ากลวัมาก!! 
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 ชื่อบทความ 

 

1. บทนํา 

ขอให้ผู้เขียนปฏิบัติตามข้อกําหนดการพิมพ์ตามรูปแบบที่ปรากฏใน 

Template น้ีอยา่งเครง่ครดั 

บทนําในวารสารเป็นส่วนของความสําคญัและมูลเหตุที่นําไปสู่การวิจยั 

พรอ้มวตัถุประสงค ์และอาจมสี่วนการสํารวจเอกสาร/งานวจิยัทีเ่กี่ยวขอ้ง รูปแบบ

ของตวัหนงัสอืในสว่นเน้ือหาหลกัทัง้หมด เป็นดงัน้ี: ภาษาไทยใช ้16-pt Browallia 

New ภาษาองักฤษใช ้12-pt Times New Roman  

ผูเ้ขยีนบทความควรตรวจสอบความถูกต้องของการพมิพ์ เช่น ตวัสะกด 

วรรคตอน และความเหมาะสม รวมถงึความไพเราะของการใชภ้าษา โดยใชค้าํศพัท์

ตามราชบณัฑติยสถาน และระบุประเภทของบทความใหช้ดัเจนว่าเป็นบทความ

ประเภทใด 

2. คาํแนะนําในการพิมพ ์

ในส่วนน้ีจะกล่าวถึงข้อควรปฏิบัติทัว่ไปในการพิมพ์บทความ โดยมี

สาระสาํคญัสงัเขปดงัน้ี 

2.1 คาํแนะนําทัว่ไป 

พมิพบ์ทความภาษาไทยใช ้16-pt Browallia New ภาษาองักฤษใช ้12-pt 

Times New Roman  การขึน้ยอ่หน้าใหมใ่ช ้First Line Indent เทา่กบั 0.5 inches  

เวน้ทุกอยา่งเพยีง 1 ช่องว่าง (1 Space Bar) เช่นระหว่างประโยค ระหว่าง

คําภาษาองักฤษ ระหว่างตวัเลข หรอื ตวัแปร หรอื การแจงรายการสิง่ของ เช่น 1, 

2, 3 หรือ x, y, n และเว้นหลังเครื่องหมาย “ๆ” เช่น “ศึกษาและลงมือทําซํ้าๆ 

จนกวา่จะเขา้ใจ” 

ถา้มคีอมม่า ใหพ้มิพเ์ครื่องหมายคอมม่าตดิตวัอกัษรสุดทา้ย แลว้จงึเวน้ 1 

ชอ่ง ก่อนตามดว้ยขอ้ความถดัไป เชน่ 1, 2, 3 ไมใ่ช ่1 ,2 , 3 และไมใ่ช ่1 , 2 , 3 

ถ้ามวีงเลบ็ ใหเ้วน้ 1 ช่องว่างก่อนเปิดวงเลบ็ จากนัน้ตามดว้ยขอ้ความใน

วงเลบ็ และวงเลบ็ปิดตดิตามมาเลย จากนัน้เวน้ 1 ช่องว่าง ก่อนขึน้ขอ้ความถดัไป  

เชน่ พชีคณติเชงิเสน้ (Linear Algebra) หรอื A = {a, b, c} 
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เครื่องหมายลบ อย่าใช ้- (Hyphen) ใหใ้ชเ้ป็น – (Dash) ซึง่ไดจ้ากการกด 

Ctrl พรอ้มเครือ่งหมายลบทีแ่ป้นตวัเลข 

ถา้มตีวัแปร หรอื ตวั Parameter ต่างๆ เช่น x, y, n ใหพ้มิพด์ว้ยตวัเอนให้

หมด ทีเ่ฉพาะตวัเหล่านัน้ โดยไม่รวมเครื่องหมายคอมม่าหรอืวงเลบ็ เช่น (x, y, n) 

ไม่ใช่ (x, y, n) เช่น (xi, yj, n5) ไม่ใช่ (xi, yj, n5) สังเกตว่าตัวห้อย i, j ต้องเอน 

เน่ืองจากเป็น Parameter แต่เลข 5 เป็นคา่คงที ่จงึไมต่อ้งเอน 

การพมิพ์คําเฉพาะตวัภาษาองักฤษ ให้ขึ้นต้นแต่ละคําด้วยตวัใหญ่ แล้ว

ตามด้วยตัวเล็ก เช่น Management Information Systemไม่ใช่ Management 

information system  

2.2 หวัข้อและหวัข้อย่อย 

 หวัขอ้และหวัขอ้ยอ่ยใหว้างชดิขอบซา้ย การลําดบัหวัขอ้ในสว่นของเน้ือหา

ใหใ้ชเ้ลขกาํกบั โดยใหบ้ทนําเป็นหวัขอ้หมายเลข 1 และหากมกีารแบ่งหวัขอ้ยอ่ยให้

ใชเ้ลขระบบทศนิยมกาํกบัหวัขอ้ยอ่ย เชน่ 2.1 เป็นตน้   

3. การเขียนสมการ 

ถ้ามีสมการ ห้าม crop เป็นภาพมา ต้องเขยีนขึ้นใหม่ หลีกเลี่ยงการใช้ 

Equation หรอื MathType ใหม้ากทีสุ่ด ตวัแปร ตวัเอน ตวัหนา ต่างๆ สามารถทาํ

ได้ใน Word ปกติ ตัวห้อย (กด Ctrl + =) ตัวยก (กด Ctrl + Shift + =) อกัษร

พเิศษใหเ้ลอืกจาก Insert Symbol เลอืก Font เป็น Symbol 

 ใหเ้ขยีนสมการตรงกลางของหน้ากระดาษ และทุกสมการจะต้องมลีําดบั

หมายเลขกํากบัโดยเขยีนอยู่ในวงเลบ็วางไวช้ดิขอบขวา ดงัตวัอย่าง ตวัอกัษรใน

สมการใช ้12-pt Times New Roman  ตวัอยา่งของการเขยีนสมการเป็นดงัน้ี  

 a = b + c                                          (1) 

สว่นการอา้งองิใหใ้ชค้าํวา่ สมการที ่ตามดว้ยตวัเลข เชน่ สมการ (1) 

4. การใส่รปูภาพและตาราง 

 รูปภาพควรมีความคมชัด และมีขนาดใหญ่พอที่จะสามารถมองเห็น

รายละเอยีดและอ่านตวัหนงัสอืในภาพไดช้ดัเจน รปูภาพลายเสน้จะตอ้งใชเ้สน้หมกึ

สดีาํ สว่นรปูถ่ายควรจะเป็นภาพขาวดาํทีม่คีวามคมชดั นอกจากน้ีรปูทุกรปูจะตอ้งมี



 

 ชื่อบทความ 

 

หมายเลขและคําบรรยายภาพกํากบัใต้รูป โดยควรมคีวามยาวมากที่สุดไม่เกนิ 2 

บร รทัด  จัด เ รีย ง ชิดซ้ า ย  ตัว อักษ รภาษา ไทย ใช้  14-pt Browallia New 

ภาษาองักฤษใช ้10-pt Times New Roman  

 

 

 

 

 

รปูที ่1 ตวัอยา่งรปูและการเขยีนคาํบรรยายใตร้ปู 

ทีม่า/Source: แหลง่ทีม่าของขอ้มลู (ถา้ม)ี 

กรณีตาราง หมายเลขและคาํบรรยายกํากบัตารางจะอยูเ่หนือตาราง โดยมี

ความยาวมากไม่เกิน 2 บรรทดั จดัเรยีงชดิซ้าย ตวัอกัษรคําบรรยายตารางและ

ตัวอกัษรในตาราง ภาษาไทยใช้ 14-pt Browallia New ภาษาองักฤษใช้ 10-pt 

Times New Roman  

จงวางตารางและรปูในตําแหน่งทีใ่กลเ้คยีงกบัจุดทีอ่า้งถงึใหม้ากทีสุ่ด เมื่อ

ตอ้งการอา้งองิ ใหใ้ชค้ําว่า ตารางที ่หรอื รปูที ่ตามดว้ยหมายเลข เช่น ตารางที ่1 

หรอื รปูที ่1 หากมรีปูยอ่ย ใหใ้ช ้(a) (b) หรอื (c) และเมือ่อา้งถงึ ใหใ้ชว้า่ รปูที ่1(a)  

ตารางที ่1 ตวัอยา่งการเขยีนตาราง 

หวัข้อ หวัข้อ  หวัข้อ  หวัข้อ 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

ภาษาไทยใช ้14-pt 

Browallia New 

องักฤษใช ้10-pt 

Times New Roman 

จัดให้สวยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

จดัใหส้วยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

จดัใหส้วยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

จดัใหส้วยงาม มอง

เหน็ชดั อ่านได ้

ทีม่า/Source: แหลง่ทีม่าของขอ้มลู (ถา้ม)ี 
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5. สรปุ 

ผู้เขียนบทความกรุณาตรวจบทความอย่างรอบคอบโดยใช้เวลาอย่าง

พอเพยีง ก่อนส่งใหก้รรมการพจิารณา จะทําใหบ้ทความของท่านมคีุณภาพสงูและ

ผา่นการพจิารณาไดง้า่ยขึน้ 

6. กิตติกรรมประกาศ (ถ้ามี) 

ขอขอบคุณผู้ส่งบทความทุกท่านที่ปฏิบัติตามข้อกําหนดการพิมพ์ตาม

รปูแบบใน Template น้ีอยา่งเครง่ครดั 

เอกสารอ้างอิง 

ทุกรายการเอกสารอ้างอิงต้องเป็นไปตามลําดบัก่อน-หลงั (in order of 

appearance) ในเน้ือหา และทุกรายการต้องปรากฏในเน้ือหา (in-text citations) 

โดยใช้การอ้างอิงรูปแบบ [1] หรือ [2, 3] หรือ [4-6] เป็นต้น สําหรับรายการ

ภาษาไทย นอกจากการเขยีนรายการอา้งองินัน้เป็นภาษาไทยแลว้ จะตอ้งแปลเป็น

ภาษาองักฤษดว้ย แต่ยงัอยูใ่นลาํดบัเลขขอ้เดยีวกนั แลว้วงเลบ็ (in Thai) ไว ้ 

ในกรณีทีม่ผีูเ้ขยีนมากกว่า 1 คน ใหแ้จกแจงรายชื่อออกมาทัง้หมด (หา้ม

ใช้ et al.) กรณีรายการภาษาไทย ให้เว้นวรรคระหว่างรายชื่อ ไม่ต้องคัน่ด้วย

เครื่องหมายคอมม่า หน้าชื่อสุดทา้ยใหใ้ชค้าํว่า และ กรณีรายการภาษาองักฤษ ถา้
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เร่ือง ขอเชิญประชุมใหญ่สามญัประจ าปี 2559 
เรียน สมาชิก สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถมัภ ์

 

 สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถมัภ ์  ขอเชิญสมาชิกประชุมใหญ่สามญั
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ครุศาสตร์  จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั   โดยมีวาระการประชุมดงัน้ี   
 

วาระท่ี 1   เร่ืองแจง้เพื่อทราบ 
 

วาระท่ี 2  การรับรองรายงานการประชุมใหญ่สามญัประจ าปี 2558  เม่ือวนัพธุท่ี  20   เมษายน  2559 
 

วาระท่ี 3  รายงานผลงานประจ าปี  2559 
 

วาระท่ี 4  เร่ืองเสนอเพื่อพิจารณา  
    4.1  ฐานะการเงินสมาคม 
     4.2  เสนอแต่งตั้งผูต้รวจสอบบญัชี 
      

วาระท่ี 5  เร่ืองอ่ืนๆ (ถา้มี) 

                          
 

จึงขอเรียนเชิญท่านเขา้ประชุมใหญ่สามญัประจ าปี สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ  ตาม 
วนั เวลา และสถานท่ีขา้งตน้  จกัขอบคุณยิง่ 
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    เลขาธิการ สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถมัภ ์
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