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คุยกับกองบรรณาธิการฝายบริหาร 

สวัสดี ทานผูอานวารสารคณิตศาสตรทุกทาน 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ มีภารกิจหลักในการสนับสนุน

การศึกษาและพัฒนาดานคณิตศาสตร จึงไดจัดทําวารสารคณิตศาสตรขึ้น เพ่ือเผยแพรผลงานวิชาการ

และวิจัยดานคณิตศาสตร คณิตศาสตรประยุกต คณิตศาสตรศึกษา รวมถึงศาสตรอ่ืน ๆ ที่ไดนํา

คณิตศาสตรไปประยุกตใชงาน  

กิจกรรมหน่ึงที่ เปนการสนับสนุนการศึกษาและพัฒนาดานคณิตศาสตร ของสมาคม

คณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ คือ การจัดประกวดโครงงานคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาตอนตน

และมัธยมศึกษาตอนปลาย โดยรวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

โครงงานที่ผานการคัดเลือกรอบแรกตองมาจัดแสดงและเสนอผลงานในชวงสัปดาหวันวิทยาศาสตร

แหงชาติ ซึ่งปน้ีตรงกับวันอาทิตยที่ 18 สิงหาคม 2562 ภายในเลมน้ีจะมีผลการประกวดโครงงาน

วิทยาศาสตรดังกลาว และกองบรรณาธิการฝายบริหารวารสารคณิตศาสตร ขอแสดงความยินดีกับ

โรงเรียนและนักเรียนที่ไดรางวัลทุกคนดวย 

กองบรรณาธิการฝายบริหารหวังเปนอยางย่ิงวาทุกบทความที่นําเสนอ จะเปนประโยชนแก

ทานผูสนใจ รวมทั้งจะเปนการพัฒนางานดานคณิตศาสตรใหกาวหนาตอไป ทั้งน้ีขอเชิญชวน นักเรียน 

นิสิตนักศึกษา ครู อาจารย นักวิจัย และผูสนใจ รวมเสนอบทความเพ่ือเผยแพรในวารสารคณิตศาสตร 

โดยทุกบทความจะผานกระบวนการพิจารณาจากผูทรงคุณ วุฒิ  (peer review) หากทานมี

ข อ เส น อ แ น ะ  ติ ช ม เกี่ ย ว กั บ ว า รส า รค ณิ ต ศ าส ต ร  ท า น ส าม ารถ ติ ด ต อ ได ที่  อี เม ล 
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ในโอกาสที่ใกลถึงวันปใหมแลว ในชวงเวลาที่พิเศษน้ีกองบรรณาธิการฝายบริหารขอสงความ

ปรารถนาดีใหทุกทานมีความสุข สมหวัง มีบานและครอบครัวที่อบอุน มีมิตรสหายที่ดี สวัสดีวันปใหม 
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กติกาและคําแนะนําสําหรับผูประสงคสงบทความเพื่อลงตีพมิพในวารสารคณิตศาสตร 

 วารสารคณิตศาสตรเปนวารสารวิจัยและวิชาการ ที่จัดทําขึ้นโดยสมาคมคณิตศาสตรแหง

ประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ เปดรับบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความทั่วไป ที่เปน

ภาษาไทยหรือภาษาอังกฤษ โดยทุกบทความจะไดรับการคัดกรองจากผูทรงคุณวุฒิ เพ่ือลงตีพิมพใน

วารสารคณิตศาสตร 

กติกาของวารสารคณิตศาสตร 

วารสารคณิตศาสตรไดปฏิบัติตามเกณฑทั้งเชิงปริมาณ และเชิงคุณภาพของศูนยดัชนีการ

อางอิงวารสารไทย (Thai Journal Citation Index Center : TCI) อยางเครงครัด ดังน้ันจึงกําหนด

กติกาและแนวทางในการบริหารจัดการวารสารคณิตศาสตร ดังน้ี 

ช่ือวารสาร 
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ABSTRACT 

This general article presents an interesting part of Plato’s biography and his 

mathematician quote.  

Keywords:  Plato, Biography, Mathematician quote 

บรรยากาศสงัคมกรีกโบราณในสมัยเฮลเลนิก เม่ือประมาณ 507 – 323 ปกอนคริสตกาลนั้น เต็ม

ไปดวยการใชเหตุผลอยางเสรี ผูคนถือเอาการอภิปรายทางความรูและการเมืองเปนวิถีชีวิต ซ่ึงนับเปน

รากฐานสําคัญของการนําไปสูการเขาใจธรรมชาติ การกอรางสรางแนวคิดเชิงปรัชญา การแสวงหา

ความรูเก่ียวกับโลก คณิตศาสตร และศิลปะ อยางท่ีไมมีอารยธรรมใดจะมาเปรียบ  

 

รูปท่ี 1 เพลโต  

เพลโต (Plato : 428 - 348 ปกอนคริสตกาล) เปนหนึ่งในนักปราชญนามอุโฆษในยุคนั้น เขาเปน

ศิษยคนสําคัญของโสกราตีส (Socrates : 470 - 399 ปกอนคริสตกาล) และเปนครูคนสําคัญของ 

อริสโตเติล (Aristotle : 384 - 322 ปกอนคริสตกาล) ซ่ึงท้ังสามทานนับไดวาเปนปรัชญาเมธีคน

สําคัญของกรีกท่ีมีบทบาทอยางสูงตอแนวคิดทางปรัชญาของโลกตะวันตก นอกจากนี้เพลโตยังไดรับ

อิทธิพลทางความคิดอยางมากจาก พีทาโกรัสแหงซามอส นักคณิตศาสตรชื่อดังแหงยุคอีกดวย เพลโต 

เชื่อวาโลกนั้นมีสองแบบ หนึ่งเปนโลกท่ีปรากฏใหสามารถเขาถึงไดดวยประสาทสัมผัสท้ังหา และ

ความรูท่ีไดมาจากการเขาถึงนั้นก็นับเปนความรูเฉพาะ สวนอีกหนึ่งเปนโลกท่ีแทจริง หรือโลกของ

แบบซ่ึงแมไมปรากฏใหเห็น แตเขาถึงไดดวยปญญาความคิด และความรูท่ีไดมานั้นก็เปนสิ่งสากล  

เฉกเชนเดียวกันความรูทางคณิตศาสตร ท่ีนักคณิตศาสตรสามารถเขาใจความจริงไดโดยผานเพียง

ความคิด [1] 
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ท่ีเอเธนส เพลโต ไดกอตั้ง อะแคเดมี (The Academy) ซ่ึงเปนสํานักศึกษาท่ีสอนเก่ียวกับปรัชญา 

วิทยาศาสตร คณิตศาสตร ดาราศาสตร และการเมือง มีวิธีการสอนท่ีทันสมัย เนนการมีสวนรวมใน

การตั้งคําถาม การตอบคําถามดวยเหตุผล และการคนหาความจริงดวยตนเอง เพลโต ใหความสําคัญ

กับวิชาคณิตศาสตรเปนอยางมาก โดยเฉพาะอยางยิ่งกับเรขาคณิต วากันวาเหนือประตูทางเขาอะแค

เดมี มีการจารึกขอความคลายเปนคําเตือนใจสําหรับผูท่ีจะผานเขามาวา “หากสูเจาไมใสใจในเรขา ก็

หาควรกาวเขามาท่ีนี่ไม (Let no-one ignorant of geometry enter here.)” [2] ดวยความยิ่งใหญ

ของอะแคเดมี จึงอาจกลาวไดวา สํานักศึกษาแหงนี้มีศักดิ์เทียบเสมอมหาวิทยาลัยแหงแรกของโลก 

[3] 

เพลโต มีผลงานเปนงานเขียนมากมาย ท้ังดานปรัชญา จริยศาสตร การเมือง การศึกษา 

วิทยาศาสตร คณิตศาสตร โดยมากเขาใชเทคนิคการเลาเรื่องผานบทสนทนา หนึ่งในงานเขียนสําคัญท่ี

เปนท่ีรูจักกันดี คือ ไทมาอุส (Timaeus) ซ่ึงมีเนื้อความอธิบายเก่ียวกับหลักปรัชญาตามแบบของ  

เพลโต และในหนังสือเลมนี้เอง เพลโต ไดนําเสนอแนวคิดเก่ียวกับ ทรงตันเพลโต (Platonic Solid) 

หรือทรงหลายหนาปรกติ (regular polyhedron) ไววา เปนทรงหลายหนา ท่ีจุดยอดทุกจุด

ประกอบดวยรูปหลายเหลี่ยมดานเทามุมเทาชนิดเดียวกันท่ีมีขนาดเทากันในจํานวนท่ีเทากัน ซ่ึงมี

เพียง 5 แบบเทานั้น ไดแก ทรงสี่หนา (tetrahedron) ทรงหกหนาหรือลูกบาศก (hexahedron or 

cube) ทรงแปดหนา (octahedron) ทรงสิบสองหนา (dodecahedron) และทรงยี่สิบหนา 

(icosahedron) นอกจากนี้ เพลโตยังเชื่อวาทรงเหลานี้เปนธาตุมูลฐานของจักรวาล กลาวคือ  

ทรงสี่หนาเปนตัวแทนของธาตุไฟ ลูกบาศกเปนตัวแทนของธาตุดิน ทรงแปดหนาเปนตัวแทนของ 

ธาตุลม ทรงยี่สิบหนาเปนตัวแทนของธาตุน้ํา และทรงสิบสองหนาเปนทรงตันซ่ึงพระผูเปนเจาใช

รังสรรคดาราจักรในสรวงสวรรคของพระองค [4] โดยตอมาภายหลังยุคลิดแหงอะเล็กซานเดรีย 

(Euclid of Alexandria) ไดนําเสนอบทพิสูจนท่ีสมบูรณเก่ียวกับทรงตันเพลโตไวในทฤษฎีบทในชวง

สุดทายของดิเอลลิเมนทเลมสุดทาย [5] 

แมวาผลงานทางคณิตศาสตรของเพลโต จะไมได มีมากมายหรือโดดเดนเทียบชั้นเทา 

นักคณิตศาสตรชื่อดังทานอ่ืน ๆ แตก็เปนท่ียอมรับกันโดยดุษณีวา เพลโต เปนนักคณิตศาสตรผูยิ่งใหญ

ดวยการเปนผูสรางนักคณิตศาสตรคนสําคัญใหกับโลกใบนี้ ชวงชีวิต 80 ปของเพลโต และราว 300 ป

ของอะแคเดมี นับเปนชวงเวลาท่ีทรงคุณคา ปญญาความคิดและสรรพวิทยาท่ีเขาไดวางรากฐานไวนั้น 

ไดรับการสานตอ จากรุนสูรุน และดํารงอยูนับเนื่องเปนพัน ๆ ป  
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ผลงานสําคัญของเพลโตอีกหนึ่งชิ้น เปนหนังสือท่ีอรรถาธิบายถึงลักษณะของสังคมสมบูรณแบบ 

ชื่อ อุตมรัฐ (The Republic) โดยความตอนหนึ่งไดกลาวถึงการศึกษาเรขาคณิตไวไดอยางลึกซ้ึงกินใจ 

และสะทอนความงดงามของเรขาคณิตไดอยางจับใจวา 

They are not thinking about these figures but of those things which the figures 

represent; thus, it is the square in itself and the diameter in itself which are the matter 

of their arguments, not that which they draw; similarly, when they model or draw 

objects, which may themselves have images in shadows or in water, they use them in 

turn as images, endeavouring to see those absolute objects which cannot be seen 

otherwise than by thought. [6] 

 

เขามิได คิดคํานึง ถึงรูปนี้  แตมุงหมาย ในฤดี ท่ีสิ่งนั้น 

สิ่งซ่ึงอาจ วาดรูปไว ใชแทนกัน  และรูปนั่น ก็แคเปน เชนตัวแทน 

จัตุรัส จึงจัตุรัส เพราะจัตุรัส  ปรากฏชัด ดวยนิยาม งามหนักแนน 

ผานศูนยกลาง เสนท่ีสราง ท้ังดินแดน ก็ไมแมน เสนผานกลาง อยางแบบตน 

จึงความคิด เยี่ยงนี้ สิไดใช   อํานวยให เสริมหรือลาง อางเหตุผล 

ตองหมายอิง สิ่งนั้นไว ในกมล  ใชบันดล ท่ีรูปลักษณ ประจักษตา  

อุปมา เหมือนเขาสราง รางรูปไว  แทนความคิด ในหทัย ท่ีหมายวา 

 นั่นคือเงา สิ่งจําลอง ของมายา  เปนภาพยอน สะทอนตา ธาราธาร  

 แลวจึงใช รูปจําลอง ใหมองเห็น  สิ่งสัมบูรณ อันงามเดน เปนแกนสาร 

 ซ่ึงเพียงเนตร มิอาจพบ ประสบพาน เพราะสัมบูรณ เฉพาะผาน ทางความคิด 
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บทคัดยอ 

เทคนิคการสอนมีความสําคัญที่จะชวยใหนักเรียนมีความต้ังใจในการเรียน ทําใหการเรียน 

การสอนมีประสิทธิภาพมากขึ้น นักเรียนสนุกสนานในการเรียนและมีความรู เทคนิคการสอน

คณิตศาสตร ไดแก (1) เทคนิคการนําเขาสูบทเรียน โดยการเลาประวัติคณิตศาสตรและการทบทวน

ความรูพ้ืนฐานกอนการเรียนเรื่องใหม (2) เทคนิคการถามคําถาม การถามคําถามของครูจะชวย

กระตุนความคิดของนักเรียน ตรวจสอบความเขาใจ และความมีเหตุผลของนักเรียน (3) เทคนิคการ

สรางแรงจูงใจ ครูควรใหแบบฝกหัดที่เหมาะสมกับความสามารถของนักเรียน ทําใหนักเรียนรูสึกวา

ตนเองประสบความสําเร็จ (4) เทคนิคการยกตัวอยาง โดยเริ่มจากการใหตัวอยางที่งายกอน และมี

ตัวอยางหลายตัวอยางที่เก่ียวของกับชีวิตจริงและสิ่งแวดลอม (5) เทคนิคการใชสื่อการเรียนรู ครูอาจ

ใชสื่อที่ครูประดิษฐขึ้นเอง สื่อสําเร็จรูป หรือสื่อเทคโนโลยี ที่จะชวยกระตุนความสนใจของนักเรียน 

(6) เทคนิคการสรุปบทเรียน นักเรียนตองสรุปสิ่งที่นักเรียนไดเรียนในแตละคาบ เพ่ือนําความรูน้ันไป

ใชในการแกปญหาและการเรียนคณิตศาสตรในระดับที่สูงขึ้นตอไป 

คําสําคญั:  เทคนิคการสอนคณิตศาสตร เทคนิคการนําเขาสูบทเรียน เทคนิคการสรางแรงจูงใจ  
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ABSTRACT 

Teaching technique is important for helping students’  intention in learning and 

making instruction more effectively. The students enjoy learning and have knowledge. 

There are many technique for teaching mathematics such as ( 1)  The introductory 

lesson technique:  telling mathematics history and reviewing students’  background 

knowledge before starting a new topic.  (2)  Asking question technique:  the teacher’s 

questions will help students’  thinking impulse and test their understanding and 

reasoning. (3) Constructed reinforcement technique: the teacher should give students 

appropriate exercises according to their ability so that they feel successful.  (4)  Giving 

example technique: starting from easy example and there are many examples related 

to real life and the environment.  ( 5)  Using learning materials technique:  there are 

learning materials that the teacher made, ready- made materials, and technology 

materials. These will help stimulate students’ interest. (6) Summary lesson technique:  

students have to summarize what they learn in each period.  They can bring their 

knowledge in solving problems and further study in higher mathematics.  

Keywords:  Mathematics teaching technique, Introductory lesson technique, 

Constructed reinforcement technique 

คําวา “เทคนิค” (technique) เปนคํานามตามพจนานุกรมฉบับราชบัณฑิตยสถาน พ.ศ. 2556 

หนา 580 [2] แปลวา ศิลปะหรือกลวิธีเฉพาะวิชาน้ัน ๆ การสอนเปนทั้งศาสตรและศิลป ครูผูสอนจึง

ตอง มีความรู ทักษะและเทคนิคตาง ๆ ที่จะนํามาใชในการสอน เพ่ือชวยทําใหนักเรียนเกิดการรับรูมี 

การเรียนรูทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงพฤติกรรม นักเรียนมีความรู มีความสนุกสนานในการเรียน  

ต้ังใจเรียน ทําใหการเรียนการสอนมีประสิทธิภาพมากขึ้น 

การสอนคณิตศาสตร ในระดับช้ันตาง ๆ น้ันแตกตางกัน ในระดับปฐมวัย นักเรียนชอบการ

เคลื่อนไหว อยากรู อยากเห็น อยากทดลอง ชอบถามคําถาม ดังน้ันในการจัดการเรียนการสอน 

ครูตองจัดกิจกรรมใหนักเรียนไดลงมือปฏิบัติ และชวงความสนใจของนักเรียนจะเปนชวงสั้น ๆ ครูจึง

ตองจัดกิจกรรมอยางหลากหลาย มีการบูรณาการการสอนวิชาคณิตศาสตรกับวิชาอ่ืน ๆ นักเรียน



เทคนิคการสอนคณิตศาสตร 

8 

เรียนรูคณิตศาสตรดวยการสังเกต การแยกแยะสิ่งของตาง ๆ ตามลักษณะของสี รูปราง ขนาด 

นักเรียนไดจับตองสื่อการเรียนรูน้ัน เชน ในการสอนเรื่องจํานวนนับ ต้ังแต 1 ถึง 9 นักเรียนตองไดนับ

สิ่งของตาง ๆ ไดแก ตัวนับ ไมไอศกรีม ซึ่งนักเรียนจะไดเรียนรูคณิตศาสตรจากรูปธรรม (concrete) 

กอนสื่อก่ึงรูปธรรม (semi-concrete) ไดแก รูปภาพ และนามธรรม (abstract) ไดแก สัญลักษณ 

เครื่องหมาย ตัวเลข การลงมือปฏิบัติในการเรียนคณิตศาสตร นักเรียนจะเรียนดวยความสนุก 

ไดความรู และสามารถนําความรูทางคณิตศาสตรไปใชได การสอนคณิตศาสตรในระดับประถมศึกษา 

นักเรียนจะเรียนเรื่องการดําเนินการ (การบวก การลบ การคูณ และการหาร) ดวยความเขาใจ เมื่อครู

ใชสื่อการเรียนรูที่เปนรูปธรรม ทําใหนักเรียนเกิดความคิดรวบยอดในเรื่องน้ัน ๆ สําหรับการสอน

คณิตศาสตรในระดับมัธยมศึกษา สื่อการเรียนรูยังมีความสําคัญที่จะชวยใหเน้ือหาสาระที่มีความเปน

นามธรรมน้ันเขาใจไดงายขึ้น และการเรียนคณิตศาสตรในระดับช้ันที่สูงขึ้น ตองอาศัยความรูพ้ืนฐาน 

ที่นักเรียนเคยเรียนมาแลว ดังน้ันกอนการสอน ครูตองทราบวานักเรียนตองมีความรูเรื่องใดมากอน

การเรียนเรื่องใหม 

1. เทคนิคการนาํเขาสูบทเรียน 

ครูอาจใชการทบทวนความรูที่นักเรียนไดเรียนไปแลวเมื่อช่ัวโมงที่แลวกอนที่จะเริ่มสอนบทเรียน

ใหม ซึ่งตองใชความรูเดิมที่เรียนไป ซึ่งเปนการยํ้าความรูที่นักเรียนไดเรียนไป เพ่ือนักเรียนจะได

เ ช่ือมโยงความรู เดิมกับความรูใหม ทําใหนักเรียนเขาใจบทเรียนไดรวดเร็วขึ้น ตัวอยางเชน  

การทบทวนความรูเก่ียวกับจํานวนเฉพาะกอนการเรียนเรื่องการหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. เปนตน  

การทบทวนอาจจะทําไดโดยการใหนักเรียนต้ังคําถามซึ่งกันและกัน สรุปสิ่งที่นักเรียนเรียนไปแลว

อยางสั้น ๆ การรองเพลงเกี่ยวกับคณิตศาสตร เชน เพลงการสลับที่ การบวก การลบ การคูณ การหาร 

เน้ือรอง ศาสตราจารย ยุพิน พิพิธกุล ทํานองพมารําขวาน [1] 

หกบวกหาเทากับหาบวกหก (ซ้ํา) แตหกลบหาไมเทากับหาลบหก (ซ้ํา) 

หกคูณหาเทากบัหาคูณหก แตหกหารหาไมเทากับหาหารหก 

จะขอหยิบยกสลับที่ไดเมื่อบวกคูณ 

การเลนเกม 24 โดยใหนักเรียนนําจํานวนนับมาบวกลบคูณหารกันแลวไดผลลัพธเทากับ 24 เชน 

2 ×  (6 – 4) ×  (14 – 8) = 24 การอภิปรายเก่ียวกับพาราโบลาที่นักเรียนมองเห็นในชีวิตจริง เชน 
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จานดาวเทียม จานสะทอนแสงของไฟฉาย ไฟหนารถยนต เตาหุงตมดวยพลังงานแสงอาทิตย ซึ่งมี

พ้ืนผิวเปนพาราโบลา นอกจากน้ีในการสอนคณิตศาสตร ครูอาจนําเขาสูบทเรียนโดยการเลาประวัติ

นักคณิตศาสตร และมีรูปของนักคณิตศาสตรประกอบ เชน ในการสอนเรื่องอนุกรม ครูเลาประวัติของ 

Carl Friedrich Gauss (ค.ศ. 1777 – 1855)  

 

 

 

 

 
รูปที่ 1 Gauss  

ซึ่งเปนนักคณิตศาสตรชาวเยอรมัน และสามารถคิดหาผลบวกของจํานวนต้ังแต 1 ถึง 100 ได ต้ังแต

เกาสอายุ 7 ขวบ โดยไดคําตอบของผลบวกของจํานวนเหลาน้ีเทากับ 5,050 ซึ่งเกาสมีวิธีการคิด [3] 

ดังน้ี  

ให s  แทน ผลบวกของจํานวนเต็มบวกต้ังแต 1 ถึง 100 

ดังน้ัน s 1 2 3 98 99 100= + + + + + +     …(1) 

และ  s 100 99 98 3 2 1= + + + + + +     …(2) 

นํา (1) และ (2) มารวมกันได (ดังภาพที่แสดงขางลาง) 

,

s 2 101 101 101 101 101 101

101 100

10 100

= + + + + + +
= ×
=

 

, ,s 10 100
5 050

2
= =  

ดังน้ัน ผลบวกของจํานวนเต็มบวกต้ังแต 1 ถึง 100 เทากบั 5,050 

1 2 3    101   98 99 100 

        
101 

101 

 

101 
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การเลาประวัติการคิดคํานวณแบบอียิปตในสมัยโบราณ ที่เขียนอยูบนกระดาษไรน ปาปรัส 

(Rhind Papyrus) ซึ่งคนพบเมื่อประมาณป ค.ศ. 1858 และปจจุบันเก็บรักษาไวที่พิพิธภัณฑ ใน

ประเทศอังกฤษ [4] 

เลขคณิตแบบอียิปตน้ีมีวิธีการคิดคํานวณเกี่ยวกับการคูณและการหารในรูปของการบวกดังน้ี เชน 

(1) จงหาผลคณูของ 19 กับ 71  

กรณีที่ 71 เปนตัวคูณ 
 

 

 

 

 

                ,ผลรวม1 2 16 19 1 349+ + = →  

กรณีที่ 19 เปนตัวคูณ 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 19  

1 19  

2 38  
4 76  
8 152  

16 304  

32 608  

64 1,216  

    ,ผลรวม1 2 4 64 71 1 349+ + + = →  

ดังน้ันผลคูณของ 19 กับ 71 เทากับ 1,349 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 71  

1 71  

2 142  
4 284  

8 568  

16 1,136  
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สําหรับวิธีการคิดแบบดังกลาวขางตน ปจจุบันเรียกวา วิธีการคูณแบบรสัเซีย (Russian multiplied) 

ซึ่งยังมีการสอนในประเทศรสัเซีย 

(2) จงหาผลหารตอไปน้ี 

ก. 91 หารดวย 7 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 7  

1 7  
2 14  

4 28  
8 56  

     ผลรวม1 4 8 13 91+ + = →  

ดังน้ันผลลัพธของ 91 7÷  เทากับ 13 

ข. 35 หารดวย 8 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 8  

1 8  

2 16  

4 32  
1
2

 4  

1
4

 2  

1
8

 1  

 1 1 3 ผลรวม4 4 35
4 8 8

+ + = →  

ดังน้ันผลลัพธของ 35 8÷  เทากับ 34
8

 

การนําเขาสูบทเรียน โดยใชสื่อการเรียนรูประเภทเทคโนโลยี เชน การสอนเรื่องเสนขนาน ครูอาจ

นําเสนอภาพสิ่งแวดลอมในชีวิตที่นักเรียนมองเห็น เชน รางรถไฟ หองเรียน ที่มีอุปกรณตาง ๆ ที่
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ประกอบดวยเสนขนาน ใหนักเรียนอภิปรายรวมกัน ซึ่งจะทําใหนักเรียนเห็นวาวิชาคณิตศาสตร

เกี่ยวของกับนักเรียนอยางไร 

2. เทคนิคการใชคําถาม 

การใชคําถามของครูชวยดึงดูดความสนใจของนักเรียน เปนการกระตุนใหนักเรียนคิดและตอบ

คําถาม อาจเปนการทบทวนความรูในสิ่งที่นักเรียนไดเรียนไปแลว ชวยตรวจสอบและประเมินผล

ความรูความเขาใจของนักเรียน ทําใหนักเรียนมีสวนรวมในการเรียนการสอน และอาจชวยระงับ

พฤติกรรมที่ไมพึงประสงคได เพราะขณะที่ครูถามคําถามนักเรียนจะตองต้ังใจฟงคําถามน้ันเพ่ือคิดหา

คําตอบ ชวยในการวินิจฉัยขอบกพรองของนักเรียน และปรับปรุงการสอนของครู 

ประเภทของคําถามมี 5 ประเภท คือ [3] 

1. คําถามเพ่ือตรวจสอบความคิดของนักเรียนในสิ่งที่นักเรียนเพ่ิงเรียนรูไป เชน มุมฉากคือ

มุมทีม่ีขนาดกี่องศา 

2. คําถามเฉพาะเน้ือหาใดเน้ือหาหน่ึง เชน 68 97+ =   หรือความคิดรวบยอดเรื่องใด

เรื่องหน่ึง เชน รูปสี่เหลี่ยมผืนผาคืออะไร ซึ่งคําตอบที่ถูกตองจะมีเพียงคําตอบเดียว 

3. คําถามปลายเปด เปนคําถามที่นักเรียนตองใชความคิดกอนที่จะตอบ คําถามน้ันจะไมถาม

วา ถูกหรือผิด ใชหรือไมใช แตเปนคําถามที่ถามวา “ทําไม” “อยางไร” “เพราะเหตุใด” โดยตองมี

เหตุผลประกอบ ซึ่งคําถามประเภทน้ีจะชวยสงเสริมความคิดของนักเรียน เชน m n1 1− −+  กับ 

( )m n 1−+  เทากันหรือไม เพราะเหตุใด คําตอบ ไมเทากัน เพราะ m n m n
1 1 1 1− −+ = +  

m n
mn
+= และ ( )m n 1−+

1
m n




 

4. คําถามเปด ซึ่งภาษาอังกฤษเรียกวา open question เปนคําถามที่มีคําตอบไดมากกวา 

หน่ึงคําตอบ เชน รูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพ้ืนที่ 24 ตารางหนวย มีดานกวางและดานยาวเปนเทาไร 

คําตอบ (1) ดานกวาง 1 หนวย ดานยาว 24 หนวย (2) ดานกวาง 2 หนวย ดานยาว 12 หนวย 

(3) ดานกวาง 3 หนวย ดานยาว 8 หนวย และ (4) ดานกวาง 4 หนวย ดานยาว 6 หนวย 

5. คําถามเพ่ือประเมินความรูที่นักเรียนไดเรียนไปแลว เปนคําถามที่นักเรียนตองคิดหา

คําตอบ และแสดงความคิดเห็นของตนเองดวย เชน  

ใหนักเรียนเลือกจํานวนตอไปน้ี  104  12  640 20  32  3  10  8  เติมลงในชองวาง 
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สนามบาสเกตบอลของโรงเรียนมีความยาว...........เมตร และมีความกวาง...........เมตร  

ดานยาวยาวกวาดานกวาง...........เมตร ความยาวของรั้วรอบสนามบาสเกตบอล...........เมตร และ 

พ้ืนที่ของสนามบาสเกตบอล...........ตารางเมตร หวงบาสเกตบอลอยูสูงจากพ้ืนดิน...........เมตร 

สมมติวา นักเรียนตอบวา “ความยาวของสนามบาสเกตบอล 32 เมตร และความกวางของสนาม

บาสเกตบอล 20 เมตร” ครูกระตุนใหนักเรียนบอกเหตุผล โดยถามวา “ทําไมคุณจึงคิดวา ความยาว

ของสนามบาสเกตบอลเปน 32 เมตร และความกวางเปน 20 เมตร” ซึ่งนักเรียนอาจจะตอบวา  

“104 เมตรน้ันยาวไป  12 เมตรน้ันสั้นไป และ 640 เมตรน้ันมากเกินไป และ  3  10  8  เมตรน้ันสั้น

ไปสําหรับความยาวของสนามบาสเกตบอล” และ “เมื่อนําความยาวของสนามบาสเกตบอลมา

เปรียบเทียบกับความกวาง จะไดความยาวของสนามบาสเกตบอลยาวกวาความกวาง 12 เมตร ซึ่ง 

ตรงกับจํานวนที่โจทยกําหนด” ครูอาจจะถามนักเรียนวา “นักเรียนจะหาความยาวของรั้วรอบสนาม

บาสเกตบอลไดอยางไร” ครูอาจจะช้ีแนะในกรณีที่นักเรียนตอบไมไดวา “สนามบาสเกตบอลน้ีเปน 

รูปสี่เหลี่ยมผืนผา และความยาวของเสนรอบรูปสี่เหลี่ยมผืนผาเทากับ (2 ×  ความยาวของสนาม) + 

(2 ×  ความกวางของสนาม) ซึ่งในที่น้ี (2 ×  32) + (2 ×  20) = 64 + 40 = 104” ครูถามนักเรียน

ตอไปวา “ใครสามารถบอกไดวาพ้ืนที่สนามบาสเกตบอลเทากับเทาไร” นักเรียนตอบไดวา “32 ×  20 

= 640 ตารางเมตร” และครูถามนักเรียนวา “หวงบาสเกตบอลสูงจากพ้ืนดินก่ีเมตร” จํานวนที่เหลือ

คือ  3  10  8 เมตร นักเรียนตอบ “3 เมตร” ครูถามวาเพราะเหตุใด นักเรียนตอบ “10 เมตร และ  

8 เมตร สูงมากเกินไป” และการวาดรูปสนามบาสเกตบอลจะชวยใหนักเรียนเขาใจไดมากขึ้น สําหรับ

นักเรียนที่ยังสับสนระหวางความยาวของเสนรอบรูปและพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

ลักษณะของคําถามที่ดี [3]  

1. คําถามน้ันสั้น กะทัดรัด ไดใจความ ใชภาษาที่งาย ๆ ชัดเจน ทําใหนักเรียนเขาใจไดดี 

2. ชวยกระตุนความคิดของนักเรียน เหมาะสมกับอายุ ความสามารถ และความสนใจของ

นักเรียน 

3. สอดคลองกับวัตถุประสงคของบทเรียน เมื่อนักเรียนเรียนอะไรก็ถามสิ่งน้ัน ช่ือของบุคคล

ในโจทยอาจจะใชช่ือดารานักแสดงหรือนักกีฬาที่มีช่ือเสียงที่นักเรียนสนใจก็ได เพ่ือเปนการกระตุน

ความสนใจของนักเรียน 
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ในการถามคําถามครูควรจะถามนักเรียนดวยทาทางเปนกันเอง ย้ิมแยมและใจเย็น ครูควรเวน

ระยะเวลาใหนักเรียนคิดหาคําตอบอยางนอย 3 ถึง 5 วินาที เพ่ือแสดงวาครูตองการคําตอบที่ถูกตอง

และมีเหตุผล แลวจึงเรียกช่ือใหนักเรียนคนใดคนหน่ึงตอบ เพราะการที่นักเรียนไมทราบวาครูจะถาม

นักเรียนคนใดน้ันจะทําใหนักเรียนต่ืนตัวและสนใจ ต้ังใจฟงคําถามที่ครูถามมากขึ้น ครูไมควรถาม

คําถามน้ันซ้ําหลาย ๆ ครั้ง ถานักเรียนไมไดยินครูก็สามารถทวนคําถามน้ันได แตถานักเรียนไมไดยิน

เพราะไมสนใจ ครูก็ควรจะวากลาวตักเตือน 

ในกรณีที่นักเรียนไมสามารถตอบคําถามที่ครูถามได ครูอาจเปลี่ยนไปถามนักเรียนคนอ่ืนที่ครูคิด

วาสามารถตอบคําถามได ครูอยาไปคะย้ันคะยอนักเรียนที่ไมสามารถตอบคําถามครั้งแรกได เพราะ

นักเรียนอาจเกิดความรูสึกละอายแลวไมอยากเรียนตอไป ครูจึงควรเปลี่ยนไปถามคนอ่ืนกอนแลวจึง

กลับมาถามนักเรียนคนเดิมที่ตอบไมไดดวยคําถามใหม และถาไมมีนักเรียนคนใดตอบไดครูควรช้ีแนะ

คําตอบ ดังน้ันในการถามคําถาม ครูควรเลือกคําถามใหเหมาะสมกับความสามารถของนักเรียน โดย

คําถามยากสําหรับนักเรียนที่เรียนเกง และคําถามงายสําหรับนักเรียนที่เรียนออน ครูไมควรบอกระดับ

ความยากของคําถามหรืองานที่มอบหมายใหนักเรียนทํา เพราะถาครูบอกวายาก นักเรียนที่เรียนออน

ก็เกิดความทอแทไมอยากทํา แตถาครูบอกวางาย นักเรียนที่เรียนเกงก็ไมอยากทําเพราะไมทาทาย

ความสามารถของนักเรียน นอกจากน้ีครูไมควรถามคําถามแลวใหนักเรียนตอบพรอมกันทั้งหอง 

เน่ืองจากครูจะไมทราบวาใครเขาใจ ใครตอบได และใครไมเขาใจและไมตอบบาง และครูควรถาม

คําถามนักเรียนที่น่ังในตําแหนงที่ตาง ๆ ของหอง 

ดังน้ันในการถามคําถามครูควรถามคําถามที่นาสนใจ ชวยกระตุนความคิดของนักเรียน คําถามที่

ไมมีคําตอบ คําถามที่ไมชัดเจนไมทราบวาถามอะไรน้ันครูไมควรถามนักเรียน เพราะนักเรียนจะเกิด

ความรูสึกเบ่ือหนายไมอยากเรียน และคําถามน้ันควรเปนคําถามที่นักเรียนสามารถอภิปรายคําตอบ 

แสดงความคิดเห็นและแลกเปลี่ยนความคิดเห็นซึ่งกันและกัน 

ตัวอยางคําถามในการสอนพีชคณิต เรื่อง สมการกําลังสอง (Quadratic equation) 

1. สมการ x2 10=  คือสมการอะไร 

2. สมการ x2 10=  สามารถหารากของสมการไดกี่ราก 

3. นักเรียนมีวิธีการหาคาของรากสมการไดอยางไร 

4. สมการ x2 10=  และ x2 10 0− =  ทั้งสองสมการน้ีสมมูลกันหรือไม เพราะเหตุใด 

5. นักเรียนสามารถหาคาของรากของสมการ x x23 4 31+ =  ไดอยางไร 
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6. รากของสมการ x22 10 5− =  และ x2 5=  เทากันหรือไม เพราะเหตุใด 

7. ทําไมรากของสมการ x2 9 18+ =  และ x 3 6+ =  จึงไมเทากัน 

3. เทคนิคการสรางแรงจูงใจ 

การที่ครูทราบเก่ียวกับแรงจูงใจในตัวนักเรียน จะทําใหครูทราบถึงความตองการของนักเรียนใน

วัยน้ัน สามารถใหกําลังใจนักเรียนและจัดกิจกรรมเพ่ือตอบสนองไดถูกตอง และแรงจูงใจ หมายถึง 

ตัวกระตุนที่ทําใหคนเราแสดงพฤติกรรมตาง ๆ กัน 

การที่คนเรามีความตองการในสิ่งใดสิ่งหน่ึง แสดงวาเราขาดในสิ่งน้ันซึ่งจะเปนแรงผลักดันใหเรา

แสดงพฤติกรรมเพ่ือใหไดสิ่งน้ันมา เมื่อเราไดสิ่งที่สนองความตองการแลว เราก็จะหยุดพฤติกรรมน้ัน 

แตคนเราก็มีความตองการอยางไมมีที่สิ้นสุดจึงมีการแสดงพฤติกรรมตาง ๆ อยูตลอดเวลา และถาครูมี

ความเขาใจในพฤติกรรมของนักเรียนวานักเรียนทุกคนมีความตองการที่จะประสบความสําเร็จในการ

เรียน ซึ่งความสําเร็จน้ันจะกอใหเกิดกําลังใจและมีแรงจูงใจใหกระทํางานอ่ืน ๆ ตอไป ดังน้ันครูผูสอน

วิชาคณิตศาสตรสามารถสรางแรงจูงใจใหเกิดขึ้นกับนักเรียนไดดวยการจัดประสบการณใหนักเรียนได

ประสบความสําเร็จซ้ํา ๆ ติดตอกันเปนเวลานาน เชน ลักษณะของโจทยปญหาคณิตศาสตรที่ให

นักเรียนทํา อาจทําใหเกิดแรงจูงใจในการเรียนสูงหรือตํ่าได ทั้งน้ีขึ้นอยูกับความยากงายของโจทย

ปญหา นอกจากน้ีความนาสนใจของบทเรียนก็มีผลในดานแรงจูงใจ บทเรียนหรือแบบฝกหัดที่ทาทาย

ความสามารถ การเปดโอกาสใหนักเรียนเลือกทํา เหลาน้ีลวนเปนแรงจูงใจใหนักเรียนเกิดความ

ตองการที่จะทําใหสําเร็จ 

แรงจูงใจน้ันมี 2 ลักษณะ [3] คือ แรงจูงใจภายนอก ไดแก ผลการเรียน และแรงจูงใจภายใน 

ไดแก ความอยากรูอยากเห็น อยากสํารวจตรวจตรา อยากจัดการ ดังน้ันครูสามารถพัฒนาความรู

ความสามารถและทักษะในดานตาง ๆ ของนักเรียนใหเกิดผลดีดวยการพัฒนาแรงจูงใจ สรางขวัญและ

กําลังใจ จัดสภาพการเรียนและการทํางานใหเหมาะสมกับสติปญญาและความสามารถของนักเรียน 

แรงจูงใจที่สําคัญและจําเปนสําหรับนักเรียน คือ แรงจูงใจใฝสัมฤทธ์ิ (Achievement motive) ซึ่ง

เปนแรงจู ง ใจที่ จะทํ าสิ่ งต าง  ๆ ให ได รับความสํา เร็จ  เชน การแก โจทยปญหาเศษสวน  

การพิสูจนทฤษฎีบทเรขาคณิตเก่ียวกับรูปสามเหลี่ยมสองรูปเทากันทุกประการ นักเรียนที่มีแรงจูงใจ

ใฝสัมฤทธ์ิสูงจะเปนคนที่มีความมานะพยายาม อดทน วางแผนการทํางานของตนเอง และต้ังระดับ

ความหวังไวสูง ตลอดจนพยายามเอาชนะอุปสรรคตาง ๆ เพ่ือใหงานของตนสําเร็จลุลวงไปได 



เทคนิคการสอนคณิตศาสตร 

16 

แรงจูงใจใฝสัมฤทธ์ิเปนสิ่งที่เรียนรูและพัฒนาขึ้นมาไดในตัวของนักเรียน โดยการจัดโปรแกรมการ

เรียนที่เนนความรับผิดชอบ การรูจักตนเองและเขาใจตนเอง จากประสบการณของความสําเร็จและ

ความลมเหลว มีเจตคติที่ดีตอตนเองและมีความเช่ือมั่นในตนเอง ครูควรมอบหมายงานที่ไมยากเกินไป

ใหนักเรียนไดทําและประสบความสําเร็จ แสดงความรักและการเอาใจใส ใหการสนับสนุน นอกจากน้ี

ครูควรทําความเขาใจกับผูปกครอง พอแมของนักเรียน เพ่ือใหทางบานไดชวยฝกใหนักเรียนไดชวย

ตนเองและเปนตัวของตัวเอง รวมทั้งการคาดหวังใหบุตรหลานของตนไดทํางาน ชวยเหลืองานภายใน

บาน โดยพอแมผูปกครองควรจะแสดงความรักเอาใจใสสนับสนุน เพ่ือเปนรางวัลสําหรับการทํางาน

และการปฏิบัติตัวของบุตรหลาน ซึ่งจะไดมีความพยายามในการทํางานตอไปดวยความต้ังใจ การให

บุตรหลานชวยเหลืองานบาน เปนการปลูกฝงความมีนํ้าใจ ความรับผิดชอบ และความอดทน 

การจัดสภาพการเรียนและการทํางาน รวมทั้งการใหแบบฝกหัดที่เหมาะสมกับระดับสติปญญา

ความสามารถของนักเรียน เปนการสรางขวัญและกําลังใจใหกับนักเรียน 

การเสริมกําลังใจ หมายถึง การใหสิ่งเราที่ทําใหนักเรียนเกิดความพึงพอใจ สิ่งเราน้ีจะเปน

ตัวกระตุนใหนักเรียนแสดงพฤติกรรมที่เหมาะสมมากขึ้น การเสริมกําลังใจมี 2 ชนิด [3] คือ 

1. การเสริมกําลังใจทางบวก หมายถึง สิ่งเราที่ทําใหนักเรียนเกิดความพอใจ ไดแก รางวัล  

คําชมเชย การย้ิม การพยักหนา ความสนใจ สิ่งเหลาน้ีเปนตัวเสริมกําลังใจที่มีอิทธิพลมากสําหรับ

นักเรียน เพราะนักเรียนทุกคนตองการเปนที่ยอมรับ เปนที่รักและตองการคําชมเชย 

2. การเสริมกําลังใจทางลบ หมายถึง การทําสิ่งที่ทําใหไมสบายใจตาง ๆ เกิดขึ้น ไดแก 

การดุดาวากลาว การตําหนิติเตียน การวิพากษวิจารณในเชิงลบ ซึ่งครูไมควรแสดงพฤติกรรมเหลาน้ี 

ดังน้ันในขณะที่สอน ครูควรเสริมกําลังใจ เพ่ือเปนการกระตุนใหนักเรียนมีความสนใจในการเรียน

ดวยการสรางความพึงพอใจใหเกิดขึ้น เพ่ือเปนการสรางบรรยากาศที่ดีระหวางครูกับนักเรียนให

เกิดขึ้นไดดังน้ี 

1. การแจงผลการเรียนของนักเรียนใหทราบ การตรวจงานที่นักเรียนทําอยางสม่ําเสมอ 

2. การใหรางวัลและการชมเชย เชน ครูพูดวา “ดีมาก” “เกงมาก” “ถูกตองแลว” “ดีแลว” 

“ตอบไดชัดเจนดีมาก” หรือการยอมรับคําตอบของนักเรียนดวยการ “ย้ิม” “พยักหนา” “ตบมือ” 

เปนตน 

3. การมอบหมายงานที่นาสนใจ ทาทายความสามารถของนักเรียน งานที่เปดโอกาสให

นักเรียนไดเลือกทํา และงานที่สรางช่ือเสียง 
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4. การทดสอบและการแขงขัน จะชวยทําใหนักเรียนไดใชความพยายามในการเรียนและ การ

ทํางานใหประสบผลสําเร็จ 

4. เทคนิคการยกตัวอยาง 

การยกตัวอยางที่เก่ียวของกับชุมชน สังคม ที่นักเรียนอาศัยอยูเปนสิ่งสําคัญและจําเปนสําหรับ

การเรียนการสอนคณิตศาสตร เพ่ือทําใหนักเรียนเกิดความสนใจและไดรับความรูเกี่ยวกับทองถิ่นที่

นักเรียนอาศัยอยู นอกจากความรูคณิตศาสตร นักเรียนจะไดมองเห็นวิธีการทําและคิดตามตัวอยางที่

ครูแสดง โดยครูใชการถามตอบ หรือการถามตอบประกอบการอธิบายขณะที่ยกตัวอยางและนักเรียน

คิดทําตามตัวอยางน้ัน จํานวนตัวอยางที่ครูใหขึ้นอยูกับเน้ือหา แตการยกตัวอยางจะตองเริ่มจาก

ตัวอยางที่งายไปหาตัวอยางที่ยากและซับซอน 

ตัวอยางเชน นักเรียนไดเรียนเรื่องสมการกําลังสองเก่ียวกับการหาคาของจุดสูงสุดและตํ่าสุดแลว 

จนทราบวาเมื่อ 0a ≠  

จะได ( )b ac by ax bx c a x a a

2 22 4
2 4

−= + + = + +  

น่ันคือ ( ) , ,b ac by a x h d h da a
22 4

2 4
− = − −= + =  

ดังน้ันจุด ( , )h d  เปนจุดตํ่าสุดของกราฟของสมการ ( )y a x h d
2

−= +  เมื่อ a 0>  

และจุด ( , )h d  เปนจุดสูงสุดของกราฟของสมการ ( )y a x h d
2

−= +  เมื่อ 0a <  

ตอไปน้ีเปนตัวอยางที่แสดงการทําใหเปนกําลังสองสมบูรณ โดยเริ่มจากตัวอยางที่งายไปหา

ตัวอยางที่ยากดังน้ี 

ตัวอยาง 4.1 จงหาจุดตํ่าสุดของกราฟของสมการ y x x2 2 4= + +  

วิธีทํา  ( )y x x x2 22 4 1 3= + + = + +  

 ถา x 1= −  แลว y 3=  และ ถา x 1≠ −  แลว ( )x 21 0+ >  น่ันคือ y 3>  

 ดังน้ัน จุดตํ่าสุด คือ ( , )1 3−  
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ตัวอยาง 4.2 จงหาจุดตํ่าสุดของกราฟของสมการ y x x2 6= −  

วิธีทํา  ( )y x x x x x2 2 26 6 9 9 3 9= − = − + − = − −  

 ถา x 3=  แลว y 9= −  และ ถา x 3≠  แลว ( )x 23 0− >  น่ันคือ y 9> −  

 ดังน้ัน จุดตํ่าสุด คือ ( , )3 9−  

ตัวอยาง 4.3 จงหาจุดสูงสุดของกราฟของสมการ y x x22 4 3= − − +  

วิธีทํา  ( )
( ) ( )

y x x x x
x x x

2 2

2 2

2 4 3 2 2 3

2 2 1 2 3 2 1 5

= − − + = − + +

= − + + + + = − + +

 

 ถา 1x = −  แลว 5y =  และ ถา x 1≠ −  แลว ( )x 21 0+ >  

 น่ันคือ ( )x 22 1 0− + <  และ y 5<  

 ดังน้ัน จุดสูงสุด คือ ( , )1 5−  

การยกตัวอยางสิ่งที่เก่ียวของกับนักเรียนในชีวิตจริง เพ่ือกระตุนใหนักเรียนตอบคําถาม หรือ

เรียนรูคณิตศาสตรไดงายขึ้น หรือการยกตัวอยางสิ่งแวดลอมแลวใหนักเรียนตอบคําถาม เชน 

1. การอานกราฟเสนแสดงปริมาณขยะที่นํากลับมาใชประโยชน 

    ปริมาณขยะที่นํากลับมาใชประโยชนต้ังแตป 2555 – 2560 

ปริมาณ (ลานตัน) 
 

       9 

       8 

       7 

       6 

       5 

       4 

       3 
 

       0                 ป 

   0   2555     2556       2557    2558     2559    2560 

ที่มา: กรมควบคุมมลพิษ กระทรวงทรัพยากรธรรมชาติและส่ิงแวดลอม 
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1) ปใดมีการนําขยะกลับมาใชประโยชนมากที่สุด จํานวนเทาไร 

 ตอบ  ป 2560 จํานวน 8.52 ลานตัน  

2) ปใดมีการนําขยะกลับมาใชประโยชนนอยที่สุด จํานวนเทาไร 

ตอบ  ป 2557 จํานวน 4.82 ลานตัน  

3) ป 2558 มกีารนําขยะกลับมาใชประโยชนนอยกวาป 2559 จํานวนเทาไร 

ตอบ  นอยกวาเปนจํานวน 5.81 – 4.94 = 0.87 ลานตัน  

4) ป 2555 มกีารนําขยะกลับมาใชประโยชนมากกวาป 2556 จํานวนเทาไร 

ตอบ   มากกวาเปนจํานวน 5.28 – 5.15 = 0.13 ลานตัน  

5) ต้ังแตป 2555 ถึง 2560 มีการนําขยะกลับมาใชประโยชนเปนปริมาณทั้งหมดเทาไร 

ตอบ  ปริมาณทั้งหมด 5.28 + 5.15 + 4.82 +4.94 + 5.81 + 8.52  

= 34.52 ลานตัน   

2. การอานกราฟเสนแสดงปริมาณคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาด 2.5 ไมครอน (PM 2.5) 

ในบรรยากาศมีไอนํ้า ฝุนละออง กาซตาง ๆ ไดแก ออกซิเจน คารบอนไดออกไซด 

คารบอนมอนอกไซด ปจจุบันในอากาศมีฝุนละอองมากมาย ซึ่งเกิดจากการกอสราง การเผาขยะ การ

ปลอยควันดําจากรถยนต รถโดยสาร เน่ืองจากการเผาไหมไมสมบูรณ ซึ่งฝุนละอองมีผลตอสุขภาพ 

ทําใหสุขภาพทรุดโทรมได กรมควบคุมมลพิษ ไดวัดคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 

2.5) ซึ่ง PM 2.5 คืออะไร PM 2.5 คือ ฝุนละอองขนาดเล็กไมเกิน 2.5 ไมครอน เปรียบเทียบไดวา มี

ขนาดประมาณ 1 สวน ใน 25 สวนของเสนผานศูนยกลางของเสนผมมนุษย ขนจมูกของมนุษยไม

สามารถกรองได จึงสามารถแพรกระจายเขาสูทางเดินหายใจ กระแสเลือด และแทรกซึมเขาสู

กระบวนการทํางานของอวัยวะตาง ๆ ในรางกาย ทําใหเพ่ิมความเสี่ยงการเปนโรคเรื้อรังและมะเร็ง 

ซึ่งองคการอนามัยโลกไดมีคําเตือนไว กรมควบคุมมลพิษ กระทรวงทรัพยากรธรรมชาติและ

สิ่งแวดลอม ไดวัดคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน จากสถานีตรวจวัดบริเวณเคหะชุมชน

ดินแดง กรุงเทพมหานคร ต้ังแตป 2557 ถึงป 2559 ดังน้ี 
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คาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5) 

       ปริมาณ (ไมโครกรัมตอลูกบาศกเมตร) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ที่มา: กรมควบคุมมลพิษ กระทรวงทรัพยากรธรรมชาติและส่ิงแวดลอม 

1) ปใดที่ปริมาณคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5) เทากัน และ 

    เปนเทาไร 

ตอบ   ป 2557 และป 2558 มี PM 2.5 ปรมิาณ 36 ไมโครกรัมตอลูกบาศกเมตร 

2) ป 2559 มปีริมาณคาเฉลีย่ฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5) เทาไร  

    และมากกวา ป 2557 และป 2558 เทาไร 

ตอบ     ป 2559 มี PM 2.5 ปริมาณ 43 ไมโครกรัมตอลูกบาศกเมตร ซึ่งมากกวา    

    ป 2557 และป 2558 เทากับ 43 – 36 = 7 ไมโครกรมัตอลูกบาศกเมตร  

3) นักเรียนคิดวาในอนาคต ปริมาณคาเฉลีย่ฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5)  

    จะเพ่ิมขึ้นหรือลดลง เพราะเหตุใด 

ตอบ     ในอนาคตปริมาณคาเฉลีย่ฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน  (PM 2.5)  

    จะเพ่ิมขึ้น เน่ืองจากประชากรเพ่ิมขึ้น ทําใหการคมนาคมขนสงเพ่ิมขึ้น  

    การขยายดานอุตสาหกรรมมากขึ้น ความตองการในการใชไฟฟาเพ่ิมขึ้น  
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   ทําใหตองผลิตไฟฟามากขึ้น ตลอดจนความหนาวเย็นของอากาศและความช้ืน 

   ในบรรยากาศ ซึ่งอาจทําใหฝุนละอองสะสมและมีปรมิาณมากขึ้น 

4) นักเรียนคิดวาจะลดปริมาณคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5)  

    ไดอยางไร 

ตอบ     ไมเผาขยะมูลฝอยในที่โลง ตรวจสภาพเครื่องยนตของรถยนตและ 

    รถโดยสารไมใหปลอยควันดํา ชวยกันประหยัดไฟฟา 

หมายเหตุ การปองกัน PM 2.5 ทําไดโดยสวมหนากากมาตรฐาน N95 ซึ่งจะปองกันฝุนขนาด  

0.3 ไมครอน ไดอยางนอย 95% 

3. การอานกราฟเสนแสดงปริมาณนํ้ากักเก็บในเขื่อนขนาดใหญ 

นํ้าเปนสวนประกอบสําคัญในรางกายของคนเรา เพราะรางกายมีนํ้าเปนสวนประกอบสําคัญ

อยูถึง 75 สวน ใน 100 สวน จึงมีคํากลาววา “ที่ใดไมมีนํ้าที่น่ันยอมไมมีชีวิต” ถาเมื่อใดที่รางกายเกิด

ภาวะขาดนํ้า จะสงผลใหการทํางานของเซลลในรางกายผิดปกติ และจะนําไปสูการเกิดโรคตาง ๆ ได 

ดังน้ันการใชนํ้าอยางประหยัดจะชวยใหประเทศไทยมีนํ้าเพียงพอสําหรับทุกคน กรมชลประทานและ

การไฟฟาฝายผลิตแหงประเทศไทยไดสํารวจปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นป (ลานลูกบาศกเมตร) ในเขื่อน

ขนาดใหญ ต้ังแตป 2555 ถึง ป 2560 ดังน้ี 

ปริมาณน้ํากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญ ต้ังแตป 2555 ถึงป 2560 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                      0 
 

ที่มา: กรมชลประทานและการไฟฟาฝายผลิตแหงประเทศไทย 

0 

ปริมาณ (ลานลูกบาศกเมตร) 
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1) ในปใดปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญกักเก็บนํ้าไดมากที่สุด จํานวนเทาไร  

    และกักเก็บนํ้าไดนอยที่สุดในปใด จํานวนเทาใด 

ตอบ     ในป 2560 มีจํานวน 58.160 ลานลูกบาศกเมตร และ 

    กักเก็บนํ้าไดนอยที่สุดในป 2558 มีจํานวน 39,752 ลานลูกบาศกเมตร  

2) ในป 2556 และป 2560 ปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญตางกันเทาไร  

ตอบ     ปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญตางกัน  

    58,160 – 51,644 = 6,516 ลานลูกบาศกเมตร  

3) ในป 2560 ถาปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญ ใหนํามาใชเพียงครึ่งหน่ึงของ 

    ปริมาณนํ้าทั้งหมด และจาํนวนประชากรทั้งประเทศ 66,234,000 คน โดยเฉลี่ยแตละคน 

    จะใชนํ้าไดกี่ลูกบาศกเมตร 

ตอบ     ปริมาณนํ้ากักเก็บนํ้าวันสิ้นป 2560 ในเขื่อนใหญครึ่งหน่ึงเทากับ  

    58,160 ÷ 2 = 29,080 ลานลูกบาศกเมตร และจํานวนประชากรทั้งประเทศ  

    66,234,000 คน โดยเฉลีย่แตละคนจะใชนํ้าได 

    29,080,000,000 ÷ 66,234,000 ≈ 439.05 ลกูบาศกเมตร 

5. เทคนิคการใชสื่อการเรียนรู 

ในปจจุบันสื่อการเรียนรูไดเขามามีบทบาทในวงการศึกษา ทั้งน้ีเน่ืองมาจากความเปลี่ยนแปลง

ของสังคมและความเจริญกาวหนาทางวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ทําใหบทบาทของครูเปลี่ยนแปลง

ไปจากเดิม คือ การที่ยึดครูเปนศูนยกลาง โดยครูเปนผูบอก ผูแสดงแตเพียงผูเดียวมาเปนการที่ยึด

นักเรียนเปนสําคัญ และครูเปนผูคอยชวยเหลือและช้ีแนะ 

สื่อการเรียนรูเปนวัสดุหรือกิจกรรมที่ครูนํามาใชในการเรียนการสอน เพ่ือใหนักเรียนเกิดความ

สนใจ กระตือรือรนที่จะเรียน นักเรียนไดมีโอกาสรวมกิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหนักเรียนเกิด

การเรียนรู รูจักเช่ือมโยงจากสิ่งที่เปนรูปธรรมไปหานามธรรม ทําใหเกิดความเขาใจในเรื่องที่เรียน

อยางชัดเจน แจมแจง เกิดเจตคติที่ดีตอการเรียน และเกิดความคิดริเริ่มสรางสรรค ตัวอยางเชน 
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1. ตัวอักษรภาษาอังกฤษ 26 ตัว 

ตัวอักษรภาษาอังกฤษทั้ง 26 ตัว ไดแก  A  B  C  D  E  F  G  H  I  J  K  L  M  N  O  

P  Q  R  S  T  U  V  W  X  Y  Z  บางตัวมีแกนสมมาตร บางตัวไมมีแกนสมมาตร และบางตัว มี

มากกวาหน่ึงแกนสมมาตร นักเรียนลองมาชวยกันหาแกนสมมาตรของตัวอักษรเหลาน้ี 

2. แทนแกรม ประกอบดวยรูปเรขาคณิต 7 ช้ิน เมื่อนําแตละช้ินมาประกอบกัน นักเรียนจะ

ไดรูปอะไรบาง 

 

ปจจุบันมีสื่อเทคโนโลยี โปรแกรมสําเร็จรูปมาใชในการเรียนการสอนคณิตศาสตร ไดแก 

โปรแกรมพลวัต (Geometer sketpad)  โปรแกรมคาปรี  (Capri)  และโปรแกรมจี โอจีบรา 

(GeoGebra) 

สื่อการเรียนรูที่ครูนํามาใชอาจเปนสื่อสําเร็จหรือสื่อที่ครูประดิษฐขึ้นใชเอง แตสื่อการเรียนรูที่ครู

นํามาใชจะตองเหมาะสมกับเน้ือหา มีขนาดพอเหมาะที่จะนํามาใหนักเรียนดู มีสีสันสวยงาม ดึงดูด

ความสนใจของนักเรียน มีความแปลกใหม เหมาะสมกับเวลาที่มีอยูสําหรับการสอนเน้ือหาน้ัน ๆ และ

ครูจะตองเตรียมตัวในการใชสื่อการเรียนรูกอนการสอน ทดลองใชสื่อการเรียนรูน้ันโดยเรียงลําดับการ

ใชสื่อการเรียนรูแตละอยาง เตรียมคําถามเพ่ือถามนักเรียน เพ่ือใหนักเรียนไดมีโอกาสรวมกิจกรรมทั้ง

ในดานการตอบคําถามและการใชสื่อการเรียนรูน้ัน 

6. เทคนิคการสรปุบทเรียน 

การสรุปบทเรียน เปนกิจกรรมที่ควรทําทุกครั้งหลังจากที่นักเรียนเรียนจบเน้ือหาในแตละคาบ

ของการเรียน เพ่ือเปนการสรุปเรื่องราวและเน้ือหาที่นักเรียนไดเรียนไปแลว ไดแก ความคิดรวบยอด 

หลักการ กฎ สูตร บทนิยาม ในการสรุปอาจสรุปดวยคําพูด การเขียน การพิมพ การรองเพลง เปนตน 

เพ่ือนักเรียนจะไดนําความรูเหลาน้ีไปใชในการแกปญหาและการเรียนเน้ือหาคณิตศาสตรระดับสูงที่

ตองใชความรูเหลาน้ีตอไป 
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ในการสอนแตละคาบครูจะตองมีขั้นนําเขาสูบทเรียน ขั้นสอนและขั้นสรุป โดยใหนักเรียนเขามามี

สวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน การที่นักเรียนจะสรุปบทเรียนไดน้ันครูจะตองเตรียมการสอน

เปนอยางดี มีลําดับขั้นตอนในการสอน มีการถามคําถามใหนักเรียนคิดแลวตอบ มีการศึกษาตัวอยาง

ที่นาสนใจหลาย ๆ ตัวอยาง ทั้งน้ีขึ้นอยูกับเน้ือหาคณิตศาสตรที่นักเรียนเรียน และในตอนทายกอนที่

จะสิ้นสุดการสอนครูควรใหนักเรียนสรุปบทเรียนที่นักเรียนเรียนไปในคาบน้ีทุกครั้ง กอนการทํา

แบบฝกหัดหรือโจทยเพ่ิมเติมทายช่ัวโมง ซึ่งการที่นักเรียนไดมีโอกาสฝกในการสรุปบทเรียน นักเรียนก็

จะมีโอกาสสรุปความคิดของตนเอง จดบันทึกไวทบทวน ทําใหนักเรียนมีความรูในเรื่องที่เรียนไปแลว 

เมื่อนักเรียนไดฝกสรุปบทเรียนที่เรียนแลวบอย ๆ ก็จะเกิดความชํานาญ เกิดทักษะ ทุกครั้งที่เรียน

เรื่องอะไรไปก็จะสามารถสรุปเรื่องที่เรียนไปน้ันได 
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บทคัดยอ 

ในบทความน้ีกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร ไดถูกนําเสนอ การใชระบบเลขฐานสามารถ

อธิบายการแสดงกลไพน้ี นอกจากน้ีเรายังเสนอการขยายวิธีการเลนกลไพน้ีใหทั่วไปย่ิงขึ้นดวย 

คําสําคญั:  กลไพ ระบบเลขฐาน 

ABSTRACT 

In this article, the 27 Card Trick of Martin Gardner is presented.  The use of base 

number systems can explain how to perform the trick.  Generalized versions of this 

card trick are also offered. 

Keywords:  Card trick, Base number system   
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1. บทนํา 

ไพถือกําเนิดมานานนับพันปแลว โดยการเลนไพมีตนกําเนิดมาจากประเทศจีนในชวง

คริสตศตวรรษที่ 12 หรือกอนหนาน้ัน [3] แลวแพรกระจายผานเสนทางการคาขายระหวางประเทศ

มาเรื่อย ๆ จนถึงทวีปยุโรป และทวีความนิยมมากขึ้นสําหรับประเทศในแถบทวีปยุโรปในชวง

คริสตศตวรรษที่ 14 โดยไพไดมีวิวัฒนาการมาเรื่อย ๆ ทั้งการเปลี่ยนแปลงจํานวนไพในสํารับ รูปแบบ

หนาตาของไพ หรือแมแตวัสดุที่ใชผลิตจากไมมาเปนกระดาษและพลาสติกในเวลาตอมา จนกลายเปน

ไพที่เรารูจักกันดีในปจจุบัน มีเกมสและกฎกติกามากมายที่ใชไพในการเลน ทั้งเพ่ือความสนุก การ

พนัน หรือแมกระทั่งการกีฬาอยางกีฬาบริดจ ซึ่งมายากลก็เปนอีกหน่ึงความบันเทิงที่สามารถใชไพ

ประกอบในการแสดงได 

ถาหากเราพูดถึงมายากลที่ใชไพเปนอุปกรณแลว เราอาจจะเคยเจอกลไพที่ตองใชทักษะ

ความสามารถในการควบคุมไพของผูทําการแสดงซึ่งตองอาศัยการฝกฝนอยางจริงจังถึงจะสามารถเลน

ไดอยางแนบเนียนและเปนธรรมชาติ เชน การพลิกไพสองใบแตใหดูเหมือนเปนใบเดียว การใชน้ิวกอย

แอบคั่นกองไพ หรือเทคนิคการสับและตัดไพ เปนตน ในบางครั้งก็ตองมีการเตรียมการบางอยางกอน

ทําการแสดง เชน การเตรียมลําดับของไพบางใบในกองไพเอาไวลวงหนา การนับไพตอนเริ่มทําการ

แสดงแตแอบจําไพบางใบเอาไววาอยูตําแหนงใด หรือการแอบดูไพใบลางสุดกอนทําการแสดง แตก็มี

กลไพจํานวนหน่ึงที่ผูเลนไมจําเปนตองมีความสามารถในการควบคุมไพหรือมีการเตรียมการกอนทํา

การแสดง ย่ิงไปกวาน้ัน กลไพดังกลาวยังสามารถใชคณิตศาสตรมาอธิบายผลเฉลยไดดวย หน่ึงในกล

ซึ่งอาจจะกลาวไดวาโดงดังที่สุดกลหน่ึงเมื่อพูดถึงกลไพที่มีคณิตศาสตรมาเก่ียวของดวยก็คือกลไพ 27 

ใบของ มารติน การดเนอร [2] ซึ่งเฉลยของกลน้ันสามารถใชระบบเลขฐานชวยในการคิดได 

บทความน้ีจะเลาถึงวิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร และการใชระบบเลขฐานชวย

ทําใหการแสดงกลมีระบบที่ดี และการขยายวิธีการเลนกลไพน้ีใหทั่วไปย่ิงขึ้นดวย 

2. วิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร 

ในสวนน้ีจะกลาวถึงวิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร โดยจะแบงออกเปนสองสวน

คือ การแสดงกล และเฉลยกล 

2.1 การแสดงกล 

นักมายากลคนหน่ึงใชไพจํานวน 27 ใบเลนกล โดยมีขั้นตอนดังน้ี 
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1. ใหผูชมเลือกไพหน่ึงใบและจําเอาไว แตตองไมใหนักมายากลรูวาเปนไพอะไร จากน้ันให

สับไพทั้งกองแลวคืนนักมายากล  

2. ใหผูชมเลือกตัวเลขที่ชอบจากเลข 1 ถึง 27 มาหน่ึงตัวเลข โดยใหบอกดวยวาเลือกเลข

อะไร สมมติวาเปนเลข x  
3. นักมายากลทําการเปดไพทีละใบลงบนโตะใหเปนสามกอง โดยไพใบแรกถูกวางลงกอง

ซาย ไพใบที่สองถูกวางลงกองกลาง ไพใบที่สามถูกวางลงกองขวา ไพใบที่สี่ถูกวางลงกองซายทับไพใบ

แรก เปนเชนน้ีไปเรื่อย ๆ จนครบทั้ง 27 ใบ โดยนักมายากลบอกใหผูชมดูตามไปดวยวาไพที่เลือก

เอาไวน้ันอยูกองไหน 

4. ใหผูชมช้ีวาไพที่เลือกไวน้ันอยูกองไหน  

5. นักมายากลซอนทับไพทั้งสามกองใหเปนหน่ึงกอง  

6. นักมายากลทําขั้นตอนที่ 3 ถึง 5 ซ้ําอีก 2 รอบ รวมทั้งหมดเปน 3 รอบ 

7. ใหผูชมเปดไพใบที่ x  โดยนับจากบนลงลางของกองไพ ผลปรากฏวา ไพใบน้ันคือไพที่

ผูชมเลือกไวในตอนแรกน่ันเอง 

ในการแสดงน้ีหนาไพจะควํ่าตลอดยกเวนตอนที่เปดไพทีละใบเพ่ือเรียงเปนสามกอง สวนการ

ซอนทับไพใหเปนหน่ึงกองน้ันนักมายากลสามารถเลือกลําดับการซอนทับกองไพไดเอง กลไพน้ีไม

จําเปนตองมีการเตรียมการกับกองไพมากอนหรือใชเทคนิคการควบคุมไพใด ๆ หากแตตองใชความ

รวดเร็วในการคิดเลขที่ถูกตองแมนยําแทน 

2.2 เฉลยกล 

สังเกตวาขั้นตอนที่นักมายากลสามารถทําอะไรซักอยางกับกองไพไดก็คือ ตอนที่นักมายากลนําไพ

มาซอนทับกันใหเปนหน่ึงกองซึ่งมีทั้งหมดสามครั้ง ดังน้ันลําดับการจัดเรียงกองไพทั้งสามครั้งจึงเปน

หนทางเดียวที่นักมายากลจะสามารถควบคุมกองไพได ในแตละรอบที่มีการรวมไพใหเปนกองเดียวน้ัน

นักมายากลสามารถนํากองไพที่ผูชมช้ีมาวางไดสามตําแหนง ไดแก กองบน กองกลาง หรือ กองลาง 

สวนการสลับตําแหนงการวางของอีกสองกองที่เหลือน้ัน ไมนาจะมีผลตอการติดตามตําแหนงของไพที่

ผูชมเลือกไว ดังน้ัน นักมายากลจึงสามารถเลือกวางกองไพทั้งสามรอบไดทั้งหมด 3 3 3 27× × =  

รูปแบบ ซึ่งในแตละรูปแบบน้ันจะสามารถทําใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูในตําแหนงตาง ๆ ทั้ง 27 

ตําแหนงไดน่ันเอง การที่จะหาวารูปแบบใดถึงจะทําใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูตําแหนง x  ไดน้ันสามารถ

ใชระบบเลขฐานชวยในการคิดได 
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รูปที่ 2.1 การวางกองไพในแตละครั้งสําหรับกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร 

เน่ืองจากเราแบงกองไพเปน 3 กองในแตละรอบ เราจะเลือกใชระบบเลขฐาน 3 สําหรับกลไพ 27 

ใบ ของ มารติน การดเนอร น้ี โดยเราจะตองนําเลขที่ผูชมเลือกมาลบออกดวย 1 กอนที่จะทําการ

แปลงเลขฐาน เพ่ือทําให 1x −  ในระบบเลขฐาน 3 น้ันเปนแคเลขไมเกิน 3 ตําแหนง และตอจากน้ีเรา

จะนับตําแหนงตาง ๆ เริ่มที่ ตําแหนง 0 รูป 2.1 จะบอกวิธีการวางกองไพในแตละครั้ งของ 
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นักมายากล สมมติวา 1x −  ในระบบเลขฐาน 3 คือ 3ABC  โดยที่ , , {0, 1, 2}A B C∈  เราจะใหเลข  

0, 1, 2 แทน การวางกองไพที่ผูชมช้ีไวกองบน กองกลาง และกองลาง ตามลําดับ นักมายากลจะตอง

นํากองไพที่ผูชมช้ีไวกอง C  สําหรับครั้งแรก ไวกอง B  สําหรับครั้งที่สอง และไวกอง C  สําหรับครั้ง

สุดทาย น่ันจะทําใหไพที่ผูชมเลือกไวไปอยูในตําแหนงที่ตองการได 

เพ่ือใหเปนการงายตอการเขาใจวาเหตุใดการทําเชนน้ีจะทําใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูในตําแหนงที่

ตองการได เราจะอธิบายเหตุผลอยางเปนขั้นตอนโดยใชตัวอยางประกอบ สมมติวาเลขที่ผูชมเลือก

เอาไวคือเลข 12  

ขั้นตอนที่ 1 นักมายากลตองการใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูในตําแหนงที่ 11 ในตอนจบ (เริ่มนับใบ

บนสุดเปนตําแหนงที่ 0) นักมายากลจึงนําเลข 12 มาลบออกดวย 1 แลวแปลงเปนเลขฐาน 3 ไดเปน  

2 0
312 1 11 (1 3 ) (0 3) (2 3 ) 102− = = × + × + × =  

ขั้นตอนที่ 2 ใหพิจารณารูป 2.2 เน่ืองจากไพแตละกองที่นักมายากลตองเลือกไปวางซอนทับกันมี

กองละ 9 ใบ แสดงวาในรอบที่ 3 น้ัน นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีไปวางไวกองกลางเทาน้ัน 

ซึ่งตรงกับตําแหนงที่เราคิดในระบบเลขฐาน 3 ซึ่งคือเลข 1 

ขั้นตอนที่ 3 สําหรับกองไพที่นักมายากลตองนําไปวางไวกองกลางในขั้นตอนที่ 2 น้ัน นักมายากล

จะตองทําใหไพที่ผูชมเลือกไวไปอยูในตําแหนงที่ 2 (เริ่มนับใบบนสุดเปนตําแหนงที่ 0 เมื่อพลิกกองไพ

ใหควํ่าแลว) ของกองไพน้ันดวย แตเน่ืองจากนักมายากลไมรูวาไพใบน้ันอยูกองยอยไหนจนกวาผูชมจะ

ช้ีในรอบที่ 3 ไพที่มีสิทธ์ิเปนไพที่ผูชมเลือกคือไพที่อยูในตําแหนงที่ 2 ของทั้ง 3 กองยอยน่ันเอง ซึ่ง

การที่จะเรียงไพใหเปน 3 ตําแหนงดังกลาวได ไพที่มีสิทธ์ิทั้ง 3 ใบน้ันจะตองอยูในตําแหนงที่ 6, 7 

และ 8 ของกองไพที่รวมแลวจากรอบที่ 2 ดังน้ันนักมายากลจะตองวางกองไพที่ผูชมช้ีในรอบที่ 2 ให

อยูกองบนสุด ซึ่งตรงกับตําแหนงที่เราคิดในระบบเลขฐาน 3 ซึ่งคือเลข 0 

ขั้นตอนที่ 4 เน่ืองจากนักมายากลไมรูวาไพมีสิทธ์ิทั้ง 3 ใบน้ันอยูในตําแหนงที่ 6, 7 และ 8 ของ

กองยอยไหนในรอบที่ 2 จนกวาผูชมจะช้ีในรอบที่ 2 ไพที่มีสิทธ์ิเปนไพที่ผูชมเลือกคือไพที่อยูใน

ตําแหนงที่ 6, 7 และ 8 ของทั้ง 3 กองยอยน่ันเอง ซึ่งการที่จะเรียงไพใหเปน 9 ตําแหนงดังกลาวได ไพ

ที่มีสิทธ์ิทั้ง 9 ใบน้ันจะตองอยูในตําแหนงที่ 18 ถึง 26 ของกองไพที่รวมแลวจากรอบแรก ดังน้ันนัก

มายากลจะตองวางกองไพที่ผูชมช้ีในรอบแรกใหอยูกองลางสุด ซึ่งตรงกับตําแหนงที่เราคิดในระบบ

เลขฐาน 3 ซึ่งคือเลข 2  
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รูปที่ 2.2 ตัวอยางของการวางกองไพในแตละครั้งของนักมายากล เมื่อผูชมเลือกเลข 12 

สรุปแลวในตัวอยางน้ี นักมายากลจะตองวางกองไพที่ผูชมช้ีไวกองลางในรอบแรก กองบนในรอบ

ที่ 2 และกองกลางในรอบที่ 3 ซึ่งตรงกับตําแหนงการวางในระบบเลขฐาน 3 ซึ่งคือ 3102  โดยมอง

จากขวามาซาย (เลข 0, 1, 2 แทนการวางกองไพที่ผูชมช้ีไวกองบน กองกลาง และกองลาง ตามลําดับ) 
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สังเกตวาจากไพ 27 ใบในรอบแรกน้ัน จะเหลืออยู 9 ใบที่มีสิทธ์ิเปนไพที่ผูชมเลือกหลังจากการช้ีครั้ง

แรก และจะเหลือ 3 ใบหลังการช้ีครั้งที่ 2 และทายที่สุดแลวจะเหลือเพียงใบเดียวเทาน้ันจากการช้ี

ครั้งที่ 3  

ในการแสดงกลน้ัน นักมายากลจะตองคิดเลขฐาน 3 ในใจระหวางที่ทําการแสดง ซึ่งสามารถทําได

ในระหวางเวลาที่วางไพเปน 3 กองน่ันเอง ตัวอยางเชน ถาผูชมเลือกเลข 12  

ขั้นตอนที่ 1 นักมายากลจะตองนําเลข 12 มาลบออกดวย 1 กอน ไดเปนเลข 11 

ขั้นตอนที่ 2 ใชเลข 11 จากขั้นตอนที่ 1 เปนตัวต้ัง หารดวย 3 จะไดผลหารเปน 3 เศษ 2 ดังน้ัน

นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีในรอบแรกไปไวกองที่เปนเศษ 2 ซึ่งหมายถึงกองลางน่ันเอง  

ขั้นตอนที่ 3 นําผลหารที่ไดจากขั้นตอนที่ 2 ซึ่งคือเลข 3 มาหารดวย 3 ซึ่งจะไดผลหารเปน 1 เศษ 

0 น่ันแปลวาในรอบที่ 2 น้ัน นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีไปไวกองที่เปนเศษ 0 ซึ่งหมายถึง

กองบน  

ขั้นตอนที่ 4 นําผลหารที่ไดจากขั้นตอนที่ 3 ซึ่งคือเลข 1 มาหารดวย 3 ซึ่งจะไดผลหารเปน 0 เศษ 

1 น่ันแปลวาในรอบสุดทายน้ัน นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีไปไวกองที่เปนเศษ 1 ซึ่งหมายถึง

กองกลาง  

ขั้นตอนที่ 5 ทําการเปดไพในตําแหนงที่ผูชมเลือกไวซึ่งคือเลข 12 โดยนับใบบนสุดเปนใบที่ 1 จะ

ไดวาไพใบน้ันคือไพใบที่ผูชมเลือกไวในตอนแรก 

จะเห็นไดวาในขณะที่นักมายากลวางไพเปน 3 กองในแตละรอบ เขาจะมีเวลามากพอที่จะ

คํานวณในใจวาจะนํากองที่ผูชมช้ีในรอบน้ัน ๆ ไปวางไวในตําแหนงใด รูป 2.3 แสดงตัวอยางการคิด

เลขฐาน 3 ของเลข 0, 7, 11, 17 และ 26  

 

รูปที่ 2.3 ตัวอยางการคิดเลขฐาน 3 ของเลข 0, 7, 11, 17 และ 26 
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3. การประยุกตกลไพกับระบบเลขฐาน 

จากที่เราไดเห็นไปกอนหนาน้ีแลววาวิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร น้ัน สามารถ

ทําไดโดยการนําเลขที่ผูชมเลือกมาลบ 1 แลวแปลงเปนเลขฐาน 3 และเลือกวางกองไพที่ผูชมช้ีในแต

ละรอบตามตําแหนงจากหลักตาง ๆ ของเลขฐาน 3 ที่ได โดยเรียงตามลําดับจากขวามาซาย โดยที่เลข 

0, 1 และ 2 หมายถึงตําแหนง กองบน กองกลาง และกองลาง ตามลําดับ เราสามารถดัดแปลง

แนวคิดน้ีไปสูเลขฐานอ่ืน ๆ ไดอีก รวมถึงการเปลี่ยนจํานวนรอบที่เปดไพเพ่ือใหผูชมช้ีกองไพอีกดวย  

ตัวอยางเชน เราเลือกใชเลขฐาน 5 และจะเปดไพเพ่ือใหผูชมช้ีกองไพจํานวน 4 รอบ ซึ่งทําใหเรา

ตองใชไพทั้งหมดจํานวน 45 625=  ใบ ซึ่งเราสามารถใชไพจํานวน 12 สํารับที่ดานหลังไพมีลวดลาย

แตกตางกัน และเพ่ิมไพโจกเกอร (joker) ลงไปอีกหน่ึงใบ รวมทั้งหมดเปน ( 12 x 52 ) + 1 = 625 

ใบพอดี เราจะปดตาและหันหลังใหในขณะที่ผูชมเลือกไพและจําทั้งดานหนาและดานหลังของไพ และ

เราจะใหผูชมเลือกเลขที่ชอบจากเลข 1 ถึง 625 มาหน่ึงตัวเลข จากน้ันเราจะทําการเปดไพแบบเดิมที่

เราเคยทํา แตคราวน้ีในแตละรอบน้ันเราจะเปดไพออกเปน 5 กอง และใหผูชมช้ีกองไพที่มีไพที่เลือก

ไว ทําเชนน้ี 4 รอบ สวนเทคนิคสําคัญที่เราตองคิดระหวางที่ทําการเปดไพทีละใบก็คือ เราตองนํา

เลขที่ผูชมเลือกมาลบออกดวยหน่ึงกอน (หามลืมเด็ดขาด) จากน้ันก็นํามาหาร 5 ไดเศษเทาไหรใหเรา

นํากองไพที่ผูชมช้ีไปไวในตําแหนงของเศษที่ได โดยเศษ 0, 1, 2, 3 และ 4 หมายถึงตําแหนงของกอง

ไพจากบนลงลางตามลําดับ (เมื่อควํ่าหนาไพลงแลว) สวนไพกองอ่ืนที่ผูชมไมไดช้ีจะวางตําแหนงไหนก็

ได จากน้ันนําผลหารที่ไดไปคิดตอในรอบตอ ๆ ไปเชนเดิมจนครบ 4 รอบ แลวไพใบที่ผูชมเลือกไวก็จะ

มาอยูในตําแหนงที่เราตองการเอง 

เรายังสามารถประยุกตการเลนกลไพน้ีกับระบบเลขฐานที่แตละหลักมีฐานแตกตางกัน [1] ซึ่งใน

บทความน้ีจะขอเรียกวา “ระบบเลขฐานผสม” ตัวอยางเชน เราเลือกใชเลขหลักแรก (นับจากทางขวา

มาซาย) เปนฐาน 4 หลักที่สองเปนฐาน 2 หลักที่สามเปนฐาน 5 และหลักที่สี่เปนฐาน 3 ซึ่งทําใหเรา

ตองใชไพทั้งหมด 4 x 2 x 5 x 3 = 120 ใบ เราสามารถเขียนเลขแตละเลขต้ังแต 0 ถึง 119 ใหอยูใน

รูป 

( ) ( ) ( ) ( )3,5,2,4 : (5 2 4) (2 4) 4ABCD A B C D= × × × + × × + × +  

โดยที่ {0, 1, 2}, {0, 1, 2,3,4}, {0, 1}, {0, 1, 2, 3}A B C D∈ ∈ ∈ ∈  ไดเสมอและไดเพียงรูปแบบ

เดียวเทาน้ัน ในบทความน้ีเราจะเรียกระบบเลขฐานผสมน้ีวา ระบบเลขฐานผสม (3, 5, 2, 4) รูป 3.1 

แสดงตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (3, 5, 2, 4) ของบางตัวเลข  
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รูปที่ 3.1 ตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (3, 5, 2, 4) ของเลข 13 41 78 111 และ 115 

สังเกตวาเลขที่ใชไดคือเลขต้ังแต 0 ถึง 119 เทาน้ัน น่ันทําใหเราสามารถใชวิธีการเดิมในการเลน

กลไพสําหรับไพจํานวน 120 ใบน้ีได โดยเราจะใหผูชมเลือกเลขที่ชอบจากเลข 1 ถึง 120 และเราจะ

ทําการเปดไพแบบเดิมที่เราเคยทําแตคราวน้ีจํานวนกองไพที่เราแบงในแตละรอบจะไมเทากัน โดยเรา

จะแบงไพออกเปน 4 กองในรอบแรก 2 กองในรอบที่สอง 5 กองในรอบที่สาม และ 3 กองในรอบที่สี่ 

และใหผูชมช้ีกองไพที่มีไพที่เลือกไวเชนเดิม สวนเคล็ดลับในการแสดงกลก็คือ เราตองนําเลขที่ผูชม

เลือกมาลบออกดวยหน่ึงกอนในตอนแรก จากน้ันก็นํามาหาร 4 ไดเศษเทาไหรใหเรานํากองไพที่ผูชมช้ี

ไปไวในตําแหนงของเศษที่ไดโดยคิดการเรียงตําแหนงจากบนลงลางแบบเดิม จากน้ันนําผลหารที่ไดไป

คิดตอในรอบตอ ๆ ไปเชนเดิมจนครบ 4 รอบ โดยในแตละรอบที่เหลือเราจะหารดวยเลข 2, 5 และ 3 

ตามลําดับ ไพใบที่ผูชมเลือกไวก็จะมาปรากฏอยูในตําแหนงที่ผูชมไดเลือกไวต้ังแตตอนเริ่มการแสดง

ไดอยางนาอัศจรรย 

สําหรับในกลเดียวกันน้ีเรายังสามารถสลับตําแหนงเลขฐาน หรือเปลี่ยนตัวประกอบที่คูณกันแลว

ไดจํานวนไพไดอีกหลากหลายรูปแบบ ซึ่งทําใหวิธีการเลนกลในแตละแบบอาจแตกตางกัน หรือ

เหมือนกันไดในบางตัวเลข รูป 3.2 แสดงตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (4, 2, 3, 5), (2, 2, 6, 5) และ 

(4, 5, 6) ของตัวเลขบางตัวเลข 
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รูปที่ 3.2 ตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (4, 2, 3, 5) (รูปบน), (2, 2, 6, 5) (รูปกลาง) และ 

(4, 5, 6) (รูปลาง) ของเลข 13, 41, 78, 111 และ 115 

นอกจากน้ีเรายังสามารถเปลี่ยนวิธีการเลนกลน้ี จากที่ใหผูชมเลือกเลขที่ชอบในตอนแรกแลวเรา

ทําใหไพที่ผูชมเลือกไปปรากฏอยูในตําแหนงน้ัน เปนการใหผูชมเลือกวาในแตละรอบจะใหไพกองยอย

กองไหนซอนกองไหนบางแตไมไดใหผูชมเลือกตัวเลขที่ชอบในตอนแรก แตเราจะแอบคํานวณตามไป

โดยนําตัวเลขตําแหนงที่ผูชมเลือกคูณกับคาประจําตําแหนงน้ัน ๆ (ขึ้นอยูกับวาเราใชเลขฐานอะไร) 

แลวบวกสะสมไปเรื่อย ๆ จนในตอนจบเราก็บอกวาไพใบน้ันจะไปอยูที่ตําแหนงใดในกองไพแทนก็ได

เชนกัน 
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4. สรุป 

เราสามารถใชระบบเลขฐานมาชวยใหการแสดงกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร ดําเนินไป

โดยงาย นอกจากน้ีเรายังสามารถขยายวิธีการเลนกลไพน้ีใหทั่วไปย่ิงขึ้นโดยใชระบบเลขฐานผสม

รวมถึงรูปแบบการแสดงกลที่เปลี่ยนไปดวย ผูเขียนหวังเปนอยางย่ิงวาผูอานจะไดรับความบันเทิงใน

การอานบทความน้ี และสามารถนําไปเลนกลเพ่ือความสนุก รวมถึงเห็นประโยชนและการนําไปใช

ของระบบเลขฐานมากขึ้น 
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1. Introduction  

In 1948, Erdös and Straus [ 1] , [ 3]  have conjectured that for each 2n ≥ , the 

Diophantine equation 1 1 1 4
x y z n
+ + =  has a positive integral solution ( ), ,x y z , where 

x y≠ , y z≠  and z x≠ .  Later, many researchers studied and solved this Diophantine 

equation, see [2], [4], [7] and [8]. 

In 2013, Rabago and Tagle [5] studied on the areas and volume of a certain regular 

solid and the Diophantine equation 11
2

1 1
x y z
+ + = .  Sandor [6] offered an elementary 

approach to the solution of the Diophantine equation 1 1 1 1
2x y z

+ + = . 

In this paper, we try to solve for all positive integral solutions of the Diophantine 

equation 1 2 3 1
2x y z

+ + = . 

2. Method of Analysis 

From the Diophantine equation 1 2 3 1
2x y z

+ + = , we get 3, 5x y≥ ≥  and 7z ≥ . 

We are going to split into three cases. 

Case I  If x y z≤ ≤  or x z y≤ ≤ , then 1 1 2 3 6 .
2 x y z x
= + + ≤  Hence, 3 12x≤ ≤ . 

If 3x = , then 2 3 1
6y z

+ = , i.e., ( 12)( 18) 216y z− − = .    ( )1  

If 4x = , then 2 3 1
4y z

+ = , i.e., ( 8)( 12) 96y z− − = .    ( )2  

If 5x = , then 2 3 3
10y z

+ = , i.e., (3 20)( 10) 200y z− − = .   ( )3  

If 6x = , then 2 3 1
3y z

+ = , i.e., ( 6)( 9) 54y z− − = .    ( )4  

If 8x = , then 2 3 3
8y z

+ = , i.e., (3 16)( 8) 128y z− − = .    ( )5  

If 10x = , then 2 3 2
5y z

+ = , i.e., ( 5)(2 15) 75y z− − = .    ( )6  
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For ( )1 , the only following cases are possible: 

12 1, 18 216; 12 2, 18 108; 12 3, 18 72;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 4, 18 54; 12 6, 18 36; 12 8, 18 27;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 9, 18 24; 12 12, 18 18; 12 18, 18 12;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 24, 18 9; 12 27, 18 8; 12 36, 18 6;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 54, 18 4; 12 72, 18 3; 12 108, 18 2;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 216, 18 1y z− = − = . 

Leading to the solutions: ( , , ) (3,13,234), (3,14,126), (3,15,90), (3,16,72), (3,18,54),x y z =  

(3,20,45), (3,21,42), (3,24,36), (3,30,30), (3,36,27), (3,39,26), (3,48,24), (3,66,22), (3,84,21),

(3,120,20)  and (3,228,19) . 

In the same manner  

( )2  leads to ( , , ) (4,9,108), (4,10,60), (4,11,44), (4,12,36), (4,14,28),x y z =  

(4,16,24), (4,20,20), (4,24,18), (4,32,16), (4,40,15), (4,56,14)  and (4,104,13) . 

( )3  leads to ( , , ) (5,7,210), (5,8,60), (5,10,30), (5,15,18), (5,20,15)x y z =  and 

(5,40,12) . 

( )4  leads to ( , , ) (6,7,63), (6,8,36), (6,9,27), (6,12,18), (6,15,15), (6,24,12),x y z =  

(6,33,11)  and (6,60,10) . 

( )5  leads to ( , , ) (8,8,24), (8,16,12)x y z =  and (8,48,9) . 

While,  ( )6  leads to ( , , ) (10,10,15)x y z =  and (10,20,10) . 

If 7x = , then 2 3 5
14y z

+ = .       ( )7  

If 9x = , then 2 3 7
18y z

+ = .       ( )8  

If 11x = , then 9
22

2 3
y z
+ = .        ( )9  

If 12x = , then 2 3 5 .
12y z

+ =        ( )10  
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If z y≤ , then ( )7  gives  5 2 3 5
14 y z z

= + ≤ , that is, 7 14z≤ ≤ .  However, only 

{ }9,10,14z∈  gives positive integral values of .y  Hence, ( , , ) (7,84,9),(7,35,10)x y z =  

and (7,14,14) . 

If y z≤ , then ( )7  gives 5 2 3 5
14 y z y

= + ≤ , that is, 7 14y≤ ≤ . However, only { }7,8y∈

gives positive integral values of z . Hence, ( , , ) (7,7,42)x y z =  and (7,8,28) . 

If z y≤ , then ( )8  gives 7 2 3 5
18 y zz

= + ≤ , that is, 9 12z≤ ≤ .  However, only { }9z∈

gives positive integral value of y . Hence, ( , , ) (9,36,9)x y z = . 

If y z≤ , then ( )8  gives 7 2 3 5
18 y z y

= + ≤ , that is, 9 12y≤ ≤ .  However, only { }9y∈

gives positive integral value of z . Hence, ( , , ) (9,9,18)x y z = . 

If z y≤ , then ( )9  gives 9 2 3 5
22 y zz

= + ≤ , that is, 11 12z≤ ≤ . However, both of them 

do not give positive integral value of y . Hence, there is no solutions for ( )9 . 

If y z≤ , then ( )9  gives 9 2 3 5
22 y yz

= + ≤ , that is, 11 12y≤ ≤ . However, both of them 

do not give positive integral value of z . Hence, there is no solutions for ( )9  

If z y≤ , then ( )10  gives 5 2 3 5
12 y z z

= + ≤ , that is, 12z = . Hence, ( , , ) (12,12,12)x y z = . 

If y z≤ , then ( )10  gives 5 2 3 5
12 y yz

= + ≤ , that is, 12y = . Hence, ( , , ) (12,12,12)x y z = . 

Case II  If y x z< ≤  or y z x≤ < , then 1 1 2 3 6
2 x y z y
= + + ≤ . Hence, 5 12y≤ ≤ . 

If 5y = , then 1 3 1
10x z

+ = , i.e., ( 10)( 30) 300x z− − = . ( )11  

If 6y = , then 1 3 1
6x z

+ = , i.e., ( 6)( 18) 108x z− − = . ( )12  

If 7y = , then 1 3 3
14x z

+ = , i.e., (3 14)( 14) 196x z− − = . ( )13  

If 8y = , then 1 3 1
4x z

+ = , i.e., ( 4)( 12) 48x z− − = . ( )14  
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If 10y = , then 1 3 3
10x z

+ = , i.e., (3 10)( 10) 100x z− − = . ( )15  

If 12y = , then 1 3 1
3x z

+ = , i.e., ( 3)( 9) 27x z− − = . ( )16  

For ( )11  the only following cases are possible : 

10 1, 30 300; 10 2, 30 150; 10 3, 30 100;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 4, 30 75; 10 5, 30 60; 10 6, 30 50;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 10, 30 30; 10 12, 30 25; 10 15, 30 20;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 20, 30 15; 10 25, 30 12; 10 30, 30 10;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 50, 30 6; 10 60, 30 5; 10 75, 30 4;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  
10 100, 30 3; 10 150, 30 2; 10 300, 30 1x z x z x z− = − = − = − = − = − = . 

Leading to the solutions : ( , , ) (11,5,330),(12,5,180),(13,5,130),(14,5,105),(15,5,90),x y z =  

(16,5,80),(20,5,60),(22,5,55),(25,5,50),(30,5,45),(35,5,42),(40,5,40),(60,5,36),(70,5,35),  
(85,5,34),(110,5,33),(160,5,32)  and (310,5,31) . 

In the same manner,  

( )12  leads to ( , , ) (7,6,126),(8,6,72),(9,6,54),(10,6,45),(12,6,36),(15,6,30),x y z =

(18,6,27),(24,6,24),(33,6,22),(42,6,21), (60,6,20)  and (114,6,19) . 

( )13  leads to ( , , ) (14,7,21),(21,7,18)x y z =  and (70,7,15) . 

( )14  leads to ( , , ) (10,8,20),(12,8,18),(16,8,16),(20,8,15),(628,8,14)x y z = and 

(52,8,13) . 

( )15  leads to ( , , ) (20,10,12)x y z = . 

While, ( )16  has no solutions. 

If 9y = , then 1 3 5
18x z

+ = . ( )17  

If 11y = , then 1 3 7
22x z

+ = . ( )18  

If x z≤ , then ( )17  gives 5 1 3 4
18 x xz

= + ≤ , that is, 9 14x< ≤ .  However, all values of 

x  do not give positive integral value of z . Hence, there is no solutions for ( )17 . 
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If z x< , then ( )17  gives 5 1 3 4
18 x z z

= + < , that is, 9 14z≤ ≤ . However, only { }11,12z∈  

gives positive integral values of x . Hence, ( , , ) (198,9,11)x y z =  and (36,9,12) . 

If x z≤ , then ( )18  gives 7 1 3 4
22 x xz

= + ≤ , that is, 11 12x< ≤ . However, both values 

of x  do not give positive integral value of z . Hence, there is no solutions for ( )18 . 

If z x< , then ( )18  gives 7 1 3 4
22 x z z

= + < , that is, 11 12z≤ ≤ . However, only { }11z∈  

gives positive integral value of x . Hence, ( , , ) (22,11,11)x y z = . 

Case III  If z x y< ≤  or z y x< < , then 1 1 2 3 6
2 x y z z
= + + ≤ . Hence, 7 12z≤ ≤ . 

If 7z = , then 1 2 1
14x y

+ = , i.e., ( 14)( 28) 392x y− − = . ( )19  

If 8z = , then 1 2 1
8x y

+ = , i.e., ( 8)( 16) 128x y− − = . ( )20  

If 9z = , then 1 2 1
6x y

+ = , i.e., ( 6)( 12) 72x y− − = . ( )21  

If 10z = , then 1 2 1
5x y

+ = , i.e., ( 5)( 10) 50x y− − = . ( )22  

If 12z = , then 1 2 1
4x y

+ = , i.e., ( 4)( 8) 32x y− − = . ( )23  

( )19  leads to ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 15,420,7 , 16,224,7 , 18,126,7 , 21,84,7 , 22,77,7 ,x y z =

( ) ( )42,42,7 ,(63,36,7),(70,35,7),(112,32,7),(2128,5 0,36,7 , 0,7)  and (406,29,7) . 

( )20  leads to ( , , ) (9,144,8),(10,80,8),(12,48,8),(16,32,8),(24,24,8),(40,20,8),x y z =

(72,18,8)  and (136,17,8) . 

( )21  leads to ( , , ) (10,30,9),(12,24,9),(14,21,9),(15,20,9),(18,18,9),(24,16,9),x y z =

(30,15,9),(42,14,9)  and (78,13,9) . 

( )22  leads to ( , , ) (15,15,10),(30,12,10)x y z =  and (55,11,10) . 

While, ( )23  has no solutions. 

If 11z =  then 1 2 5
22x y

+ = . ( )24  
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If x y≤ , then ( )24  gives 5 1 2 3
22 x y x

= + ≤ , that is, 12 13x≤ ≤ , However, both values 

of x  do not give positive integral value of y . Hence, there is no solution for ( )24 . 

If y x<  then ( )24  gives 5 1 2 3
22 x y y

= + <  that is, 12 13y≤ ≤ .  However, both values 

of y  do not give positive integral value of x . Hence, there is no solution for ( )24 . 

Suggested Problem  

Let , , ,a b c p  and q  be positive integers, we may ask for the positive integral 

solutions ( ), ,x y z  for the Diophantine equation a b c p
x y z q
+ + =  where ,x y  and z  are 

positive integers. 
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บทคัดยอ 

ในงานวิจัยน้ี เราไดศึกษารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 

1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ที่ 1|p p/  และ 2|p p/  โดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนในการหาผล

เฉลยของระบบสมภาค เราแบงการศึกษาน้ีออกเปน 3 กรณี ดังตอไปน้ี 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡    

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡   

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

คําสําคญั:  สวนตกคางกําลังสอง สัญลักษณเลอจองด ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน 
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ABSTRACT 

In this research, we study the form of odd prime number p  in Legendre Symbol 

( )1 22 /p p p  where 1p , 2p  are odd prime numbers, 1|p p/  and 2|p p/  by using 

Chinese Remainder Theorem for finding the solutions of system of congruence.  We 

separate this study into 3 cases as the followings. 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  and ( )2 1 mod  4p ≡    

2. ( )1 1 mod  4p ≡  and ( )2 3 mod  4p ≡   

3. ( )1 3 mod  4p ≡  and ( )2 3 mod  4p ≡   

Keywords:  Quadratic residue, Legendre symbol, Chinese remainder theorem  

1. บทนํา  

สําหรับจํานวนเต็มบวก m  และจํานวนเต็ม a  ที่ ( ), 1=a m  เราจะกลาววา a  เปนสวนตกคาง

กําลังสองมอดุโล m  ก็ตอเมื่อ 2  (mod  )x a m≡  มีผลเฉลย  

สัญลักษณเลอจองดเปนสัญลักษณที่แสดงถึงความเปนสวนตกคางกําลังสองซึ่งนิยามดังตอไปน้ี 

บทนิยาม 1.1 [1] กําหนดให p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ และ a  เปนจํานวนเต็มที่ |p a/  สัญลักษณ

เลอจองด (Legendre symbol) ( )/a p  จะกําหนดคาใหไดดังน้ี  

( )/ 1a p =  เมื่อ a  เปนสวนตกคางกําลังสอง มอดุโล p  

( )/ 1a p = −  เมื่อ a  ไมเปนสวนตกคางกําลังสอง มอดุโล p  

สําหรับกรณีที่ 2a =  อัจฉรา หาญชูวงศ [1] ไดกลาวถึงรูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณ

เลอจองดไวดังน้ี 

( )
1, 1 (mod  8)

2 /
1, 3 (mod  8)

p
p

p
≡ ±

= − ≡ ±
 

จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับการหารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองด พบวา 

ในป พ.ศ. 2547 อภิรัฐ ศิระวรกุล [2] ไดศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอ

จองด ( )/b p  เมื่อ b  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ที่ |p b/  ซึ่งมีผลการวิจัยดังน้ี 
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ทฤษฎีบท 1.1 [2] กําหนดให b  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ โดยที่ |p b/  และ ( )1 mod  4b ≡  

จะไดวา 

( )
1 1

1 1

1, (mod  2 )
/

1, (mod  2 )

S S

T T

p b r b r b
b p

p b r b r b
 ≡ + +

= 
− ≡ + +

 

เมื่อ { }1 2,  4,  6, ,  1 ,S b∈ −  { }1 1,  3,  5, ,  2T b∈ −  และ r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล b  

ทฤษฎีบท 1.2 [2] กําหนดให b  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ โดยที่ |p b/  และ ( )3 mod  4b ≡  

จะไดวา 

( )

( )
( )

( )
( )

1

1

1

1

0

0

0

0

1, 3 4  mod  4 ,

3 4  mod  4
/

1, 3 4  mod  4 ,

3 4  mod  4

S

T

T

S

p b n r b

b n r b
b p

p b n r b

b n r b

 ≡ +


≡ − +
= 

− ≡ +
 ≡ − +

 

เมื่อ { }1 2,  4,  6, ,  1 ,∈ −S b  { }1 1,  3,  5, ,  2 ,∈ −T b  0n  เปนจํานวนนับ และ r  เปนราก

ปฐมฐานมอดุโล b  โดยที่ 0n  สอดคลองกับสมการ 04 1b n= −  

ในป พ.ศ. 2559 อภิรัฐ ศิระวรกุล และคณะ [3] ไดศึกษารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ p  ใน

สัญลักษณเลอจองด ( )1 2 /p p p  เมื่อ 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  

ซึ่งมีผลวิจัยดังทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] กําหนดให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1 1 (mod  4)p ≡ , 

2 1 (mod  4)p ≡ , 1|p p/  และ 2|p p/  จะไดวา  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2
/

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2

S S

T T

S T

T S

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p
p p p

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p

 ≡ + +

 ≡ + += 
− ≡ + +


≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 
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{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 1n  

และ 2n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( )2 1 12 1 mod  p n p≡  และ ( )1 2 22 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 1.4 [3] กําหนดให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1 1 (mod  4)p ≡ , 

2 3 (mod  4)p ≡ , 1|p p/  และ 2|p p/  จะไดวา  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1

1, 4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4
/

1, 4 4  mod  

S S

S T

T T

T S

T S

p p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p
p p p

p p p n r p n n r p

≡ − + +

≡ + +

≡ − + +

≡ + +
≡

− ≡ − + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4

T T

S T

S S

p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p













≡ + +


≡ − + +

 ≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

0 3,  n n  แ ล ะ  4n  เ ป น จํ า น ว น เ ต็ ม ที่ ส อ ด ค ล อ ง  2 04 1,p n= − ( )2 3 14 1 mod  p n p≡ แ ล ะ 

( )1 4 24 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 1.5 [3]  กําหนดให  1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่  ซึ่ ง  1 3 (mod  4)p ≡ , 

2 3 (mod  4)p ≡ , 1|p p/ และ 2|p p/  จะไดวา  
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2

1, 16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4
/

1, 16

S S

T T

T T

S S

T

p p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p
p p p

p p p n n r p m n r

≡ + +

≡ − + +

≡ + +

≡ − + +
≡

− ≡ + +( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

 mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4

S

S T

S T

T S

p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p













≡ − + +


≡ + +

 ≡ − + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ

0 0 3,  ,  n m n  และ 4n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง 1 0 2 04 1,  4 1,= − = −p n p m   

( )2 3 14 1 mod  ≡p n p  และ ( )1 4 24 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

จากสิ่งที่กลาวมาขางตน ทําใหผูวิจัยไดตอยอดแนวความคิดน้ี โดยพิจารณาหารูปแบบของจํานวน

เฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 

2|p p/   

2. ผลการวิจัย  

ในงานวิจัยน้ี ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนถือไดวาเปนเครื่องมือสําคัญในการแกระบบสมภาคเพ่ือ

หารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองด โดยทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนมีเน้ือความดังตอไปน้ี  

ทฤษฎีบท 2.1 [1] กําหนดให 1 2 3,  ,  ,  ,  nm m m m  เปนจํานวนเต็มบวกที่เปนจํานวนเฉพาะ

สัมพัทธทุกคู และ 1 2 3,  ,  ,  ,  na a a a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะไดวาระบบสมภาค 

1 1 (mod  )x a m≡  

2 2 (mod  )x a m≡  

  

 (mod  )n nx a m≡  
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จะมีผลเฉลยเพียงตัวเดียวมอดุโล m  เมื่อ 1 2 3 nm m m m m=   น่ันคือ มี 0x  เปนผลเฉลย และ 

ผลเฉลยทั้งหมดจะอยูในรูป 0x km+  เมื่อ k  เปนจํานวนเต็มใด ๆ  

ในบทพิสูจนของทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนไดกลาวถึงรูปแบบผลเฉลยของระบบสมภาคไวดังน้ี 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 n n na m y a m y a m y a m y′ ′ ′ ′+ + + +  

เมื่อ i
i

mm
m

′ =  และ iy  หาไดจาก ( )1 mod  i i im y m′ ≡  ทุก { }1,2,3, ,i n∈   

นอกเหนือจากทฤษฎีเศษเหลือของจีนแลว เรายังใชทฤษฎีบทตอไปน้ีในการพิสูจนเพ่ือหารูปแบบ

จํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองดดวย 

ทฤษฎีบท 2.2 [1] กําหนดให 1 2 3,  ,  ,  ,  nm m m m  เปนจํานวนเต็มบวก และ 1 2 3,  ,  ,  ,  nb b b b…

ที่เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะไดวาระบบสมภาค 

1 1 (mod  )x b m≡  

2 2 (mod  )x b m≡  

  

 (mod  )n nx b m≡  

จะมีผลเฉลย ก็ตอเมื่อ ( , ) ( )i j i jm m b b−  สําหรับทุกคา { },  1,  2,  3, ,  i j n∈ …  ที่ i j≠  และ 

ถามีผลเฉลย จะมีผลเฉลยเพียงตัวเดียวมอดุโล [ ]1 2 3,  ,  , ,  nm m m m  

ทฤษฎีบท 2.3 [1] กําหนดให p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ และ ,a b  เปนจํานวนเต็มที่ |p a/  และ  

|p b/  จะไดวา ( ) ( )( )/ / /  ab p a p b p=  

สําหรับการศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 

1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 2|p p/  เราไดแบงการศึกษาออกเปน 3 กรณี ดังตอไปน้ี 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡   

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  
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กรณีที่ 1 ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.4 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 1p m= +  และ 2 4 1p n= +  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 2 1 mod  8p p ≡   

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 23 1 mod  8p p− ≡  

บทพสิูจน  

1.  สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู  จะมีจํ านวนเต็ม l  ที่ทํ าให  2m n l+ =  เพราะฉะน้ัน

( )( ) ( )1 2 4 1 4 1 16 4( ) 1 16 4(2 ) 1 8 2 1p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + = + +  ดังน้ัน  

( )1 2 1 mod  8p p ≡  

2 .  สมมติ  m n+  เปนจํ านวนเ ต็มคี่  จะมีจํ านวนเ ต็ม  l  ที่ ทํ า ให  2 1m n l+ = +  จะได ว า

( )( ) ( )1 2 4 1 4 1 16 4( ) 1 16 4(2 1) 1 8 2 5p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + + = + +  

เพราะฉะน้ัน 

( ) ( ) ( )1 23 8 6 3 15 8 6 3 16 1 8 6 3 2 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p− ≡          

ทฤษฎีบท 2.5 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 1p m= +  และ 2 4 1p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p

p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1

,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8

T S

S T

T S

S T

T S

p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

− ≡ + +

≡ + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว  
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

16  mo

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p

p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

d  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8

1, 3 16  mod  8 ,

3 16  mod  

T S

S T

T S

S T

T S

p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

− ≡ − + +

≡ − + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 ≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … −  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

กรณีที่ 2 ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.6 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 1p m= +  และ 2 4 3p n= +  จะไดวา 

1. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 23 1 mod  8p p ≡   

2. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 2 1 mod  8p p− ≡  



 วารสารคณิตศาสตร ปริมา 64 เลมที่ 699 กันยายน – ธันวาคม 2562 

53 

บทพสิูจน  

1. สมมติ 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 3 2m n l+ =  จะไดวา  

 ( )( ) ( )1 2 4 1 4 3 16 4(3 ) 3 16 4(2 ) 3 8 2 3p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + = + +  

เพราะฉะน้ัน  

 ( ) ( ) ( )1 23 8 6 3 9 8 6 3 8 1 8 6 3 1 1p p mn l mn l mn l= + + = + + + = + + +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p ≡   

2. สมมติ 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 3 2 1m n l+ = +  จะไดวา 

 ( )( ) ( )1 2 4 1 4 3 16 4(3 ) 3 16 4(2 1) 3 8 2 7p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + + = + +  

เพราะฉะน้ัน  

( ) ( ) ( )1 2 8 2 7 8 2 8 1 8 2 1 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 2 1 mod  8p p− ≡           

ทฤษฎีบท 2.7 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 1p m= +  และ 2 4 3p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

1 2

1, 3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

32

2 /

S S

T T

S T

T S

T

p p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r

p p p

≡ + + +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ +

=

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8

1, 3 32 4 1  mod  8

T

S S

T S

S T

T S

p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p p n n r p n n r p p p

+ +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

− ≡ + + +

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod8 ,

32 4 1

S T

T T

S S

S T

T

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

          32 4 1  mod8

S

S S

T T

p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p






























 ≡ − + + +

 ≡ − + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ  

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ    

2. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว  
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( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

1 2

1, 32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

3 32

2 /

S S

T T

S T

T S

T

p p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p

p p p

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

≡ − +

=

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8

1, 32 4 1  mod  8

T

S S

T S

S T

T S

n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p p n n r p n n r p p p

+ +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

− ≡ − + + +

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod8 ,

3 32 4 1

S T

T T

S S

S T

T

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

          3 32 4 1  mod8

S

S S

T T

p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p






























 ≡ + + +

 ≡ + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ  

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

กรณีที่ 3 ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.8 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 3p m= +  และ 2 4 3p n= +  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 2 1 mod  8p p ≡   

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 23 1 mod  8p p− ≡  
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บทพสิูจน 

1. สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 2m n l+ =  จะไดวา  

( )( )
( )

1 2 4 3 4 3 16 12( ) 9 16 12(2 ) 8 1

8 2 3 1 1

p p m n mn m n mn l

mn l

= + + = + + + = + + +

= + + +
 

ดังน้ัน ( )1 2 1 mod  8p p ≡  

2. สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 2 1m n l+ = +  จะไดวา  

( )( )
( )

1 2 4 3 4 3 16 12( ) 9 16 12(2 1) 9

8 2 3 21

p p m n mn m n mn l

mn l

= + + = + + + = + + +

= + +
 

เพราะฉะน้ัน 

( ) ( ) ( )1 23 8 6 9 63 8 6 9 64 1 8 6 9 8 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p− ≡          

ทฤษฎีบท 2.9 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/ และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 3p m= +  และ 2 4 3p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2

1 2

1, 128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

3

2 /

S S

T T

T T

S S

p p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p

p p p

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ +

=

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8

1, 128 1

S T

T S

T S

S T

n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p p n n n r

+ + +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

− ≡ + + ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1

1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  

T S

S T

S T

T S

T T

p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p

+ +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ + + + + ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

mod8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

          3 128 1 1  mod8

S S

S S

T T

p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p




























 ≡ + + + +

 ≡ − + + + +

 ≡ − + + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡    

และ ( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว 
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( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2

1, 3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

2 /

S S

T T

T T

S S

p p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p

p p p

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ −

=

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8

1, 3 128 1

S T

T S

T S

S T

p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p p n n n

+ + + +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

− ≡ − + + ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

128 1 1

T S

S T

S T

T S

T T

r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r

+ +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ − + + + +( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

          128 1 1  mod8

S S

S S

T T

p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p




























 ≡ − + + + +

 ≡ + + + +

 ≡ + + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ 

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

การพิสูจนทฤษฎีบท 2.5, ทฤษฎีบท 2.7 และทฤษฎีบท 2.8 มีความคลายคลึงกันโดยจะใช 

ทฤษฎีบท 2.3 เพ่ือแบงเปนกรณียอย ๆ และใชทฤษฎีบท 2.1 และ ทฤษฎีบท 2.2 ในการพิจารณาผล

เฉลยของระบบสมภาคน้ัน ๆ ซี่งในที่น้ี เราจะยกตัวอยางบทพิสูจนของทฤษฎีบท 2.5 กรณีที่ m n+  

เปนจํานวนเต็มคู อยางคราว ๆ เพ่ือใหเห็นแนวทางการพิสูจนทฤษฎีบททั้ง 3 ทฤษฎีบท 
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บทพิสูจนทฤษฎีบท 2.5 จากทฤษฎีบท 1.3 เราทราบวา 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2
/

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2

S S

T T

S T

T S

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p
p p p

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p

 ≡ + +

 ≡ + += 
− ≡ + +


≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 1n  

และ 2n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( )2 1 12 1 mod  p n p≡  และ ( )1 2 22 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ  

และจาก ( )
1, 1 (mod  8)

2 /
1, 3 (mod  8)

p
p

p
≡ ±

= − ≡ ±
 

สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะไดวา 

กรณีที่ 1 พิจารณา ( )1 22 / 1p p p =  จากทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา ( )( )1 22 / / 1p p p p =  

กรณีที่ 1.1 ( )2 / 1p =  และ ( )1 2 / 1p p p =  

กรณีที่ 1.1.1 1 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

จะไดวา 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  S Sp p p n r p n r p p p≡ + +   

( )
( ) ( )

1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1

1 2 1 2 1 2

8                                                   1

                       8                            2

1 mod  8        8 1 mod                

S S

m m p p a

m p p m a n r p n r p

p p y y p p

′= = =

′= = = +

≡ ≡           

 

จากทฤษฎีบท 2.4 และสมมติฐาน จะไดวา 1 1=y  และ 2 3=y n  ตามลําดับ  

โดยทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน จะไดวา  

( )( )( ) ( )( )( )( )

( )

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 2 2 1 3

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 1 2 8

                         16

S S

S S

a m y a m y p p n r p n r p n

p p n n r p n r p

′ ′+ = + +

= + +
 

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

เมื่อ 3n  เปนจํานวนเต็มที่ทําให ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  
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กรณีที่ 1.1.2 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216 mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.1.3 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ − + +   

กรณีที่ 1.1.4 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ − + +  

กรณีที่ 1.2 ( )2 / 1p = −  และ ( )1 2 / 1p p p = −  

กรณีที่ 1.2.1 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.2.2 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.2.3 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 1.2.4 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2 พิจารณา ( )1 22 / 1p p p = −  จากทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา ( )( )1 22 / / 1p p p p = −  

กรณีที่ 2.1 ( )2 / 1p =  และ ( )1 2 / 1p p p = −  

กรณีที่ 2.1.1 1 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   
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กรณีที่ 2.1.2 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 2.1.3 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.1.4 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.2 ( )2 / 1p = −  และ ( )1 2 / 1p p p =  

กรณีที่ 2.2.1 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ + +  

กรณีที่ 2.2.2 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 2.2.3 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.2.4 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡− + +  

ดังน้ัน 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p

p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1

,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8

T S

S T

T S

S T

T S

p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

− ≡ + +

≡ + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

สําหรับกรณี m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ เราทําการพิสูจนในทํานองเดียวกับการพิสูจนกรณี m n+  

เปนจํานวนเต็มคู           
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3. สรุป 

การวิจัยครั้ง น้ีเปนการศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่  p  ในสัญลักษณเลอจองด 

( )1 22 /p p p  เมื่อ 1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 2|p p/  โดยแบงการพิจารณา

ออกเปน 3 กรณี คือ  

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡ , 

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3  mod  4p ≡  และ  

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡   

และในแตละกรณีไดแบงเปน 2 กรณียอย โดยไดใชทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนซึ่งเปนทฤษฎีบท

พ้ืนฐานในทางทฤษฎีจํานวนในการคํานวณเพ่ือทําใหสามารถหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ที่

สอดคลองกับสัญลักษณเลอจองดได และย่ิงไปกวาน้ัน ผูวิจัยคาดหวังวางานวิจัยน้ีอาจจะนําไปสูการ

หารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองดใด ๆ ตอไปในอนาคต 
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การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝒏𝒏,𝒏𝒏,𝟏𝟏) 

Closed Knight’s Tour on Ring Board (𝒏𝒏,𝒏𝒏,𝟏𝟏) 
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บทคัดยอ 

ให 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3 กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เปนกระดานหมากรุกขนาด 

𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีสวนตรงกลางขนาด 1 × 1 ขาดหายไป บทความฉบับน้ีศึกษาเง่ือนไขที่รับประกันการมีอยู

ของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) 

เมื่อ 𝑚𝑚 เปนจํานวนคี่ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 1 และหากมีการเดินแบบปดของมาแลวจะนําเสนอ

ขั้นตอนวิธีในการเดินดวย 

คําสําคญั:  การเดินแบบปดของมา กระดานวงแหวน  

ABSTRACT 

 Let 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 be odd integers such that 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3, the ring board (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) is an 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

chessboard with the middle part of size 1 × 1 is missing.  This article studies the 

mailto:2pearpz1@gmail.com
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conditions to guarantee the existence of a closed knight’ s tour on the ring board 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) and the ring board (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) for odd integers 𝑚𝑚 such that 𝑚𝑚 ≥ 11 and 

𝑘𝑘 ≥ 1 and if it exists, then an algorithm for finding a closed knight’s tour on that board 

is given.  

Keywords:  Closed knight’s tour, Ring board  

1. บทนํา 

การเดินของมาบนกระดานหมากรุกเปนเรื่องที่นาสนใจในทางคณิตศาสตร โดยมาจะเดินไปใน

แนวนอนหรือแนวต้ังจํานวนสองชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไป

อีกหน่ึงชอง ดังรูป 

 

รูปที่ 1.1 การเดินของมาจากจุดที่กําหนดบนกระดานหมากรุกขนาด 4 × 4 

โดยทั่วไปกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐานจะเปนกระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ซึ่งประกอบดวยชอง

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 8 แถว แถวละ 8 รูป ตอมานักคณิตศาสตรไดขยายการเดินของมาบน

กระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ไปสูการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ซึ่งประกอบดวย

ชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 𝑚𝑚 แถว แถวละ 𝑛𝑛 รูป และทาแตละชองดวยสีขาวและสีดําสลับกัน

ไป 

สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ถากําหนดใหแตละชองมีตําแหนงเปน (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ในลักษณะ

เดียวกับการกําหนดตําแหนงสมาชิกของเมทริกซขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 แลวจะไดวามาที่อยูในตําแหนง (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 

จะสามารถเลือกเดินไปได 1 ชองจากอยางมาก 8 ชอง โดยอาจไปอยูในตําแหนง (𝑖𝑖 ± 1, 𝑗𝑗 ± 2) หรือ 

(𝑖𝑖 ± 2, 𝑗𝑗 ± 1) สังเกตวาการเดินของมาในแตละครั้ง จะเดินจากชองสีขาวไปยังชองสีดํา หรือชองสีดํา

ไปยังชองสีขาวเทาน้ัน  

การเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 คือ การเดินของมาโดยที่มาเดินไปทุก

ชองของกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 เพียงหน่ึงครั้ง แลวกลับมาที่จุดเริ่มตน ดังน้ันจากขอสังเกต
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เก่ียวกับการเดินของมาทําใหไดวา ถาจํานวนชองสีขาวและชองสีดําบนกระดานหมากรุกที่พิจารณามี

จํานวนไมเทากัน แลวจะไมสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกดังกลาวได 

ในป ค.ศ. 1991 Schwenk [2] ไดเผยแพรเง่ือนไขที่จําเปนและเพียงพอสําหรับการมีอยูของการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.1 [2] บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 โดยที่ 𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛 จะมีการเดินแบบปดของมาได 

ยกเวนถาเง่ือนไขขอใดขอหน่ึงตอไปน้ีเปนจริง  

 a) 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคี่ทั้งคู หรือ 

 b) 𝑚𝑚 = 1 หรือ 2 หรือ 4 หรือ 

 c) 𝑚𝑚 = 3 และ 𝑛𝑛 = 4 หรือ 6 หรือ 8 

นอกจากน้ี Schwenk [2] ยังพิสูจนวา ถาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 มีการเดินแบบปด

ของมาแลวจะไดวาสามารถหาการเดินแบบปดของมาที่ผานระหวางตําแหนงสองตําแหนงบนกระดาน

ดังกลาวทั้งหมด 10 คู ที่เราสามารถระบุตําแหนงคูเหลาน้ันไดเสมอ 

ทฤษฎีบท 1.2 [2] สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา เราสามารถหา

การเดินแบบปดของมาที่ผานชองบนกระดานหมากรุกน้ัน 10 คู คือ  

(1,𝑛𝑛 − 1) - (3,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛 − 1) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 1,1) - (𝑚𝑚, 3), (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), 

(4,𝑛𝑛 − 1) - (2,𝑛𝑛), (1,𝑛𝑛) - (3,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚, 1) - (𝑚𝑚 − 1, 3), 

(𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛) และ (𝑚𝑚, 2) - (𝑚𝑚 − 1, 4) 

ไดเสมอ 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 1.2 ตําแหนงสองตําแหนงทั้งหมด 10 คู ตามทฤษฎีบท 1.2  

บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา 
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ตอมานักวิจัยบางทานไดหันไปใหความสนใจกับการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

ที่รูตรงกลางขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟  โดยที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟 เปนจํานวนเต็มที่ 𝑟𝑟 ≥ 1 และ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 > 2𝑟𝑟 ซึ่งเรียกกระดาน

แบบน้ีวา กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟)  

 

รูปที่ 1.3 ตัวอยางกระดานวงแหวน (5,5,1) 

สําหรับกรณีเฉพาะที่ 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 จะเห็นวาเหนือรูขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟 จะมีชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสอยูจํานวน 
𝑛𝑛−𝑟𝑟
2

 แถว ซึ่งเราเรียกวาความหนาของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) เชน ในรูป 1.3 จะเห็นวากระดานวง

แหวน (5, 5,1) มีความหนาเปน 2  

ในป ค.ศ. 1996 Wiitala [3] ไดศึกษาเก่ียวกับการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 ซึ่งไดผลการศึกษาดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 

เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 5   

บทความฉบับน้ีจะศึกษาเง่ือนไขเกี่ยวกับการมีอยูของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บางจํานวน โดยการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนสวน ๆ 

แลวพิจารณาการเดินของมาในสวนเหลาน้ันและพยายามหาทางเช่ือมตอกันจนเปนการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ที่สมบูรณ 

2. การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝒏𝒏,𝒏𝒏,𝟏𝟏) เม่ือ 𝒏𝒏 เปนจํานวนเต็มคี ่

 ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวน

เต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 
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กรณี 1 เมื่อ 𝑛𝑛 = 3 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.1 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

รูปที่ 2.1 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) 

กรณี 2 เมื่อ 𝑛𝑛 = 5 จากรูป 1.3 กระดานวงแหวน (5, 5, 1) มีความหนาเปน 2 ดังน้ัน โดยทฤษฎีบท 

1.3 จะไดวาไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 3 เมื่อ 𝑛𝑛 = 7 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

 

รูปที่ 2.2 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) 

กรณี 4 เมื่อ 𝑛𝑛 = 9 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.3 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 5 เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บวกที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 เราแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนกระดาน

หมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน และกระดานหมากรุกยอยขนาด 
𝑛𝑛+1
2

× 𝑛𝑛−1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน ตามแนวเสนขอบของรูขนาด 1 × 1 ของกระดานวงแหวน 
(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1)  
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รูปที่ 2.3 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) 

ดังตัวอยางการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดานในรูป 2.4 โดยจะเรียกกระดาน

หมากรุกยอยตําแหนงซายบนวากระดาน 𝐴𝐴 และเรียกกระดานยอยกระดานอ่ืน ๆ ตามทิศทางตามเข็ม

นาฬิกาวากระดาน 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 ตามลําดับ 

 

 

 

 

รูปที่ 2.4 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดาน 

เน่ืองจาก 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 ดังน้ัน 𝑛𝑛−1
2

  และ 𝑛𝑛+1
2

  เปนจํานวนเต็มที่อยูติดกัน ทําให 
𝑛𝑛−1
2

 และ 𝑛𝑛+1
2

 เปนจํานวนเต็มคี่ทั้งคูไมได น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับ

เง่ือนไข a) ของทฤษฎีบท 1.1 ย่ิงไปกวาน้ันเรายังไดวา 𝑛𝑛−1
2

 ≥ 5 น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 
𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับเง่ือนไข b) และ c) ของทฤษฎีบท 1.1 
จึงสรุปไดวา กระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1

2
× 𝑛𝑛+1

2
 และกระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛+1

2
× 𝑛𝑛−1

2
 

เหลาน้ี มีการเดินแบบปดของมาเสมอ 

ตอไป เพ่ือใหงายตอการขยายแนวคิดในภายหลัง สําหรับกรณีน้ี เราจะใชสัญลักษณ 𝑛𝑛 แทน 

จํานวนแถวของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และ 𝑛𝑛� แทนจํานวนหลักของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) 
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ดังน้ัน จากทฤษฎีบท 1.2 จะไดวา มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 โดยเดินมา 1 ครั้งจาก

ตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี  

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 - �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 และ �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐴𝐴
 - �𝑛𝑛−3

2
, 4�

𝐴𝐴
 

มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 - �𝑛𝑛+1

2
, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  

 มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 - �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐶𝐶
 

 และมีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนง

หน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(1, 3)𝐷𝐷 - (2, 1)𝐷𝐷 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 

 ทั้งน้ีในความเปนจริงแลวหากหมุนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐷𝐷 ไป 90 องศาในทิศทางตามเข็ม

นาฬิกา จะไดวาตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดานทั้งสอง คือ ตําแหนงเดียวกันกับตําแหนงทั้ง 2 คูบน

กระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ ดังรูป 2.5 

 

  

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.5 การเดินของมาที่ผานตําแหนง 2 คู ของกระดาน 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 
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จะเห็นวามาสามารถเดินขามกระดานยอยทั้งสี่ที่แบงออกมาไดโดย  

เดินขามระหวางกระดาน 𝐴𝐴 ไปกระดาน 𝐵𝐵 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- (2, 1)𝐵𝐵 และ (4, 2)𝐵𝐵- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 

เดินมาขามระหวางกระดาน 𝐵𝐵 ไปกระดาน 𝐶𝐶 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
-  �1, 𝑛𝑛�−1

2
�
𝐶𝐶
 และ �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶

- �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 

และเดินมาขามระหวางกระดาน 𝐶𝐶 ไปกระดาน 𝐷𝐷 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คอื 

�𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
- �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 

ดังน้ันจะไดวาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ทําไดโดย ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนงทั้ง 2 คูดังกลาว บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 และ ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - 

�𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2,1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

�𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง  �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 

ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไป

กระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

รูป 2.6 ดานลางน้ีแสดงการยกเลิกการเดินบนกระดานตาง ๆ ตามการอธิบายขางตนดวยเสนประ 

และแสดงเสนทางการเดินเช่ือมระหวางกระดานยอย ๆ ทั้งสี่ดวยเสนทึบ  
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รูปที่ 2.6 การเดินของมาที่ยกเลิกไปและการเดินของมาเช่ือมระหวางกระดาน 

ตัวอยาง 2.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 11, 1) เริ่มจากการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

ออกเปนกระดานยอย ๆ ขนาด 5 × 6 และ 6 × 5 อยางละ 2 กระดาน ซึ่งจะสามารถหาเสนทางเดิน

แบบปดของมาในแตละกระดานยอย 4 กระดานไดดังรูป 2.7 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการ

เดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ  

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.7 การเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยทั้งสี่ 

ตอมายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2 )𝐵𝐵, (5, 5)𝐵𝐵 - (6, 3)𝐵𝐵, (1, 5)𝐶𝐶 - 

(2, 3)𝐶𝐶 และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และ ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนง 1 คู คือ (1, 5)𝐴𝐴 - (3, 6)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ  

(5, 5)𝐷𝐷 – (3, 4)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷 
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แลวเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 5)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(6, 3)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (2, 3)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 5)𝐷𝐷  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง (3, 4)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง  (1, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (5, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง 
(3, 6)𝐴𝐴  

สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมา

ตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 2.8 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.8 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย  

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 2.9 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึง

ลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

นอกจากน้ี เมื่อเรายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐶𝐶 และ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู บนกระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐷𝐷 ตามที่ไดกลาวมาขางตนแลว เรา

อาจหาเสนทางการเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึง โดยเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึง

บนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลว 
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รูปที่ 2.9 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

เดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง 

 �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �2, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

ตัวอยางตอไปน้ีแสดงเสนทางเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึงที่ไดนําเสนอ 

ตัวอยาง 2.2 พิจารณากระดานวงแหวน (13, 13, 1) ในทํานองเดียวกับตัวอยาง 2.1 จะไดวา 

เสนประที่แสดงในรูป คือ เสนทางที่มาจะเดินขามระหวางกระดานยอยทั้งสี่ และตัวเลขที่กํากับ

หมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 2.10 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย 

ซึ่งจะนํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานไดดังรูป 2.11 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดิน

ของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.11 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

3. สรุปและอภิปรายผล  

ในกรณีที่ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคูที่ 𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวากระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) มี 𝑛𝑛2 − 1 ชอง ซึ่ง

เปนจํานวนคี่ ทําใหชองสีขาวและชองสีดํามีจํานวนไมเทากัน จากขอสังเกตในหัวขอที่ 1 ทําใหไดวา 

ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคู ดังน้ันจากการ

วิเคราะหในหัวขอ 2 ทําใหสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังตอไปน้ี 
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ทฤษฎีบท 3.1 สําหรับจํานวนนับ 𝑛𝑛 ที่ 𝑛𝑛 ≥ 2 จะมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ก็ตอเมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≠ 5 

จากหัวขอที่ 2 แมวาจะมีตําแหนงที่แนนอนในการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และตําแหนงที่

แนนอนในการเดินขามระหวางกระดานยอยที่แบงแลว แตสิ่งที่ยังคงยุงยาก คือ การหาการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดานยอย ๆ เหลาน้ัน อยางไรก็ดีหากสังเกตจากตัวอยาง 2.1 และ 2.2 จะเห็นวา 

หากไดทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยกระดานหน่ึงแลว สามารถนํามาหมุนหรือพลิกเพ่ือ

สรางเปนทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยที่เหลือได  

ย่ิงไปกวาน้ันหากขยายแนวคิดไปสูกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 0 

จะสามารถแบงกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) ออกเปนสี่สวน แลวเปลี่ยนตัวแปร 𝑛𝑛 และ 𝑛𝑛� ใน

กรณี 5 ของหัวขอที่ 2 เปน 𝑚𝑚 และ 𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘 ตามลําดับ ก็จะไดทฤษฎีบทดังตอไปน้ี ซึ่งถือเปน

ภาคขยายสวนหน่ึงของทฤษฎีบท 3.1  

ทฤษฎีบท 3.2 สําหรับจํานวนเต็มคี่ 𝑚𝑚 ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และจํานวนเต็ม 𝑘𝑘 ที่ 𝑘𝑘 ≥ 0 จะมีการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1)  

ตัวอยาง 3.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 15, 1) น่ันคือ 𝑚𝑚 = 11 และ 𝑘𝑘 = 1 

เริ่มตนแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) เปนกระดานยอยขนาด 5 × 8 จํานวน 2 กระดาน และ

กระดานยอยขนาด 6 × 7 จํานวน 2 กระดาน ดังรูป 3.1 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

จะสามารถหาเสนทางเดินมาแบบปดในแตละกระดานยอย 4 กระดาน ไดดังรูป 3.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่

กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 3.2 ลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵, (5, 7)𝐵𝐵 - (6, 5)𝐵𝐵, (1, 7)𝐶𝐶 - (2, 5)𝐶𝐶 

และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 

1 คู คือ (1, 7)𝐴𝐴 - (3, 8)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ (3, 6)𝐷𝐷 - 

(5, 7)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 7)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(5, 7)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (1, 7)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 7)𝐷𝐷 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 

ไปจนถึงตําแหนง (3, 6)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง (2, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (6, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง (3, 8)𝐴𝐴 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 3.3 
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รูปที่ 3.3 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดาน 

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 3.4 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

สําหรับผูที่สนใจศึกษาเพ่ิมเติม อาจพิจารณาขยายปญหาไปในแนวทางตาง ๆ ดังตอไปน้ี 

 1. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 < 11 และ 

 𝑛𝑛 < 11  หรือไม 

 2. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 
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 3. นอกจากการเดินมาแบบปกติที่นําเสนอในบทความน้ีแลว Chia และ Ong [1] ยังไดนําเสนอ

การเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ซึ่งคือการเดินมาที่มาจะเดินไปในแนวนอนหรือแนวต้ังจํานวน 𝑎𝑎 

ชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไปอีก 𝑏𝑏 ชอง ดังน้ันผูสนใจอาจ

พิจารณาวาสําหรับการเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็มบวกที่กําหนดให จะมีการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 

เอกสารอางอิง  

[ 1]  Chia, G. L.  and Ong, S. - H.   ( 2005) .   Generalized Knight’ s Tours on Rectangular 

Chessboards, Discrete Applied Mathematics,  150, p. 80 - 98.  

[ 2]  Schwenk, A. L.   ( 1991) .   Rectangular Chessboards have a Knight’ s Tour, Math. 

Magazine,  64, p. 325 - 332. 

[3] Wiitala, H.R.  (1996).  The Knight’s Tour Problem on Boards with Holes, Research 

Experiences for Undergraduates Proceedings,  p.132-151.  



ขอกําหนดในการจัดทําเอกสารเพื่อลงตีพิมพในวารสารคณิตศาสตร 

80 

ขอกําหนดในการจัดทําเอกสารเพ่ือลงตีพิมพในวารสารคณิตศาสตร  

โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

1. กระดาษและเลขหนา 

 ตั้งคาขนาดกระดาษ และระยะขอบดังน้ี  ขนาดของกระดาษ : 19.05 ซม. x 26.03 ซม.  

 ระยะก้ันขอบซาย (left margin) : 2.22 ซม.  ระยะก้ันขอบขวา (right margin) : 2.22 ซม. 

 ระยะก้ันขอบบน (top margin) : 2.69 ซม.  ระยะก้ันขอบลาง (bottom margin) : 2.69 ซม. 

 การยอหนา ระยะละ 0.64 ซม.   เลขหนา อยูก่ึงกลางหนากระดาษดานลาง 

2. อักษร 

 ฟอนตของอักษร ท้ังภาษาไทยและภาษาอังกฤษกําหนดเปน TH Sarabun New (ดาวน โหลด  ไดที่  

http://www.f0nt.com/release/th-sarabun-new/) และกําหนดขนาดและลักษณะของอักษร ในสวนตาง ๆ ดังน้ี  

ช่ือบทความใชอักษรขนาด 20 ตัวหนา ช่ือหัวขอและช่ือหัวขอยอยใชอักษรขนาด 16 ตัวหนา สําหรับเน้ือหา คํา

บรรยาย และท่ีมาของตารางและรูปภาพ ใชอักษรขนาด 16 ตัวปกติ  

3. หัวขอท่ีตองมีในบทความ 

 ช่ือบทความ ช่ือผูเขียน : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 ท่ีอยู  อีเมล : ภาษาอังกฤษ 

 บทคัดยอ คําสําคัญ : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 บทนํา  สรุป   เอกสารอางอิง : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

4. การพิมพบทคัดยอ 

 บทคัดยอมีเพียงหน่ึงยอหนา โดยเปนการเขียนอยางกะทัดรัด ไดใจความ และไมมีรายการอางอิง 

5. การพิมพคําสําคัญ   

 คําสําคัญภาษาไทย แตละคําใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยไมมีจุลภาคคั่น และเริ่มตนบรรทัดดวยคําวา  

“คําสําคัญ:” 

 คําสําคัญภาษาอังกฤษ แตละคําใหข้ึนตนดวยอักษรตัวพิมพใหญ ใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยมีจุลภาคคั่น และ

เริ่มตนบรรทัดดวยคําวา “Keywords:”  

6. ช่ือ ท่ีอยู และอีเมลของผูเขียน 

 ระบุช่ือผูเขียนทุกคน และหนวยงานหรือท่ีอยูสําหรับติดตอ รวมท้ังอีเมลของทุกคน โดยพิมพชิดขอบขวาของ

กระดาษ 
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7. การพิมพหัวขอ หรือ หัวขอยอย  

ตําแหนงการพิมพใหพิมพชิดขอบซายของกระดาษ และการลําดับหัวขอ ใหใชตัวเลขในการลําดับหัวขอ และตอ

ดวยจุด เชน 1.  2.  สําหรับหัวขอยอยใหใชตัวเลขหัวขอ ตอดวยจุด และตามดวยตัวเลขลําดับหัวขอยอย เชน 2.1  

2.2 

8. คําแนะนําอ่ืน ๆ 

 คําศัพทวิชาการภาษาไทย ใหใชตามศัพทบัญญตัิของสํานักงานราชบัณฑิตยสถาน ดูไดท่ี 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 

 การเวนวรรค ใหใชระยะชองวาง 1 ชอง  

 ตัวแปร ใหพิมพดวยตัวเอียง 

 สมการ ใหใชการพิมพ ไมอนุญาตใหใชในลักษณะรูปภาพ สําหรับลําดับหมายเลขกํากับสมการ ใหเขียน

หมายเลขอยูในวงเล็บเล็ก และวางชิดขอบขวาของกระดาษ  

 รูปภาพ เปนภาพขาวดํา และลายเสนตาง ๆ ใหใชเสนสีดํา ท้ังน้ีตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับใตรูป 

โดยพิมพในรูปแบบ : “รูปท่ี หมายเลขรูป คําบรรยายรูป” เชน รูปท่ี 1 แผนภาพแสดงความสัมพันธ ท้ังน้ี

กรณีมีรูปยอย ใหใช (ก) (ข) (ค) ... ตอจากหมายเลขรูป เชน รูปท่ี 1(ก)  รูปท่ี 1(ข)  

 ตาราง ใหใชเสนตารางเปนเสนสีดํา โดยตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับเหนือตาราง โดยพิมพในรูปแบบ 

“ตารางท่ี หมายเลขตาราง คําบรรยายตาราง”  

 ท้ังน้ีตําแหนงของ รูปภาพ ตาราง และคําบรรยาย ใหจัดไวก่ึงกลางของหนากระดาษ และหากนํารูปภาพ หรือ

ตาราง มาจากแหลงอ่ืน โปรดระบุแหลงท่ีมาดวย โดยระบุไวใตรูปภาพหรือตารางน้ัน 

9. เอกสารอางอิง 

 การพิมพรายการเอกสารอางอิงใชตามหลักเกณฑ APA (American Psychological Association) ฉบับท่ี 6 

(ศึกษาเพ่ิมเติมไดท่ี https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) การเรียงลําดับเอกสารอางอิง

ใหเรียงตามลําดับตามอักษรแรกท่ีปรากฏของเอกสารอางอิง โดยเริ่มตนจากเอกสารอางอิงภาษาไทยกอนจนครบ 

แลวตอดวยเอกสารอางอิงภาษาอังกฤษ โดยเอกสารอางอิงภาษาไทยจะตองเขียนเปนภาษาอังกฤษดวย 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวงัใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 

                  โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 
 

 

วัตถุประสงค 1. เพื่อสงเสริมและสนับสนนุการศึกษา และงานวิจัยทางคณิตศาสตร 

2. เพื่อพัฒนาและแลกเปลี่ยนความรูทางการสอนคณิตศาสตร 

3. เพื่อเผยแพรความรูทางคณิตศาสตร 

4. เพื่อสงเสริมวิชาชีพที่เก่ียวกับคณิตศาสตร 

5. เพื่อสรางความสัมพันธกับองคกรทางคณิตศาสตรในประเทศและตางประเทศ 

ประเภทของสมาชิก 

สมาชิกมี  3  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  สมาชิกสามญั และสมาชิกวารสาร 

 สมาชิกสามัญ  สําหรับผูที่มีความสนใจ หรือผูที่มีวชิาชีพเก่ียวกับคณิตศาสตร  

สิทธิและหนาท่ีของสมาชิกสามัญ 

1. มีสิทธิประดบัเคร่ืองหมายของสมาคมฯ 

2. มีสิทธิไดรับวารสารคณิตศาสตรของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ปนสมาชิก 

3. มีสิทธิเขารวมประชุมสามญัประจําป และรวมกิจกรรมที่สมาคมฯ จัดข้ึน 

4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 

5. มีสิทธิไดรับการเสนอชื่อ เพื่อรับการเลือกตั้งเปนกรรมการบริหารสมาคมฯ 

6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเก่ียวกับกิจการของสมาคมฯ ตอคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 

7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพื่อตนเอง หรือบุตรของสมาชิก 

8. มีหนาที่รักษาไวซึ่งเกียรติและมารยาทอันดงีามของสมาชิก 

9. มีหนาที่ปฏิบัติตามระเบียบขอบงัคับของสมาคมฯ  
 สมาชิกวารสาร  สําหรับบุคคลหรือหนวยงานที่มีความสนใจรับวารสารคณิตศาสตรของสมาคมฯ 

เปนประจาํ 

สิทธิของสมาชิกวารสาร 

1. มีสิทธิไดรับวารสารคณิตศาสตรของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ปนสมาชิก 
2. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นอันเปนประโยชน ตอคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ  
3. มีสิทธิไดรับความชวยเหลือในทางการศึกษาคณิตศาสตร หรือความชวยเหลือในประการ

อ่ืนใด เทาที่คณะกรรมการบริหารสมาคมฯ จะจัดทาํใหได  
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คาสมัครสมาชิก  คาลงทะเบียนในการสมัครคร้ังแรก 30 บาท 

คาสมาชิกสามัญ คาสมาชิกวารสาร วาระการเปนสมาชิก (สามัญรายป และวารสาร)   
เร่ิมในวันที่ 1 พฤษภาคม ของทุกป  
และสิ้นสุดในวนัที่ 30 เมษายน ของปตอไป 

ตลอดชีพ  3,000   บาท 
รายป      250      บาท 

250 บาทตอป 

 

ดาวนโหลด  ใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ไดที่  

        http://www.mathassociation.net หัวขอ “สมัคร”  
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ใบสมัครสมาชิก 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

วันท่ี ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ขาพเจา (ช่ือ-นามสกุล) .............................................................................................. อาชีพ ...................................... 

เบอรโทรศัพท ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงคจะสมคัรเปนสมาชิกสมาคมคณติศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามญัตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามญัรายป (250 บาท) 

 สมาชิกวารสาร (250 บาท) 

พรอมใบสมัครน้ีไดชําระ คาสมาชิกและ/หรือ   คาลงทะเบียนสมัครครั้งแรก จํานวน - 30 -  บาท 

          รวมเปนเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจุรสีแควร   เลขท่ีบัญชี  162-0-25671-1 

              ช่ือบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีท่ีมาตดิตอดวยตนเองท่ีสมาคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

        ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย) 

ท่ีอยูสําหรับจัดสงวารสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 
 

ช่ือ................................................................................................................................................................ 

เลขท่ี ............................. ซอย ....................................... หมูท่ี ....................................... 

ถนน .............................................. ตําบล ....................................... อําเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณยี ...............................  
 

 

 

ลงนาม............................................................ ผูสมัคร 

 (..............................................................................) 

 

 

(สําหรับเจาหนาท่ี)  เลขท่ีใบเสร็จ.......................... 
รับเงินคาสมาชิกจํานวน. .................................... 
วันท่ี ................................................. 

สงใบสมัครสมาชิก พรอมหลักฐานการโอนเงิน มาท่ี 
(ก)  สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ   
    ตูป.ณ. 2022 ปณฝ. จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย กรุงเทพมหานคร 10332 

หรือ  (ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com แลวทางสมาคมฯ จะแจงยืนยันการสมัครสมาชิกใหทานทราบ 

 สมาชิกใหม 

 ตออายุ  เลขท่ีสมาชิกเดิม................. 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ วางพานพุมถวายราชสักการะ  

“พระบิดาแหงวิทยาศาสตรไทย” 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

เมื่อวันอาทิตยที่ 18 สิงหาคม 2562 ที่ผาน

มา ผูชวยศาสตราจารย รจิต วัฒนสินธุ  

นายกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ 

พรอมดวยกรรมการสมาคมคณิตศาสตรแหง

ประเทศไทยฯ เขารวมพิธีวางพานพุมและ

ถวายราชสักการะ พระบาทสมเด็จพระจอม

เกลาเจาอยูหัว ในฐานะทรงเปน “พระบิดาแหงวิทยาศาสตรไทย” เน่ืองในวันวิทยาศาสตรแหงชาติ ณ 

บริเวณลานพระบรมราชานุสาวรียพระบาทสมเด็จพระจอมเกลาเจาอยูหัว กระทรวงการอุดมศึกษา 

วิทยาศาสตร วิจัย และนวัตกรรม เพ่ือนอมรําลึกถึงพระมหากรุณาธิคุณที่ทรงมีตอวงการวิทยาศาสตร

ไทยและประเทศชาตินับอเนกประการ สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ขอนอมถวายความ

จงรักภักดี ดวยสํานึกในพระมหากรุณาธิคุณเปนลนพนอันหาที่สุดมิได 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ วางพานพุมถวายราชสักการะ  

“พระบิดาแหงเทคโนโลยีของไทย” 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
เมื่อวันเสารที่ 19 ตุลาคม 2562 ที่ผานมา อ. ดร. ฉวีวรรณ กีรติกร อุปนายกสมาคมคณิตศาสตรแหง

ประเทศไทยฯ พรอมดวยกรรมการสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ เขารวมพิธีวางพานพุมและ

ถวายราชสักการะ เพ่ือเทิดพระเกียรติพระบาทสมเด็จพระบรมชนกาธิเบศร มหาภูมิพลอดุลยเดช

มหาราช บรมนาถบพิตร ในฐานะทรงเปน “พระบิดาแหงเทคโนโลยีของไทย” เน่ืองใน “วันเทคโนโลยี

ของไทย” ประจําป 2562 ณ บริเวณลานพระบรมราชานุสาวรียพระบาทสมเด็จพระจอมเกลา

เจาอยูหัว กระทรวงการอุดมศึกษา วิทยาศาสตร วิจัย และนวัตกรรม สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศ

ไทยฯ นอมสํานึกในพระมหากรุณาธิคุณที่ทรงมีตองานดานเทคโนโลยีของไทยเปนลนพนอันหาที่สุด

มิได 
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การประกวดโครงงานคณิตศาสตร ป 2562 

กิจกรรมหน่ึงที่ เปนการสนับสนุนการศึกษาและพัฒนาดานคณิตศาสตร ของสมาคม

คณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ คือ การจัดประกวดโครงงานคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาตอนตน

และมัธยมศึกษาตอนปลาย โดยรวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี โดยมี

หลักการวาตองเปนโครงงานใหมที่มีความนาสนใจ มีความคิดริเริ่มสรางสรรค มีประโยชน และเนนถึง

ความถูกตองของเน้ือหาทางคณิตศาสตร โดยโรงเรียนจะคัดเลือกโครงงานเขาประกวด ระดับละ 1 

โครงงาน (ทุกโครงงานตองมีนักเรียนรวมกันจัดทํา 3 ถึง 4 คน) มีการตัดสินสองรอบ หากผานเขา

ประกวดรอบสอง นักเรียนตองนําโครงงานมาจัดแสดงและเสนอผลงาน ทั้งในรูปแบบโปสเตอรและ

ปากเปลา ในชวงงานสัปดาหวันวิทยาศาสตรแหงชาติ 

ในป 2562 น้ี มีโครงงานสงเขาประกวด คือ ระดับมัธยมศึกษาตอนตน จํานวน 26 โครงงาน 

และระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย จํานวน 32 โครงงาน  สําหรับการประกวดรอบสุดทาย จัดขึ้นในวัน

อาทิตยที่ 18 สิงหาคม 2562 ณ อิมแพค เมืองทองธานี ฮอลล 11 

 
 
 

 

ผูรับรางวัล ระดับมัธยมศึกษาตอนตน ถายภาพรวมกับคณะกรรมการฯ 

ผูรับรางวัล ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ถายภาพรวมกับคณะกรรมการฯ 
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ผลการประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดบัมัธยมศึกษาตอนตน ป 2562 
 

รางวัลที่ 1 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 10,000 บาท 

ชื่อโครงงาน การศึกษาลําดับฟโบนักชีของตาสับปะรดกับ 

คาความหวานเพ่ือการพยากรณเอทานอล 

โรงเรียน สตรพัีทลุง จ.สตูล 

 เด็กหญิง ภาวิดา ดวงขวัญ 

 เด็กหญิง ศุภิศรา หนูในนํ้า 

 เด็กหญิง อัชฌา ไชยชนะ 
 

 

รางวัลที่ 2 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 8,000 บาท 

ชื่อโครงงาน Hometown Tessellation Stickers 

โรงเรียน สระหลวงพิทยาคม จ.พิจิตร 

เด็กชาย ศิวกร เศษบุบผา 

เด็กหญิง มณิสร อ่ิมสมโภชน 

เด็กหญิง พกาวรรณ พลายกมุพล 

เด็กหญิง ธมลวรรณ ปาคําวัง 
 

รางวัลที่ 3 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 6,000 บาท 

ชื่อโครงงาน ความสัมพันธระหวางรัศมีวงกลมแนบในรูปสามเหลี่ยมมมุฉากที่คลายกัน 

โรงเรียน ภูเก็ตวิทยาลัย จ.ภูเก็ต 

เด็กหญิง ปริชญา สิทธิกลุ 

เด็กหญิง ณิชา โสภานนท 

เด็กชาย ภูริศ หลิมพัฒนวงศ  
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ผลการประกวดโครงงานคณติศาสตร ระดับมัธยมศึกษาตอนตน ป 2562 (ตอ) 

รางวัลชมเชย ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 4,000 บาท มีสองรางวัล 

(1) ชื่อโครงงาน ความสัมพันธของระยะทางจากจุดมุมของรูปสีเ่หลี่ยมมุมฉากไปยังจุดปลายของ

สวนของเสนตรงใด ๆ ที่ขนานกับดานใดดานหน่ึงของ

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

โรงเรียน หองสอนศึกษาในพระอุปถัมภ จ.แมฮองสอน  
เด็กหญิง ศิริวรรณ ชุมชัย 

เด็กหญิง ยุพา นภาคีรี 

เด็กหญิง เข็มจริา ธนกรสกุล 
 

(2) ชื่อโครงงาน การหารูปแบบคําตอบทั่วไปโดยอาศัยการแยกตัวประกอบในรูปกําลังสมบูรณ 

โรงเรียน ตะก่ัวปา “เสนานุกูล” จ.พังงา 

เด็กหญิง กรรณิการ คงชู 

เด็กหญิง ภัทฑิรา แปโค 

เด็กหญิง พีรดา ศรีทรัพย 

เด็กหญิง อภิชญา สุขนุช 
 

 

ผลการประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดบัมัธยมศึกษาตอนปลาย ป 2562 

รางวัลที่ 1 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 10,000 บาท 

ชื่อโครงงาน ศกึษาอัตราสวนของพ้ืนที่ผิวบรรจุภัณฑกรวย

ยอดตัดใหมตอบรรจุภัณฑกรวยยอดตัดเติม  

เมื่อเปลี่ยนแปลงมุมที่เสนสูงเอียง และหามมุที ่

เสนสูงเอียงที่เหมาะสมสําหรบัการสรางบรรจุภัณฑ 

โรงเรียน ชาณุวิทยา จ.กําแพงเพชร 

นาย สหรัตน เหมือนแสง 

นางสาว กฤตพร ขุนแขวง 

นางสาว ชลธิชา เล็กวงค 

นางสาว นภัสวรรณ ชอบธรรม 
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รางวัลที่ 2 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 8,000 บาท 

ชื่อโครงงาน การระบายสีจุดยอดของกราฟเคยเลยผลบวก 

โรงเรียน เซ็นตคาเบรียล กรงุเทพฯ 

นาย กฤติน วามานนท 

นาย ตนกลา วิบูลยเลิศวัฒนะ 

นาย เมธาวิน พูลเพ่ิม 

 

 
 

รางวัลที่ 3 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 6,000 บาท มีสองรางวัล 

(1) ชื่อโครงงาน เกลียววงกนหอย และเกลียวเหลี่ยม    

กนหอยที่เกิดจากวัวพันหลัก หรือมุมดายเสนหน่ึงรอบ

หลอดดาย 

โรงเรียน นครสวรรค จ.นครสวรรค 

นาย สุกฤษฎ์ิ รุกขชาติ 

นางสาว ญณินชญา อุนจิตตวรรธนะ 

นางสาว โสภณัฐ จิตรเอก 
 

(2) ชื่อโครงงาน การศึกษาพฤติกรรมและสมบัติของจุดเซนทรอยดที่ไดจากการแบงดานแบบภายใน

ของรูปสามเหลี่ยมใด ๆ 

โรงเรียน ภูเก็ตวิทยาลัย จ.ภูเก็ต 

นางสาว บุญสิตา ศรีชัย 

นางสาว อัมนี หิมะ 

นางสาว ธรรญญสรณ วศินวสุกุล 
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ผลการประกวดโครงงานคณติศาสตร ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย  ป 2562 (ตอ) 

รางวัลชมเชย ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 4,000 บาท มีสองรางวัล 

(1) ชื่อโครงงาน หุนยนตวาดลวดลายจากความสัมพันธของสมการเสนโคงไฮโพโทรคอยด และ

สมการเสนโคงเอพิโทรคอยด 

โรงเรียน วิทยาศาสตรจุฬาภรณราชวิทยาลัย มุกดาหาร 

  จ.มุกดาหาร 

นางสาว พรชิตา ศรีโฉม 

นางสาว พรชนก พนมสินรัตน 

นางสาว พิมพบุญ บุญศร ี

 

(2) ชื่อโครงงาน ถอดรหัสลําดับฟโบนักชี กับการลูเขาสูอัตราสวนทองคํา และอัตราสวนอ่ืน ๆ ที่

สัมพันธกับลําดับเรขาคณิต และเอกซโพเนนเชียลของการสั่นแบบ Under Damped 

โรงเรียน แกนอยศึกษา จ.เชียงใหม 

นางสาว ลักคณา แซหลี ่

นางสาว อาฟู แซหลิว 

นางสาว พรนภัส แซจื้อ 
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ผลการประกวดโครงงานคณิตศาสตรในงาน  

World Innovation Competition and Exhibition 2019 (WICE 2019) 

ณ ประเทศมาเลเซีย 

ตามที่สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ใหการสนับสนุนการจัดการประชุมวิชาการสําหรับ

นักศึกษาระดับปริญญาบัณฑิต สาขาวิชาคณิตศาสตรประยุกต (Undergraduate in Applied 

Mathematics Conference : UAMC) เปนประจําทุกป โดยในป พ.ศ. 2562 UAMC 2019 จัดขึ้นที่ 

คณะวิทยาศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง เมื่อวันที่ 27 เมษายน 

2562 และมีโครงงานเขารวมนําเสนอแบบบรรยาย จํานวน 56 ผลงาน โครงงานที่นําเสนอแบบ

โปสเตอร จํานวน 63 ผลงาน จาก 11 สถาบันการศึกษา ซึ่งมีผูเขารวมงานทั้งสิ้น 406 คน 

ในการน้ีสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ 

ไดใหการสนับสนุนเพ่ิมแก โครงงานดัชนีวัดความ

เหมาะสมตอการเพาะปลูกและการพยากรณผลผลิต

ทุเรียนในประเทศไทยโดยใชเทคนิคเหมืองขอมูล และ 

GIS จากมหาวิทยาลัยธรรมศาสตร โดยคณะผูวิจัย

ประกอบดวย นางสาว ศุจินธร หงษหิน นางสาว ชนา

กาญ ปรียะพานิช นางสาว สัณหสิรี ภุมรา และมี 

ผูชวยศาสตราจารย ดร.ชัยณรงค เกษามูล และ  

รองศาสตราจารย ดร.สุเพชร จิรขจรกุล เปนอาจารย

ที่ปรึกษา เปนตัวแทนประเทศไทยเขารวมการ

ประกวดโครงการคณิตศาสตรระดับนานาชาติ ในการ

ประชุมวิชาการ World Innovation Competition 

and Exhibition (WICE 2019) ในระหวางวันที่ 2 - 6 

ตุลาคม 2562 ณ เมืองสุบังจายา  ประเทศมาเลเซีย 

ในการประกวดโครงงานในการประชุมวิชาการ 

WICE 2019 น้ัน โครงงานดัชนีวัดความเหมาะสมตอ

การเพาะปลูกและการพยากรณผลผลิตทุเรียนใน
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ประเทศไทยโดยใชเทคนิคเหมืองขอมูล และ GIS เปนโครงงานในกลุมสาขา Environmental & 

Biology ซึ่งมีโครงงานเขารวมการประกวดในกลุมน้ีจํานวนทั้งสิ้น 33 โครงงาน ผลการตัดสินโครงงาน

ดัชนีวัดความเหมาะสมตอการเพาะปลูกและการพยากรณผลผลิตทุเรียนในประเทศไทยโดยใชเทคนิค

เหมืองขอมูล และ GIS ไดรับรางวัลเหรียญเงิน และรางวัลพเิศษ SEGi Special Mention Award 

นับเปนการสรางช่ือเสียงดานคณิตศาสตรใหกับประเทศไทย และเปนการกระตุนใหเกิดความต่ืนตัว

ทางวิชาการในวงการคณิตศาสตรของประเทศไทย อีกดวย 
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เมื่อวันศุกรที่  25 ตุลาคม 2562 สมเด็จพระกนิษฐาธิราชเจา กรมสมเด็จพระเทพ

รัตนราชสุดาฯ สยามบรมราชกุมารี เสด็จพระราชดําเนินทรงเปดงาน 3 ทศวรรษ นํ้าพระทัยสมเด็จ

เจาฟาสูโอลิมปกวิชาการ ณ ศูนยนิทรรศการและการประชุมไบเทค บางนา กรุงเทพ ซึ่งจัดโดย

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) มูลนิธิสงเสริมโอลิมปกวิชาการและ

พัฒนามาตรฐานวิทยาศาสตรศึกษา ในพระอุปถัมภสมเด็จพระเจาพ่ีนางเธอ เจาฟากัลยาณิวัฒนา 

กรมหลวงนราธิวาสราชนครินทร (สอวน.) และสํานักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน (สพฐ.) 

ในระหวางวันที่ 25 – 26 ตุลาคม 2562 เพ่ือเทิดพระเกีรยติและนอมรําลึกถึงพระเมตตาและ 
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พระกรุณาใน สมเด็จพระเจาพ่ีนางเธอ เจาฟากัลยาณิวัฒนา กรมหลวงนราธิวาสราชนครินทร และ

พระมหากรุณาธิคุณของสมเด็จพระกนิษฐาธิราชเจา กรมสมเด็จพระเทพรัตนราชสุดาฯ สยามบรม

ราชกุมารี ที่ทรงสนับสนุนโครงการโอลิมปกวิชาการ และการดําเนินงานของมูลนิธิ สอวน. โดย

นําเสนอผลการดําเนินงานของโครงการโอลิมปกวิชาการ และมูลนิธิ สอวน. ในชวงระยะเวลาที่ผานมา 
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รวมทั้งแนวทางการดําเนินงานในอนาคต ภายในงานยังมีกิจกรรมอีกมากมาย อาทิ การสาธิตการ

เรียนการสอนภายในคายโอลิมปกวิชาการ การบรรยายเสนทางสูโอลิมปกวิชาการ การแขงขันตอบ

ปญหาทางวิชาการ  

ในการน้ี สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ไดรับเชิญใหเขารวมจัดนิทรรศการภายใต

หัวขอ “กาวสูการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ” ซึ่งประกอบดวย ประวัติความเปนมา

ของการเขารวมการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ (International Mathematical 

Olympiad : IMO) ของประเทศไทยครั้งแรก เมื่อป พ.ศ. 2532 การรวมเปนเจาภาพ IMO 2015 ณ 

จ.เชียงใหม ผลการแขงขัน IMO จากอดีตถึงปจจุบัน ขอสอบการแขงขัน IMO ครั้งแรกของประเทศ

ไทย และหาผูแทนสําคัญของประเทศไทยใน IMO พรอมทั้งไดนําเสนอประวัติและกิจกรรมของ

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ จากอดีตสูปจจุบัน ทั้งน้ีสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ 

ยังไดนําหนังสือรวมขอสอบสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ และวารสารคณิตศาสตร  

ไปแจกจายแกผูสนใจภายในงานดวย 

 



 

 

 



สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330

โทรศัพท และโทรสาร 0 – 2252 - 7980 

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ประจําป พ.ศ. 2562

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมเพื่อกระตุนใหเกิดความตื่นตัวทางวิชาการใน

วงการคณิตศาสตร ระดับตาง ๆ ท้ังใหบริการทางวิชาการแกสังคม เพื่อใหบรรลุวัตถุประสงคของ

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ท่ีตั้งไว ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารและหนังสือวิชาการทางคณิตศาสตร 

o วารสารคณิตศาสตร (TCI กลุม 1) จํานวน 3 ฉบับตอป 

o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จํานวน 3 ฉบับตอป

2. จัดอบรมครูคณิตศาสตรภาคฤดูรอน ระดับประถมศึกษา และมัธยมศึกษา

ระหวางวันท่ี 25 - 27 เมษายน 2562 ณ จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย

3. จัดสอบแขงขันคณิตศาสตร ระดับประถมศึกษา และมัธยมศึกษา วันอาทิตยท่ี 24 พฤศจกิายน 2562

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตรประจําป (AMM) ครั้งท่ี 24 ประจาํป พ.ศ. 2562 

ระหวางวันท่ี 15 – 17 พฤษภาคม 2562 โดยศูนยสงเสริมการวิจัยคณิตศาสตรแหงประเทศไทย 

ภายใตสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ

ซ่ึงมีภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยบูรพา เปนเจาภาพ

5. จัดสงผูแทนประเทศไทยเขารวมการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ 

รวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.)     

6. ใหการสนับสนุนและรวมมือกับหนวยงานอ่ืนในกิจกรรมสงเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร
o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดับอุดมศึกษา 

The 8th Undergraduate in Applied Mathematics Conference (UAMC)

ซ่ึงมี ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง

เปนเจาภาพ  โดยจัดข้ึนในวันท่ี 27 เมษายน 2562

o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดับมัธยมศึกษา รวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตร

และเทคโนโลยี (สสวท.)

โรงเรียนสงผลงาน ภายในวันจันทรท่ี 10 มิถุนายน 2562

ตัดสินผลรอบสุดทายวันอาทิตยท่ี 18 สิงหาคม 2562

o บรรยายสัญจรเก่ียวกับการเรียนการสอนคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาตอนตนและตอนปลาย 

ในเขตพ้ืนท่ีจังหวัดเชียงราย ระหวางวันท่ี 13 – 14 กรกฎาคม 2562

www.mathassociation.net                   MathThaiOrg@gmail.com 
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