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ก 

คุยกับกองบรรณาธิการฝ่ายบริหาร 

สวัสดี ท่านผู้อ่านวารสารคณิตศาสตร์ทุกท่าน 

สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ เล็งเห็นถึงความส าคัญของ 
การส ่งเสร ิมและสน ับสน ุนให ้ เก ิดการเผยแพร ่ผลงานทางด ้านคณิตศาสตร ์  จ ึงได ้จ ัดท  า  
วารสารคณิตศาสตร์ ขึ้น และนับเป็นระยะเวลากว่าสองปีที่วารสารคณิตศาสตร์ตีพิมพ์เผยแพร่สู่
สาธารณชนในรูปแบบสื่ออิเล็กทรอนิกส์ โดยมีทั้งบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความทั่วไป 
ให้ผู้ที่มคีวามสนใจได้ศึกษาและเรียนรู้  

จากสถานการณ์การแพร่ระบาดของโรคติดเชื้อไวรัสโคโรนา 2019 สมาคมคณิตศาสตร์แห่ง
ประเทศไทยฯ ได้งดการจัดกิจกรรมต่าง ๆ หลายกิจกรรม แต่สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ 
ไม่ได้ปิดที่ท าการ ยังคงมุ่งมั่นพัฒนางานด้านคณิตศาสตร์ให้ก้าวหน้าต่อไป โดยเฉพาะการเผยแพร่
ความรู้ด้านคณิตศาสตร์ ผ่านทางวารสารคณิตศาสตร์ ซึ่งถือเป็นสิ่งส าคัญ และจ าเป็น ที่จะต้องมีการ
พัฒนา เพ่ือให้ทันยุคทันสมัยและมีความก้าวหน้าเสมอ ทั้งนี้ทางสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ 
มีความยิ่งดีเป็นอย่างยิ่งท่ีจะให้การสนับสนุนกิจกรรมวิชาการอ่ืน ๆ ที่เก่ียวข้องกับคณิตศาสตร์ 

กองบรรณาธิการฝ่ายบริหาร มีความห่วงใยสมาชิกทุกท่านเป็นอย่างยิ่ง ขอให้สมาชิกทุกท่าน
ดูแลสุขภาพตนเองอย่างดีที่สุด และในโอกาสวันขึ้นปีใหม่ 2564 นี้ กองบรรณาธิการฝ่ายบริหาร  
ในนามสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ขอส่งความปรารถนาดีให้แก่ทุกท่าน ขอให้ทุกท่าน  
มีความสุข สมหวัง มีครอบครัวที่อบอุ่น มีมิตรสหายที่ดี และประสบความส าเร็จในสิ่งที่ปรารถนา 
ทุกประการ  

สวัสดีวันปีใหม่ 2564 
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กติกาและค าแนะน าส าหรับผู้ประสงค์ส่งบทความเพื่อลงตีพิมพ์ในวารสารคณิตศาสตร์ 

 วารสารคณิตศาสตร์เป็นวารสารวิจัยและวิชาการ ที่จัดท าขึ้นโดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่ง
ประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ เปิดรับบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความทั่วไป ที่เป็น
ภาษาไทยหรือภาษาอังกฤษ โดยทุกบทความจะได้รับการคัดกรองจากผู้ทรงคุณวุฒิ  เพื่อลงตีพิมพ์ใน
วารสารคณิตศาสตร์ 

กติกาของวารสารคณิตศาสตร์ 

วารสารคณิตศาสตร์ได้ปฏิบัติตามเกณฑ์ทั ้งเชิงปริมาณ และเชิงคุณภาพของศูนย์ดัชนี  
การอ้างอิงวารสารไทย (Thai Journal Citation Index Center : TCI) อย ่างเคร ่งคร ัด ด ังนั้น 
จึงก าหนดกติกาและแนวทางในการบริหารจัดการวารสารคณิตศาสตร์ ดังนี้ 

ชื่อวารสาร 
(ภาษาไทย) 

วารสารคณิตศาสตร ์
โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  

ชื่อวารสาร 
(ภาษาอังกฤษ) 

Mathematical Journal  
by The Mathematical Association of Thailand  
Under The Patronage of His Majesty The King 

ก าหนดการเผยแพร่ ปีละ 3 ฉบับ ฉบับที่ 1  มกราคม – เมษายน   
                ฉบับที่ 2  พฤษภาคม – สิงหาคม 
                ฉบับที่ 3  กันยายน – ธันวาคม 

ขอบเขตของ
บทความที่จะรับ
ตีพิมพ์ในวารสาร 

บทความจะต้องเกี ่ยวข้องกับคณิตศาสตร์ คณิตศาสตรศึกษา หรือ
คณิตศาสตร์ประยุกต์ในสาขาต่าง ๆ เช่น 

 วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
 เศรษฐศาสตร์ การเงิน และการประกันภัย 
 บริหารธุรกิจ โลจิสติกส์ และซัพพลายเชน 
 วิศวกรรมศาสตร์  

และสาขาอื่น ๆ ที่มีการน าทฤษฎีและหลักการทางคณิตศาสตร์ไปใช้อย่าง
ถูกต้อง 
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บทคัดย่อ 
บทความนี้เป็นการน าเสนอกิจกรรมการเรียนรู้คณิตศาสตร์ เรื่อง ล าดับ ซึ่งเป็นสาระหนึ่งของ

เนื ้อหาวิชาคณิตศาสตร์ ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย และเป็นแนวทางเข้าสู ่การเรียนในเรื ่อง 
แคลคูลัส ในล าดับต่อไป บทความนี้ได้น าเสนอกิจกรรมการเรียนรู้ในเรื่องล าดับที่ประยุกต์มาจาก
โจทย์ปัญหาของ Larson and Falvo ที่เน้นทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ชื่อว่า Cube 
and Sequence ประกอบด้วย 1)  ความหมายของทักษะการเชื ่อมโยงทางคณิตศาสตร์   
2) ความหมายของล าดับ 3) กิจกรรม Cube and Sequence 3.1) สาระของกิจกรรมการเรียนรู้  
3.2) สาระการเรียนรู้และทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ที่น ามาเชื่อมโยง และ 3.3) แนว
ทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ 
ค าส าคญั:  ล าดับ การเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ การจัดการเรียนรู้คณิตศาสตร ์
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ABSTRACT 
This article was a presentation of mathematics learning activities on the sequence, one 

of mathematics subjects in high school and as a guide to further study in calculus.  
This article presented learning activities on sequence applied from the problems of 
Larson and Falvo, which emphasizes on mathematical connections skill entitle 
of; cube and sequence including of 1) definition of mathematical connections 2) 
definition of sequence 3) Cube and Sequence activities, 3.1) the essence of learning 
activities 3.2) learning content and mathematical skills that were linked and 3.3)  
guidelines for organizing learning activities. 
Keywords:  Sequence, Mathematical connections, Mathematics instruction 

1. บทน า 
ความมุ่งหมายหนึ่งของการจัดการเรียนรู้คณิตศาสตร์ในระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนปลายตาม

หลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั ้นพื ้นฐาน พุทธศักราช 2551 (ฉบับปรับปรุง พ.ศ.2560) [2] คือ  
การพัฒนานักเรียนให้เกิดทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ทั้ง 5 ด้าน ได้แก่ การแก้ปัญหา 
การสื ่อสารและการสื ่อความหมายทางคณิตศาสตร์ การเชื ่อมโยง การให้เหตุผล และการคิด
สร้างสรรค์ ซึ่งเป็นความสามารถของนักเรียนที่จะน าความรู้ไปประยุกต์ใช้ในการเรียนรู้สิ่งต่าง ๆ 
เพื่อให้ได้มาซึ่งความรู้และประยุกต์ใช้ในชีวิตประจ าวันได้อย่างมีประสิทธิภาพ โดยเฉพาะอย่างยิ่ง
ทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ ทั้งนี้เนื่องจากนักเรียนที่มองเห็นการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ 
จะมองเห็นความสัมพันธ์ของเนื้อหาต่าง ๆ ในคณิตศาสตร์ และความสัมพันธ์ระหว่างแนวคิดทาง
คณิตศาสตร์กับศาสตร์อื่น ๆ นักเรียนจะเข้าใจเนื้อหาทางคณิตศาสตร์ได้อย่างลึกซึ้ง  และมีความ
คงทนในการเรียนรู้ ตลอดจนเห็นว่าคณิตศาสตร์มีคุณค่า น่าสนใจ และสามารถน าไปใช้ประโยชน์
ในชีวิตจริงได้ บทความนี ้ จึงมีวัตถุประสงค์ เพื ่อน าเสนอแนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้
คณิตศาสตร์ในระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนปลาย เรื่อง ล าดับ ที่เน้นทักษะการเชื่อมโยงคณิตศาสตร์
ผ่านกิจกรรมที่มีชื่อว่า Cube and Sequence 
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2. ความหมายของทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร ์
สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี  [4] ได้อธิบายถึงความหมายของทักษะ

การเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ไว้ว่า ทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ (Mathematical Connections) 
หมายถึง กระบวนการที่ต้องอาศัยการคิดวิเคราะห์ ความคิดริเริ่มสร้างสรรค์ในการน าความรู้ เนื้อหา
สาระ และหลักการทางคณิตศาสตร์มาสร้างความสัมพันธ์อย่างเป็นเหตุเป็นผลระหว่างความรู้
และทักษะกระบวนการที่มีในเนื้อหาคณิตศาสตร์กับงานที่เกี่ยวข้อง เพื่อน าไปสู่การแก้ปัญหาและ
การเรียนรู้แนวคิดใหม่ที่ซับซ้อนหรือสมบูรณ์ยิ่งขึ้น การที่นักเรียนเห็นการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ 
จะส่งเสริมให้นักเรียนเห็นความสัมพันธ์ของเนื้อหาในคณิตศาสตร์ และเห็นความสัมพันธ์ระหว่าง
แนวคิดทางคณิตศาสตร์กับศาสตร์อื่น ท าให้เข้าใจเนื้อหาทางคณิตศาสตร์ได้ลึกซึ้ง มีความคงทน
ในการเรียนรู้ ท าให้การเรียนคณิตศาสตร์น่าสนใจ มีความหมาย และท าให้นักเรียนเห็นความส าคั ญ
ของการเรียนคณิตศาสตร ์ 

อัมพร ม้าคนอง [5] ได้อธิบายว่า ทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ เป็นความสามารถของ
นักเรียนในการสัมพันธ์ความรู้หรือปัญหาคณิตศาสตร์ที่เรียนมา กับความรู้ ปัญหา หรือสถานการณ์
อื่นที่ตนเองพบ ท าให้นักเรียนได้เรียนรู้และพัฒนาความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ นอกจากนี้ จิราวรรณ 
ใจเรือน และพรทิพย์ โรจน์ศริพิศาล [1] ได้อธิบายว่า ทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์ หมายถึง 
ความสามารถในการน าความรู้ หลักการ หรือวิธีการทางคณิตศาสตร์มาสัมพันธ์กันอย่างเป็นเหตุ  
เป็นผล เพื่อใช้ในการแก้โจทย์ปัญหาทางคณิตศาสตร ์

สรุปได้ว่า ทักษะการเชื ่อมโยงทางคณิตศาสตร์ หมายถึง ความสามารถในการน าความรู้ 
หลักการ และแนวคิดทางคณิตศาสตร์มาสัมพันธ์เชื่อมโยงกันด้วยเหตุและผล โดยอาจใช้การคิด
วิเคราะห์ การคิดแก้ปัญหา การคิดริเริ ่มสร้างสรรค์ หรือกระบวนการคิดขั้นสูง ผสมผสานกับ
ประสบการณ์เดิม เพื่อน าไปสู่การแก้ปัญหาหรือการเรียนรูแ้นวคิดที่ซับซ้อนในสถานการณ์ใหม่ 

3. ความหมายของล าดับ [3] 
ล าดับ หมายถึง ฟังก์ชันที่มีโดเมน เป็นเซต  1, 2, 3, , n  หรือมีโดเมนเป็นเซตของจ านวน 

เต็มบวก เรียกล าดับที่มีโดเมนเป็นเซต  1, 2, 3, , n  ว่า ล าดับจ ากัด และเรียกล าดับที่มี
โดเมนเป็นเซตของจ านวนเต็มบวกว่า ล าดับอนันต์  
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ในการเขียนล าดับ จะเขียนเฉพาะสมาชิกของเรนจ์เรียงกัน กล่าวคือ ถ้า a  เป็นล าดับ ซึ่ง 

       1 2 3
1 , 2 , 3 , ,

n
a a a a a a a n a     แล้ว 
 กรณี a  เป็นล าดับจ ากัด เขียนแทนล าดับด้วย 

1 2 3
, , , ,

n
a a a a  

 กรณี a  เป็นล าดับอนันต์ เขียนแทนล าดับด้วย 
1 2 3
, , , , ,

n
a a a a  

    เรียก 
1

a  ว่า พจน์ที่ 1 ของล าดับ 
     

2
a  ว่า พจน์ที่ 2 ของล าดับ 

     
3

a  ว่า พจน์ที่ 3 ของล าดับ 

       
     

n
a   ว่า พจน์ที ่ n  ของล าดับ หรือพจน์ทั่วไปของล าดับ 

4. กิจกรรม Cube and Sequence 
กิจกรรม Cube and Sequence เป็นกิจกรรมที่ผู้เขียนประยุกต์มาจากโจทย์ปัญหาของ Larson 

and Falvo [6] ที่ เน้นการเชื่อมโยงความรู้ทางคณิตศาสตร์  ครูผู ้จัดกิจกรรมจะไม่แสดง
จ านวนให้นักเรียนหาพจน์ทั่วไปของล าดับในทันที แต่จะใช้ลูกบาศก์ขนาดต่าง ๆ เป็นสื่อกลาง ซึ่งมี
ข้อดี คือ นักเรียนจะได้ใช้การสังเกตและการวิเคราะห์ พิจารณาจนได้จ านวนที่ต้องการ และ
น ามาสู่การหาพจน์ทั่วไปของล าดับ โดยน าเสนอสาระของกิจกรรมการเรียนรู้ สาระการเรียนรู้
และทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ที่น ามาเชื่อมโยง รวมทั้งแนวทางจัดกิจกรรมการเรียนรู้ 
ดังนี ้

4.1 สาระของกิจกรรมการเรียนรู้ 
กิจกรรม Cube and Sequence เป็นกิจกรรมที่ให้นักเรียนหาพจน์ทั่วไปของล าดับ แต่ก่อนที่จะ

หาพจน์ทั่วไปนั้น นักเรียนจะต้องท าการวิเคราะห์เกี่ยวกับจ านวนหน้า ที่ปรากฏของ ลูกบาศก์
ขนาด 1 หน่วย ที่ประกอบกันเป็นลูกบาศก์ขนาด 3 3 3  หน่วย ดังรูปที่ 4.1 

ประเด็นที่ต้องการให้นักเรียนหาค าตอบ คือ  
 1) มีลูกบาศก์ที่ไม่มีหน้าปรากฏเลย (0 หน้า) จ านวนกี่ลูก  
 2) มีลูกบาศก์ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 1 หน้า จ านวนกี่ลูก  
 3) มีลูกบาศก์ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 2 หน้า จ านวนกี่ลูก  และ  
 4) มีลูกบาศก์ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 3 หน้า จ านวนกี่ลูก  
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รูปที่ 4.1 การวิเคราะห์จ านวนหน้าของลูกบาศก์ขนาด 3 3 3   หน่วย 

ในปัญหาเริ่มต้นของกิจกรรมการเรียนรู้นี้ นักเรียนสามารถหาค าตอบได้โดยการแจงนับได้ว่า 
ค าตอบของข้อ 1) ข้อ 2) ข้อ 3) และข้อ 4) คือ 1, 6, 12 และ 8 ตามล าดับ ซึ่งอาจพบในการจัด
กิจกรรมการเรียนรู้ว่านักเรียน หาลูกบาศก์ที่ไม่ปรากฏหน้าให้เห็นเลย (0 หน้า) ไม่เจอ 

ตารางที่ 4.1 จ านวนหน้าของลูกบาศก์ทีป่รากฏให้เห็นของลูกบาศกข์นาด  
3 3 3, 4 4 4, 5 5 5, 6 6 6         และ 7 7 7   หน่วย 

ลูกบาศกข์นาด 
(หน่วย) 

จ านวนหน้าของลูกบาศก์ที่ปรากฏให้เห็น 

0 หน้า 1 หน้า 2 หน้า 3 หน้า 

3 3 3   1 6 12 8 

4 4 4   8 24 24 8 

5 5 5   27 54 36 8 

6 6 6   64 96 48 8 

7 7 7   125 150 60 8 
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อย่างไรก็ตามจ านวนเหล่านี้ไม่ใช่ล าดับที่จะให้นักเรียนศึกษา ล าดับที่สนใจจะปรากฏขึ้นเมื่อ
นักเรียนวิเคราะห์ในลักษณะคล้ายกันกับลูกบาศก์ขนาด 4 4 4, 5 5 5, 6 6 6       และ 7 7 7   
หน่วย และน าค าตอบเหล่านั้นมาใส่ในตารางให้สมบูรณ์ ตัวอย่างดังตารางที่ 4.1  

เมื่อพิจารณาตารางที่ 4.1 จะพบว่าจ านวนในหลักที่ 2 ถึงหลักที่ 5 เป็นชุดจ านวนที่เรียงต่อกันเป็น
แบบรูป ครูผู้จัดกิจกรรมอาจให้นักเรียนวิเคราะห์ความสัมพันธ์ของจ านวนที่เกิดขึ้นกับจ านวนที่
แสดงขนาดของลูกบาศก์ในหลักที่ 1 และให้นักเรียนหาสูตรทั่วไปของจ านวนหน้าของลูกบาศก์ที่
ปรากฏให้เห็นในรูปของตัวแปร m  ส าหรับลูกบาศก์ขนาด m m m   หน่วย เมื่อ 3, 4, 5,m    
ทั้งนี้ เฉลยค าตอบดังตารางที่ 4.2 

ตารางที่ 4.2 เฉลยจ านวนหน้าของลูกบาศก์ที่ปรากฏให้เห็นและสูตรทั่วไปของจ านวนหน้าของ
ลูกบาศกท์ี่ปรากฏให้เห็น ส าหรับลูกบาศก์ขนาด m m m   หน่วย เมื่อ 3, 4, 5,m   

ลูกบาศกข์นาด 
(หน่วย) 

จ านวนหน้าของลูกบาศก์ที่ปรากฏให้เห็น 

0 หน้า 1 หน้า 2 หน้า 3 หน้า 

3 3 3   1 6 12 8 

4 4 4   8 24 24 8 

5 5 5   27 54 36 8 

6 6 6   64 96 48 8 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

m m m   .  
3

2m    .  
2

6 2m   .  12 2m   8 

จากข้อมูลจ านวนหลักที่ 2 ถึงหลักที่ 5 ของตารางที่ 4.2 จะเห็นว่าเกิดชุดของจ านวนที่เรียงกัน
เป็นล าดับจ านวน 4 ล าดับ ได้แก่  

  ล าดับที่ 1 : 1, 8, 27, 64, ...    ล าดับที่ 2 : 6, 24, 54, 96, ...  
  ล าดับที่ 3 : 12, 24, 36, 48, ... และ  ล าดับที่ 4 : 8, 8, 8, 8, ...  

ซึ่งครูผู้จัดกิจกรรมสามารถใช้ชุดจ านวนเหล่านี้ ในการสอนประเภทของล าดับที่แตกต่างกัน เช่น 
ล าดับที่เป็นค่าคงตัว ได้แก่ ล าดับที่ 4 ล าดับที่เป็นพหุคูณของจ านวน ได้แก่ ล าดับที่ 3 และล าดับที่



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 65 เล่มที่ 702 กันยายน – ธันวาคม 2563 

7 

เกิดจากจ านวนยกก าลัง ได้แก่ ล าดับที่ 1 เป็นต้น และสุดท้ายให้นักเรียนหาพจน์ทั่วไปของล าดับ ซึ่ง
จะพบว่า 
    ล าดับที่ 1 : 1, 8, 27, 64, ... มีพจน์ทั่วไป คือ 3

n
a n  

    ล าดับที่ 2 : 6, 24, 54, 96, ... มีพจน์ทั่วไป คือ 26
n

a n  
    ล าดับที่ 3 : 12, 24, 36, 48, ... มีพจน์ทั่วไป คือ 12

n
a n  

    ล าดับที่ 4 : 8, 8, 8, 8, ... มีพจน์ทั่วไป คือ 8
n

a   

4.2 สาระการเรียนรู้และทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ที่น ามาเชื่อมโยง 
1. การมองภาพในสามมิติ นักเรียนจะต้องอาศัยการมองภาพในสามมิติและการจินตนาการถึง

การมีอยู่เชิงนามธรรม ส าหรับการแยกแยะสิ่งที่ต้องการและไม่ต้องการซึ่งปะปนอยู่ในองค์ประกอบ
เดียวกัน 

2. แบบรูปของจ านวน นักเรียนจะต้องวิเคราะห์ชุดของจ านวนที่ได้ เพื่อหาพจน์ทั่วไปของล าดับ 
หากนักเรียนสังเกตและหาความสัมพันธ์ของแบบรูปได้ นักเรียนก็จะสามารถหาพจน์ทั่วไปของล าดับ
ได้โดยง่าย 

3. ล าดับ และการหาพจน์ทั่วไปของล าดับ นักเรียนจะต้องท าการเปรียบเทียบพจน์ทั่วไปของ
ล าดับกับแบบรูปของจ านวนที่มีความคล้ายคลึงกัน 

4.3 แนวทางจัดกิจกรรมการเรียนรู้ 
เพื่อให้การจัดกิจกรรมการเรียนรู้ประสบผลส าเร็จตามจุดมุ่งหมายของกิจกรรมที่ก าหนด   

นั่นคือ การส่งเสริมให้นักเรียนใช้ทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์เป็นเครื่องมือในการหาค าตอบ
ที่ต้องการ และสนองต่อศักยภาพของนักเรียนที่แตกต่างกัน ครูผู้จัดกิจกรรมอาจใช้รูปแบบ วิธีการ 
หรือเทคนิคการจัด การเรียนรู้ที่เหมาะสมกับนักเรียน หรืออาจใช้แนวทางการจัดการเรียนรู้ดังต่อไปนี้ 
(เวลาจัดกิจกรรม 50 นาที)  

ขั้นน ำเข้ำสู่กิจกรรม 
1. ครูทบทวนความหมายและการหาพจน์ทั่วของล าดับโดยให้นักเรียนร่วมกันอภิปราย 
2. ครูทบทวนความรู้ในเรื่องรูปเรขาคณิตสามมิติถึงลักษณะที่เพิ่มเติมจากรูปเรขาคณิต

สองมิติ และให้นักเรียนอภิปรายร่วมกันถึงลักษณะของลูกบาศก์ เช่น อย่างไรถึงเรียกว่าลูกบาศก์  
เหตุใดปริมาตรของลูกบาศก์จึงมีหน่วยเป็น หน่วย3 เป็นต้น 



คณิต คิดเชื่อมโยง : กิจกรรมการเรียนรู้ เรื่อง ล าดับ   

8 

3. จากค าถามในข้อ 2 ให้นักเรียนพิจารณาว่าหากมีลูกบาศก์ที่มีขนาด 1 หน่วย จ านวน 27 ลูก 
นักเรียนสามารถน ามาวางประกอบกันเป็นลูกบาศก์ขนาดใดได้บ้าง อย่างไร และในการประกอบ
ลูกบาศก์จ านวน 27 ลูก นักเรียนจะพบว่ามีลูกบาศก์บางลูกถูกซ่อนอยู่ด้านใน บางลูกแสดงให้เห็น
เพียงหน้าเดียว เป็นต้น 

ขั้นจัดกิจกรรมกำรเรียนรู้ 
1. ครูแสดงภาพลูกบาศก์ขนาด 3 3 3   หน่วย ที่เกิดจากการประกอบกันของลูกบาศก์

ขนาด 1 หน่วย ให้นักเรียนพิจารณาและหาว่า  
1) มีลูกบาศกข์นาด 1 หน่วย ที่ไม่มีหน้าปรากฏเลยจ านวนกี่ลูก  
2) มีลูกบาศกข์นาด 1 หน่วย ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 1 หน้า จ านวนกี่ลูก  
3) มีลูกบาศกข์นาด 1 หน่วย ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 2 หน้า จ านวนกี่ลูก  และ  
4) มีลูกบาศก์ขนาด 1 หน่วย ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 3 หน้า จ านวนกี่ลูก 

2. เมื่อนักเรียนได้ค าตอบแล้ว ครูให้นักเรียนหาค าตอบจากค าถาม “ในลักษณะเดียวกัน
ของลูกบาศก์ขนาด 9 9 9   หน่วย 

1) มีลูกบาศก์ขนาด 1 หน่วย ที่ไม่มีหน้าปรากฏเลยจ านวนกี่ลูก  
2) มีลูกบาศกข์นาด 1 หน่วย ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 1 หน้า จ านวนกี่ลูก  
3) มีลูกบาศกข์นาด 1 หน่วย ที่มีหน้าปรากฏอยู่ 2 หน้า จ านวนกี่ลูก  และ  
4) มีลูกบาศก์ขนาด 1 หน่วยที่มีหน้าปรากฏอยู่ 3 หน้า จ านวนกี่ลูก”  

(ขั้นนี้นักเรียนจะพบปัญหาว่าไม่สามารถวาดภาพลูกบาศก์ขนาด 9 9 9   หน่วย ได้โดยง่าย นั่นคือ 
ไม่สามารถใช้การสังเกตในการหาค าตอบได้นั่นเอง) ครูผู้จัดกิจกรรมอาจแนะน าให้นักเรียนพิจารณา
จากส่วนย่อยของปัญหา โดยให้หาค าตอบจากลูกบาศก์ขนาด 4 4 4   หน่วย ขนาด 5 5 5   หน่วย 
หรือ 6 6 6   หน่วย ก่อน เป็นต้น พร้อมกับแจกเอกสารที่แสดงตารางที่ 4.1 ให้นักเรียนใช้พิจารณา 

3. เมื่อนักเรียนหาค าตอบและเติมลงในตารางที่ 4.1 สมบูรณ์แล้ว ซึ่งพบว่าจ านวนในแต่ละ
หลักเรียงต่อกันเป็นแบบรูปของจ านวน ให้นักเรียนวิเคราะห์ความสัมพันธ์ของจ านวนที่เกิดขึ้นกับ
จ านวนที่แสดงขนาดของลูกบาศก์ในหลักที่ 1 และหาสูตรทั่วไปของจ านวนหน้าของลูกบาศก์ที่ปรากฏ
ให้เห็นในรูปของตัวแปร m  ส าหรับลูกบาศก์ขนาด m m m   หน่วย เมื่อ 3, 4, 5,m   
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4. ให้นักเรียนสังเกตจ านวนในหลักที่ 2 ถึงหลักที่ 5 ของตารางที่ 4.1 ซึ่งได้เติมค าตอบ
อย่างสมบูรณ์แล้ว ซึ่งจะเห็นว่าเกิดชุดของจ านวนที่เรียงกันเป็นล าดับจ านวน 4 ล าดับ ให้นักเรียนใช้
ความรู้ เรื่อง ล าดับ หาพจน์ทั่วไป  n

a  ของล าดับทั้งสี่ 
ขั้นสรุปกิจกรรม 
1. ครูให้นักเรียนร่วมกันอภิปรายว่า “การเติมค าตอบลงในตารางที่ 4.1 ให้สมบูรณ์และ

ถูกต้อง นักเรียนต้องใช้ความรู้ทางคณิตศาสตร์เรื่องใด หรือมีวิธีการคิดอย่างไรบ้าง” (อาจปรับเป็น
ค าถามน า เช่น “นักเรียนใช้การมองภาพในสามมิติอย่างไร” หรือ “นักเรียนมีการใช้แบบรูปมา
ช่วยในการหาค าตอบหรือไม”่) 

2. ครูใช้การอภิปรายและสอบถามนักเรียนเกี่ยวกับล าดับที่เกิดขึ้นในตารางที่ 4.1 เช่น 
“นักเรียนเรียกล าดับ 8, 8, 8, 8, ... ว่าอย่างไร” (ล าดับที่เป็นค่าคงตัว) “มีล าดับที่เป็นพหุคูณของ
จ านวนหรือไม่” (ล าดับ 12, 24, 36, 48, ...) หรือ “ลักษณะของล าดับ 1, 8, 27, 64, ... เป็นอย่างไร” 
(เกิดจากการยกก าลังสาม) เป็นต้น 

3. ครูใช้ค าถาม “หากนักเรียนไม่มีความรู้ เรื่อง ล าดับ นักเรียนจะใช้วิธีการใดมาหาค าตอบ
ที่เราต้องการ” เพื่อให้นักเรียนเห็นความส าคัญของสาระการเรียนรู้ เรื่อง ล าดับ ที่นักเรียนเรียนอยู ่

5. สรุป 
การจัดกิจกรรม Cube and Sequence จะช่วยกระตุ้นให้นักเรียนเกิดการเรียนรู้โดยการสังเกต 

วิเคราะห์ และตั้งค าถามที่น าไปสู่ค าตอบที่ต้องการโดยอาศัยทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร์  
และการแก้ปัญหา นักเรียนได้เรียนรู้และเข้าใจว่าความรู้หรือทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์
เรื่องหนึ่งจะเป็นพื้นฐานก่อให้เกิดความรู้หรือทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์เรื่องใหม่  
รวมทั้งตระหนักว่าเนื้อหาคณิตศาสตร์ไม่สามารถแยกออกจากกันได้โดยสิ้นเชิง และเข้าใจธรรมชาติ
ของวิชาคณิตศาสตร์ได้ดีย่ิงขึ้น 
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บทคัดย่อ 
วัตถุประสงค์ของการศึกษาครั้งนี้คือ การเปรียบเทียบตัวแบบพยากรณ์ราคากระเทียม โดยวิธีการ

พยากรณ์ทางสถิติทั้งหมด 3 วิธี ได้แก่ วิธีบ็อกซ์-เจนกินส์ วิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของ
โฮลต์ และวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขช้ีก าลังที่มีแนวโน้มแบบแดม เพื่อสร้างตัวแบบพยากรณ์ที่ดี
ที ่สุด อนุกรมเวลาราคากระเทียมเฉลี่ยต่อเดือนชุดที่ 1 ตั้งแต่เดือนมกราคม พ.ศ.2548 ถึงเดือน
สิงหาคม พ.ศ.2561 ส าหรับการสร้างตัวแบบพยากรณ์ ชุดที่ 2 ตั้งแต่เดือนกันยายน พ.ศ.2561 ถึง
เดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2562 ส าหรับการเปรียบเทียบความถูกต้องของตัวแบบพยากรณ์ โดยใช้เกณฑ์
ร้อยละความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์เฉลี่ยและเกณฑ์รากที่สองของความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยที่  
ต ่าที่สุด ผลการศึกษาพบว่า วิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์มีความถูกต้องมากที่สุด 
ค าส าคญั:  กระเทียม วิธีบ็อกซ-์เจนกินส์ วธิีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์  
        วิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังที่มีแนวโน้มแบบแดม 
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ABSTRACT 
The objective of this study was to compare the garlic prices forecast model by 

three statistical forecasting methods: Box-Jenkins method, Holt’s exponential 
smoothing method and damped trend exponential smoothing method in order to 
create the best forecasting model. The first time series set of monthly garlic prices 
during January 2005 to August 2018 for constructing the forecasting models.  
The second set during September 2018 to February 2019 for comparing the accuracy 
of the forecasts via the criteria of the lowest mean absolute percentage error and root 
mean squared error. Research findings indicated that Holt’s exponential smoothing 
method was the most accurate method. 
Keywords:  Garlic, Box-Jenkins method, Holt’s exponential smoothing method,  
          Damped trend exponential smoothing method 

1. บทน า 
กระเทียมเป็นสมุนไพรที่อุดมไปด้วยวิตามินและแร่ธาตุหลายชนิด และยังเป็นพืชที่มีธาตุซีลีเนียม

สูงกว่าพืชชนิดอื่น ๆ อีกทั้งยังมีสารอะดีโนซีน (Adenosine) ซึ่งเป็นกรดนิวคลีอิกที่เป็นตัวสร้างกรดดี
ออกซีไรโบนิวคลีอิก หรือ DNA และกรดไรโบนิวคลีอิก หรือ RNA ของเซลล์ในร่างกาย กระเทียม 
มักน ามาใส่ในอาหารหลายชนิดเพื่อช่วยปรุงรสชาติ ไม่ว่าจะใช้ผัด แกง ทอด ย า ต้มย า หรือน ้าพริก
ต่าง ๆ และยังมีสรรพคุณช่วยลดอาการจุกเสียดแน่นท้อง ควบคุมระดับไขมันในเส้นเลือด ช่วยรักษา
แผลทั้งแผลสดและแผลเรื้อรัง ลดการเกิดลิ่มเลือด ช่วยป้องกันโรคหัวใจ และช่วยยับยั้งการเกิด
โรคมะเร็ง นอกจากนี้ยังมีการน ากระเทียมไปแปรรูปเป็นผลิตภัณฑ์ต่าง ๆ อย่างหลากหลาย เช่น 
กระเทียมเสริมอาหาร กระเทียมสกัดผง สารสกัดน ้ามันกระเทียม กระเทียมดอง [4] จากการศึกษา
ราคากระเทียมเฉลี่ยต่อเดือนจากเว็บไซต์ของส านักงานเศรษฐกิจการเกษตรย้อนหลังตั้งแต่ปี พ.ศ.
2548 ถึงปัจจุบัน [9] พบว่า ราคากระเทียมมีแนวโน้มเพิ่มขึ้นจากอดีตอย่างชัดเจน คือจากราคา
ประมาณ 20 บาทต่อกิโลกรัม ในเดือนมกราคม พ.ศ.2548 ขยับเพิ่มขึ้นจนมีราคาสูงถึง 96.31 บาท
ต่อกิโลกรัม ในเดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2561 อย่างไรก็ตาม ราคากระเทียมมีการเปลี่ยนแปลงเพิ่มขึ้น
และลดลงอย่างรวดเร็ว เช่น ช่วงเดือนมกราคม พ.ศ.2559 ราคาอยู่ที่ 33.02 บาทต่อกิโลกรัม ต่อมา
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เดือนกุมภาพันธ์ในปีเดียวกัน ราคาเพิ่มขึ้นอย่างรวดเร็วเป็น 68.80 บาทต่อกิโลกรัม และเพิ่มสูงขึ้น
เรื่อย ๆ จนมีราคาสูงที่สุดเมื่อเดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2561 คือ 96.31 บาทต่อกิโลกรัม หลังจากนั้น 
เมื่อเดือนมิถุนายนในปีเดียวกัน ราคากระเทียมกลับตกต ่าลงเหลือเพียง 33.52 บาทต่อกิโลกรัม ซึ่ง
ปัญหาราคาตกต ่าอาจเกิดจากสภาพอากาศที่แปรปรวน เกษตรไม่สามารถเก็บเกี่ยวกระเทียมได้ตาม
ช่วงเวลา เนื่องจากอากาศที่หนาวเย็นต่อเนื่องเป็นระยะเวลานาน เมื่ออากาศกลับสู่สภาพปรกติท าให้
ผลผลิตออกมาในตลาดพร้อมกัน จึงถูกกดราคาจากพ่อค้าคนกลางท าให้ราคากระเทียมตกต ่า รวมถึง
การเกิดปัญหาการลักลอบน าเข้ากระเทียมจากประเทศเพื่อนบ้าน [1, 2] เกษตรกรผู้ปลูกกระเทียม
อาจมีค าถามว่าราคาจะยังคงผันผวนเช่นนี้ตลอดไปหรือไม่ ช่วงเดือนอะไรที่ราคาสูงหรือราคาตกต ่า 
การพยากรณ์ทางสถิตินับเป็นเครื่องมือหนึ่งที่ช่วยตอบค าถามเหล่านี้ได้ ด้วยเหตุผลดังกล่าว ผู้วิจัยจึง
เริ่มสืบค้นงานวิจัยที่เกี่ยวกับการพยากรณ์ราคากระเทียมโดยใช้วิธีการทางสถิติ  ซึ่งพบว่า ยังไม่เคยมี
นักวิจัยท่านใดได้ท าการพยากรณ์ราคากระเทียมไว้เลย ดังนั้นผู้วิจัยจึงมีความสนใจที่จะสร้างและ
เปรียบเทียบตัวแบบพยากรณ์ราคากระเทียม โดยวิธีการพยากรณ์ทางสถิติทั้งหมด 3 วิธี ได้แก่ 
วิธีบ็อกซ์-เจนกินส์ วิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขช้ีก าลังของโฮลต์ และวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้ง
เลขชี้ก าลังที่มีแนวโน้มแบบแดม เนื่องจากวิธีการพยากรณ์ทั้ง 3 วิธีนี้มีความเหมาะสมกับอนุกรมเวลา
ที่มีเพียงส่วนประกอบของแนวโน้ม แตไ่ม่มีความผันแปรตามฤดูกาล โดยมีหลายงานวิจัยที่ยืนยันผลว่า
วิธีการพยากรณ์ทั้ง 3 วิธีนี้มีความเหมาะสม เช่น การศึกษาของวรางคณา กีรติวิบูลย์ [5, 6] และ
การศึกษาของวรางคณา เรียนสุทธิ์ และเกศรินทร์ ทองฤทธิ์  [7] หลังจากที่ได้ตัวแบบพยากรณ์จาก
วิธีการพยากรณ์ทั้ง 3 วิธีดังกล่าว ผู้วิจัยจะคัดเลือกตัวแบบที่มีความถูกต้องและเหมาะสมมากที่สุด
เพียง 1 วิธี โดยใช้เกณฑ์เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์เฉลี่ย (Mean Absolute Percentage 
Error: MAPE) และเกณฑ์รากที่สองของความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย (Root Mean Squared 
Error: RMSE) ของข้อมูลชุดที่ 2 ที่ต ่าที่สุด เพื่อใช้ในการพยากรณ์ราคากระเทียมในอนาคต ซึ่งจะ
ส่งผลดีต่อการตัดสินใจ การบริหารการจัดการด้านความเสี่ยงต่าง  ๆ อีกทั้งยังสามารถใช้ผลของ 
การพยากรณ์เพ่ือเป็นจุดเริ่มต้นของการวางแผนการปลูกกระเทียมได้อีกด้วย 

2. วิธีการด าเนนิการวิจัย 
การวิจัยครั้งนี้ด าเนินการสร้างตัวแบบพยากรณ์โดยใช้อนุกรมเวลารายเดือนของราคากระเทียม

แห้งใหญ่คละขนาด (บาทต่อกิโลกรัม) ซึ่งเป็นราคาสินค้าเกษตรกลุ่มพืชผักที่เกษตรกรขายได้ ณ ไร่นา 
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อนุกรมเวลาราคากระเทียมที่น ามาศึกษาได้มาจากเว็บไซต์ของส านักงานเศรษฐกิจการเกษตร [9] 
ตั้งแต่เดือนมกราคม พ.ศ.2548 ถึงเดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2562 จ านวน 170 ค่า ผู้วิจัยได้แบ่งข้อมูล
ออกเป็น 2 ชุด ชุดที่ 1 คือ ข้อมูลตั้งแต่เดือนมกราคม พ.ศ.2548 ถึงเดือนสิงหาคม พ.ศ.2561 จ านวน 
164 ค่า ส าหรับการสร้างตัวแบบพยากรณ์ และชุดที่ 2 คือ ข้อมูลตั้งแต่เดือนกันยายน พ.ศ.2561 ถึง
เดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2562 จ านวน 6 ค่า ส าหรับการเปรียบเทียบความถูกต้องของตัวแบบพยากรณ์
ด้วยเกณฑ์ MAPE และ RMSE ที่ต ่าที่สุด  

การตรวจสอบว่าอนุกรมเวลาราคากระเทียมมีการเคลื่อนไหวจากแนวโน้ม  และ/หรือ มีอิทธิพล
ของฤดูกาลหรือไม่ [4] ด าเนินการดังตารางที่ 2.1  

ตารางที่ 2.1 การตรวจสอบแนวโน้มและอิทธิพลของฤดูกาล 
การตรวจสอบแนวโน้ม การตรวจสอบอิทธิพลของฤดูกาล 

1. ตรวจสอบการแจกแจงปรกตแิละความแปรปรวน
เท่ากันของราคากระเทียมในแต่ละปี โดยใช้การทดสอบ
คอลโมโกรอฟ-สมีร์นอฟ (Kolmogorov-Smirnov’s 
Test) และการทดสอบของเลวีนภายใต้การใช้มัธยฐาน 
(Levene’s Test based on Median) ตามล าดับ 

1. พิจารณาว่าอนุกรมเวลาราคา
กระเทียมมีการเคลื่อนไหวจากแนวโน้ม
หรือไม่ ถ้ามีตอ้งก าจัดแนวโน้มออก
ก่อนที่จะทดสอบค่าเฉลี่ยหรอืมัธยฐาน
ของอนุกรมเวลาในแต่ละเดือน  

2. ตรวจสอบแนวโน้ม โดยถ้าราคากระเทียมในแต่ละปีมี
การแจกแจงปรกติและมีความแปรปรวนเทา่กัน จะใช้
การวิเคราะห์ความแปรปรวนทางเดียว (One-Way 
Analysis of Variance: ANOVA) เพื่อตรวจสอบ
ค่าเฉลี่ยของราคากระเทียมในแต่ละปี แต่ถา้อนุกรมเวลา
ในแต่ละปีไม่มกีารแจกแจงปรกติหรือมีความแปรปรวน
ไม่เท่ากัน จะใช้การวิเคราะห์ความแปรปรวนทางเดียว
โดยล าดับที่ของครัสคอล-วอลลิส (Kruskal-Wallis’s 
One-Way Analysis of Variance by Rank) เพื่อ
ตรวจสอบมัธยฐานของราคากระเทียมในแต่ละป ี

2. ตรวจสอบการแจกแจงปรกติและ
ความแปรปรวนเท่ากันของราคา
กระเทียมในแต่ละเดือนหลังจากก าจัด
แนวโน้มออกแล้วโดยใช้สถิตเิช่นเดียว 
กับข้อ 1 ของการตรวจสอบแนวโน้ม 
3. ตรวจสอบอิทธิพลของฤดูกาล โดย
เลือกใช้สถิติทดสอบค่าเฉลี่ยหรือ 
มัธยฐานของราคากระเทียมในแต่ละ
เดือน เช่นเดียวกับข้อ 2 ของการ
ตรวจสอบแนวโน้ม  
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วิธีการสร้างตัวแบบพยากรณ์ และการเปรียบเทียบความถูกต้องของตัวแบบพยากรณ์ แสดง
รายละเอียดดังนี ้

2.1 การพยากรณ์โดยวิธีบ็อกซ-์เจนกินส์ (Box-Jenkins Method) 
การพยากรณ์โดยวิธีบ็อกซ์-เจนกินส์ มีความเหมาะสมกับอนุกรมเวลาที่มีทั้งส่วนประกอบของ

แนวโน้มและความผันแปรตามฤดูกาล มีตัวแบบในรูปทั่วไป คือ SARIMA(p, d, q)( P, D, Q)s [11] 
แสดงดังสมการที ่ (1) แต่ส าหรับการศึกษาครั ้งนี ้ พบว่า อนุกรมเวลาราคากระเทียมมีเพียง
ส่วนประกอบของแนวโน้ม แตไ่ม่มีความผันแปรตามฤดูกาล ดังนั้นตัวแบบจะสามารถลดรูปเหลือเพียง 
ARIMA(p, d, q) ดังสมการที่ (2) 

 SARIMA(p, d, q)( P, D, Q)s  :           1 1     
Dds s s

p P t q Q tB B B B Y B B     (1) 

 ARIMA(p, d, q)  :     1  
d

p t q tB B Y B     (2) 
เมื่อ tY   แทน อนุกรมเวลา ณ เวลา t  
 t  แทน อนุกรมเวลาของความคลาดเคลื่อน 
      s

p PB B   แทน ค่าคงตัว โดยที่   แทน ค่าเฉลี่ยของอนุกรมเวลาที่คงที่ 
   2

1 21 p

p pB B B B         แทน ตัวด าเนินการสหสัมพันธ์ในตัวอันดับที่ p กรณีไม่มี
ฤดูกาล (Non-Seasonal Autoregressive Operator of Order p : AR(p)) 
   2

1 21s s s Ps

P PB B B B       แทน ตัวด าเนินการสหสัมพันธ์ในตัวอันดับที ่ P 

กรณีมีฤดูกาล (Seasonal Autoregressive Operator of Order P : SAR(P)) 
   2

1 21 q

q qB B B B         แทน ตัวด าเนินการเฉลี่ยเคลื่อนที่อันดับที่ q กรณีไม่มี
ฤดูกาล (Non-Seasonal Moving Average Operator of Order q : MA(q)) 
   2

1 21s s s Qs

Q QB B B B       แทน ตัวด าเนินการเฉลี ่ยเคลื ่อนที ่อ ันดับที ่ Q  

กรณีมีฤดูกาล (Seasonal Moving Average Operator of Order Q : SMA(Q)) 
 t  แทน ช่วงเวลา ซึ่งมีค่าตั้งแต่ 1 ถึง 1n  เมื่อ 1n  แทน จ านวนข้อมูลในอนุกรมเวลาชุดที่ 1  
 s  แทน จ านวนคาบของฤดูกาล 
 d และ D แทน ล าดับที่ของการหาผลต่างและผลต่างฤดูกาล ตามล าดับ 
 B แทน ตัวด าเนินการถอยหลัง (Backward Operator) โดยที่ s

t t sB Y Y  
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ขั้นตอนการสร้างตัวแบบพยากรณ์โดยวิธบี็อกซ-์เจนกินส์ แสดงรายละเอียดดังนี้ 
1) พิจารณาอนุกรมเวลาว่าคงที่หรือไม่ โดยพิจารณาจากกราฟของอนุกรมเวลาเทียบกับเวลา 

 ,tY t  กราฟฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว (Autocorrelation Function: ACF) และฟังก์ชันสหสัมพันธ์
ในตัวบางส่วน (Partial Autocorrelation Function: PACF) หากพบว่า อนุกรมเวลาไม่คงที่ ต้อง
แปลงอนุกรมเวลาให้คงที่ก่อนที่จะท าขั้นตอนต่อไป เช่น การแปลงข้อมูลด้วยการหาผลต่างหรือ
ผลต่างฤดูกาล การแปลงข้อมูลด้วยลอการิทึมสามัญหรือลอการิทึมธรรมชาติ การแปลงข้อมูลด้วย  
เลขยกก าลัง เช่น ยกก าลัง 0.5 หรือยกก าลัง 2 [10] 

2) ก าหนดตัวแบบพยากรณ์ที่เป็นไปได้จากกราฟ ACF และ PACF ของอนุกรมเวลาที่คงที่  
นั่นคือ ก าหนดค่า p, q, P และ Q พร้อมทั้งประมาณค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบ  

3) ตัดพารามิเตอร์ที่ไม่มีนัยส าคัญออกจากตัวแบบพยากรณ์ครั้งละ 1 ตัว จากนั้นจึงก าหนด 
ตัวแบบพยากรณ์และประมาณค่าพารามิเตอร์ใหม่จนกว่าจะได้ตัวแบบพยากรณ์ที่ประกอบด้วย
พารามิเตอร์ที่มีนัยส าคัญทั้งหมด 

4) คัดเลือกตัวแบบพยากรณ์ที ่ม ีค ่าเกณฑ์สารสนเทศเบย์เซ ียน (Bayesian Information 
Criterion: BIC) ที่ต ่าที่สุด และมีค่าสถิติ Ljung-Box Q ที่ไม่มีนัยส าคัญ  

5) พยากรณ์อนุกรมเวลา โดยใช้ตัวแบบพยากรณ์ที่เหมาะสมที่สุดจากขั้นตอนที่ 4 

2.2 การพยากรณ์โดยวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลงัของโฮลต์  
(Holt’s Exponential Smoothing Method) 
การปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์ มีความเหมาะสมกับอนุกรมเวลาที่มีส่วนประกอบ

ของแนวโน้มที่เป็นเส้นตรงและไม่มีความผันแปรตามฤดูกาล โดยแนวโน้มเชิงเส้นตรงมีลักษณะเปลี่ยน
ค่าไปช้า ๆ ตามเวลาหรือมีค่าคงตัวเฉพาะแห่ง มีค่าคงตัวการปรับเรียบ 2 ตัว คือ ค่าคงตัวการปรับ
เรียบของค่าระดับ (Level:  ) และค่าคงตัวการปรับเรียบของค่าความชัน (Trend:  ) [8]  
ข้อได้เปรียบของค่าพยากรณ์โดยวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์ คือ ค่าพยากรณ์
ประกอบด้วยค่าจากการปรับเรียบแยกกันระหว่างระดับและความชัน ซึ่งใช้ค่าคงตัวในการปรับเรียบ
ต่างกัน [3] ตัวแบบพยากรณ์แสดงสมการที่ (3) 
  ˆ

  t m t tY a b m  (3) 
เมื่อ ˆ

t mY  แทน ค่าพยากรณ์ ณ เวลา t m  โดยที่ m  แทน จ านวนช่วงเวลาที่ต้องการพยากรณ์ 
ไปข้างหน้า 
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 ta  และ tb  แทน ค่าประมาณ ณ เวลา t  ของระยะตัดแกน Y  และความชันของแนวโน้ม 
ตามล าดับ โดยที่   1 11     t t t ta Y a b   และ    1 11    t t t tb a a b   
   และ   แทน ค่าคงตัวการปรับเรียบ โดยที ่0 1   และ 0 1   
 t  แทน ช่วงเวลา ซึ่งมีค่าตั้งแต่ 1 ถึง 1n  เมื่อ 1n  แทนจ านวนข้อมูลในอนุกรมเวลาชุดที่ 1 

2.3 การพยากรณ์โดยวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลงัที่มีแนวโน้มแบบแดม  
(Damped Trend Exponential Smoothing Method) 
การปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังที่มีแนวโน้มแบบแดม มีความเหมาะสมกับอนุกรมเวลาที่มี

ส่วนประกอบของแนวโน้มที่เป็นเส้นตรงและไม่มีความผันแปรตามฤดูกาลเช่นเดียวกับการปรับเรียบ
ด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์ แต่อัตราการเปลี่ยนแปลงของแนวโน้มนั้นไม่ว่าจะเพิ่มขึ้นหรือลดลง
จะช้ากว่าอัตราการเปลี่ยนแปลงของแนวโน้มที่เป็นเส้นตรงของการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลัง
ของโฮลต์ เราอาจอธิบายแนวโน้มในลักษณะนี้ได้ด้วยแนวโน้มแบบแดม (Damped Trend) โดยที่
ยอมรับว่าความชันลดลงตามเวลา ถ้าให้ 0 1   แสดงขนาดที่ลดลงต่อหน่วยเวลา เราจะได้ว่า 

tb  คือ ความชัน ณ เวลา t  แล้ว tb  จะเป็นความชันที่เวลา 1t   และ 2t tb b   จะเป็นความ
ชันที่เวลา 2t   ฉะนั้นค่าพยากรณ์ของอนุกรมเวลาภายใต้ข้อสมมุตินี้เมื่อพยากรณ์ ณ เวลา t m  
หรือพยากรณ์ล่วงหน้า m  หน่วยเวลา จะเขียนตัวแบบพยากรณไ์ดด้ังสมการที่ (4) [3] 

 
1

ˆ




  
m

i

t m t t

i

Y a b   (4) 

เมื่อ ˆ
t mY  แทน ค่าพยากรณ์ ณ เวลา t m  โดยที่ m  แทน จ านวนช่วงเวลาที่ต้องการพยากรณ์ 

ไปข้างหน้า 
 ta  และ tb  แทน ค่าประมาณ ณ เวลา t  ของระยะตัดแกน Y  และความชันของแนวโน้ม 
ตามล าดับ โดยที่   1 11     t t t ta Y a b    และ    1 11    t t t tb a a b    
  ,   และ   แทน ค่าคงตัวการปรับเรียบ โดยที ่ 0 1  , 0 1   และ 0 1   
 t  แทน ช่วงเวลา ซึ่งมีค่าตั้งแต่ 1 ถึง 1n  เมื่อ 1n  แทนจ านวนข้อมูลในอนุกรมเวลาชุดที่ 1 

2.4 การเปรียบเทียบความถูกต้องของตัวแบบพยากรณ์ 
การวิจัยครั้งนี้ได้คัดเลือกตัวแบบพยากรณ์ที่มีความถูกต้องและเหมาะสมกับอนุกรมเวลาราคา

กระเทียม โดยการเปรียบเทียบราคากระเทียมของข้อมูลชุดที่ 2 ตั้งแต่เดือนกันยายน พ.ศ.2561 ถึง
เดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2562 กับค่าพยากรณ์จากวิธีการทางสถิติทั้ง 3 วิธี เพื่อค านวณค่า MAPE และ 
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RMSE โดยตัวแบบพยากรณ์ที่ให้ค่า MAPE และ RMSE ต ่าที่สุด จัดเป็นตัวแบบที่มีความถูกต้องและ
เหมาะสมกับอนุกรมเวลาชุดนี้มากที่สุด เนื่องจากให้ค่าพยากรณ์ที่มีความแตกต่างกับข้อมูลจริงน้อย
ที่สุด เกณฑ์ MAPE และ RMSE [8] แสดงดังสมการที่ (5) และ (6) ตามล าดับ จากนั้นผู้วิจัยจะใช้ 
ตัวแบบพยากรณ์ที่มีความถูกต้องและเหมาะสมมากที่สุดในการพยากรณ์ราคากระเทียม ตั้งแต่เดือน
มีนาคมถึงเดือนธันวาคม พ.ศ.2562 ต่อไป 

 MAPE 
2

12

100



 
n

t

t t

e

n Y
 (5)

 RMSE 
2

2

12

1



 
n

t

t

e
n

 (6) 

เมื่อ ˆ t t te Y Y  แทน ความคลาดเคลื่อนจากการพยากรณ์ ณ เวลา t  
 tY  แทน อนุกรมเวลา ณ เวลา t  
 ˆ

tY  แทน ค่าพยากรณ ์ณ เวลา t  
 t  แทน ช่วงเวลา ซึ่งมีค่าตั้งแต่ 1 ถึง 2n  โดยที่ 2n  แทนจ านวนข้อมูลในอนุกรมเวลาชุดที่ 2 

3. ผลการวิจัย 
จากการพิจารณาลักษณะการเคลื่อนไหวของอนุกรมเวลาราคากระเทียมชุดที่ 1 ตั้งแต่เดือน

มกราคม พ.ศ.2548 ถึงเดือนสิงหาคม พ.ศ.2561 จ านวน 164 ค่า ดังรูปที่ 3.1 พบว่า อนุกรมเวลา 
ชุดนี้มีส่วนประกอบของแนวโน้มที่เพิ่มขึ้นอย่างชัดเจน โดยคาดว่าไม่น่าจะมีความผันแปรตามฤดูกาล 
นอกเหนือจากการพิจารณากราฟของอนุกรมเวลาเทียบกับเวลาแล้ว ผู้วิจัยยังได้ตรวจสอบว่าอนุกรม
เวลาชุดนี้มีส่วนประกอบของแนวโน้มและไม่มีความผันแปรตามฤดูกาลจริงหรือไม่โดยการทดสอบ
สมมุติฐาน ซึ่งพบว่า อนุกรมเวลาในแต่ละปีไม่มีการแจกแจงปรกติและมีความแปรปรวนไม่เท่ากัน  
ที่ระดับนัยส าคัญ 0.01 จึงตรวจสอบมัธยฐานในแต่ละปีโดยใช้การวิเคราะห์ความแปรปรวนทางเดียว
โดยล าดับที่ของครัสคอล-วอลลิส ผลการตรวจสอบคือ ราคากระเทียมในแต่ละปีมีมัธยฐานแตกต่าง
ก ันอย ่างม ีน ัยส  าค ัญท ี ่ ระด ับ 0 .01 (Kruskal-Wallis: 2  = 109.415, p-value < 0.0001) 
หมายความว่า อนุกรมเวลาชุดนี้มีส่วนประกอบของแนวโน้ม ซึ่งอาจเป็นแนวโน้มที่เพิ่มขึ้นหรือลดลง 
ก็ได้ และเนื่องจากอนุกรมเวลาในแต่ละเดือนมีการเคลื่อนไหวของข้อมูลที่ไม่คงที่ จึงปรับแนวโน้มออก
ด้วยการหาร พบว่า อนุกรมเวลามีการแจกแจงปรกติและมีความแปรปรวนเท่ากัน ที่ระดับนัยส าคัญ 
0.01 จึงตรวจสอบค่าเฉลี่ยในแต่ละเดือนโดยใช้การวิเคราะห์ความแปรปรวนทางเดียว ผลการ



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 65 เล่มที่ 702 กันยายน – ธันวาคม 2563 

19 

ตรวจสอบคือ ราคากระเทียมในแต่ละเดือนเมื่อปรับแนวโน้มออกด้วยการหารมีค่าเฉลี่ยไม่แตกต่างกัน 
(ANOVA: F = 0.875, p-value = 0.567) หมายความว่า อนุกรมเวลาชุดนี้ ไม่มีส่วนประกอบของ
ความผันแปรตามฤดูกาล 

 
รูปที่ 3.1 ลักษณะการเคลื่อนไหวของอนุกรมเวลาราคากระเทียม ชุดที่ 1 

ตั้งแต่เดือนมกราคม พ.ศ.2548 ถึงเดือนสิงหาคม พ.ศ.2561 

3.1 ผลการพยากรณ์โดยวิธีบ็อกซ์-เจนกินส ์
จากการตรวจสอบความคงที ่ของอนุกรมเวลาราคากระเทียมชุดที ่ 1 ตั ้งแต่เดือนมกราคม  

พ.ศ.2548 ถึงเดือนสิงหาคม พ.ศ.2561 จ านวน 164 ค่า ดังรูปที่ 3.2 พบว่า กราฟ ACF รูป3.2(ก)  
มีลักษณะการเคลื่อนไหวแบบลดลงอย่างช้า ๆ และกราฟ PACF รูป3.2(ข) มีช่วงเวลาที่ 1 (Lag 1)  
ที่มีค่าความสัมพันธ์สูงเกินจากขอบเขตที่ก าหนดอย่างชัดเจน นั่นหมายความว่า อนุกรมเวลาชุดนี้มี
ส่วนประกอบของแนวโน้ม ผลที่ได้มีความสอดคล้องกับที ่สรุปไว้ในรูปที ่ 3.1 และการทดสอบ
สมมุติฐาน  

จากการพิจารณาผลต่างล าดับที่ 1  1 t t tZ Y Y  ดังรูปที่ 3.3 พบว่า อนุกรมเวลายังไม่มีความ
คงที่ โดยผลต่างล าดับที่ 1 มีความแปรปรวนเพิ่มขึ้นเมื่อเวลาเปลี่ยนแปลงไป ดังนั้นผู้วิจัยจึงท าการ
แปลงข้อมูลด้วยลอการิทึมธรรมชาติ พร้อมกับก าจัดแนวโน้มออกด้วยการหาผลต่างล าดับที่ 1  
(d = 1) ไดก้ราฟ ACF และ PACF แสดงดังรูปที่ 3.4 ซึ่งพบว่า อนุกรมเวลามีลักษณะคงที่ 
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 (ก) (ข) 

รูปที่ 3.2 กราฟ ACF และ PACF ของอนุกรมเวลาราคากระเทียม 

เนื ่องจากผลการทดสอบด้วยวิธี  Augmented Dickey-Fuller Test พบว่า t  = -9.06291 
น้อยกว่าค่าวิกฤต (-4.03767) ที่ระดับนัยส าคัญ 0.01 จึงก าหนดตัวแบบพยากรณ์ที่เป็นไปได้เริ่มต้น 
คือ ตัวแบบ ARIMA(1, 1, 1) พร้อมกับประมาณค่าพารามิเตอร์ โดยตัวแบบพยากรณ์ที่มีพารามิเตอร์
ทุกตัวมีนัยส าคัญที่ระดับ 0.01 มีค่า BIC ต ่าที่สุด (BIC = -2.904) และมีค่าสถิติ Ljung-Box Q ไม่มี
นัยส าคัญที ่ระดับ 0.01 (Ljung-Box Q ณ lag 18 = 21.283, p-value = 0.168) คือ ตัวแบบ 
ARIMA(1, 1, 1) ไม่มีพจน์ค่าคงตัว ซึ่งจากสมการที่ (2) สามารถเขียนเป็นตัวแบบได้ดังนี ้
     1 11 1 1   t tB B Z B    : lnt tZ Y  
  2

1 1 1 11     t t tB B B Z      : tZ  1 1 1 2 1 11       t t t tZ Z      

จากการแทนค่าประมาณพารามิเตอร์ จะได้ตัวแบบพยากรณ์แสดงดังนี ้
 ˆ

tZ  1 2 11.85651 0.85651 0.97142    t t tZ Z e     หรือ 
 ˆ

tY   1 2 11.85651 0.85651 0.97142    t t texp Z Z e  (7) 
เมือ่ ˆ

tY  แทน ค่าพยากรณ ์ณ เวลา t  
 t jZ  แทน ลอการทิึมธรรมชาติของอนุกรมเวลา ณ เวลา t j  
 t je  แทน ความคลาดเคลื่อนจากการพยากรณ์ ณ เวลา t j  โดยที่ ˆ

   t j t j t je Z Z  
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รูปที ่3.3 กราฟผลต่างล าดับที่ 1  1 t t tZ Y Y  เทียบกับเวลา 

 

 (ก) (ข) 
รูปที่ 3.4 กราฟ ACF และ PACF ของอนุกรมเวลาราคากระเทียม  

เมื่อแปลงข้อมลูด้วยลอการิทึมธรรมชาติและผลต่างล าดับที่ 1 

3.2 ผลการพยากรณ์โดยวิธีการปรับเรียบด้วยเสน้โค้งเลขชีก้ าลังของโฮลต์  
จากการสร้างตัวแบบพยากรณ์โดยวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์ที่ท าการ

แปลงข้อมูลด้วยลอการิทึมธรรมชาติ พบว่า BIC = -2.863 และตัวแบบที่ได้มีค่าสถิติ Ljung-Box Q 
ไม่มีน ัยส าคัญที ่ระดับ 0.01 (Ljung-Box Q ณ lag 18 = 24.299, p-value = 0.083) ตัวแบบ
พยากรณ์แสดงดังนี้ 

ˆ 3.67874 0.00607  t mZ m  
หรือ 
   ˆ 3.67874 0.00607  t mY exp m  (8) 
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เมื่อ ˆ
t mY  แทนค่าพยากรณ์ ณ เวลา t m  โดยที่ 1m   แทนเดือนกันยายน พ.ศ.2561 

3.3 ผลการพยากรณ์โดยวิธีการปรับเรียบด้วยเสน้โค้งเลขชีก้ าลังที่มีแนวโน้มแบบแดม  
จากการสร้างตัวแบบพยากรณ์โดยวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังที่มีแนวโน้มแบบแดมที่

ท าการแปลงข้อมูลด้วยลอการิทึมธรรมชาติ พบว่า BIC = -2.826 และตัวแบบที่ได้มีค่าสถิติ Ljung-
Box Q ไม่มีนัยส าคัญที่ระดับ 0.01 (Ljung-Box Q ณ lag 18 = 25.621, p-value = 0.042) 
ตัวแบบพยากรณ์แสดงดังนี้ 

 
1

ˆ 3.6754 0.08258 0.00313



  
m

i

t m

i

Z  

หรือ 

  
1

ˆ 3.6754 0.08258 0.00313



 
  

 


m
i

t m

i

Y exp  (9) 

เมื่อ ˆ
t mY  แทนค่าพยากรณ์ ณ เวลา t m  โดยที่ 1m   แทนเดือนกันยายน พ.ศ.2561 

3.4 ผลการเปรียบเทียบความถูกต้องของตัวแบบพยากรณ ์
จากการเปรียบเทียบค่าจริงกับค่าพยากรณ์ราคากระเทียมของข้อมูลชุดที่ 2 ตั้งแต่เดือนกันยายน 

พ.ศ.2561 ถึงเดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2562 โดยการค านวณค่า MAPE และ RMSE ในสมการที่ (5) และ 
(6) ตามล าดับ ได้ผลแสดงดังตารางที่ 3.1 

ตารางที ่3.1 คา่ MAPE และ RMSE ของข้อมูลชุดที่ 2 

ช่วงเวลา ราคากระเทียม 
ราคากระเทียม จากการพยากรณ์โดยวิธ ี

บ็อกซ-์เจนกินส ์ โฮลต ์ แดม 
ก.ย. 2561 42.39 41.32 39.84 39.47 
ต.ค. 2561 42.39 42.84 40.08 39.47 
พ.ย. 2561 42.39 44.20 40.32 39.47 
ธ.ค. 2561 42.39 45.39 40.57 39.47 
ม.ค. 2562 42.39 46.44 40.82 39.47 
ก.พ. 2562 42.39 47.36 41.07 39.47 

MAPE 6.0352 4.5765 6.8884 
RMSE 3.0201 1.9851 2.9200 
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จากตารางที่ 3.1 พบว่า เมื่อใช้ตัวแบบพยากรณ์ของวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของ
โฮลต์ ในสมการที่ (8) ได้ค่า MAPE และ RMSE ต ่าที่สุด ดังนั้นวิธีการพยากรณ์นี้จึงเป็นวิธีที่มีความ
ถูกต้องและเหมาะสมกับอนุกรมราคากระเทียมชุดนี้มากที่สุด โดยวิธีการพยากรณ์นี้มีความผิดพลาด
จากการพยากรณ์ร้อยละ 4.5765 (MAPE = 4.5765) หรือมีความผิดพลาดจากการพยากรณ์ 1.9851 
บาทต่อกิโลกรัม (RMSE = 1.9851)  

4. อภิปรายและสรุปผล 
การวิจัยครั้งนี้ได้น าเสนอวิธีการสร้างและคัดเลือกตัวแบบพยากรณ์ที่เหมาะสมกับอนุกรมเวลา

ราคากระเทียม โดยใช้ข้อมูลจากเว็บไซต์ของส านักงานเศรษฐกิจการเกษตร ตั้งแต่เดือนมกราคม พ.ศ.
2548 ถึงเดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2562 จ านวน 170 ค่า ผู้วิจัยได้แบ่งข้อมูลออกเป็น 2 ชุด ชุดที่ 1 คือ
ข้อมูลตั้งแต่เดือนมกราคม พ.ศ.2548 ถึงเดือนสิงหาคม พ.ศ.2561 จ านวน 164 ค่า ส าหรับการสร้าง
ตัวแบบพยากรณ์โดยวิธีการพยากรณ์ทางสถิติทั้งหมด 3 วิธี ได้แก่ วิธีบ็อกซ์-เจนกินส์ วิธีการปรับ
เรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์ และวิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังที่มีแนวโน้มแบบ
แดม ชุดที่ 2 คือข้อมูลตั้งแต่เดือนกันยายน พ.ศ.2561 ถึงเดือนกุมภาพันธ์ พ.ศ.2562 จ านวน 6 ค่า 
ส าหรับการเปรียบเทียบความถูกต้องของตัวแบบพยากรณ์ด้วยเกณฑ์เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อน
สัมบูรณ์เฉลี่ย (MAPE) และเกณฑ์รากที่สองของความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย (RMSE) ที่ต ่าที่สุด 
ผลการศึกษาพบว่า วิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์เป็นวิธีที่มีความถูกต้องและ
เหมาะสมมากที่สุด ซึ่งมีตัวแบบพยากรณ์ดังนี้ 

 ˆ 3.67874 0.00607  t mY exp m  

เมื่อ ˆ
t mY  แทนค่าพยากรณ์ ณ เวลา t m  โดยที่ 1m   แทนเดือนกันยายน พ.ศ.2561 

เมื่อใช้วิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้ก าลังของโฮลต์ ในการพยากรณ์ราคากระเทียมตั้งแต่
เดือนมีนาคมถึงเดือนธันวาคม พ.ศ.2562 พบว่า ราคากระเทียมค่อนข้างคงที่แต่ยังคงมีราคาตกต ่า
ในช่วงนี้ สอดคล้องกับที่คมชัดลึก [1] และเชียงใหม่นิวส์ [2] ได้รายงานไว้ว่า ราคากระเทียมยังคง
ตกต ่า ซึ่งเกิดจากสภาพอากาศที่แปรปรวน เกษตรกรไม่สามารถเก็บเกี่ยวกระเทียมได้ตามช่วงเวลา  
เมื่ออากาศกลับสู่สภาพปรกติท าให้ผลผลิตออกสู่ตลาดพร้อมกัน ผลผลิตจึงล้นตลาดเกินความต้องการ
ของผู้บริโภค อีกทั้งยังเกิดจากปัญหาการลักลอบน าเข้ากระเทียมจากประเทศเพื่อนบ้าน 
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การศึกษาครั้งนี้ยังได้พิจารณาวิธีการพยากรณ์อื่น ๆ ได้แก่ วิธีการปรับเรียบด้วยเส้นโค้งเลขชี้
ก าลังของบราวน์ (Brown’s Exponential Smoothing Method) [5] และวิธีการพยากรณ์รวม 
(Combined Forecasting Method) [6] ผลการศ ึกษาพบว ่า ค ่า MAPE และ RMSE ของทั้ ง  
2 วิธีการพยากรณ์นี้สูงกว่าทุกวิธีที่ได้ศึกษาในครั้งนี้ อย่างไรก็ตาม ราคากระเทียมมีการเปลี่ยนแปลง
อยู่เสมอ อาจเพราะสถานการณ์การผลิต สถานการณ์ตลาด ปริมาณความต้องการบริโภคภายในและ
ต่างประเทศ สภาวะเศรษฐกิจ นโยบายการค้า-การส่งออกระหว่างประเทศ หรือปัจจัยอื ่น ๆ  
ที่เกี่ยวข้อง ดังนั้นจึงควรพิจารณาตัวแปรเหล่านี้เพื่อใช้ในการสร้างตัวแบบพยากรณ์ให้มีความถูกต้อง
เหมาะสมมากยิ่งขึ้น โดยการสร้างเป็นตัวแบบถดถอย (Regression Model) ซึ่งผู้อ่านสามารถศึกษา
วิธีการสร้างตัวแบบลักษณะนี้ได้จาก Montgomery, Peck and Vining [12] อีกทั้งเมื่อมีราคา
กระเทียมที่เป็นปัจจุบันหรือราคากระเทียมมีความผันผวนมากขึ้น ผู้วิจัยควรน ามาปรับปรุงตัวแบบ
เพื่อให้ได้ตัวแบบพยากรณ์ที่มีความเหมาะสมส าหรับการพยากรณ์ค่าในอนาคตต่อไป 
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บทคัดย่อ 
การวิจัยนี ้มีวัตถุประสงค์เพื ่อศึกษาแนวทางการจัดการเรียนรู ้เพื ่อส่งเสริมความเข้าใจทาง

คณิตศาสตร์ การวิจัยในครั้งนี้ด าเนินการ 2 ระยะ คือ ระยะที่ 1 การสังเคราะห์เอกสาร และร่างแนว
ทางการจัดการเรียนรู้  แหล่งข้อมูล ได้แก่ เอกสารงานวิจัยต่างประเทศ และผู ้เชี ่ยวชาญในการ
พิจารณาความเหมาะสม เครื่องมือวิจัย ได้แก่ แบบวิเคราะห์แนวคิดที่เหมาะสม และแบบประเมิน
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ความเหมาะสมของแนวคิด ระยะที่ 2 การศึกษาข้อมูลเชิงประจักษ์ และพัฒนาแนวทางการจัดการ
เรียนรู้ แหล่งข้อมูล ได้แก่ สถาบันการศึกษาแห่งชาติ ประเทศสิงคโปร์ และโรงเรียนล าปลายมาศ
พัฒนา ประเทศไทย ส าหรับศึกษาการจัดการเรียนการสอนคณิตศาสตร์ เครื ่องมือวิจัย ได้แก่  
แบบสังเกตการจัดการเรียนการสอน แบบสัมภาษณ์การจัดการเรียนการสอน และแบบประเมินความ
เหมาะสมของการจัดการเรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์  ผลการวิจัยพบว่า จากการ
สังเคราะห์แนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร ์ประกอบด้วย 3 ขั้นตอน 
ได้แก่ ขั้นตอนที่ 1 จัดการเรียนรู้รูปธรรม ขั้นตอนที่ 2 จัดการเรียนรู้กึ ่งรูปธรรม และขั้นตอนที่ 3 
จัดการเรียนรู้สัญลักษณ์และวิธีการ ส าหรับแนวทางการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์สามารถ
ประเมินความเข้าใจนักเรียนจากพฤติกรรมที่แสดงออกได้ มี 6 ประการ ได้แก่ 1) สามารถอธิบาย
ความเข้าใจ 2) สามารถแปลความให้เกิดความหมายที ่ชัดเจน 3) สามารถน าไปประยุกต์ใช้ใน
สถานการณ์ใหม่ 4) สามารถมองข้อดี ข้อเสียจากสิ่งที่เข้าใจ 5) สามารถเห็นความส าคัญของสิ่งที่
เข้าใจ และ 6) สามารถสร้างองค์ความรู้จากสิ่งทีเ่ข้าใจ 
ค าส าคญั:  ความเข้าใจทางคณิตศาสตร ์แนวทางการจัดการเรียนรู้ การประเมินความเข้าใจ 

ABSTRACT 
This research aimed to study the learning management guideline to enhance 

mathematical understanding. There were two phases of the study. First, the researcher 
analyzed the related documents and draft guidelines for learning management. The 
data sources: researches and 5 specialists. Research instruments were analysis of 
suitable concepts form and suitability assessment form. Second, the fieldwork was 
applied for authentic study and development learning management guidelines.  
The data sources: 2 academies for studying the teaching and learning of mathematics 
are National Institute of Education (NIE), Singapore and Lamplaimat Pattana School, 
Thailand. Research instruments were activities observation form, activities interview 
form, relations analysis form and suitability assessment form. The results showed that: 
the syntax of teaching to enhance mathematical understanding have 3 steps; step1: 
concrete, step2: semi-concrete and step3: method. The mathematical understanding 
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assessment guideline have 6 facets; 1) can explain, 2) can interpret, 3) can apply,  
4) have perspective, 5) can empathies and 6) have self – knowledge. 
Keywords:  Mathematical understanding, Learning management guideline,  
         Understanding assessment 

1. บทน า 
คณิตศาสตร์เป็นศาสตร์ส าคัญที่มนุษย์สามารถน ามาแก้ปัญหา และพัฒนานวัตกรรมให้มีความ

เจริญ ตลอดจนการน าไปใช้ในการด ารงชีวิตประจ าวันแต่ปัญหาส าคัญในการจัดการเรียนการสอน
คณิตศาสตร์ คือ การที ่ผู ้เรียนไม่ได้เกิดความเข้าใจทางคณิตศาสตร์  อย่างแท้จริง สมาคมครู
คณิตศาสตร์แห่งชาติของสหรัฐอเมริกา [12] ก็ได้เห็นความส าคัญในการจัดการเรียนการสอน
คณิตศาสตร์ว่าจะต้องจัดการเรียนการสอนให้ผู ้เรียนได้เรียนรู ้ให้เกิดความเข้าใจ อย่างแท้จริง  
ในบริบทการศึกษาประเทศไทย มีความต้องการส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์เป็นอย่างยิ่ง   
ดังหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551 (ฉบับปรับปรุง พ.ศ.2560) ได้ก าหนด
ความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ไว้ในสาระการเรียนรู้ ซึ่งประกอบด้วย สาระจ านวนและพีชคณิต สาระ
การวัดและเรขาคณิต สาระสถิติและความน่าจะเป็น และสาระแคลคูลัส โดยแต่ละสาระได้ระบุความ
เข้าใจไว้ในมาตรฐานการเรียนรู้ [1] 

สภาพปัจจุบันในการจัดการเรียนการสอนคณิตศาสตร์ส่วนใหญ่นั้น ยังเน้นสอนให้จ าเนื้อหาให้ได้ 
ซึ่งการสอนเช่นนี้เป็นเพียงการบอกคณิตศาสตร์เท่านั้น เพราะการสอนในลักษณะเช่นนี้ท าให้นักเรียน
ไม่ได้เกิดความเข้าใจคณิตศาสตร์อย่างแท้จริง [10] แนวคิดที่ยอมรับกันอย่างกว้างขวางในทาง 
คณิตศาสตรศึกษา คือ การจัดการเรียนรู้คณิตศาสตร์เพื่อสร้างความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ให้ผู้เรียน 
ซึ่งจะเห็นได้จากงานวิจัยหลาย ๆ งานและการพยายามที่จะน าเอาไปใช้ในทางคณิตศาสตรศึกษา
เพื่อที่จะสนับสนุนการเรียนรู้คณิตศาสตร์ด้วยความเข้าใจ [9] สอดคล้องกับสมาคมครูคณิตศาสตร์
แห่งชาติของสหรัฐอเมริกา [12] ได้เสนอการจัดการเรียนการสอนคณิตศาสตร์ว่าจะต้องจัดให้ผู้เรียน
ได้เรียนรู้ด้วยความเข้าใจ สามารถสร้างความรู้ด้วยตนเองบนพื้นฐานของประสบการณ์และความรู้เดิม 

จากการที่ผู้วิจัยกล่าวมาจะเห็นว่าความเข้าใจทางคณิตศาสตร์เป็นเรื่องที่ส าคัญ ที่ควรพัฒนา
แนวทางในการจัดการเรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ขึ้น เพื่อเป็นแนวทางส าคัญให้กับ 
ครูคณิตศาสตร์ ตลอดจนคณะครุศาสตร์ คณะศึกษาศาสตร์ ในการผลิตและพัฒนานักศึกษาวิชาชีพครู  



แนวทางการจัดการเรียนรู ้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์   

30 

ให้สามารถจัดการเรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ได้ ด้วยเหตุผลดังกล่าวผู้วิจัยในฐานะที่
รับผิดชอบในการผลิตบัณฑิตวิชาชีพครู จึงสนใจศึกษาแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความ
เข้าใจทางคณิตศาสตร์ โดยสังเคราะห์ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 
จาก 4 แนวคิด ได้แก่ แนวคิดการสอนเพื่อความเข้าใจ แนวคิดการสอนคิดเชิงคณิตศาสตร์ แนวคิด
การสร้างประสบการณ์ทางคณิตศาสตร์ แนวคิดเทคโนโลยีการศึกษา [6, 7, 8, 11] และพัฒนาแนว
ทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ ซึ่งประกอบด้วยขั้นตอนการจัดการ
เรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 3 ขั้นตอน คือ ขั้นตอนการเรียนรู้รูปธรรม ขั้นตอนการ
เรียนรู้กึ่งรูปธรรม และขัน้ตอนการเรียนรู้สัญลักษณ์และวิธีการ โดยมีแนวทางการประเมินความเข้าใจ
ทางคณิตศาสตร์ ซึ่งจะบอกถึงพฤติกรรมที่แสดงถึงความเข้าใจใน 6 ลักษณะ คือ สามารถอธิบาย
ความเข้าใจ สามารถแปลความให้เกิดความหมายที่ชัดเจน สามารถน าไปประยุกต์ใช้ในสถานการณ์
ใหม่ สามารถมองข้อดี ข้อเสียจากสิ่งที่เข้าใจสามารถเห็นความส าคัญของสิ่งที่เข้าใจ และสามารถสร้าง
องค์ความรู้จากสิ่งที่เข้าใจ [13] อันจะน าไปสู่การจัดการเรียนการสอนคณิตศาสตร์อย่างมีคุณภาพ
ต่อไป 

2. วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
เพื่อศึกษาแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร ์

3. ขอบเขตของการวิจัย 
1. ขอบเขตด้านประชากร  

1.1 ประชากร คือรายงานวิจัยต่างประเทศ ที่มีการศึกษาเกี่ยวกับการส่งเสริมความเข้าใจทาง 
คณิตศาสตร ์

1.2 กลุ่มตัวอย่างเป็นเอกสารการวิจัยในต่างประเทศ ทั้งสิ้น จ านวน 54 เรื่อง 
2. ขอบเขตด้านเวลา 

2.1 ก าหนดระยะเวลาในการวิจัย ภาคเรียนที่ 1 ปีการศึกษา 2562 
2.2 ก าหนดเวลาในการสืบค้นงานวิจัยน้ี ก าหนดต้ังแต ่พ.ศ.2557 จนถึง พ.ศ.2562 

3. ขอบเขตด้านเน้ือหา 
3.1 ก าหนดเนื้อหางานวิจัย คือ เป็นงานวิจัยที่เกี่ยวกับความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 
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3.2 ก าหนดเนื้อหาในการศึกษาข้อมูลเชิงประจักษ์ คือ การจัดการเรียนการสอนส่งเสริม
ความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 

4. วิธีด าเนินการวิจัย 
ผู้วิจัยได้ด าเนินการการวิจัยโดยแบ่งขั้นตอนการวิจัยออกเป็น 2 ระยะ ดังนี ้
1. ระยะที่ 1 การสังเคราะห์เอกสาร และร่างแนวทางการจัดการเรียนรู้ 

1.1 แหล่งข้อมูล 
1) เอกสารงานวิจัยต่างประเทศ เกี ่ยวกับการส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์  

ที่สืบค้นจากฐานข้อมูล 4 ฐาน ได้แก่ ProQuest Springer ERIC และ Emerald ซึ่งผู้วิจัยเลือกแบบ
เจาะจง ทั้งสิ้น จ านวน 54 เรื่อง 

2) ผู้เชี่ยวชาญ ด้านหลักสูตรการสอน และด้านการสอนคณิตศาสตร ์รวม 5 ท่าน ในการ
พิจารณาความเหมาะสม 

1.2 เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย 
1) แบบวิเคราะห์แนวคิดที่เหมาะสม จ านวน 3 ด้าน ได้แก่ ด้านแนวคิดที่เหมาะสม

ส าหรับยึดเป็นนิยามความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ ด้านแนวคิดที่เหมาะสมส าหรับยึดเป็นแนวทางการ
ประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ และด้านแนวคิดที่เหมาะสมส าหรับน าไปสังเคราะห์ขั้นตอนการ
จัดการเรียนรู ้

2) แบบประเมินความเหมาะสมของแนวคิด ซึ่งแบบประเมินความเหมาะสมของแนวคิด
เป็นแบบมาตราส่วนประมาณค่า 5 ระดับ 

1.3 ขั้นตอนด าเนินงาน 
1) ศึกษาเอกสารงานวิจัยทั้งไทยและต่างประเทศ เกี่ยวกับการเรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจ

ทางคณิตศาสตร์โดยสืบค้นจากฐานข้อมูล 4 ฐาน ได้แก่ ProQuest Springer ERIC และ Emerald 
ซ ึ ่ งผ ู ้ ว ิจ ัยเล ือกแบบเจาะจง  โดยใช ้ค  าค ้น “Mathematical Understanding + Teaching + 
Learning” ไดง้านวิจัยทั้งสิ้น จ านวน 54 เรื่อง 

2) วิเคราะห์แนวคิดที ่เหมาะสมส าหรับยึดเป็นนิยามความเข้าใจทางคณิตศาสตร์   
ได้แนวคิดที่เหมาะสม คือ แนวคิดของกระทรวงศึกษาธิการ [1] โดยความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ คือ 
ความเข้าใจในสาระการเรียนรู้ ประกอบด้วย สาระจ านวนและพีชคณิต สาระการวัดและเรขาคณิต 
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สาระสถิติและความน่าจะเป็น และสาระแคลคูลัส โดยแต่ละสาระได้ระบุความเข้าใจไว้ในมาตรฐาน
การเรียนรู้ 

3) วิเคราะห์แนวคิดที่เหมาะสมส าหรับยึดเป็นแนวทางการประเมินความเข้าใจทาง
คณิตศาสตร์ ได้แนวคิดที ่เหมาะสม คือ แนวคิดของ Wiggins and McTighe [13] โดยแนวคิดนี้ 
จะบอกถึงพฤติกรรมที่แสดงถึงความเข้าใจใน 6 ลักษณะ 

4) วิเคราะหแ์นวคิดที่เหมาะสมส าหรับน าไปสังเคราะห์ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ส่งเสริม
ความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ ประกอบด้วย 4 แนวคิด ได้แก่ 1) แนวคิดการสอนเพื่อความเข้าใจของ 
Barmby [6] 2) แนวคิดการสอนคิดเชิงคณิตศาสตร์ของ Inprasitha, Masami and Ban-Har [11]  
3) แนวคิดประสบการณ์ทางคณิตศาสตร์ส าหรับผู ้เรียนของ Charlesworth [7] และ 4) แนวคิด
เทคโนโลยีการศึกษาของ Edwards [8] 

5) ประเมินความเหมาะสมของแนวคิดพื้นฐาน โดยผู้เชี่ยวชาญด้านหลักสูตรการสอน 
และด้านการสอนคณิตศาสตร์ รวม 5 ท่าน แล้ววิเคราะห์โดยการหาค่าเฉลี่ย ซึ่งแปลความหมายโดย
ปรับเกณฑ์ของบุญชม ศรีสะอาด [3] พบว่า แนวคิดที่เหมาะสมส าหรับยึดเป็นนิยามความเข้าใจทาง
คณิตศาสตร์ ได้ค่าเฉลี่ย 4.75 มีความเหมาะสมมากที่สุด แนวคิดที่เหมาะสมส าหรับยึดเป็นแนว
ทางการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ ได้ค่าเฉลี่ย 4.58 มีความเหมาะสมมากที่สุด แนวคิดที่
เหมาะสมส าหรับน าไปสังเคราะห์ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ ได้ค่าเฉลี่ย 4.35 มีความเหมาะสมมาก 
ดังนั้นสามารถก าหนดเป็นแนวคิดพ้ืนฐานในการพัฒนาร่างแนวทางการจัดการเรียนรูไ้ด ้

6) สังเคราะห์แนวคิดพื้นฐาน และพัฒนาร่างแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความ
เข้าใจทางคณิตศาสตร์ ซึ่งประกอบด้วยขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 
3 ขั้นตอน คือ ขั้นตอนการเรียนรู้รูปธรรม ขั้นตอนการเรียนรู้กึ ่งรูปธรรม และขั้นตอนการเรียนรู้
สัญลักษณ์และวิธีการ 

1.4 ผลการวิจัย 
ผลการวิจัยของระยะที่ 1 การสังเคราะห์เอกสาร และร่างแนวทางการจัดการเรียนรู้  

แสดงผลการวิจัย ดังตาราง 4.1 และตาราง 4.2 
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ตาราง 4.1 ศึกษาเอกสารงานวิจัย และวิเคราะหแ์นวคิดที่เหมาะสม 
ส าหรับพัฒนาแนวทางการจัดการเรียนรู ้

ฐานข้อมูล งานวิจัย ประเดน็ แนวคิดที่เหมาะสม 
1. ProQuest 
2. Springer 
3. ERIC  
4. Emerald 

14 เรื่อง 
13 เรื่อง 
15 เรื่อง 
12 เรื่อง 

นิยามความ
เข้าใจทาง
คณิตศาสตร ์

แนวคิดของกระทรวงศึกษาธิการ [1] ความเข้าใจทาง
คณิตศาสตร ์คอื ความเข้าใจในสาระการเรียนรู้ 
ประกอบด้วย สาระจ านวนและพีชคณิต สาระการวัด
และเรขาคณิต สาระสถิติและความน่าจะเป็น และ 
สาระแคลคูลัส โดยแต่ละสาระได้ระบุความเข้าใจไว้ใน
มาตรฐานการเรียนรู้  

พฤติกรรมการ
แสดงความ
เข้าใจทาง
คณิตศาสตร ์

แนวคิดของ Wiggins and McTighe [13] เป็นแนวคิด
เกี่ยวกับพฤติกรรมที่แสดงถึงความเข้าใจ มี 6 ประการ 
ได้แก ่ 
   1) สามารถอธิบายความเข้าใจ  
   2) สามารถแปลความให้เกิดความหมายที่ชัดเจน 
   3) สามารถน าไปประยุกต์ใช้ในสถานการณ์ใหม่  
   4) สามารถมองข้อดี ข้อเสียจากสิ่งที่เข้าใจ  
   5) สามารถเห็นความส าคัญของสิ่งที่เข้าใจ  และ  
   6) สามารถสร้างองค์ความรู้จากสิ่งที่เข้าใจ  

ขั้นตอนการ
จัดการเรียนรู ้
ส่งเสริมความ
เข้าใจทาง
คณิตศาสตร ์

แนวคิดส าหรับสังเคราะห์ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้
ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร ์ประกอบด้วย  
4 แนวคิด ไดแ้ก่  
   1) แนวคิดการสอนเพ่ือความเข้าใจของ Barmby [6]  
   2) แนวคิดการสอนคิดเชิงคณิตศาสตร์ของ 
Inprasitha, Masami and Ban-Har [11]  
   3) แนวคดิประสบการณท์างคณิตศาสตร์ส าหรับ
ผู้เรียนของ Charlesworth [7] และ  
   4) แนวคิดเทคโนโลยีการศึกษาของ Edwards [8] 
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จากตาราง 4.1 จะได้ว่า แนวคิดของกระทรวงศึกษาธิการ [1] เหมาะสมส าหรับยึดเป็นนิยาม
ความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ แนวคิดของ Wiggins and McTighe [13] เหมาะสมส าหรับยึดเป็นแนว
ทางการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสต์ ซึ ่งจะบอกถึงพฤติกรรมที ่แสดงถึงความเข้าใจใน  
6 ลักษณะ แนวคิดส าหรับน าไปสังเคราะห์ขั ้นตอนการจัดการเรียนรู ้ส่งเสริมความเข้าใจทาง
คณิตศาสตร์ ประกอบด้วย 4 แนวคิด ได้แก่ 1) แนวคิดการสอนเพื่อความเข้าใจของ Barmby [6]  
2) แนวคิดการสอนคิดเชิงคณิตศาสตร์ของ Inprasitha, Masami and Ban-Har [11] 3) แนวคิด
ประสบการณ์ทางคณิตศาสตร์ส าหรับผู้เรียนของ Charlesworth [7] และ 4) แนวคิดเทคโนโลยี
การศึกษาของ Edwards [8] 

จากตาราง 4.2 การสังเคราะห์แนวคิด 4 แนวคิด จะได้ร่างขั้นตอนการจัดการเรียนรูส้่งเสริมความ
เข้าใจทางคณิตศาสตร์ 3 ขั้นตอน คือ ขั้นตอนการเรียนรู้รูปธรรม ขั้นตอนการเรียนรู้กึ่งรูปธรรม และ
ขั้นตอนการเรียนรู้สัญลักษณ์และวิธีการ ซึ่งผู้วิจัยจะน าใช้ประกอบการศึกษาข้อมูลเชิงประจักษ์ และ
พัฒนาแนวทางการจัดการเรียนรูใ้นระยะต่อไป 

ตาราง 4.2 การสังเคราะห์แนวคิด ส าหรับพัฒนาร่างแนวทางการจัดการเรียนรู้ 
เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 

แนวคิดพื้นฐาน กิจกรรมการเรียนรู ้ ร่างแนวทางการจัดการเรียนรู ้
แนวคิดการสอน
เพื่อความเข้าใจของ 
Barmby [6]  

ลักษณะกิจกรรมการเรียนรูจ้ะมุ่งสอนให้
ผู้เรียนเข้าใจจริง ไม่ใช่เพียงหาค าตอบได้ 
การเรียนรู้จะเป็นการเรียนรู้ผ่านการ
ปฏิบัติจริงจนเกิดภาพความเข้าใจที่
ถูกต้องในสมองของผู้เรียน และถ่ายทอด
ความเข้าใจออกมาได้ในรูปแบบต่าง ๆ 
ให้ผู้อื่นเข้าใจตามได้  

จ ัดการจ ัดการเร ียนร ู ้ส ่งเสริม
ความเข ้าใจทางคณิตศาสตร์   
3 ขั้นตอน ได้แก่  
1) ขั้นตอนการเรียนรู้รูปธรรม คือ 
การจัดการเรียนรู้โดยการใช้สื่อที่
เอื้อต่อการเกิดความคิดรวบยอด
ทางคณิตศาสตร์ เป็นสื่อจริง จับ
ต้องได้ มองเห็นเป็นรูปธรรม ใช้
จัดการเรียนรู้ให้นักเรียนลงมือ
ปฏิบัติจริง นานพอสมควรจน
สมองของนักเรียนจดจ าภาพ 

แนวคิดการสอนคิด
เชิงคณิตศาสตร์ของ 
Inprasitha, 
Masami and 
Ban-Har [11] 

กิจกรรมการเรียนรู้ เป ็นการเร ียนรู้ที่
กระตุ ้นการคิดผ ู ้ เร ียนในการเร ียนรู้
คณิตศาสตร์ ผู้สอนจะมีค าถาม สื่อ หรือ
กิจกรรมที ่ท้าทายให้ผู ้เรียนได้เรียนรู้ 
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แนวคิดพื้นฐาน กิจกรรมการเรียนรู ้ ร่างแนวทางการจัดการเรียนรู ้
ออกแบบ แสดงขั้นตอน วิธีท า คิด และ
ใคร่ครวญจนน าไปสู่ความเข้าใจ  

และกระบวนการใช้สื่อได้อย่าง
ถูกต้อง  
2) ขั้นตอนการเรียนรู้กึ่งรูปธรรม 
คือ การจัดการเรียนรู้โดยใช้การ
วาดภาพ ลักษณะกระบวนการ
เรียนรู้จะคล้ายกับขั้นที่ผ่านมา 
เพียงแต่เปลี่ยนจากการใช้สื่อจริง
เป็นการวาดภาพลงในสมุดแทน  
3) ขั้นตอนการเรียนรู้สัญลักษณ์
และวิธีการ คือ การจัดการเรียนรู้
แบบแสดงขั้นตอน วิธีท า 
สัญลักษณ์ ซึ่งไม่มีการใช้ หรือ 
วาดภาพ สื่อแล้ว แต่ในขณะที่
แก้ปัญหานักเรยีนจะเกิดภาพการ
ใช้สื่อในสมองที่ถูกต้องควบคู่ไป
กับการแสดงสัญลักษณ์อย่าง
เข้าใจถูกต้อง  

แนวคิด
ประสบการณ์ทาง
คณิตศาสตร์ส าหรับ
ผู้เรียนของ 
Charlesworth [7] 

เป็นการเรียนรูค้ณิตศาสตรท์ี่เน้นการ
เรียนรู้ผ่านการลงมือท าจริง มกีารใช้สื่อ
เป็นรูปธรรม ปฏิบัติจริงจนเกิด
ประสบการณ์ ซึ่งประสบการณ์จะเอื้อต่อ
การเกิดความคิดรวบยอด ทาง
คณิตศาสตร ์และน าไปสู่ความเข้าใจอัน
ลึกซึ้งในการเรยีนรู ้

แนวคิดเทคโนโลยี
ส าหรับการศึกษา
ของ Edwards [8]  

เป็นการเรียนรู้ที่น าความรู้ทางเทคโนโลยี
มาประย ุกต ์ใช ้ในการเร ียนการสอน
คณิตศาสตรใ์นรูปแบบต่าง ๆ เพื่อให้การ
เรียนการสอนมีคุณภาพ อาทิเช่น การใช้
เทคโนโลยีออกแบบสื่อการเรียนรู้ เป็น
ต้น การใช้เทคโนโลยีผนวกการสอน การ
ใช้ Application ใหม่ ๆ ในการเรียนการ
สอน เป็นต้น 

2. ระยะที่ 2 ศึกษาข้อมูลเชิงประจักษ ์และพัฒนาแนวทางการจัดการเรียนรู้ 
2.1 แหล่งข้อมูล 

1) สถาบันการศึกษาแห่งชาติ ประเทศสิงคโปร์ ซึ่งเป็นสถาบันการพัฒนาครูให้เกิดความ
เข้าใจในการสอนที่ถูกต้อง ตลอดจนส่งเสริมทักษะและเทคนิคการสอนส าหรับครู 

2) โรงเรียนล าปลายมาศพัฒนา ซึ่งเป็นโรงเรียนน าร่องการปฏิรูปการศึกษา ประเทศไทย 
3) ผู้เชี่ยวชาญด้านหลักสูตรการสอน และด้านการสอนคณิตศาสตร์ รวม 5 ท่าน ในการ

พิจารณาความเหมาะสม 
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2.2 เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย 
1) แบบสังเกตการจัดการเรียนการสอน 
2) แบบสัมภาษณ์การจัดการเรียนการสอน 
3) แบบประเมินความเหมาะสมของแนวทางการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 

2.3 ขั้นตอนการด าเนินงาน 
1) ศึกษาเอกสารที ่เกี ่ยวข้องในการสร้างแบบสังเกตการเรียนการสอน และแบบ

สัมภาษณ์ 
2) สร้างแบบสังเกตการจัดการเรียนการสอน และแบบสัมภาษณ์การจัดการเรียนการ

สอน แล้วให้ผู้เชี่ยวชาญด้านหลักสูตรและการสอน จ านวน 3 ท่าน ด้านการสอนคณิตศาสตร์ จ านวน 
2 ท่าน รวมเป็น 5 ท่าน ตรวจสอบความสอดคล้องเหมาะสม และปรับปรุงตามข้อเสนอแนะของ
ผู้เชี่ยวชาญ จนได้แบบสังเกตการเรียนการสอน และแบบสัมภาษณ์การจัดการเรียนการสอนฉบับ
สมบูรณ์ 

3) ศึกษาข้อมูลเชิงประจักษ์ สถาบันการศึกษาแห่งชาติ ประเทศสิงคโปร์ โดยผู้วิจัย
สังเกตการจัดการเรียนการสอนเพื่อให้ผู้เรียนเกิดความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ตามแบบสังเกต จากนั้น
สัมภาษณ์วิทยากรอบรมครูเพิ่มเติมโดยใช้แบบสัมภาษณ์การจัดการเรียนการสอน ผลการศึกษาพบว่า 
การจัดการเรียนการสอนที่มุ่งให้ผู้เรียนเข้าใจคณิตศาสตร์นั้น ควรออกแบบกิจกรรมการเรียนรู้ที่ไม่ใช่
การบอกความร ู ้  แต ่ควรเป ็นการจัดก ิจกรรมให้ผ ู ้ เร ียนได ้ค ้นพบค าตอบด้วยตนเอง หรือ  
การแลกเปลี่ยนวิธีคิดกับเพื่อน ในส่วนของขั้นตอนการเรียนรู้ควรจะเริ่มเรียงล าดับเนื้อหาจากง่ายไป
ยาก เน้นความเข้าใจความคิดรวบยอดที่ถูกต้องทางคณิตศาสตร์ 

4) ศึกษาข้อมูลเชิงประจักษ์ โรงเรียนล าปลายมาศพัฒนา โดยผู้วิจัยสังเกตการจัดการ
เรียนการสอนเพื ่อให้ผู ้เรียนเกิดความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ตามแบบสังเกต  และสัมภาษณ์ครู 
ผู้จัดสอนเพิ่มเติมโดยใช้แบบสัมภาษณ์การจัดการเรียนการสอน ผลการศึกษาพบว่าการจัดการเรียน
การสอนเพื่อให้ผู้เรียนเกิดความเข้าใจทางคณิตศาสตร์นั้นสถานศึกษามีแนวทางในการประเมินความ
เข้าใจทางคณิตศาสตร์ 6 ประการ ได้แก่ การอธิบายความเข้าใจ การแปลความให้เกิดความหมายที่
ชัดเจน การประยุกต์ใช้ในสถานการณ์ใหม่ การมองข้อดีหรือข้อเสียจากสิ ่งที ่เข้าใจ การเห็น
ความส าคัญของสิ่งที่เข้าใจ และสร้างองค์ความรู้จากสิ่งที่เข้าใจ นอกจากนี้ยังมีรูปแบบการจัดการ
เรียนการสอนจากรูปธรรมไปสู่นามธรรม 
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5) น าข้อมูลที่สังเกตได้จากทั้ง 2 แห่ง แก้ไขปรับปรุงขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ส่งเสริม
ความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ และปรับปรุงแนวทางการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ ให้มี 
ความเหมาะสมยิ่งขึ้น 

6) ประเมินความเหมาะสมของการจัดการเรียนรู้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์  
โดยผู้เชี่ยวชาญชุดเดิม ซึ่งแบบประเมินความเหมาะสมเป็นแบบมาตราส่วนประมาณคา่ 5 ระดับ 

7) ผู้วิจัยวิเคราะห์ความเหมาะสมของแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจ
ทางคณิตศาสตร์ วิเคราะห์โดยการหาค่าเฉลี ่ย ซึ ่งแปลความหมายโดยปรับเกณฑ์ของบุญชม  
ศรีสะอาด [3] คือ เหมาะสมมากที่สุดมีค่าเท่ากับ 4.51 - 5.00 คะแนน เหมาะสมมากมีค่าเท่ากับ 
3.51 - 4.50 คะแนน เหมาะสมปานกลาง มีค่าเท่ากับ 2.51 - 3.50 คะแนน เหมาะสมต ่ามีค่าเท่ากับ 
1.51 - 2.50 คะแนน เหมาะสมต ่าที่สุดมีค่าเท่ากับ 0.01 - 1.50 คะแนน 

2.4 ผลการวิจัย 
ผลการวิจัยระยะที่ 2 การศึกษาข้อมูลเชิงประจักษ ์และพัฒนาแนวทางการจัดการเรียนรู้ 

ซึ ่งผู ้วิจัยได้ประเมินความเหมาะสมของแนวทางการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ โดย
ผู้เชี่ยวชาญ ผลการประเมินความเหมาะสมของแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจ 
ทางคณิตศาสตร์ แสดงดังตาราง 4.3 

ตาราง 4.3 ผลการประเมินความเหมาะสมของแนวทางการจัดการเรียนรู ้
เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 

รายการ
ประเมนิ 

องค์ประกอบ ความ
เหมาะสม 

แปลความ 

ขั้นตอนการ
จัดการเรียนรู ้ 

1) ขั้นตอนการเรียนรู้รูปธรรม ค่าเฉลี่ย 4.56 เหมาะสมมากที่สุด 
2) ขั้นตอนการเรียนรู้ก่ึงรูปธรรม  ค่าเฉลี่ย 4.75 เหมาะสมมากที่สุด 
3) ขั้นตอนการเรียนรู้สัญลักษณ์และ 
   วิธีการ 

ค่าเฉลี่ย 4.24 เหมาะสมมาก 

โดยรวม ค่าเฉลี่ย 4.52 เหมาะสมมากที่สุด 
แนวทางการ
ประเมินความ

1) สามารถอธิบายความเข้าใจ  ค่าเฉลี่ย 4.63 เหมาะสมมากที่สุด 

2) สามารถแปลความให้เกิดความหมาย 
   ที่ชัดเจน  

ค่าเฉลี่ย 4.28 เหมาะสมมาก 
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รายการ
ประเมนิ 

องค์ประกอบ ความ
เหมาะสม 

แปลความ 

เข้าใจทาง
คณิตศาสตร ์

3) สามารถน าไปประยุกต์ใช้ใน 
   สถานการณใ์หม่  

ค่าเฉลี่ย 4.15 เหมาะสมมาก 

4) สามารถมองข้อดี ข้อเสียจาก 
   สิ่งที่เข้าใจ  

ค่าเฉลี่ย 4.26 เหมาะสมมาก 

5) สามารถเห็นความส าคัญของ 
   สิ่งที่เข้าใจ  

ค่าเฉลี่ย 4.14 เหมาะสมมาก 

6) สามารถสร้างองค์ความรู้จาก 
   สิ่งที่เข้าใจ  

ค่าเฉลี่ย 3.21 เหมาะสม 

ปานกลาง 

โดยรวม ค่าเฉลี่ย 4.12 เหมาะสมมาก 

จากตาราง 4.3 จะได้ว่าแนวทางการจัดการเรียนรู ้เพื ่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์  
มีความเหมาะสมของขั ้นตอนการจัดการเรียนรู ้ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ โดยรวมมี 
ความเหมาะสมมากที่สุดโดยค่าเฉลี่ย 4.52 แนวทางการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ โดยรวม
มีความเหมาะสมมากเหมาะสมมาก มีค่าเฉลี่ย 4.12 ดังนั้นสามารถน าแนวทางการจัดการเรียนรู้  
เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตรไ์ปใช้ได้ 

5. สรุปผลการวิจยั 
แนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ที่พัฒนาขึ้น ประกอบด้วย

ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ 3 ขั้นตอน ได้แก่ ขั้นตอนที่ 1 จัดการเรียนรู้รูปธรรม คือ การจัดการเรียนรู้
โดยการใช้สื่อที่เอื้อต่อการเกิดความคิดรวบยอดทางคณิตศาสตร์ เป็นสื่อจริง จับต้องได้ มองเห็นเป็น
รูปธรรม ใช้จัดการเรียนรู้ให้นักเรียนลงมือปฏิบัติจริง นานพอสมควรจนสมองของนักเรียนจดจ าภาพ
และกระบวนการใช้สื่อได้อย่างถูกต้อง ขั้นตอนที่ 2 จัดการเรียนรู้กึ่งรูปธรรม คือ การจัดการเรียนรู้
โดยใช้การวาดภาพ ลักษณะกระบวนการเรียนรู้จะคล้ายกับขั้นที่ผ่านมา เพียงแต่เปลี่ยนจากการใช้  
สื่อจริงเป็นการวาดภาพลงในสมุดแทน และขั้นตอนที่ 3 จัดการเรียนรู้สัญลักษณ์และวิธีการ คือ  
การจัดการเรียนรู ้แบบแสดงขั ้นตอน วิธีท า สัญลักษณ์ ซึ ่งไม่มีการใช้ หรือ วาดภาพ สื ่อแล้ว  
แต่ในขณะที่แก้ปัญหานักเรียนจะเกิดภาพการใช้สื่อในสมองที่ถูกต้องควบคู่ไปกับการแสดงสัญลักษณ์
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อย่างเข้าใจถูกต้อง ส าหรับแนวทางในการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์จะสังเกตพฤติกรรม
ผู้เรียนที่แสดงออกใน 6 ลักษณะ ได้แก่ 1) สามารถอธิบายความเข้าใจ 2) สามารถแปลความให้เกิด
ความหมายที่ชัดเจน 3) สามารถน าไปประยุกต์ใช้ในสถานการณ์ใหม่ 4) สามารถมองข้อดี ข้อเสียจาก
สิ่งที่เข้าใจ 5) สามารถเห็นความส าคัญของสิ่งที่เข้าใจ 6) สามารถสร้างองค์ความรู้จากสิ่งที่เข้าใจ จาก
การสังเคราะห์แนวทางการจัดการเรียนรู้เพ่ือส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร ์สรุปได้ดังรูปที่ 5.1 

จากรูปที่ 5.1 จะได้ว่าแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ ด้วยใช้
ขั้นตอนการจัดการเรียนรู ้3 ขั้นตอน คือ การจัดการเรียนรู้รูปธรรม การจัดการเรียนรู้ก่ึงรูปธรรม และ
การจัดการเรียนรู้สัญลักษณ์ และวิธีการส่งเสริมให้ผู้เรียนเกิดความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ มีแนวทาง
ในการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร ์โดยสังเกตพฤติกรรมผู้เรียนที่แสดงออกใน 6 ลักษณะ  

 

รปูที ่5.1 แนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 

6. อภิปรายผล 
แนวทางการจัดการเรียนรู้ด้วยขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ 3 ขั้นตอน สามารถส่งเสริมความเข้าใจ

ทางคณิตศาสตร์ ได้โดยขั้นตอนที่ 1 จัดการเรียนรู้รูปธรรม คือ การจัดการเรียนรู้โดยการใช้สื่อที่เอื้อ
ต่อการเกิดความคิดรวบยอดทางคณิตศาสตร์ เป็นสื่อจริง จับต้องได้ มองเห็นเป็นรูปธรรม ใช้จัดการ
เรียนรู้ให้นักเรียนลงมือปฏิบัติจริงนานพอสมควรจนสมองของนักเรียนจดจ าภาพและกระบวนการ 
ใช้สื่อได้อย่างถูกต้อง ขั้นตอนที่ 2 จัดการเรียนรู้กึ่งรูปธรรม คือ การจัดการเรียนรู้โดยใช้การวาดภาพ 
ลักษณะกระบวนการเรียนรู้จะคล้ายกับขั้นที่ผ่านมา เพียงแต่เปลี่ยนจากการใช้สื่อจริงเป็นการวาด
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ภาพลงในสมุดแทน และขั้นตอนที่ 3 จัดการเรียนรู้สัญลักษณ์และวิธีการ คือ การจัดการเรียนรู้ 
แบบแสดงขั้นตอน วิธีท า สัญลักษณ์ ซึ่งไม่มีการใช้ หรือ วาดภาพสื่อแล้ว แต่ในขณะที่แก้ปัญหา
นักเรียนจะเกิดภาพการใช้สื่อในสมองที่ถูกต้องควบคู่ไปกับการแสดงสัญลักษณ์อย่างเข้าใจถูกต้อง 
ส าหรับแนวทางในการประเมินความเข้าใจทางคณิตศาสตร์จะสังเกตพฤติกรรมผู้เรียนที่แสดงออกใน  
6 ลักษณะ ได้แก่ 1) สามารถอธิบายความเข้าใจ 2) สามารถแปลความให้เกิดความหมายที่ชัดเจน  
3) สามารถน าไปประยุกต์ใช้ในสถานการณ์ใหม่  4) สามารถมองข้อดี ข้อเสียจากสิ ่งที ่เข้าใจ  
5) สามารถเห็นความส าคัญของสิ่งที่เข้าใจ 6) สามารถสร้างองค์ความรู้จากสิ่งที่เข้าใจ สอดคล้องกับ 
วิเชียร ไชยบัง [5] ได้พัฒนาครูและนวัตกรรมการสอนคณิตศาสตร์ และเผยแพร่วิธีการสอนอบรมครู
ทั่วประเทศได้มีเป้าหมายในการการสอนคณิตศาสตร์เพื่อสร้างความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ให้กับ
ผ ู ้ เร ียน สอดคล ้องก ับ Inprasitha, Masami and Ban-Har [11] ที ่ ได้จ ัดก ิจกรรมการเร ียนรู้
คณิตศาสตร์ทีเ่ป็นการเรียนรู้ที่กระตุ้นความคิดผู้เรียนในการเรียนรู้คณิตศาสตร์ มีกิจกรรมที่ท้าทายให้
ผู้เรียนได้เรียนรู้ ออกแบบ แสดงขั้นตอนคิด และใคร่ครวญจนน าไปสู่ความเข้าใจ สอดคล้องกับ 
Barmby [6] ที่ได้น าเสนอแนวคิดการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ที่มุ่งสอนให้ผู้เรียนเข้าใจจริง ไม่ใช่เพียง
หาค าตอบได้ ซึ่งการเรียนรู้จะเป็นการเรียนรู้ผ่านการปฏิบัติจริงจนเกิดภาพความเข้าใจที่ถูกต้องใน
สมองของผู้เรียน และถ่ายทอดความเข้าใจออกมาได้ในรูปแบบต่าง ๆ ให้ผู้อื่นเข้าใจ และสอดคล้องกับ
กระทรวงศึกษาธิการ [1] ที่ได้พัฒนาตัวชี้วัดและสาระการเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้
คณิตศาสตร์ขึ้นโดยระบุความเข้าใจไว้ในมาตรฐานการเรียนรู้ ซึ่งในแต่ละมาตรฐานได้ก าหนดตัวชี้วัด
ส าหรับนักเรียนแต่ละระดับชั้น สอดคล้องกับกระทรวงศึกษาธิการ [1] ได้ก าหนดหลักสูตรแกนกลาง
การศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551 (ฉบับปรับปรุง พ.ศ.2560) กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 
โดยก าหนดความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ไว้ในสาระการเรียนรู้ ซึ ่งประกอบด้วย สาระจ านวนและ
พีชคณิต สาระการวัดและเรขาคณิต สาระสถิติและความน่าจะเป็น และสาระแคลคูลัส โดยแต่ละ
สาระได้ระบุความเข้าใจไว้ในมาตรฐานการเรียนรู้ 

นอกจากนี้เพื่อให้เข้าใจและมองเห็นภาพได้ชัดขึ้น ผู้วิจัยขอยกตัวอย่างการจัดกิจกรรมการเรียนรู้
ด้วยขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ 3 ขั้นตอน ส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ เรื่องจ านวนและการ
ด าเนินการ โดยใช้สื่อรูปธรรมคือ สื่อชุดแผ่นร้อย ซึ่งสอดคล้องกับ ราชิต สุพร [4] ที่ได้พัฒนาการสอน
คณิตศาสตร์ระดับประถมศึกษาผ่านสื่อชุดแผ่นร้อยสร้างความเข้าใจทางคณิตศาสตร์รายละเอียด
กิจกรรมการเรียนรู้ น าเสนอดังนี้ 
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1) ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้รูปธรรม: กิจกรรมการเรียนรู้ขั้นนี้ จะจัดการเรียนรู้เพื่อให้นักเรียน
เกิดความรู้ลึกเชิงจ านวนโดยเกิดภาพในสมองเรื่องจ านวนอย่างถูกต้อง โดยใช้สื่อชุดแผ่นร้อยประกอบ
กิจกรรมการเรียนรู้ ซึ่งนักเรียนจะหาค าตอบผ่านการใช้สื่อชุดแผ่นร้อย ผนวกกับการตั้งค าถาม และ
เรียบเรียงอย่างเป็นรูปธรรมของครู ตัวอย่างกิจกรรมการเรียนรู้ดังรูปที่ 6.1  

2) ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้กึ่งรูปธรรม: ลักษณะการจัดกิจกรรมจะเป็นการให้นักเรียนแก้ปัญหา 
หรือ หาค าตอบโดยการการวาดภาพสื่อชุดแผ่นร้อยลงในสมุด ซึ่งหลังจากขั้นนี้จะช่วยให้นักเรียนเกิด 
ภาพในสมองอย่างถูกต้อง ตัวอย่างกิจกรรมการเรียนรู้ ดังรูปที่ 6.2 

3) ขัน้ตอนการจัดการเรียนรู้สัญลักษณ์และวิธีการ: ลักษณะการจัดกิจกรรมจะเป็นการให้นักเรียน
แสดงขั้นตอน วิธีท า สัญลักษณ์ ซึ่งไม่มีการใช้ หรือ วาดภาพตารางร้อยแล้ว แต่ในขณะที่แก้ปัญหา
นักเรียนจะเกิดภาพการใช้ส่ือชุดแผน่ร้อยในสมองท่ีถูกต้องควบคู่ไปกับการแสดงสัญลักษณ์อย่างเข้าใจ
ถูกตอ้ง ตัวอย่างกิจกรรมการเรียนรู้ ดังรูปที่ 6.3 

 
รูปที ่6.1 ตัวอย่างกิจกรรมการจัดการเรียนรู้รูปธรรม 

 
รูปที ่6.2 กิจกรรมการจัดการเรียนรูก้ึ่งรูปธรรม 
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รูปที ่6.3 กิจกรรมการจัดการเรียนรูส้ัญลักษณ์และวิธีการ 

นอกจากนี้แนวทางการจัดการเรียนรู้ด้วยขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ 3 ขั้นตอนเพื่อส่งเสริมความ
เข้าใจทางคณิตศาสตร์ที่กล่าวมานั้น ยังสามารถใช้กับการจัดการเรียนรู้คณิตศาสตร์ในเนื้อหาอื่น ๆ 
อาทิเช่น สื่อชุดแผ่นร้อยกับการสร้างความเข้าใจนักเรียนเรื่องการด าเนินการ บวก ลบ คูณ หาร   
สื่อชุดแท่งเศษส่วนนับเปอร์เซ็นต์กับการสร้างความเข้าใจนักเรียนเรื่อง เศษส่วน ร้อยละ เปอร์เซ็นต์  
ชุดสื่อลูกเต๋ากับการสร้างความเข้าใจนักเรียนเรื่องแบบรูปของจ านวน เป็นต้น สอดคล้องกับวิเชียร 
ไชยบัง [5] ที่ได้พัฒนานวัตกรรมสื่อการสอนคณิตศาสตร์โดยมุ่งใช้สอนเพื่อความเข้าใจได้ผ่านการวิจัย
และพัฒนาจนเผยแพร่เป็นแหล่งศึกษาดูงานระดับประเทศ 

7. ข้อเสนอแนะ 
1. ข้อเสนอแนะทั่วไป 

ครูคณิตศาสตร์ สามารถน าแนวทางการจัดการเร ียนรู ้ เพื ่อส่งเสริมความเข้าใจทาง
คณิตศาสตร์ ไปส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ของนักเรียน ซึ่งเหมาะสมมากกับนักเรียนในระดับ
ปฐมวัยและการศึกษาขั้นพื้นฐาน คณะครุศาสตร์ หรือคณะศึกษาศาสตร์ สามารถน าแนวทางการ
จัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ ไปพัฒนาทักษะเทคนิคการสอนคณิตศาสตร์
ของนักศึกษาวิชาชีพครู นอกจากสื่อที่กล่าวมาแล้ว ครูคณิตศาสตร์และผู้ที่สนใจสามารถเข้าไปเรียนรู้
เพิ ่มเติมในฐานข้อมูลการสอนคณิตศาสตร์เพื ่อความเข้าใจของ ชาญณรงค์ วิเศษสัตย์ [2] ได้ที่ 
http://kruechan.blogspot.com/ 2010/10/blog-post.html หรือ พัฒนาสื่อการสอนขึ้นมาเอง
แล้วจัดกิจกรรมการเรียนรู้ตามแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริมความเข้าใจทางคณิตศาสตร์
ให้กับนักเรียนได้ 
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2. ข้อเสนอแนะในการท าวิจัยครั้งต่อไป 
1) ควรพัฒนานวัตกรรมสื่อการสอนคณิตศาสตร์ตามแนวทางการจัดการเรียนรู้เพื่อส่งเสริม

ความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ 
2) ควรศึกษาตัวแปรตาม หรือ ผลส าเร็จในด้านอื ่น ๆ ได้แก่  ทักษะกระบวนการทาง

คณิตศาสตร์ ความสามารถในการแก้ปัญหา ความสามารถในการแก้ปัญหาอย่างสร้างสรรค์ทาง
คณิตศาสตร ์

กิตติกรรมประกาศ 
งานวิจัยนี้ได้รับการสนับสนุนจากมหาวิทยาลัยราชภัฏร้อยเอ็ด ขอขอบคุณแหล่งศึกษาข้อมูล 

เชิงประจักษ์ สถาบันการศึกษาแห่งชาติ  ประเทศสิงคโปร์ และโรงเรียนล าปลายมาศพัฒนา  
ประเทศไทย ขอขอบคุณผู้เชี ่ยวชาญ และคณะกรรมการทุกท่านที่ประเมินบทความของวารสาร
คณิตศาสตร ์ที่ไดใ้ห้ข้อเสนอแนะในการพัฒนาผลงานวิจัยน้ี 
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บทคัดย่อ 
ในบทความนี้ได้น าเสนอแนวคิดของสมาชิกตัวแปรในกึ่งกรุปเกือบซ้ายและมีการตรวจสอบ 

สมบัติต่าง ๆ ของสิ่งที่กล่าวมาข้างต้น นอกจากนี้ได้พิสูจน์ว่า ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติ

และ a S  แล้วเงื่อนไขต่อไปนี้สมมูลกัน 

1.  a S  

2.  S a b S b     ส าหรับทุกสมาชิก b S  

ค าส าคญั:  กึ่งกรุปเกือบซ้าย ** -กึ่งกรุป สมาชกิตัวแปร อินเวอร์ทีฟซ้าย กึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ
                                                             
 

* ผู้เขียนหลัก 
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ABSTRACT 
In this paper, the notions of variant elements in left almost semigroups are 

investigated. Moreover, we prove that if  ,S   is an ** -regular semigroup and 
a S , then the following conditions are equivalent. 

1.  a S ,  
2.  S a b S b     for any element b  of .S  

Keywords:  Left almost semigroup, ** -semigroup, Variant element,  
         Left invertive, Regular left almost semigroup 

1. บทน า 
ในบทความนี้เป็นการศึกษากึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีลักษณะพิเศษบางประการ เช่น ** -กึ่งกรุป 

และกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย เป็นต้น ** -กึ่งกรุปถูกพัฒนามาจากทฤษฎีบทของกึ่งกรุป
เกือบซ้ายและกึ่งกรุปสลับที่ โครงสร้างพีชคณิต “ ** -กึ่งกรุป” ได้รับการนิยามครั้งแรกโดย Protić 
and Boinovic [13] ในปี ค.ศ.1995 ซึ่งได้อธิบายว่ากึ่งกรุปเกือบซ้าย  ,S   จะเรียกว่า ** -กึ่ง
กรุป ถ้าส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ z  ใน S  ซึ่ง ( ) ( )x y z y x z      นอกจากนี้ยังได้อธิบาย
กึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีลักษณะพิเศษบางอย่างที่กล่าวมาข้างต้น ยิ่งไปกว่านั้นยังมีนักคณิตศาสตร์อีก
มากมายที่ได้ศึกษาสมบัติต่าง ๆ ของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอย่างแพร่หลายซึ่งได้อธิบายถึงทฤษฎีบท สมบัติ 
และตัวอย่างต่าง ๆ ของ ** -กึ่งกรุปและกึ่งกรุปเกือบซ้ายทีม่ีเอกลักษณ ์

ในปี ค.ศ.2008 Boinovic และคณะ [3] ได้ก าหนดบทนิยามของกึ่งกรุปย่อยเกือบซ้ายวิภัชนัยค่า
สองขั้วในกึ่งกรุปเกือบซ้ายระบบเคอร์เนลปรกติของ ** -กึ่งกรุปผกผัน (kernel normal system 
of inverse ** -semigroup) ในปี ค.ศ.2012 Yaqoob [14] สร้างบทนิยามของกึ่งกรุปย่อยเกือบ
ซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้วในกึ่งกรุปเกือบซ้าย นอกจากนี้ได้ศึกษาสมบัติบางประการของไอดีล (ขวา, ไบ-, 
ภายใน) ซ้ายวิภัชนัยค่าสองขั้ว (bipolar-valued fuzzy left (right, bi-, interior) ideal) ของก่ึงกรุป
เกือบซ้าย ยิ่งไปกว่านั้น Faisal และคณะ [6] ได้แนะน าแนวคิดของฟัซซิฟิเคชันค่าสองขั้วในกึ่งกรุป
เกือบซ้าย ในปีเดียวกัน Aslam และคณะ [2] ได้น าเสนอแนวความคิดของเซตย่อยวิภัชนัยสองขั้วใน
กึ่งกรุปเกือบซ้ายและได้อธิบายลักษณะเฉพาะบางประการของไอดีล (ขวา) ซ้ายวิภัชนัยสองขั้วของกึ่ง



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 65 เล่มที่ 702 กันยายน – ธันวาคม 2563 

47 

กรุปเกือบซ้าย ต่อมาในปี ค.ศ.2013 Dudek และ Gigon [5] ได้ให้ความหมายของ ** -กึ่งกรุป
ผกผันสมบูรณ์ (completely inverse ** -semigroup) ว่าเป็นกรุปพอยดท์ี่มีสมบัต ิ

( ) ( ) ,  ( ) ( )x y z z y x x y z y x z           
และ 1 1x x x x     ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ z  ใน S  โดยที่ 1x  เป็นตัวผกผันเพียงตัว
เดียวของ x  นอกจากนี้ Khan และคณะ [8] ได้ให้บทนิยามของของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอันดับวิภัชนัย
ค่าช่วงและได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอันดับปรกติภายใน (intra-regular 
ordered -semigroup) ในพจน์ของไอดีล (ขวา) ซ้ายวิภัชนัยค่าช่วงของกึ่งกรุปเกือบซ้ายอันดับ 
ยิ่งไปกว่านั้น Yaqoob และคณะ [14 - 16] ได้ให้ความหมายของกึ่งกรุปย่อยเกือบซ้ายวิภัชนัยค่าช่วง 
ไอดีลซ้าย ไอดีลขวาและไบ-ไอดีลในกึ่งกรุปเกือบซ้าย แนวคิดของเซตวิภัชนัยสหัชญาณนิยมค่าช่วง 
(interval valued intuitionistic fuzzy set) ในกึ ่งกรุปเกือบซ้ายถูกน าเสนอโดย Yaqoob ในปี  
ค.ศ.2013 และได้หาลักษณะเฉพาะบางประการของกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติในพจน์ของไอดีลซ้ายวิภัช
นัยสหัชญาณนิยมค่าช่วง ในปี ค.ศ.2014 Khan, Shum และ Iqbal [9] ได้ศึกษาและอธิบายสมบัติ
บางประการของไอดีลเล็กสุด (minimal ideal) ของ ** -กึ่งกรุป ( ** -semigroup) นอกจากนี้ 
Abdullah และคณะ [1] ได้ก าหนดบทนิยามของไอดีลวิภัชนัย ( , )   ค่าช่วงในกึ่งกรุปเกือบซ้าย 
ในป ี ค.ศ.2016 Khan, Yousafzai และ Khan [11] ได ้ศ ึกษาความหมายของ ( , )m n -ไอดีล  
( ( , )m n -ideal) ในกึ่งกรุปเกือบซ้าย (LA-semigroup) และได้หาลักษณะเฉพาะของ ( , )m n -ไอดีล 
ในกึ่งกรุปเกือบซ้าย ยิ่งไปกว่านั้นได้พิสูจน์ว่าเซตย่อย A  ของกึ่งกรุปเกือบซ้ายจะเป็น (0,2) -ไอดีล 
ก็ต่อเมื่อ A  เป็นไอดีลซ้ายของบางไอดีลซ้ายในกึ่งกรุปเกือบซ้าย ในปี ค.ศ.2018 Khan, Yousafzai 
และ Hila [10] ได้แนะน าแนวคิดของ ** -กึ่งกรุปผกผันซ้ายสมบูรณ์ (completely left inverse 

** -semigroup) และได้ศึกษาสมบัติพื้นฐานของสมภาค (congruence) ใน ** -กึ่งกรุปผกผัน
ซ้ายสมบูรณ์ 

ในบทความนี้ได้ศึกษาและแนะน าแนวความคิดของสมาชิกตัวแปร (variant element) ใน 
** -กึ่งกรุปตามแนวทางของ Chinram และ Yonthanthum [4] นอกจากนี้ได้ตรวจสอบสมบัติ

ต่าง ๆ ของ ** -กึ่งกรุป ยิ่งไปกว่านั้นได้พิสูจน์ว่า ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติและ 
a S  แล้วเงื่อนไขต่อไปนี้สมมูลกัน 

1.  a S  
2.  S a b S b     ส าหรับทุกสมาชิก b S  
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2. ความรู้พื้นฐาน 
ในหัวข้อนี้เราได้ศึกษาบทนิยามและผลลัพธ์บางอย่างที่จ าเป็นส าหรับวัตถุประสงค์และการศึกษา

ในหัวข้อต่อไปของเรา 

บทนิยาม 2.1 [7] ก าหนดให้ S  เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่าง จะเรียก  ,S   ว่า กึ ่งกรุปเกือบซ้าย  
(left almost semigroup) ก็ต่อเมื่อ ฟังก์ชัน : S S S    โดยที่ ( , )x y x y  ส าหรับทุก
สมาชิก x  และ y  ใด ๆ ใน S  ที่มีสมบัติ    x y z z y x      ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ 
z  ใด ๆ ใน S  และเรียกสมบัตินี้ว่า อินเวอร์ทีฟซ้าย (left invertive) 

บทตั้ง 2.2 [7] ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายแล้ว ( ) ( ) ( ) ( )a b c d a c b d        ส าหรับ
ทุกสมาชิก , ,a b c  และ d  ใด ๆ ใน S  

ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ ่งกรุปเกือบซ้าย จะเรียก  ,S   ว ่า มีสมบัติเอกลักษณ์ซ้าย  
(left identity) ถ้ามีสมาชิก e  ใน S  ซึ่งท าให้ e x x   ส าหรับทุกสมาชิก x  ใด ๆ ใน S  และ
จะเรียก “ e ” ว่า เอกลักษณ์ซ้าย (left identity) 

บทตั้ง 2.3 [12] ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้ายแล้ว ( ) ( )x y z y x z      
ส าหรับทุกสมาชิก ,x y  และ z  ใด ๆ ใน S  

บทตั้ง 2.4 [12] ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณซ์้าย แล้ว  
( ) ( )a b c d     ( ) ( )d c b a    ส าหรับทกุสมาชิก , ,a b c  และ d  ใด ๆ ใน S  

บทนิยาม 2.5 [13] กึ่งกรุปเกือบซ้าย  ,S   จะเรียกว่า ** -กึ่งกรุป ถ้าส าหรับทุกสมาชิก ,x y  
และ z  ใน S  ซึ่ง ( ) ( )x y z y x z      

ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย จะเรียก  ,S   ว่า กึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ (regular 
left almost semigroup) ถ้าส าหรับแต่ละสมาชิก x  ใด ๆ ใน S  แล้วจะมีสมาชิก a  ใน S  ซึ่ง 

( )x x a x    

ข้อสังเกต เห็นได้ชัดเจนว่า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติก็ต่อเมื่อ ( )x x S x    ส าหรับทุก
สมาชิก x  ใด ๆ ใน S  
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3. ผลการวิจัย 
ในหัวข้อต่อไปนี้จะแนะน าแนวความคิดของสมาชิกตัวแปรในกึ่งกรุปเกือบซ้าย นอกจากนี้ได้

ตรวจสอบสมบัติต่าง ๆ ของ ** -กึ่งกรุป โดยเริ่มต้นจากการก าหนดบทนิยามของสมาชิกตัวแปรใน
กึ่งกรุปเกือบซ้าย ดังนี ้

ก าหนดให้ a  เป็นสมาชิกใด ๆ ในกึ่งกรุปเกือบซ้าย  ,S   นิยามการด าเนินการ “
a
” โดยที่ 

 ax y x a y    

ส าหรับทุกสมาชิก x  และ y  ใน S  เห็นได้ชัดเจนว่า 
a  เป็นด าเนินการทวิภาคบน S  จะเรียก

สมาชิก a  ว่า ตัวแปร (variant) ของ S  

ทฤษฎีบท 3.1 ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุป แล้ว  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป 
บทพิสูจน์ เริ่มต้นจะแสดงว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
ให้ ,x y  และ z  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  จะได้ว่า 
    a ax y z     ax a y z    

        x a y a z      

         a y x a z    

 
        x a y a z    

 
        z a y a x    

 
         a y z a x      

        z a y a x      

       az y a x    

      a az y x  
ดังนั้น  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
ต่อไปจะแสดงว่า  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป  
ก าหนดให้ ,x y  และ z  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
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เนื่องจาก  

 a ax y z     ax a y z  

          x a y a z       

         y a x a z    

         ay a x z    

      a ay x z  

จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป     

บทแทรก 3.2 ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย แล้ว  , aS  เป็น ** -กึ่งกรุป 
บทพิสูจน์ สามารถแสดงได้ในท านองเดียวกันกับบทพิสูจน์ของทฤษฎีบท 3.1    

บทแทรก 3.3 ถ้า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย แล้ว  , eS  เป็นกึ่งกรุปเกือบ
ซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย 
บทพิสูจน์ ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  เนื่องจาก  

ee x   e e x  

     e x 

 x  
จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  , eS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย   

ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
นิยามเซต  S  โดยที่  S  |a S   , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ}  

ทฤษฎีบท 3.4 ก าหนดให้  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุป ถ้า  S   แล้ว  ,S   เป็นกึ่งกรุป
เกือบซ้ายปรกต ิ
บทพิสูจน์ เนื่องจาก  S   ดังนั้นจะมีสมาชิก a  ใน S  ซึ่ง  a S   
จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  จะได้ว่า 

    x   a ax y x  
        ax a y x    
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        x a y a x      

         a y x a x      

          x a y a x x S x         
ส าหรับบางสมาชิก y  ใน S   
จึงสรุปได้ว่า  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ       

บทแทรก 3.5 ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายที่มีเอกลักษณ์ซ้าย  
ถ้า  S   แล้ว  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ
บทพิสูจน์ สามารถแสดงได้ในท านองเดียวกันกับบทพิสูจน์ของทฤษฎีบท 3.4    

ทฤษฎีบท 3.6 ก าหนดให้  ,S   เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้าย  
ถ้า  a S  แล้ว  S a S S    
บทพิสูจน์ เห็นได้ชัดเจนว่า  S a S S    ต่อไปจะแสดงว่า  S S a S     
ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
เนื่องจาก  a S  จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
ดังนั้น จะมีสมาชิก s  ใน S  โดยที่  a ax x s x  เพราะว่า 

           x    a ax s x  
      ax a s x    

        x a s a x S a S       
 

จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  S a S S          

ทฤษฎีบท 3.7 ก าหนดให้  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุป และ ,a b S  ซึ่ง  a S   
ถ้า a S b   แล้ว  b S  
บทพิสูจน์ จาก a S b   จะได้ว่า จะมี s S  โดยที่ a s b    
ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
เนื่องจาก  a S  จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิ
ดังนั้น จะม ี w S  โดยที่  a ax x w x  พิจารณา 
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     x    a ax w x  
      ax a w x    

      x a w a x    
 

  
      x a w s b x     

 

  
      b s w x a x     

 

  
     w x a s b x     

  

  
        w x a w a x a s b x           

   

  
          w x a x a w a s b x         

 

  
          w a x a w x a s b x         

 

  
           w a x a w x s b s b x          

 

  
           w a x a w s x b s b x          

 

  
           w x b s x a w a s b x          

 

  
           x b s w x a w a s b x          

 

  
           s w x a w a x b s b x          

 

  
          x b s w x a w a s b x            

   
ดังนั้น

    x x b S b x    
 
ท าให้ได้ว่า จะมี z S  โดยที่  

     x      x b z b x      

    bx z b x    
   b bx z x  

จึงได้ว่า  , bS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  b S        
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ทฤษฎีบท 3.8 ถ้า  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติและ a S  แล้ว เงื่อนไขต่อไปนี้สมมูลกัน 
1.  a S   

2.  S a b S b     ส าหรับทุกสมาชิก b S  

บทพิสูจน์  
สมมติให้  a S  จะได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
ก าหนดให้ b  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  เห็นได้ชัดเจนว่า  S a b S b      
ต่อไปจะแสดงว่า  S b S a b     
เนื่องจาก  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกต ิดังนั้น จะมี s S  โดยที่ 

     b    a ab s b  
      ab a s b    

      b a s a b    
 

ต่อไปก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S  โดยที่ x S b    
จึงได้ว่าจะมี t S  โดยที่ x t b   พิจารณา 

     x   t b   
       t b a s a b       

        b a s a t b       

        b t a b a s       

       a b a s t b       

         t b a s a b S a b          
จึงได้ว่า  S b S a b     นั่นคือ  S a b S b      
สมมติให้ 2 เป็นจริง ก าหนดให้ x  เป็นสมาชิกใด ๆ ใน S   
โดยสมมติฐาน จะได้ว่า  x a S x S     และ  S a x S x      
เนื่องจาก  ,S   เป็น ** -กึ่งกรุปปรกติ  
ดังนั้นจะม ี s S  โดยที่  x x s x S x       
จะได้ว่า  x S a x    นั่นคือ จะมี t S  ซึ่ง  x t a x    พิจารณา 
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     x   x s x    

      t a x s t a x        

       s x t a t a x        

       a t x s t a x        

      x a t s t a x        

      t a x a t s x        

       t a a t x s x        

      a t a t x s x        

      x s t a t a x        

      t a x s t a x         

      t a t s x a x        

      t s t a x a x        

      t s x a t a x        

          x a t s t a x x a S a x             

จึงได้ว่า จะม ี w S  โดยที่  

    x     x a w a x      

     ax w a x    
    a ax w x  
ท าให้ได้ว่า  , aS  เป็นกึ่งกรุปเกือบซ้ายปรกติ  
จากที่กล่าวมาสามารถสรุปได้ว่า  a S         
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บทคัดย่อ 
บทความฉบับนี้สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟดัมเบลและกราฟไม้พายตามล าดับ 

ซึ่งกราฟดัมเบลสร้างจากกราฟวง 𝐶𝑛  สองกราฟเชื่อมต่อกันด้วยเส้นเชื่อมหนึ่งเส้น เมื่อ 𝑛 ≥ 3 และ
กราฟไม้พายสร้างจากกราฟพัด 𝐹𝑛 สองกราฟเชื่อมต่อกันด้วยเส้นเชื่อมหนึ่งเส้น เมื่อ 𝑛 ≥ 2 แล้ว

                                                             
 

* ผู้เขียนหลัก 
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พิสูจน์ว่า ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ที ่ 𝑛 ≥ 3 การก ากับบนเส้นเชื ่อมของกราฟดัมเบลที่สร้างเป็น 
การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงาม และส าหรับจ านวนเต็มคี่ 𝑛 ที่ 𝑛 ≥ 3 การก ากับบนเส้น
เชื่อมของกราฟไม้พายที่สร้างเป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงาม 
ค าส าคญั:  กราฟวง กราฟพัด การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงาม 

ABSTRACT 
This article construct edge-odd labelings for dumbbell graph and paddle graph, 

respectively. The dumbbell graph is constructed by connecting two cycle graphs 𝐶𝑛 
by an edge, for 𝑛 ≥ 3 and the paddle graph is constructed by connecting two fan 
graphs 𝐹𝑛 by an edge, for 𝑛 ≥ 2.  We then proof that the constructed labelings are an 
edge-odd graceful labeling of the dumbbell graph for 𝑛 ≥ 3 and an edge-odd graceful 
labeling of the paddle graph for odd integers 𝑛 such that 𝑛 ≥ 3. 
Keywords:  Cycle graph, Fan graph, Edge-odd graceful labeling 

1. บทน า 
ให้ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) เป็นกราฟเชิงเดียวที ่มี 𝑉(𝐺) เป็นเซตของจุดยอด และ 𝐸(𝐺) เป็น 

เซตของเส้นเชื ่อมที ่ม ีจ านวน 𝑞 เส้น ในปี ค.ศ.1967 Rosa [5] ได้ให้บทนิยามของการก ากับ 
อย่างสวยงามของ 𝐺 ซึ่งเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 𝑓 จาก 𝑉(𝐺) ไปยัง {0, 1, 2, … , 𝑞} ที่ท าให้การก ากับ
บนเส้นเชื่อม 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) แต่ละเส้นที่ก าหนดโดย |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| แตกต่างกันทั้งหมด ต่อมาในปี  
ค.ศ.1991 Gnanajothi [4] ได้ให้บทนิยามของการก ากับจ านวนคี่อย่างสวยงามของ 𝐺 ซึ่งเป็นฟังก์ชัน
หนึ่งต่อหนึ่ง 𝑓 จาก 𝑉(𝐺) ไปยัง {0, 1, 2, … , 2𝑞 − 1} ที่ท าให้การก ากับบนเส้นเชื่อม 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)  
แต่ละเส้นที่ก าหนดโดย |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| เป็นตัวเลขใน {1, 3, 5, … , 2𝑞 − 1} ที่แตกต่างกันทั้งหมด 
และในปี ค.ศ.2009 Solairaju และ Chithra [7] ได้ให้บทนิยามของการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อม 
ที่คล้ายเป็นปัญหาผกผันของการก ากับจ านวนคี่อย่างสวยงามของ 𝐺 ที่นิยามโดย Gnanajothi [4]  
ดังบทนิยามต่อไปน้ี 

บทนิยาม 1.1 [7] การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟ 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) เป็น
ฟังก์ชันสมนัยหนึ่งต่อหน่ึง 𝑓: 𝐸(𝐺) → {1, 3, 5, … , 2𝑞 − 1} ที่เหนี่ยวน าให้ฟังก์ชัน 
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𝑓+(𝑣) = ∑ 𝑓(𝑢𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 (mod 2𝑞) 

ส าหรับจุดยอด 𝑣 ใด ๆ ใน 𝑉(𝐺) เป็นจ านวนใน {0, 1, 2, … , 2𝑞 − 1} ที่แตกต่างกันทั้งหมด 

Solairaju และ Chithra [7] ได ้สร ้างการก าก ับจ  านวนคี ่บนเส้นเช ื ่อมอย่างสวยงามของ 
กราฟต้นไม้ฮอฟแมน 𝑃𝑛Θ𝑃2 เมื ่อ 𝑛 ≥ 2 กราฟไบสตาร์ 𝐵𝑛,𝑛 เมื ่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที ่ 𝑛 ≥ 3 
กราฟ < 𝐾1,𝑛: 2 > เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 กราฟดับเบิลสตาร์ 𝐾1,𝑛,𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวน
เต็มคู่ที่ 𝑛 ≥ 2 ซึ่งทั้งหมดเป็นกราฟที่เกี่ยวข้องกับกราฟวิถี ต่อมาในปี ค.ศ.2013 Singhun [6] ได้
สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟ 𝑆𝐹(𝑛, 𝑚) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนนับและ 
𝑚 = 1 หรือ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 และ 𝑚 เป็นจ านวนเต็มคู่ที่ 𝑛|𝑚 และการก ากับจ านวนคี่
บนเส้นเช่ือมอย่างสวยงามของกราฟล้อ 𝑊𝑛 เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ ซึ่งเป็นกราฟที่เกี่ยวข้องกับกราฟ
วิถีและกราฟวง และในปีเดียวกันนี้ Wongpradit และ คณะ [8] ได้สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้น
เชื่อมอย่างสวยงามของกราฟปริซึมของวง 𝐶𝑛 เมื่อ 𝑛 ≥ 3 และกราฟเพลา Shaft(𝑛, 1) เมื่อ  𝑛 เป็น
จ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 ต่อมาในปี ค.ศ.2015 Boonklurb และ คณะ [3] ได้สร้างการก ากับจ านวนคี่
บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟปริซึมของสตาร์ 𝑆𝑛 เมื่อ 𝑛 ≥ 3 กราฟ Prism3(𝑆𝑛) เมื่อ 𝑛 ≥ 3 
และ 𝑛 ≡ 2 (mod 6) และกราฟ Prism(𝑊𝑛) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ที่ 𝑛 ≥ 4 ซึ่งกราฟที่พิจารณา
ใน Boonklurb และ คณะ [3] และ Wongpradit และ คณะ [8] สร้างจากการคัดลอกกราฟเดิมสอง
หรือสามรูป แล้วเชื่อมจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟที่คัดลอกเหล่านั้นไว้ด้วยเส้นเชื่อม และในปี
เด ียวกัน ศิร ิร ัตน์ ส ิงหันต์ [1] ได้สร ้างการก ากับจ านวนคี ่บนเส ้นเชื ่อมอย่างสวยงามของ 
กราฟว่าว (𝑛, 𝑚) − kite เมื ่อ 𝑛 ≥ 3 และ 𝑚 = 1 หรือ 2 และกราฟพัด 𝐹𝑛 เมื ่อ 𝑛 = 2, 3 และ 
𝑛 ≡ 1 (mod 4)  

บทความฉบับนี ้ได้แรงบันดาลใจจาก ศิริรัตน์ สิงหันต์ [1] Boonklurb และ คณะ [3] และ 
Wongpradit และ คณะ [8] โดยพิจารณากราฟที่เกิดจากการคัดลอกกราฟวง และกราฟที่เกิดจาก
การคัดลอกกราฟพัด แล้วเชื่อมทั้งสองกราฟนี้ด้วยเส้นเชื่อมหนึ่งเส้น โดยนิยามกราฟทั้งสองนี้ว่า
กราฟดัมเบล และกราฟไม้พายตามล าดับ ในที่นี่จึงขอให้บทนิยามส าหรับกราฟวง กราฟวิถี กราฟพัด 
กราฟดัมเบล และกราฟไม้พายดังต่อไปน้ี 
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บทนิยาม 1.2  
(i) [2] ให้ 𝑛 ≥ 3 กราฟวง 𝐶𝑛 เป็นกราฟที่มีจุดยอด 𝑛 จุด และมีเส้นเชื่อม 𝑛 เส้น โดยจุดยอด

สามารถวางเรียงตัวเป็นเส้นรอบวงของวงกลม และจุดยอดสองจุดมีเส้นเชื่อมหากันก็ต่อเมื่อทั้งสองจุด
นั้นวางอยู่ถัดกันบนเส้นรอบวง  

(ii) [2] ให้ 𝑛 เป็นจ านวนนับ กราฟวิถี 𝑃𝑛 เป็นกราฟที่มีจุดยอด 𝑛 จุด โดยจุดเหล่าน้ันสามารถวาง
เรียงต่อกันเป็นเส้น และจุดยอดสองจุดมีเส้นเชื่อมหากันก็ต่อเมื่อทั้งสองจุดนั้นวางอยู่ถัดกันบนเส้น 

(iii) [2] ให้ 𝑛 ≥ 2 กราฟพัด 𝐹𝑛 เป็นกราฟที่ประกอบด้วยกราฟวิถี 𝑃𝑛 และจุดยอดอีกหนึ่งจุด  
โดยจุดยอดจุดน้ีมีเส้นเชื่อมไปหาจุดยอดทุกจุดบน 𝑃𝑛  

(iv) ให้ 𝑛 ≥ 3 กราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛) เป็นกราฟประกอบด้วยกราฟวง 𝐶𝑛 สองกราฟ  
โดยจุดยอดบน 𝐶𝑛 รูปหนึ่งชื่อ 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 เรียงตัวในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จุดยอดบน 𝐶𝑛 อีก
รูปหนึ่งชื่อ 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛 เรียงตัวในทิศทางตามเข็มนาฬิกา และมีเส้นเชื่อมระหว่าง 𝑣1 และ 𝑢1  

(v) ให้ 𝑛 ≥ 3 กราฟไม้พาย Paddle(𝑛) เป็นกราฟประกอบด้วยกราฟพัด 𝐹𝑛 สองกราฟ โดย 
จุดยอดบน 𝐹𝑛 รูปหนึ่งชื่อ 𝑣, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 เรียงตัวในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และ 𝑣 มีเส้นเชื่อม
ไปหา 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 จุดยอดบน 𝐹𝑛 อีกรูปหนึ่งชื่อ 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛 เรียงตัวในทิศทางตาม 
เข็มนาฬิกา และ 𝑢 มีเส้นเชื่อมไปหา 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛 และมีเส้นเชื่อมระหว่าง 𝑣 และ 𝑢  

 
 
 
 
 

รูปที่ 1.1 กราฟวง 𝐶4 กราฟวิถ ี𝑃4 และกราฟพัด 𝐹5 

 
 
  
 
 

รูปที่ 1.2 กราฟดัมเบล Dumbbell(5) 
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รูปที่ 1.3 กราฟไม้พาย Paddle(5) 

สังเกตว่า |𝐸(Dumbbell(𝑛))| = 2𝑛 + 1 และ |𝐸(Paddle(𝑛))| = 4𝑛 − 1 

2. การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟดมัเบล 𝐃𝐮𝐦𝐛𝐛𝐞𝐥𝐥(𝒏) 
ส าหรับ 𝑛 ≥ 3 สร้างการก ากับจ านวนคี ่บนเส้นเชื ่อมของกราฟดัมเบล Dumbell(𝑛) ซึ่งคือ 

ฟังก์ชัน 𝑓: 𝐸(Dumbbell(𝑛)) → {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1} โดยขั้นตอนวิธีต่อไปนี ้

ขั้นตอนวิธี 2.1  
(i) 𝑓(𝑣1𝑢1) = 1  
(ii) 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 2𝑖 + 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 
(iii) 𝑓(𝑣1𝑣𝑛) = 2𝑛 + 1  
(iv) 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) = 2𝑛 + 2𝑖 + 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

(v) 𝑓(𝑢1𝑢𝑛) = 4𝑛 + 1  

 
   
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.1 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟดัมเบล Dumbell(3), 
Dumbell(4) และ Dumbell(5) โดยขั้นตอนวิธี 2.1 
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ทฤษฎีบท 2.1 ส าหรับ 𝑛 ≥ 3 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛)  
ที ่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 2.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื ่อมอย่างสวยงามของกราฟดัมเบล 
Dumbbell(𝑛)  
บทพิสูจน์ เห็นได้ชัดจากขั้นตอนวิธี 2.1 ว่า  

 𝑓 (𝐸(Dumbbell(𝑛))) = {𝑓(𝑣1𝑢1)} ∪ {𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑓(𝑣1𝑣𝑛)} 

                ∪ {𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑓(𝑢1𝑢𝑛)} 
 

         = {1} ∪ {3, 5, 7, … , 2𝑛 − 1} ∪ {2𝑛 + 1} 
                ∪ {2𝑛 + 3, 2𝑛 + 5, 2𝑛 + 7, … , 4𝑛 − 1} ∪ {4𝑛 + 1} 
         = {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}      
ดังนั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชันจาก 𝐸(Dumbbell(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}  
เนื ่องจาก |𝐸(Dumbbell(𝑛))| = |{1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}| = 2𝑛 + 1 ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันสมนัย 
หนึ่งต่อหนึ่งจาก 𝐸(Dumbbell(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 4𝑛 + 1}  
ต่อมาให้ 𝑤 ∈ 𝑉(Dumbbell(𝑛))  

กรณี 𝑤 = 𝑣1 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (i), (ii) และ (iii) จะได้ว่า  
 𝐴1  = {𝑓+(𝑣1)} 
         = {(𝑓(𝑣1𝑢1) + 𝑓(𝑣1𝑣2) + 𝑓(𝑣1𝑣𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)}  
         = {(1 + 3 + 2𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)} 
         = {2𝑛 + 5} 

กรณี 𝑤 = 𝑣𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (ii) จะได้ว่า  
 𝐴2 = {𝑓+(𝑣𝑖) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑣𝑖−1𝑣𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1))(mod 4𝑛 + 2)| 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2(𝑖 − 1) + 1 + 2𝑖 + 1) (mod 4𝑛 + 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {4𝑖 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

กรณี 𝑤 = 𝑣𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (ii) และ (iii) จะได้ว่า  
 𝐴3 = {𝑓+(𝑣𝑛)} 
        = {(𝑓(𝑣𝑛−1𝑣𝑛) + 𝑓(𝑣1𝑣𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)} 
        = {(2(𝑛 − 1) + 1 + 2𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {4𝑛} 

กรณี 𝑤 = 𝑢1 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (i), (iv) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴4 = {𝑓+(𝑢1)}  
        = {(𝑓(𝑣1𝑢1) + 𝑓(𝑢1𝑢2) + 𝑓(𝑢1𝑢𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)} 
        = {(1 + 2𝑛 + 3 + 4𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {2𝑛 + 3} 
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กรณี 𝑤 = 𝑢𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (iv) จะได้ว่า  
 𝐴5 = {𝑓+(𝑢𝑖)|2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑢𝑖−1𝑢𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1))(mod 4𝑛 + 2)| 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2𝑛 + 2(𝑖 − 1) + 1 + 2𝑛 + 2𝑖 + 1) (mod 4𝑛 + 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}  
        = {4𝑖 − 2 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

กรณี 𝑤 = 𝑢𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 2.1 (iv) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴6 = {𝑓+(𝑢𝑛)}  
        = {(𝑓(𝑢𝑛−1𝑢𝑛) + 𝑓(𝑢1𝑢𝑛)) (mod 4𝑛 + 2)} 
        = {(2𝑛 + 2(𝑛 − 1) + 1 + 4𝑛 + 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {4𝑛 − 2} 

เห็นได้ชัดว่า 𝐴1 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴6 = ∅ และ 
𝐴4 ∩ 𝐴6 = ∅ ต่อมาสังเกตว่าสมาชิกใน 𝐴1 และ 𝐴4 เป็นจ านวนเต็มคี่ แต่สมาชิกใน 𝐴2 และ 𝐴5 
เป็นจ านวนเต็มคู ่  ด ังนั ้น 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴5 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴4 = ∅ และ 𝐴4 ∩ 𝐴5 = ∅ และ
สังเกตว่า max

2≤𝑖≤𝑛−1
𝐴2 = 4𝑛 − 4 < 4𝑛 − 2 < 4𝑛 และ max

2≤𝑖≤𝑛−1
𝐴5 = 4𝑛 − 6 < 4𝑛 − 2 < 4𝑛 

ดังนั้น 𝐴2 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴5 = ∅ และ 𝐴5 ∩ 𝐴6 = ∅  
สุดท้ายสังเกตว่าสมาชิกทุกตัวใน 𝐴2 หารด้วย 4 ลงตัว แต่สมาชิกทุกตัวใน 𝐴5 หารด้วย 4 แล้ว

เหลือเศษ 2 ดังนั้น 𝐴2 ∩ 𝐴5 = ∅ ท าให้ได้ว่าการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดเป็นจ านวนใน {0, 1, 2, … , 

4𝑛 + 2} ที ่แตกต่างกันทั ้งหมด จึงได้ว ่าการก ากับจ านวนคี ่บนเส ้นเชื ่อมของกราฟดัมเบล 
Dumbbell(𝑛) ที่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 2.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของ
กราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛)                

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปที่ 2.2 การก ากับการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดของกราฟดัมเบล Dumbell(3), Dumbell(4) และ 
Dumbell(5) โดยขั้นตอนวิธี 2.1 
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3. การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟไม้พาย 𝐏𝐚𝐝𝐝𝐥𝐞(𝒏) 
ส าหรับ 𝑛 = 3 สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อม 𝑓: 𝐸(Paddle(3)) → {1, 3, 5, … , 21} ของ

กราฟไม้พาย Paddle(3) ดังรูปที่ 3.1 
 

 
 

รูปที่ 3.1 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย Paddle(3) 

ให้ 𝑣 ∈ 𝑉(Paddle(3))  
ตรวจสอบการก ากับบนจุดยอด 𝑓+(𝑣) = ∑ 𝑓(𝑢𝑣)𝑢𝑣∈𝐸(Paddle(3))  (mod 22) จะได้การก ากับ 
บนจุดยอดของกราฟไม้พาย Paddle(3) ดังรูปที่ 3.2 

 
รูปที่ 3.2 การก ากับบนจุดยอดของกราฟไม้พาย Paddle(3) 

จะเห็นว่าที่แต่ละจุดยอดของ Paddle(3) การก ากับบนจุดยอดของกราฟไม้พาย Paddle(3)  
ดังรูปที่ 3.2 เป็นจ านวนเต็มใน {0, 1, 2, … , 21} ที่แตกต่างกันทั้งหมด ดังนั้น การก ากับจ านวนคี่  
บนเส้นเชื่อม 𝑓 ดังรูปที่ 3.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟไม้พาย 
Paddle(3) 

ส าหรับ 𝑛 ≥ 4 สร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย Paddle(𝑛) ซึ่งคือ ฟังก์ชัน 
𝑓: 𝐸(Paddle(𝑛)) → {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3} โดยขั้นตอนวิธีต่อไปนี ้

ขั้นตอนวิธี 3.1  
(i) 𝑓(𝑣𝑢) = 1  
(ii) 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 2𝑖 + 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 
(iii) 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) = 2𝑛 + 2𝑖 − 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  
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(iv) 𝑓(𝑣𝑣𝑖) = 6𝑛 − 2𝑖 − 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 
(v) 𝑓(𝑢𝑢𝑖) = 8𝑛 − 2𝑖 − 1 เมื่อ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 
 

 
รูปที่ 3.3 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเช่ือมของกราฟไม้พาย Paddle(5) โดยขั้นตอนวิธี 3.1 

ทฤษฎีบท 3.1 ส าหรับจ านวนเต็มคี่ 𝑛 ที่ 𝑛 ≥ 3 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย 
Paddle(𝑛) ที่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 3.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟ 
ไม้พาย Paddle(𝑛) 
บทพิสูจน์ จากรูปที่ 3.2 เราทราบแล้วว่าการก ากับบนเส้นเชื่อมของกราฟไม้พาย Paddle(3) เป็น
การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟไม้พาย Paddle(3)  
ให้ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 เห็นได้ชัดจากขั้นตอนวิธี 3.1 ว่า  

 𝑓 (𝐸(Paddle(𝑛))) = {𝑓(𝑣𝑢)} ∪ {𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

                         ∪ {𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑓(𝑣𝑣𝑖) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 
             ∪ {𝑓(𝑢𝑢𝑖) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 
         = {1} ∪ {3, 5, 7, … , 2𝑛 − 1} ∪ {2𝑛 + 1, 2𝑛 + 3, 2𝑛 + 5, … , 4𝑛 − 3} 
             ∪ {6𝑛 − 3, 6𝑛 − 5, 6𝑛 − 7, … , 4𝑛 + 1} 
               ∪ {8𝑛 − 3, 8𝑛 − 5, 8𝑛 − 7, … , 6𝑛 − 1} 
      = {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3} 
ดังนั้น 𝑓 เป็นฟังก์ชันจาก 𝐸(Paddle(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3} 
เนื่องจาก |𝐸(Paddle(𝑛))| = |{1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3}| = 4𝑛 − 1  
ท าให้ 𝑓 เป็นฟังก์ชันสมนัยหนึ่งต่อหนึ่งจาก 𝐸(Paddle(𝑛)) ไปทั่วถึง {1, 3, 5, … , 8𝑛 − 3}  
ให้ 𝑤 ∈ 𝑉(Paddle(𝑛))  

กรณี 𝑤 = 𝑣 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (i) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴1  = {𝑓+(𝑣)}  
         = {(𝑓(𝑣𝑢) + ∑ 𝑓(𝑣𝑣𝑖)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)} 
           = {(1 + ∑ (6𝑛 − 2𝑖 − 1)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)} 
           = {(5𝑛2 − 2𝑛 + 1) (mod 8𝑛 − 2)} 
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กรณี 𝑤 = 𝑣1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (ii) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴2 = {𝑓+(𝑣1)}  
        = {(𝑓(𝑣1𝑣2) + 𝑓(𝑣𝑣1)) (mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(3 + 6𝑛 − 3) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {6𝑛} 

กรณี 𝑤 = 𝑣𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (ii) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴3 = {𝑓+(𝑣𝑖) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑣𝑖−1𝑣𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) + 𝑓(𝑣𝑣𝑖)) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2(𝑖 − 1) + 1 + 2𝑖 + 1 + 6𝑛 − 2𝑖 − 1) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
         = {6𝑛 + 2𝑖 − 1 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

กรณี 𝑤 = 𝑣𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (ii) และ (iv) จะได้ว่า  
 𝐴4 = {𝑓+(𝑣𝑛)}  
        = {(𝑓(𝑣𝑛−1𝑣𝑛) + 𝑓(𝑣𝑣𝑛) )(mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(2𝑛 − 1 + 4𝑛 − 1) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {6𝑛 − 2} 

กรณี 𝑤 = 𝑢 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (i) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴5 = {𝑓+(𝑢)}  
        = {(𝑓(𝑣𝑢) + ∑ 𝑓(𝑢𝑢𝑖)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(1 + ∑ (8𝑛 − 2𝑖 − 1)𝑛

𝑖=1 ) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {(7𝑛2 − 2𝑛 + 1) (mod 8𝑛 − 2)} 

กรณี 𝑤 = 𝑢1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (iii) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴6 = {𝑓+(𝑢1)}  
        = {(𝑓(𝑢1𝑢2) + 𝑓(𝑢𝑢1)) (mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(2𝑛 + 1 + 8𝑛 − 3) (mod 8𝑛 − 2)}  
        = {2𝑛} 

กรณี 𝑤 = 𝑢𝑖 เมื่อ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (iii) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴7 = {𝑓+(𝑢𝑖) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(𝑓(𝑢𝑖−1𝑢𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) + 𝑓(𝑢𝑢𝑖)) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {(2𝑛 + 2(𝑖 − 1) − 1 + 2𝑛 + 2𝑖 − 1 + 8𝑛 − 2𝑖 − 1) (mod 8𝑛 − 2) | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 
        = {4𝑛 + 2𝑖 − 3 | 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  } 

กรณี 𝑤 = 𝑢𝑛 โดยขั้นตอนวิธี 3.1 (iii) และ (v) จะได้ว่า  
 𝐴8 = {𝑓+(𝑢𝑛)}  
        = {(𝑓(𝑢𝑛−1𝑢𝑛) + 𝑓(𝑢𝑢𝑛)) (mod 8𝑛 − 2)} 
        = {(4𝑛 − 3 + 6𝑛 − 1) (mod 4𝑛 + 2)}  
        = {2𝑛 − 2} 

เห็นได้ชัดว่า 𝐴2 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴8 = ∅, 𝐴4 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴4 ∩ 𝐴8 = ∅ และ 
𝐴6 ∩ 𝐴8 = ∅ 
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ต่อมาสังเกตว่า min
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴3 = 6𝑛 + 3 > 6𝑛 

                                                                   > 6𝑛 − 2 

                                                                   > 6𝑛 − 5 (= max
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴7)    

                                                                   > 4𝑛 + 1 (= min
2≤𝑖≤𝑛−1

𝐴7) 

                                                                   > 2𝑛 
                                                                   > 2𝑛 − 2  
ดังนั้น 𝐴2 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴2 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴4 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴6 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴8 = ∅, 
𝐴4 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴6 ∩ 𝐴7 = ∅ และ 𝐴7 ∩ 𝐴8 = ∅  

ต่อมาสมมติว่า มี 𝑖 ที่ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 และ 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 + 2𝑖 − 1 (mod 8𝑛 − 2) หรือ  
5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 4𝑛 + 2𝑖 − 3 (mod 8𝑛 − 2) หรือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 + 2𝑖 − 1 (mod 8𝑛 − 2) 
หร ือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 4𝑛 + 2𝑖 − 3 (mod 8𝑛 − 2) จะได ้ว ่ า  8𝑛 − 2 | 5𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 
8𝑛 − 2 | 5𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4 หรือ 8𝑛 − 2 | 7𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 8𝑛 − 2|7𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4  

เนื ่องจาก 8𝑛 − 2 เป็นจ านวนคู่ ดังนั ้น 5𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 5𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4 หรือ 
7𝑛2 − 8𝑛 − 2𝑖 + 2 หรือ 7𝑛2 − 6𝑛 − 2𝑖 + 4 เป็นจ านวนคู่ด้วย ซึ ่งเป็นไปไม่ได้ เพราะ 𝑛 เป็น
จ านวนคี่ เกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴3 = ∅, 𝐴1 ∩ 𝐴7 = ∅, 𝐴3 ∩ 𝐴5 = ∅ และ 𝐴5 ∩ 𝐴7 = ∅ 
จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅  

สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 (mod 8𝑛 − 2) นั่นคือ 5𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 5𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 − 1 = (4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) − 11𝑛2 และ ห.ร.ม. (4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 11  
แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 11 เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴4 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2) นั่นคือ 5𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 5𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 + 1 = −(4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) + 21𝑛2 และ ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 21  
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แต่เมื่อ 𝑛 = 5 จะได้ 4𝑛 − 1 = 19 ซึ่ง 19 ∤ 21 และเมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 7 จะได้ 
4𝑛 − 1 > 21 เกิดข้อขัดแย้ง  

ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴4 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴5 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 (mod 8𝑛 − 2)  
นั่นคือ 2𝑛2 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 2𝑛2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 2𝑛2 = (4𝑛 − 1)𝑛 − 2𝑛2 + 𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(2𝑛 − 1)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 2𝑛 − 1  
แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 2𝑛 − 1 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴5 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴6 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 5𝑛2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 = (4𝑛 − 1)𝑛 + 𝑛2 + 𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(𝑛 + 1)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 𝑛 + 1  
แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 𝑛 + 1 เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴6 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴1 ∩ 𝐴8 = ∅  
สมมติว่า 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 5𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 5𝑛2 + 2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 5𝑛2 + 2 = (4𝑛 − 1)(𝑛 − 2) + 𝑛2 + 9𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(𝑛 + 9)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 𝑛 + 9  
แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 𝑛 + 9 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴1 ∩ 𝐴8 = ∅ 
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จะพิสูจน์ว่า 𝐴2 ∩ 𝐴5 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 (mod 8𝑛 − 2)  
นั่นคือ 7𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 7𝑛2 − 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 7𝑛2 − 1 = (4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) − 9𝑛2 และ ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 9 แตเ่มื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 9 เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น 𝐴2 ∩ 𝐴5 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴4 ∩ 𝐴5 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 6𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2)  
นั่นคือ 7𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 ท าให้ 7𝑛2 + 1 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)  
เนื่องจาก 7𝑛2 + 1 = −(4𝑛 − 1)(4𝑛 + 1) + 23𝑛2 และ ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1  

ท าให้ได้ว ่า 4𝑛 − 1 | 23 แต่เมื่อ 𝑛 = 5 จะได้ 4𝑛 − 1 = 19 ซึ่ง 19 ∤ 23 และเมื่อ 𝑛 เป็น
จ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 7 จะได้ 4𝑛 − 1 > 23 เกิดข้อขัดแย้ง  

ดังนั้น 𝐴4 ∩ 𝐴5 = ∅ 

จะพิสูจน์ว่า 𝐴5 ∩ 𝐴6 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 7𝑛2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1)   
เนื่องจาก 7𝑛2 = (4𝑛 − 1)𝑛 + 3𝑛2 + 𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(3𝑛 + 1)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 3𝑛 + 1 แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 

𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 3𝑛 + 1 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴5 ∩ 𝐴6 = ∅ 

จะพสิูจน์ว่า 𝐴5 ∩ 𝐴8 = ∅  
สมมติว่า 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2 (mod 8𝑛 − 2)  
เนื่องจาก 8𝑛 − 2 | 4𝑛 − 1 นั่นคือ 7𝑛2 − 2𝑛 + 1 ≡ 2𝑛 − 2  (mod 4𝑛 − 1)  
ท าให้ 7𝑛2 + 2 ≡ 0 (mod 4𝑛 − 1) 



การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามของกราฟดัมเบลและกราฟไม้พาย 

70 

เนื่องจาก 7𝑛2 + 2 = (4𝑛 − 1)(2𝑛 − 2) − 𝑛2 + 10𝑛 ท าให้ 4𝑛 − 1 | 𝑛(𝑛 − 10)  
เนื่องจาก ห.ร.ม.(4𝑛 − 1, 𝑛) = 1 ท าให้ได้ว่า 4𝑛 − 1 | 𝑛 − 10 แต่เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 

𝑛 ≥ 5 จะได้ 4𝑛 − 1 > 𝑛 − 10 เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 𝐴5 ∩ 𝐴8 = ∅ 

จากการพิจารณาทั้งหมด ท าให้ได้ว่าการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดเป็นจ านวนใน {0, 1, 2, … , 8𝑛 − 3}  
ที่แตกต่างกันทั้งหมด จึงได้ว่าเมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 5 การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมของ
กราฟไม้พาย Paddle(𝑛) ที่สร้างโดยขั้นตอนวิธี 3.1 เป็นการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื ่อมอย่าง
สวยงามของกราฟไม้พาย Paddle(𝑛)        

รูปที่ 3.4 เป็นการก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดของกราฟพาย Paddle(5) โดยขั้นตอนวิธี 3.1 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4 การก ากับ 𝑓+ บนจุดยอดของกราฟพาย Paddle(5) โดยขั้นตอนวิธี 3.1 

4. สรุปและอภิปรายผล 
บทความฉบับนี้น  าเสนอการก ากับจ านวนคี ่บนเส้นเชื ่อม 2 แบบ ส าหรับกราฟดัมเบล 

Dumbbell(𝑛) และกราฟพาย Paddle(𝑛) ตามล าดับ แล้วพิสูจน์ว่าการก ากับดังกล่าวเป็นการก ากับ
จ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามส าหรับกราฟดัมเบล Dumbbell(𝑛) เมื่อ 𝑛 ≥ 3 และส าหรับ
กราฟพาย Paddle(𝑛) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคี่ที่ 𝑛 ≥ 3 โดยที่บทความฉบับนี้เป็นการต่อยอดจาก
โครงงานคณิตศาสตร์ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ประเภททฤษฎี ที่ได้รับค าแนะน าหัวเรื่องจาก 
ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ศิริรัตน์ สิงหันต์ มหาวิทยาลัยรามค าแหง โครงงานนี้ส่งเสริมให้นักเรียนเกิด
การสังเกตจากกรณีย่อย ๆ สร้างข้อคาดการณ์และวางนัยทั่วไปของฟังก์ชันในการก ากับผ่านการให้
เหตุผลแบบอุปนัย แล้วจึงพยายามพิสูจน์ข้อคาดการณ์โดยการให้เหตุผลแบบนิรนัยอย่างรัดกุม ซึ่ง
น่าจะเป็นตัวอย่างหนึ่งในการท าโครงงานคณิตศาสตร์ ประเภททฤษฎีอย่างครบวงจร ในช่วงแรก
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นักเรียนไมส่ามารถพิสูจน์ทฤษฎีบท 3.1 ในกรณีทั่วไปได้ และใช้คอมพิวเตอร์ตรวจสอบจนถึง 𝑛 = 31 
แต่ได้รับค าชี้แนะจาก อาจารย์ธนัชกฤศ แก้วเต็ม และอาจารย์เดี่ยว ใจบุญ โรงเรียนมหิดลวิทยา
นุสรณ์ จึงท าให้บทพิสูจน์สมบูรณ์ คณะผู้เขียนขอขอบพระคุณอาจารย์ทั้งสองท่านมา ณ ที่นี้ ส าหรับผู้
ที่สนใจอาจพยายามปรับการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมส าหรับกราฟพาย Paddle(𝑛) เพื่อให้เป็น
การก ากับจ านวนคี่บนเส้นเชื่อมอย่างสวยงามส าหรับกราฟพาย Paddle(𝑛) เมื่อ 𝑛 เป็นจ านวนเต็มคู่ 
หรือพิสูจน์ว่าไม่มีทางสร้างการก ากับจ านวนคี่บนเส้นเช่ือมอย่างสวยงามส าหรับกราฟดังกล่าวได้ 
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ข้อก ำหนดในกำรจัดท ำเอกสำรเพื่อลงตีพิมพ์ในวำรสำรคณิตศำสตร์  
โดยสมำคมคณิตศำสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมรำชูปถัมภ์ 

1. กระดำษและเลขหน้ำ 
 ตั้งค่ำขนำดกระดำษ และระยะขอบดังน้ี  ขนำดของกระดำษ : 19.05 ซม. x 26.03 ซม.  
 ระยะกั้นขอบซ้ำย (left margin) : 2.22 ซม.  ระยะกั้นขอบขวำ (right margin) : 2.22 ซม. 
 ระยะกั้นขอบบน (top margin) : 2.69 ซม.  ระยะกั้นขอบล่ำง (bottom margin) : 2.69 ซม. 
 กำรย่อหน้ำ ระยะละ 0.64 ซม.   เลขหน้ำ อยู่กึ่งกลำงหน้ำกระดำษด้ำนล่ำง 

2. อักษร 
 ฟอนต์ของอักษรทั ้ งภำษำไทยและภำษำอ ังกฤษก ำหนดเป ็น TH Sarabun New (ดำวน์โหลด ได ้ที่  

http://www.f0nt.com/release/th-sarabun-new/) และก ำหนดขนำดและลักษณะของอักษร ในส่วนต่ำง ๆ 
ดังนี้ ชื่อบทควำมใช้อักษรขนำด 20 ตัวหนำ ชื่อหัวข้อและชื่อหัวข้อย่อยใช้อักษรขนำด 16 ตัวหนำ ส ำหรับเนื้อหำ 
ค ำบรรยำย และที่มำของตำรำงและรูปภำพ ใช้อักษรขนำด 16 ตัวปกติ  

3. หัวข้อที่ต้องมีในบทควำม 
 ช่ือบทควำม ช่ือผู้เขียน : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 ที่อยู่ : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 อีเมล : ภำษำอังกฤษ 
 บทคัดย่อ ค ำส ำคัญ : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 บทน ำ  สรุป   เอกสำรอ้ำงอิง : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 

4. กำรพิมพ์บทคัดย่อ 
 บทคัดย่อมีเพียงหนึ่งย่อหน้ำ โดยเป็นกำรเขียนอย่ำงกะทัดรัด ได้ใจควำม และไม่มีรำยกำรอ้ำงอิง 

5. กำรพิมพ์ค ำส ำคัญ   
 ค ำส ำคัญภำษำไทย แต่ละค ำให้เว้นช่องว่ำง 1 ช่อง โดยไม่มีจุลภำคคั่น และเริ ่มต้นบรรทัดด้วยค ำว่ำ  
“ค ำส ำคัญ:” 
 ค ำส ำคัญภำษำอังกฤษ แต่ละค ำให้ขึ้นต้นด้วยอักษรตัวพิมพ์ใหญ่ ให้เว้นช่องว่ำง 1 ช่อง โดยมีจุลภำคคั่น และ
เริ่มต้นบรรทัดด้วยค ำว่ำ “Keywords:”  

6. ชื่อ ที่อยู่ และอีเมลของผู้เขียน 
 ระบุชื่อผู้เขียนทุกคน และหน่วยงำนหรือที่อยู่ส ำหรับติดต่อ รวมทั้งอีเมลของทุกคน โดยพิมพ์ชิดขอบขวำของ
กระดำษ 
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7. กำรพิมพ์หัวข้อ หรือ หัวข้อย่อย  
ต ำแหน่งกำรพิมพ์ใหพ้ิมพ์ชิดขอบซ้ำยของกระดำษ และกำรล ำดับหัวข้อ ใหใ้ช้ตัวเลขในกำรล ำดับหัวข้อ และต่อ

ด้วยจุด เช่น 1.  2.  ส ำหรับหัวข้อย่อยให้ใช้ตัวเลขหัวข้อ ต่อด้วยจุด และตำมด้วยตัวเลขล ำดับหัวข้อย่อย เช่น 2.1  
2.2 

8. ค ำแนะน ำอ่ืน ๆ 
 ค ำศัพท์วิชำกำรภำษำไทย ใหใ้ช้ตำมศัพท์บัญญตัิของส ำนักงำนรำชบัณฑิตยสถำน ดูได้ท่ี 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 
 กำรเว้นวรรค ใหใ้ช้ระยะช่องว่ำง 1 ช่อง  
 ตัวแปร ใหพ้ิมพ์ด้วยตัวเอยีง 
 สมกำร ให้ใช้กำรพิมพ์ ไม่อนุญำตให้ใช้ในลักษณะรูปภำพ ส ำหรับล ำดับหมำยเลขก ำกับสมกำร ให้เขียน

หมำยเลขอยู่ในวงเล็บเล็ก และวำงชิดขอบขวำของกระดำษ  
 รูปภำพ เป็นภำพขำวด ำ และลำยเส้นต่ำง ๆ ให้ใช้เส้นสีด ำ ทั้งนี้ต้องมีหมำยเลข และค ำบรรยำยก ำกับใต้รูป 

โดยพิมพ์ในรูปแบบ : “รูปที่ หมำยเลขรูป ค ำบรรยำยรูป” เช่น รูปที่ 1 แผนภำพแสดงควำมสัมพันธ์ ทั้งนี้
กรณีมีรูปย่อย ให้ใช้ (ก) (ข) (ค) ... ต่อจำกหมำยเลขรูป เช่น รูปที่ 1(ก)  รูปที่ 1(ข)  

 ตำรำง ให้ใช้เส้นตำรำงเป็นเส้นสีด ำ โดยต้องมีหมำยเลข และค ำบรรยำยก ำกับเหนือตำรำง โดยพิมพ์ในรูปแบบ 
“ตำรำงที่ หมำยเลขตำรำง ค ำบรรยำยตำรำง”  

 ทั้งนี้ต ำแหน่งของ รูปภำพ ตำรำง และค ำบรรยำย ให้จัดไว้กึ่งกลำงของหน้ำกระดำษ และหำกน ำรูปภำพ หรือ
ตำรำง มำจำกแหล่งอ่ืน โปรดระบุแหล่งที่มำด้วย โดยระบุไว้ใต้รูปภำพหรือตำรำงนั้น 

9. เอกสำรอ้ำงอิง 
 กำรพิมพ์รำยกำรเอกสำรอ้ำงอิงใช้ตำมหลักเกณฑ์ APA (American Psychological Association) ฉบับที่ 6 
(ศึกษำเพิ่มเติมได้ที่ https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) กำรเรียงล ำดับเอกสำรอ้ำงอิง
ให้เรียงตำมล ำดับตำมอักษรแรกของนำมสกุลที่ปรำกฏของเอกสำรอ้ำงอิง โดยเริ่มต้นจำกเอกสำรอ้ำงอิงภำษำไทย
ก่อนจนครบ แล้วต่อด้วยเอกสำรอ้ำงอิงภำษำอังกฤษ โดยเอกสำรอ้ำงอิงภำษำไทยจะต้องเขียนเป็นภำษำอังกฤษด้วย 
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สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวงัใหม่ เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 
                  โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 

 
 

วัตถุประสงค์ 1. เพื่อส่งเสริมและสนับสนนุการศึกษา และงานวิจัยทางคณิตศาสตร์ 
2. เพื่อพัฒนาและแลกเปลี่ยนความรู้ทางการสอนคณิตศาสตร์ 
3. เพื่อเผยแพร่ความรู้ทางคณิตศาสตร ์
4. เพื่อส่งเสริมวิชาชีพที่เก่ียวกับคณิตศาสตร ์
5. เพื่อสร้างความสัมพันธ์กบัองค์กรทางคณิตศาสตร์ในประเทศและต่างประเทศ 

ประเภทของสมาชิก 
สมาชิกมี  3  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  สมาชิกสามญั และสมาชิกวารสาร 

 สมาชิกสามัญ  ส าหรับผู้ที่มีความสนใจ หรือผู้ที่มีวชิาชีพเก่ียวกับคณิตศาสตร์  
สิทธิและหน้าที่ของสมาชิกสามัญ 

1. มีสิทธิประดบัเครื่องหมายของสมาคมฯ 
2. มีสิทธิได้รบัวารสารคณิตศาสตร์ของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ป็นสมาชิก 
3. มีสิทธิเข้าร่วมประชุมสามญัประจ าปี และร่วมกิจกรรมที่สมาคมฯ จัดขึ้น 
4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 
5. มีสิทธิได้รบัการเสนอชื่อ เพื่อรับการเลือกตั้งเป็นกรรมการบริหารสมาคมฯ 
6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเก่ียวกับกิจการของสมาคมฯ ต่อคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 
7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพื่อตนเอง หรือบุตรของสมาชิก 
8. มีหน้าที่รักษาไว้ซึ่งเกียรติและมารยาทอันดงีามของสมาชิก 
9. มีหน้าที่ปฏบิัติตามระเบียบข้อบงัคับของสมาคมฯ  

 สมาชิกวารสาร  ส าหรับบุคคลหรือหน่วยงานที่มีความสนใจรับวารสารคณิตศาสตร์ของสมาคมฯ 
เป็นประจ า 
สิทธิของสมาชิกวารสาร 

1. มีสิทธิได้รบัวารสารคณิตศาสตร์ของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ป็นสมาชิก 
2. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นอันเปน็ประโยชน์ ต่อคณะกรรมการบรหิารสมาคมฯ  
3. มีสิทธิได้รบัความช่วยเหลือในทางการศึกษาคณิตศาสตร์ หรือความช่วยเหลือในประการ

อ่ืนใด เท่าที่คณะกรรมการบริหารสมาคมฯ จะจัดท าให้ได้  
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ค่าสมัครสมาชิก  ค่าลงทะเบียนในการสมัครครั้งแรก 30 บาท 

ค่าสมาชิกสามัญ ค่าสมาชิกวารสาร วาระการเป็นสมาชิก (สามัญรายปี และวารสาร)   
เร่ิมในวันที่ 1 พฤษภาคม ของทุกปี  
และสิ้นสุดในวนัที่ 30 เมษายน ของปีต่อไป 

ตลอดชีพ  3,000   บาท 
รายปี      250      บาท 

250 บาทต่อปี 

 

ดาวน์โหลด  ใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ได้ที่  
        http://www.mathassociation.net หัวข้อ “สมัคร”  
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ใบสมัครสมาชิก 
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 

วันท่ี ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ข้าพเจ้า (ช่ือ-นามสกุล) .............................................................................................. อาชีพ ...................................... 

เบอร์โทรศัพท์ ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงค์จะสมคัรเป็นสมาชกิสมาคมคณติศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามญัตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามญัรายปี (250 บาท) 

 สมาชิกวารสาร (250 บาท) 
พร้อมใบสมัครนี้ได้ช าระ ค่าสมาชกิและ/หรือ   ค่าลงทะเบยีนสมัครครั้งแรก จ านวน - 30 -  บาท 

          รวมเป็นเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจุรสีแควร์   เลขที่บัญช ี 162-0-25671-1 

              ช่ือบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีที่มาตดิต่อด้วยตนเองที่สมาคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
        ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณม์หาวิทยาลัย) 
ที่อยู่ส าหรับจัดส่งวารสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 

 

ช่ือ................................................................................................................................................................ 

เลขท่ี ............................. ซอย ....................................... หมู่ที่ ....................................... 

ถนน .............................................. ต าบล ....................................... อ าเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณยี์ ...............................  
 

 

 

ลงนาม............................................................ ผูส้มัคร 

 (..............................................................................) 

 

 

(ส าหรับเจ้าหน้าท่ี)  เลขท่ีใบเสร็จ.......................... 
รับเงินค่าสมาชิกจ านวน. .................................... 
วันท่ี ................................................. 

ส่งใบสมัครสมาชิก พร้อมหลักฐานการโอนเงิน มาท่ี 
(ก)  สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์   
    ตู้ป.ณ. 2022 ปณฝ. จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย กรุงเทพมหานคร 10332 

หรือ  (ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com แล้วทางสมาคมฯ จะแจ้งยืนยันการสมัครสมาชิกให้ท่านทราบ 

 สมาชิกใหม ่
 ต่ออายุ  เลขท่ีสมาชิกเดิม................. 



 

 

 



สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม่ เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330
โทรศัพท์ และโทรสาร 02–252-7980

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ประจ าปี พ.ศ. 2564
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมต่าง ๆ เพ่ือกระตุ้นให้เกิดความตื่นตัวทางวิชาการ
ในวงการคณิตศาสตร์ ระดับต่าง ๆ ท้ังให้บริการทางวิชาการแก่สังคม เพื่อให้บรรลุวัตถุประสงค์ของ
สมาคมท่ีตั้งไว้ ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารและหนังสือวิชาการทางคณิตศาสตร์ 

o วารสารคณิตศาสตร์ (TCI กลุ่ม 2) จ านวน 3 ฉบับต่อปี 
o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จ านวน 4 ฉบับต่อปี

2. อบรมครูคณิตศาสตร์ภาคฤดูร้อน ระดับประถมศึกษา และมัธยมศึกษา

3. สอบแข่งขันคณิตศาสตร์ประจ าปี  ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนต้น และมัธยมศึกษาตอนปลาย

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตร์ประจ าปี (AMM) ครั้งที่ 25 ประจ าปี พ.ศ. 2564
ระหว่างวันที่ 27 – 29 พฤษภาคม 2564 โดยมีศูนยส์่งเสริมการวิจัยคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย 
ภายใต้สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ และ
คณะวิทยาศาสตร์ สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง เป็นเจ้าภาพ

5. ร่วมมือกับสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ในการจัดส่งผู้แทนประเทศไทย
เข้าร่วมการแข่งขันคณิตศาสตร์โอลิมปิกระหว่างประเทศ 

6. สนับสนุนและร่วมมือกับหน่วยงานอื่นในกิจกรรมส่งเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร์

o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร์ ระดับประถมศึกษา และมัธยมศึกษา โดยร่วมมือกับ
สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.)

o ประชุมวิชาการส าหรับนักศึกษาปริญญาตรี สาขาคณิตศาสตร์ประยุกต์ ครั้งที่ 9
(The 9th Undergraduate in Applied Mathematics Conference (UAMC))
วันเสาร์ที่ 24 เมษายน 2564 โดยมี ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ 
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้าธนบุรี เป็นเจ้าภาพ

www.mathassociation.net                   MathThaiOrg@gmail.com 


