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คุยกับกองบรรณาธิการฝ่ายบริหาร 

สวัสดี ท่านผู้อ่านวารสารคณิตศาสตร์ทุกท่าน 

เดือนมิถุนายนที่ผ่านมา สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ได้รับการ 
จดทะเบียนคณะกรรมการบริหารสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  
ประจ าปี 2564 – 2565 เป็นที ่เร ียบร ้อยแล้ว โดยมี ศาสตราจารย์ ดร.พัฒนี อุดมกะวานิช  
ด ารงต าแหน่งนายกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 

ตามท่ีสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ร่วมมือกับสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และ
เทคโนโลยี (สสวท.) ได้ก าหนดจัดการประกวดโครงงานทางคณิตศาสตร์ ระดับประถมศึกษาและ
มัธยมศึกษา ขึ้นระหว่างงานมหกรรมวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีแห่งชาติ ประจ าปี  2564 แต่จาก
สถานการณ์การแพร่ระบาดของโรคติดเชื้อไวรัสโคโรนา 2019 ท าให้มีการเลื่อนการจัดงานมหกรรม
วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีแห่งชาติ ประจ าปี  2564 ออกไปเป็นวันที ่ 9 ถึง 19 พฤศจิกายน  
2564 ดังนั้นสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ จึงเห็นควรขยายเวลาการจัดส่งรูปเล่มโครงงาน
ทางคณิตศาสตร์รอบแรกออกไปจนถึงวันที่ 30 กันยายน พ.ศ. 2564 ทั้งนี้สามารถติดตามรายละเอียด
ได้ที่ https://www.mathassociation.net/view/home/page_news.php 

อนึ่ง ตามที่วารสารคณิตศาสตร์ได้เข้าร่วมรับการประเมินเพื่อรับรองคุณภาพวารสารวิชาการใน
ฐานข้อมูล TCI รอบท่ี 4 พ.ศ. 2563 – 2567 ครั้งที่ 2 นั้น ขณะนี้วารสารคณิตศาสตร์ได้รับแจ้งผลการ
ประเมินฯ แล้ว โดย วารสารคณิตศาสตร์ ได้รับการจัดให้เป็นวารสารกลุ่มที่ 2 พวกเราทีมบรรณาธิการ
ฝ่ายบริหารวารสารคณิตศาสตร์ขอยืนยันและให้ความมั่นใจแก่ทุกท่านว่า เราจะจัดท าวารสารที่มี
คุณภาพ และก่อประโยชน์แก่ผู้สนใจทุกท่านตลอดไป 
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 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 66 เล่มที่ 704 พฤษภาคม – สิงหาคม 2564 

ค 

 
       สารจากนายกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
 

เรียน ท่านสมาชิกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ และท่านผู้มีเกียรติทุกท่าน 
 

ตลอดระยะเวลา 63 ปี ที่สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ก่อตั้งมา 
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ได้รับการสนับสนุนและความร่วมมือร่วมใจจากสมาชิกทุกท่าน
ด้วยดีเสมอมา ท าให้สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ สามารถด าเนินกิจกรรมให้บรรลุผลตาม
วัตถุประสงค์ของการก่อตั้งสมาคม ทุกประการ ในนามของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ 
ดิฉันจึงขอขอบพระคุณทุกท่านมา ณ โอกาสนี้  

ด้วยสถานการณ์การแพร่ระบาดของโรคติดเชื้อไวรัสโคโรนา 2019 ในประเทศไทย ตั้งแต่ต้นปี  
พ.ศ. 2563 ส่งผลกระทบต่อการจัดกิจกรรมต่าง ๆ ของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ 
ประจ าปี 2563 และต่อเนื่องมาถึงปี 2564 อย่างหลีกเลี่ยงไม่ได้ อาทิเช่น การสอบแข่งขันคณิตศาสตร์
ประจ าปี การประกวดโครงงานคณิตศาสตร์ประจ าปี การอบรมครูคณิตศาสตร์  

แต่ท่ามกลางวิกฤติก็ย่อมจะมีโอกาสเสมอ สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ จึงได้พิจารณา
แผนงานที่จะน าเทคโนโลยีการสื่อสารออนไลน์มาช่วยสนับสนุนการด าเนินกิจกรรมต่าง  ๆ เพื่อให้
สมาชิกรวมถึงผู้สนใจทุกท่านได้รับข้อมูลที่เป็นประโยชน์อย่างเหมาะสมกับสถานการณ์  โดยสมาคม
คณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ได้ด าเนินการเพ่ิมช่องทางออนไลน์ในการเผยแพร่วารสารคณิตศาสตร์ 
เป็นขั้นต้น และก าลังด าเนินการศึกษาเพื่อปรับใช้เทคโนโลยีการสื่อสารออนไลน์กับกิจกรรมอื่นต่อไป 
โดยค านึงถึงประโยชน์ของสมาชิกท่ีจะได้รับเป็นส าคัญ 

คณะกรรมการบริหารสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ยังคงยึดมั่นต่อปณิธานที่จะด าเนิน
กิจกรรมตามวัตถุประสงค์ของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ เพื่อส่งเสริมและสนับสนุน
การศึกษาและการวิจัยทางคณิตศาสตร์ พัฒนาและแลกเปลี่ยนความรู้ทางการสอนคณิตศาสตร์  
เผยแพร่ความรู้ทางคณิตศาสตร์ ส่งเสริมวิชาชีพที่เกี่ยวกับคณิตศาสตร์ และสร้างความสัมพันธ์กับ
องค์กรคณิตศาสตร์ทั้งในประเทศและต่างประเทศอย่างแน่วแน่สืบไป 

ท้ายที่สุดนี้ในนามของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ดิฉันหวังเป็น
อย่างยิ่งว่าทุกท่านจะมีสุขภาพร่างกายและจิตใจที่เข้มแข็ง ผ่านพ้นภยันตรายทั้งปวงได้โดยสวัสดี  

 

                                     ศาสตราจารย์ ดร.พัฒนี อุดมกะวานิช 
                                          นายกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  
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บทคัดย่อ 
บทความทั่วไปเรื่องนี้ น าเสนอเกร็ดชีวประวัติที่น่าสนใจของ เบลส์ ปาสกาล และค าคมเกี่ยวกับ

คณิตศาสตร์ที่ปาสกาลเคยบันทึกไว้ 
ค าส าคัญ:  ปาสกาล ชีวประวตัิ ค าคมคนคณิตศาสตร์ 

ABSTRACT 
This general article presents an interesting part of Blaise Pascal’s biography and his 

mathematical quote. 
Keywords:  Pascal, Biography, Mathematician quote  

หนึ ่งในแบบรูปของจ านวนนับที ่มีชื ่อเสียงในประวัติศาสตร์ของคณิตศาสตร์ และเป็นที ่รู ้จัก
โดยทั่วไปก็คือ รูปสามเหลี่ยมของปาสกาล (Pascal’s Triangle) [8]  

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1 รูปสามเหลี่ยมของปาสกาล (ท่ีมา https://stackoverflow.com) 

แม้ก่อนหน้านี ้จะมีหลักฐานปรากฏชัดว่า แบบรูปลักษณะนี ้ได้เคยถูกน าเสนอมาก่อนแล้ว 
ในหลากหลายมุมโลก เช่น ในชิ้นส่วนคัมภีร์ภาษาสันสกฤต เมื่อราว 500 ปีก่อนคริสตกาล หรือ  
การค้นพบโดยโอมาร์ ค ัยยาม (Omar Khayyam ค.ศ. 1048 - 1131) กว ีและนักคณิตศาสตร์  
ชาวเปอร์เซีย เมื่อ ค.ศ. 1100 ที่รู ้จักในชื่อ รูปสามเหลี่ยมของคัยยาม [4] หรือจากงานเขียนเรื่อง  
คันฉ่องหยกแห่งจตุรธาตุ ของ จู ่ซ ื ่อเจี ๋ย (Zhu Shijie ค.ศ. 1249 - 1314) ใน ค.ศ. 1303 [1, 7]  
แต่ชื่อของปาสกาลก็ยังคงได้รับเกียรติให้เคียงคู่ไปกับแบบรูปนี้ต่อไป ซึ่งอาจเป็นเพราะจังหวะเวลาใน
การน าเสนอของปาสกาล ที่ท าให้ผลงานของเขาได้รับการยอมรับและถูกน าไปเผยแพร่ในวงกว้าง และ
ที่ส าคัญคือการค้นพบสมบัติต่าง ๆ จากแบบรูปนี้ รวมถึงการประยุกต์ใช้สมบัติเหล่านั้น [6] 
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รูปที่ 2 เบลส์ ปาสกาล 

ปาสกาล (Blaise Pascal ค.ศ. 1623 – 1662) เกิดที ่เมืองทางตอนกลางของประเทศฝรั ่งเศส  
ในครอบครัวผู้พิพากษาซึ่งมีฐานะร ่ารวย เขาเป็นเด็กอัจฉริยะผู้มีความสามารถทางคณิตศาสตร์อย่าง  
ล้นเหลือ เชื่อกันว่าตั้งแต่ในวัยเยาว์ ปาสกาลสามารถค้นพบทฤษฎีบททางเรขาคณิตพื้นฐานต่าง ๆ  
แบบยุคลิดได้ด้วยตนเอง สามารถสร้างสรรค์ผลงานวิชาการที่เกี ่ยวกับภาคตัดกรวยและเรขาคณิต 
ขั ้นสูง และยังได้เข้าร่วมการอภิปรายเชิงวิชาการกับนักคณิตศาสตร์ชั ้นน าของฝรั ่งเศส อีกด้วย 
ความสามารถทางด้านคณิตศาสตร์ของปาสกาล ได้ค่อย ๆ สั่งสม บ่มเพาะ จนก่อเกิดเป็นผลงานทาง
คณิตศาสตร์ที ่ร ู ้จักกันในนามของเขามากมาย เช่น “ทฤษฎีบทปาสกาล” ซึ ่งเป็นทฤษฎีบททาง
เรขาคณิตเชิงภาพฉายที่ว่า “หากก าหนดรูปหกเหลี่ยมใด ๆ ที่แนบในวงกลมมาให้ เมื่อต่อด้านของ 
รูปหกเหลี่ยมนั้นจนเกิดจุดตัด จะได้ว่า จะมีจุดตัด 3 จุด ที่อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกันเสมอ” และเรียก
เส้นตรงนั้นว่า “เส้นปาสกาล” และหากสร้างเส้นทแยงมุมของรูปหกเหลี่ยม แทนการต่อด้านออกไป  
ก็ยังได้ผลลัพธ์เดียวกัน นอกจากนี้ เมื่อเปลี่ยนวงกลมเป็นวงรี หรือพาราโบลา ข้อค้นพบของปาสกาลก็
ยังคงเป็นจริงด้วย [4] 

 
 
 
 
 

รูปที่ 3 ทฤษฎีบทปาสกาล (ท่ีมา https://cjquines.com/files/pascals.pdf) 
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แต่ข้อค้นพบทางคณิตศาสตร์ของปาสกาล ที่นับได้ว่าเป็นที่รู ้จักกันอย่างกว้างขวางที่สุดก็คือ  
“รูปสามเหลี่ยมของปาสกาล” ซึ่งใช้แสดงความสัมพันธ์ของสัมประสิทธิ์หน้า a  และ b  ที่ได้จาก 

การกระจาย  
n

a b  เมื่อ n  เป็นจ านวนนับ โดยปาสกาสได้น าข้อค้นพบนี้ไปใช้ในการค านวน
เกี ่ยวกับปัญหาการจัดกลุ ่มซึ ่งเป็นพื ้นฐานของ “ทฤษฎีความน่าจะเป็น” แขนงวิชาใหม่ที ่เขาได้ 
ร่วมกันพัฒนากับ ปีแยร์ เดอ แฟร์มา มิตรรุ่นพี่ [5] นอกจากนี้ เมื่อพิจารณาในมุมมองที่หลากหลาย  
รูปสามเหลี่ยมของปาสกาล ยังแสดงความสัมพันธ์ในลักษณะอื่นอีกมากมาย รวมไปถึงความสัมพันธ์
ของจ านวนในล าดับฟีโบนักชี ดังรูปที่ 4 

 

 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4 ความสัมพันธ์ของรูปสามเหลี่ยมของปาสกาลกับล าดับฟีโบนักชี  
(ท่ีมา https://www.britannica.com/science/Pascals-triangle) 

นอกจากจะเป็นอัจฉริยะทางคณิตศาสตร์แล้ว ปาสกาลยังมีผลงานมากมายในหลากหลายสาขา 
เขาจึงเป็นทั้ง นักคณิตศาสตร์ นักวิทยาศาสตร์ นักปราชญ์ นักเทววิทยา และนักประดิษฐ์ ซึ่งในแง่มุมนี้ 
ปาสกาลได ้ร ับการยกย ่องว ่าเป ็นนว ัตกรท ี ่ประด ิษฐ ์  “เคร ื ่องช ่วยค  านวนแบบปาสกาล”  
ซึ่งนับเป็นต้นก าเนิดของเครื่องคิดเลข และในด้านวิทยาศาสตร์ ปาสกาลยังได้น าเสนอข้อค้นพบ
เกี่ยวกับความดันของของเหลว ซึ่งรู้จักกันในชื่อว่า “กฎของปาสกาล” และที่ส าคัญกฎนี้ได้น าไปสู่  
การประดิษฐ์เครื่องอัดไฮดรอลิก ซึ่งเป็นเครื่องทุ่นแรงที่ส าคัญในวงการอุตสาหกรรม และเพราะผลงาน
เกี่ยวกับความดันของของเหลวนี้เอง ท าให้ต่อมาปาสกาลได้รับเกียรติ ให้น าชื่อ “ปาสกาล” ไปใช้เป็น
หน่วยวัดความดันในระบบเอสไอ 
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อีกหนึ ่งภาพลักษณ์ที ่โดดเด่นไม่แพ้ความเป็นนักคณิตศาสตร์ของปาสกาล ก็คือความเป็น 
นักปรัชญาที ่มีช ื ่อเสียง ดังเห็นได้จากผลงานเขียนเรื ่อง Lettres Provinciales Et Pensées [2]  
แม้เขาจะมีอายุขัยแค่เพียง 39 ปี ภายใต้ร่างกายที่อ่อนแอและเสื ่อมถอยเร็วกว่าคนปกติทั ่วไป  
แต่ผลงานวิเศษต่าง ๆ ในหลากหลายสาขาของปาสกาล ก็สะท้อนให้เราเห็นถึงความเฉียบคมและ 
การมองโลกในฐานะของผู ้ไล่ล่าค้นหาทั ้งองค์ความรู ้และความจริงอันเที ่ยงแท้ รวมถึงทัศนะใน 
การเข้าถึงความจริงเหล่านั้น ดังค าคมที่ว่า  

Contradiction is not a sign of falsity, nor the lack of contradiction a sign of truth. [3] 

ความไม่คล้อง ข้อเท็จจริง ... สิ่งขัดแย้ง   
ใช่ส าแดง แห่งสัญญาณ งานสลาย  
ความไร้แฝง สิ่งแย้งขัด ซัดท าลาย 
ใช่จะหมาย สื่อแสดง ว่าแจ้งจริง  
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บทคัดย่อ 
บทความนี้เสนอการสร้างลวดลายผ้ามัดหมี่ทอมือให้มีความสมมาตรประเภท P6m โดยพัฒนา

บนวอลเปเปอร์กรุป แม่ลายที่ใช้พัฒนามาจากส่วนหนึ่งของลายดั้งเดิมที่ใช้ทอผ้ามัดหมี่ในพ้ืนที่จังหวัด
บุรีรัมย์ ประเทศไทย ซึ่งใช้วิธีการเลือกลายแบบเจาะจงทั้งหมด 2 ลาย ได้แก่ ลายโคมประทีป และ
ลายขอบินไทย ผลการศึกษาพบว่า ทั้งสองแม่ลายสามารถพัฒนาสู ่ลายมัดหมี ่ที ่มีความสมมาตร

                                                             
 

* ผู้เขียนหลัก 
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ประเภท P6m ได้โดยใช้เทคนิคการค้นหมี่แบบหมี่ลวดร่วมกับการใช้เทคนิคการมัดหมี่แบบสะท้อน
ลาย 
ค าส าคัญ:  วอลเปเปอร์กรุป ลวดลาย มัดหมี่ ผ้าทอ 

ABSTRACT 
This article presents the creation of wallpaper which are classified as Mudmee 

group P6m. Motifs used for pattern development are the original patterns used in 
Mudmee weaving in Buriram Province, Thailand. Two patterns, Khom Prateep and Khor 
Bin Thai, are specifically chosen. Results of the study reveal that both primary patterns 
can be developed into Mudmee fabric pattern having the symmetry of group P6m, 
using point group P6m in combination with tie-dyeing (IKAT) technique and “Mee 
Luad” technique. 
Keywords:  Wallpaper group, Patterns, Mudmee, Woven textile 

1. Introduction 
Patterns are an art form which has been practiced by many people groups for 

millennium. Patterns are found everywhere in nature, artwork and handicrafts, 
architecture, and mathematics. Some mathematicians are interested in patterns 
employing repetitions and have tried classifying patterns using geometric principles of 
rotation, reflection, translation, and glide-reflection which is consistent with group 
theory concepts.  

Fedorov [3] and Polya [10] proved that there are only 17 equivalence classes of 
wallpaper groups. Mathematicians have been interested in and study knowledge 
related to ancient patterns of handwoven textiles, which also includes architecture, 
to determine similarities within the 17 groups of wallpaper patterns [1 4 6 7 9 12]. 
Different wallpaper groups are found in the patterns of textiles and architectures 
studied; patterns with three and six fold rotations occur with a lesser frequency.  
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Wallpaper pattern P6m is a symmetrical six-fold rotation on hexagonal lattice and 
rarely found in ancient architecture or woven textiles. This includes a pattern known 
as Mudmee, which employs resistant dyeing on yarn prior to the dyeing and weaving 
process for fabrics. The symmetrical types often found in Mudmee textiles are Cm, 
Cmm and Pm. Moreover, Thai Mudmee fabric is a handicraft that uses a very 
complicated technique in creating patterns on the selected cloth. Thus, there is a 
question whether it is possible to create Mudmee fabric with wallpaper group P6m.  

One purpose of this article seeks to determine how to create the Mudmee pattern 
with wallpaper group P6m using primary patterns derived from the original ones to 
preserve the uniqueness of local art. The patterns would be created on the basis of 
wallpaper groups. Results of the study would assist understanding related to the 
possibility of wallpaper group P6m being woven into Mudmee fabric; and if so, how 
to create those patterns. The resulting patterns will contribute to a diversity of patterns 
in the market and may also affect the diversity of Mudmee products. 

2. Wallpaper Groups  
A group ( , )G   is a nonempty set G  together with a binary operation 

:G G G    that satisfies three properties: associative, identity, and inverse 
properties. If B  is a nonempty subset of G  and ( , )B   is a group; then, B  is called a 
subgroup of G . In particular, let X  be the set of all bijections of the plane 2  onto 
itself. If  is the composition; then, ( , )X  is a group [8]. We now define and 
investigate the class of functions that we will use to model symmetries. 

Definition 2.1 [2] An isometry 2 2:f   is a distance-preserving function from the 
plane to itself. This means that ( ) ( )  f a f b a b  for all 2,a b . The set of all 
isometries is denoted by 2Isom( ) . 

It was shown in [2] that if a function 2 2:f   is an isometry; then, f  is a 
bijection from the plane onto itself. Thus, 2Isom( )  is a subgroup of X . Moreover, 
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there are only three basic types of isometries: translations ( ), rotations ( r ) and 
reflections ( m ). A glide-reflections ( g ) is an isometry that consists of a reflection over 
a line and then translation along that line. 

Definition 2.2 [8] Let P  be any nonempty subset of points in the plane.  
Define a subset Sym( )P  of 2Isom( )  by  2Sym( ) Isom( ) ( )P P P    . 

That is ( )p P   for all p P . 

Example 2.1 Let    cos ,sin 1,2, ,6 0,0.2,0.4, ,1
3 3

n n
P m n m

   
    

  
  and . 

Define the function 2 2: r  by  

   
cos sin

3 3
( , )

sin cos
3 3

x
r x y

y

 

 

 
  

   
  
 
 

 for all 2( , ) .x y  

Let 2

1 1 2 2( , ), ( , ) .x y x y  Consider, 

       

   

   

   

1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2

2 22 2 2 2

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) cos sin , sin cos
3 3 3 3

cos sin sin cos
3 3 3 3

, , .

r x y r x y x x y y x x y y

x x y y

x x y y

x y x y

   

   

 
        

 

   
        

   

   

 

 

Hence, 2Isom( ).r   
Moreover, ( , )r x y P  for all ( , ) .x y P  Therefore, Sym( )r P . 

The finding demonstrated in [2] that Sym( )P  is a subgroup of 2Isom( )  

Definition 2.3 Let 2O  be the set of all matrices of the form 
cos sin

sin cos
R

 

 

 
  
 

   or   
2

cos sin

sin cos
M

 

 

 
  

 
 

where R  is the function of rotation   counter-clockwise around the origin and 
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2

M   is the function of reflection on a straight line through the origin such that the line 

is at 
2

 -degree angle on x-axis. 

Noting that the function r  in Example 2.1 is 2

3

R O   in Definition 2.3. 

Proposition 2.1 [2] Let 2A O , 2, z b  and let the function 2

2: Isom( ) O   be 
given by   f A  if    f z Az b . Then,   is a surjective mapping from 2Isom( )  
onto 

2O  and   is a homomorphism. 

The finding demonstrated in [2] that if H  is a subgroup of 2Isom( ),  
let 

HT T H   where T  is the set of all translations in 2Isom( ).  The function 
2

2: Isom( ) O   restricts to a function with the smaller domain H . The kernel of 
this restricted function is the subgroup 

HT . Thus, from the First Isomorphism Theorem, 

( )
H

HH
T

   and ( )H  is called the point group of H . 

Definition 2.4 [2] A subgroup H  of 2Isom( )  is a wallpaper group if the translation 
subgroup 

HT  of H  is generated by translations by two linear vectors: ,H a bT    
where a  and b  are linearly independent vectors in the plane and the point group 

( )H  is finite. 

Example 2.2 Consider the set P  in Example 2.1. 

Let  ( 2 , 3 ) ( , ) ,P x h k y k x y P h k      and  as shown in Figure 2.1 (a). 

Then P  is a wallpaper group where  

0 2 4 5 0 2 5

3 3 3 3 6 3 2 3 6

( ) , , , , , , , , , , ,         
 

   
 

P R R R R R R M M M M M M  

as shown in Figure 2.1 (b) and    2,0 1, 3
,PT    . 
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(a) Some points in P               (b) All elements in ( ) P  

Figure 2.1 Example of wallpaper group 

Theorem 2.1 ([3] and [10]) There are seventeen equivalence classes of wallpaper 
groups. 

In this paper, we use their IUCr (International Union of Crystallography) symbols 
and classify wallpaper groups as shown in Table 2.1. 

Table 2.1 Seventeen wallpaper groups and their symmetries (adopted from [1]) 

IUCr 
Notation 

Lattice Highest Order of 
Rotation 

Reflection Non-Trivial Glide 
Reflection 

P1 parallelogram 1 no no 

P2 parallelogram 2 no no 
Pm rectangular 1 yes no 

Pg rectangular 1 no yes 
Cm rhombic 1 yes yes 

Pmm rectangular 2 yes no 

Pmg rectangular 2 yes yes 
Pgg rectangular 2 no yes 

Cmm rhombic 2 yes yes 

P4 square 4 no no 
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IUCr 
Notation 

Lattice Highest Order of 
Rotation 

Reflection Non-Trivial Glide 
Reflection 

P4m square 4 yes yes 
P4g square 4 yes yes 

P3 hexagonal 3 no no 

P3m1 hexagonal 3 yes yes 
P31m hexagonal 3 yes yes 

P6 hexagonal 6 no no 
P6m hexagonal 6 yes yes 

3. Development of Original Patterns into Wallpaper Group P6m 
Creation of the wallpaper group P6m patterns can be done using Doris 

Schattschneider’s method [13] that consists of two steps. The first step generates  
a primitive cell as shown in Figure 3.1 (a). Then, the primitive cell generated in the 
first step is glided along vector direction on the hexagonal lattice as shown in Figure 
3.1 (b). 

                        
(a) Generation of primitive cell (b) Primitive cell’s glide on  

hexagonal lattice 
  Reflection axis  Center of 2-fold rotation 
  Center of 3-fold rotation  Center of 6-fold rotation 
  Direction vector of primary pattern’s glide 

Figure 3.1 Method for creating patterns of wallpaper group P6m 
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The original motifs used to form wallpaper patterns include “Khom Prateep” and 
“Khor Bin Thai”, which are local Mudmee patterns woven in Buriram Province. The 
chosen patterns and drafted motifs are shown in Figure 3.2. 

          
   (a) Copying of motif from a part of    

“Khom Prateep” pattern 
 (b) Copying of motif from a part 

of “Khor Bin Thai” pattern 
Figure 3.2 A step of copying motifs from a part of “Khom Prateep” and  

“Khor Bin Thai” patterns 

The motif obtained from a part of “Khom Prateep” pattern is used to produce  
a primitive cell in accordance with the method for creating wallpaper group P6m as 
shown in Figure 3.3. 

 
Figure 3.3 Process of creating a primitive cell of wallpaper group P6m from  

the motif obtained from “Khom Prateep” pattern 

After obtaining the primitive cell, glide it along the hexagonal lattice as shown in 
Figure 3.4 (a) and continue to glide the primitive cell along the hexagonal lattice until 
the pattern of wallpaper group P6m is created as shown in Figure 3.4 (b). 
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 (a) Gliding the primitive cell along 

the hexagonal lattice 
 (b) Pattern of wallpaper group P6m 

Figure 3.4 Process of gliding the primitive cell along the hexagonal lattice until  
a pattern of wallpaper group P6m is obtained 

Repeat the same process for the pattern created from a part of “Khor Bin Thai” 
pattern, starting with creation of the primitive cell as shown in Figure 3.5. 

 
Figure 3.5 Process of creating a primitive cell of wallpaper group P6m  

from the motif obtained from “Khor Bin Thai” pattern 

Keep gliding the primitive cell along the hexagonal lattice as shown in Figure 3.6 (a) 
to obtain a pattern of wallpaper group P6m as shown in Figure 3.6 (b).  
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 (a) Gliding the primitive cell along 

the hexagonal lattice 
 (b) Pattern of wallpaper group P6m 

Figure 3.6 Gliding the primitive cell along the hexagonal lattice until  
a pattern of wallpaper group P6m is obtained 

4. Applying Wallpaper Group P6m to Weaving Processes 
Hobanthad, Prajonsant and Vongpramate [5] found that the skills for creating 

Mudmee patterns is developed from tie-dyeing process to make differences on the 
weft. By representing the colored positions with numeric codes on the matrix, the 
Mudmee formation process is presented; then, the formation of the pattern is 
explained by using the matrix transformation which consists of two steps. The two 
steps are use of matrix transformation for reflection of motif generated by the  
tie-dyeing technique and the matrix transformation for reflection of the motif 
generated by the “Mee Luad” technique. In this paper, the Mudmee formation process 
will be represented again by elements of 2Isom( ).  Let P  be a nonempty subset of 
points in the plane. If P  is a motif, then tie-dyeing translation technique, tie-dyeing 
reflection technique and Mee-Luad technique are ,a  

2

M   and ,M  respectively 

(see Figure 4.1). 
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(a) Tie-dyeing by translation 

technique 

 
 

 
(c) Tie-dyeing by reflection technique 

in combination with Mee-Luad 
technique 

 
(b) Tie-dyeing by reflection 

technique 
Figure 4.1 Mudmee formation process 

When weavers have been given tables determining the positions for dyeing that 
have been thoroughly analyzed relative to the pattern formation process and how to 
dye the selected yarn to create the desired symmetrical patterns, it will give the 
weavers significant guidelines in the dyeing process. After reviewing P6m patterns from 
the two motifs, patterns will be entered into the table created by the GeoGebra 
program by specifying the positions of colors in Mudmee patterns tied with wefts. This 
is accomplished in accordance with coloring positions in the program and taking into 
account the order of double dyeing. Let P  be a nonempty subset of points in the 
plane such that P  is the motif in right triangle shape (Figure 4.2) from a part of 
hexagonal lattice. This starts from creation of the set P  using point group P6m as 
follows: 
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6

1
i

i

P P


    where 

1

2 2
cos sin

3 3
( , ) ( , )

2 2
sin cos

3 3

x a
P a b x y P

y b

 

 

  
      

       
      

   

and , 

2 1

cos sin
3 3

( , ) ( , )

sin cos
3 3

x a
P a b x y P P

y b

 

 

  
      

        
      

   

and , 

3 1

2 2
cos sin

3 3
( , ) ( , )

2 2
sin cos

3 3

x a
P a b x y P P

y b

 

 

  
      

        
      

   

and , 

4 1

cos sin
( , ) ( , )

sin cos

x a
P a b x y P P

y b

 

 

      
        

     
and , 

5 1

4 4
cos sin

3 3
( , ) ( , )

4 4
sin cos

3 3

x a
P a b x y P P

y b

 

 

  
      

        
      

   

and , 

and  6 1

5 5
cos sin

3 3
( , ) ( , )

5 5
sin cos

3 3

x a
P a b x y P P

y b

 

 

  
      

        
      

   

and   

as shown in Figure 4.2. 

 



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 66 เล่มที่ 704 พฤษภาคม – สิงหาคม 2564 

19 

         
(a) Creation of P  from motif obtained 

from “Khom Prateep” pattern 
(b) Creation of P  from motif obtained 

from “Khor Bin Thai” pattern 
Figure 4.2 Creation of P  from motif using point group P6m 

If a
and b

 are translation vectors where a  and b  are linearly independent 
vectors in the plane, then translation of all elements in P  by ,a b   on hexagonal 
lattice is shown in Figure 4.3. 

      
Figure 4.3 Translation P  by ,a b   on hexagonal lattice 

If P  is the result of translation P  by ,a b   on hexagonal lattice, then P  is  
a wallpaper group P6m pattern as shown in Figure 4.4 (a) and the rectangle is cropped 
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from a part of P  such that rectangle is on a reflection line of wallpaper group P6m 
pattern (Figure 4.4 (b)) for tie-dyeing process as shown in Figure 4.4 (c).  

 

 
(b) Crop rectangle from a part of P  

 
(a) Wallpaper group P6m of P  (c) tie-dyeing process 

Figure 4.4 Wallpaper group P6m pattern to tie-dyeing process 

From recording the pattern developed from a part of “Khom Prateep” pattern in 
the table with the pattern laid down in a manner that corresponds to the width of 
the cloth, which is about 100 centimeters, to the process of simulation of the 
Mudmee pattern with the pattern of the reflection technique and the Mee Luad 
technique, a simulated P6m pattern using the GeoGebra program is obtained as shown 
in Figure 4.5 (a). When weavers from Ban Non Samran in Muang District of Buriram 
Province perform the tie-dyeing and weaving process, the pattern matching the 
simulated image is obtained as shown in Figure 4.5 (b).  
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(a) Simulation of Mudmee pattern formed 

by Mee Luad technique and tie-dyeing 
technique of pattern reflection 

(b) Result of actual weaving using the 
design technique to obtain the 
pattern of wallpaper group P6m 

Figure 4.5 A comparison of simulated pattern and the actual pattern of  
handwoven Mudmee developed from a part of “Khom Prateep” pattern 

Likewise, the pattern developed from a part of “Khor Bin Thai” pattern is recorded 
in the table created by the GeoGebra program before undergoing the process of 
simulation of Mudmee pattern using the pattern reflection technique and the Mee 
Luad technique to obtain a simulated pattern of wallpaper group P6m as shown in 
Figure 4.6 (a). When the actual tie-dyeing and weaving process is performed by weavers 
from Ban Nong Tad Noy in Muang District from Buriram Province, the pattern that 
matches the simulated image is obtained as shown in Figure 4.6 (b). 

                                                                     
(a) Simulation of Mudmee pattern formed 

by Mee Luad technique and tie-dyeing 
technique of pattern reflection 

(b) Result of actual weaving using the 
design technique to obtain the 
pattern of wallpaper group P6m 

Figure 4.6 A comparison of simulated pattern and the actual pattern of handwoven 
Mudmee developed from a part of “Khor Bin Thai” pattern 

Consider, the results of actual weaving have maximum order of six rotations and 
have an axis reflection as shown in Figure 4.7. 
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Figure 4.7 Result of actual weaving obtain the pattern of wallpaper group P6m 

From Table 2.1 and Figure 3.1, the result of actually weaving obtains the P6m 
pattern. Besides, pattern simulation yields the same result with a research study that 
develops a program to simulate Mudmee pattern using Mee Luad technique [14]. 
However, it cannot be said that the two patterns created by actually weaving are truly 
symmetrical P6m patterns, because the resulting patterns do not actually resemble 
the models in every side and corner due to the number of yarns used as wefts are 
not in proportion to the warps [11] and that tie-dyeing technique requires a high level 
of expertise to determine the distance of each position of yarn tying. Therefore, it is 
difficult to actually obtain symmetrical P6m pattern. However, symmetry of the 
developed patterns is very close with that of wallpaper group P6m and absolutely 
different from that of the original patterns. Thus, new patterns are created as per the 
desired outcome as shown in Figure 4.8. 

     

Figure 4.8 Handwoven fabrics developed from original patterns to  
obtain wallpaper group P6m 
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5. Conclusion 
This article presented the procedures for creating handwoven Mudmee P6m 

wallpaper pattern from original fabric patterns. Results of the study revealed that parts 
of the original patterns can be used to create the patterns of wallpaper group P6m. 
When the simulated patterns are used in the weaving process, it was found that the 
Mee Luad technique and the tie-dyeing technique of pattern reflection must be used. 
Regarding the process for generating the primitive cell, the positions of the pattern in 
the table must be determined for the purpose of tying and dyeing before weaving by 
the weavers. The weaving results matched the simulated patterns in GeoGebra 
program. However, the patterns obtained from the actual weaving process are not 
consistent in every side and corner due to disproportion between the numbers of 
wefts and warps and the weavers’ technique to determine the positions to tie the 
yarns. However, the patterns obtained from this research are considered original, 
because there have been no similar patterns of this symmetrical group which have 
been identified to date. Thus, this is a way to improve the diversity of patterns and 
may further lead to a diversity of products. 
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ต่อไปได้ จากการศึกษาและรวบรวมงานวิจัยเกี่ยวกับความสามารถในการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์
ของนักศึกษาครู สามารถแบ่งได้เป็น 5 ประเภท ได้แก่ (1) ความสามารถในการตั้งปัญหาตามเทคนิค
หรือยุทธวิธีการตั้งปัญหาที่ก าหนดให้ (2) ความสามารถในการตั้งปัญหาให้สอดคล้องกับลักษณะของ
เงื่อนไขหรือสถานการณ์ที่ก าหนดให้ (3) ความสามารถในการตั้งปัญหาโดยใช้ยุทธวิธีในการแก้ปัญหา
ที่ก าหนดให้ (4) ความสามารถในการตั้งปัญหาแบบบูรณาการและเชื ่อมโยงกับบริบทจริง  และ  
(5) ความสามารถในการตั ้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ให้เหมาะสมกับผู ้เร ียน  ผู ้เขียนได้น าเสนอ
รายละเอียดและตัวอย่างประกอบของความสามารถในการตั ้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ในแต่ละ
ประเภท และหวังว่าบทความนี้จะเป็นแนวทางในการพัฒนาความสามารถในการตั ้งปัญหาทาง
คณิตศาสตร์ให้กับนักศึกษาครูต่อไป 
ค าส าคัญ:  ความสามารถในการตั้งปัญหา การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ นักศึกษาครู 

ABSTRACT 
Mathematical problem posing is another important ability that should be 

promoted to learners at all levels of education. Especially preservice teachers, if they 
have this ability, they can pose problems that will support mathematical learning for 
students in the future. From studying and collecting research on mathematical 
problem posing ability of preservice teachers can be divided into 5  categories which 
are (1 )  the ability to pose problems according to the techniques or strategies for 
problem posing (2) the ability to pose problems in accordance with the nature of the 
conditions or situations given (3 )  the ability to pose problems using the strategy to 
solve the given problems (4) the ability to pose problems integrated and connected 
to real contexts and (5 )  the ability to pose mathematical problems suitable for 
students. The author presents details and examples of the ability to pose 
mathematical problems in each category and hopes that this article can be a guideline 
to further develop the ability to pose mathematical problems for preservice teachers. 
Keywords:  Problem posing ability, Mathematical problem posing, Preservice teacher 
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1. บทน า 
การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์มีบทบาทส าคัญในการเรียนการสอนคณิตศาสตร์ไม่น้อยกว่า  

การแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ ซึ่งกระบวนการทั้งสองเป็นกระบวนการที่ไม่สามารถแยกออกจากกัน
ได้ การตั้งปัญหาสามารถท าได้ทั้งก่อน ระหว่าง และหลังการด าเนินการแก้ปัญหา การตั้งปัญหาก่อน
การด าเนินการแก้ปัญหาจะช่วยให้ผู้เรียนเข้าใจถึงปัญหา บริบท และเงื่อนไขที่ก าหนดให้ หากปัญหา
ดังกล่าวเป็นปัญหาที่มีความซับซ้อนที่ผู ้เรียนไม่สามารถแก้ได้แล้ว การตั ้งปัญหาย่อยระหว่าง 
การด าเนินการแก้ปัญหาจะช่วยให้ผู้เรียนสามารถวางแนวทางในการแก้ปัญหาได้ และหากผู้เรียน
แก้ปัญหาได้ส าเร็จแล้ว การตั้งปัญหาก็ยังช่วยให้ผู้เรียนได้ขยายแนวคิดของปัญหาเดิมเพื่อน าไปสู่
สถานการณ์ปัญหาใหม่ต่อไปได้ [11] นอกจากการตั้งปัญหาจะช่วยส่งเสริมกระบวนการแก้ปัญหาของ
ผู้เรียนแล้วยังช่วยพัฒนามโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์ ความคิดริเริ่มสร้างสรรค์ และเสริมสร้างเจตคติที่ดี
ของผู้เรียนต่อวิชาคณิตศาสตร์ได้อีกด้วย 

ความสามารถในการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ ควรได้รับการส่งเสริมให้เกิดขึ้นกับครูผู้สอนด้วย
ไม่ใช่แค่ผู้เรียนเท่านั้น เนื่องจากเป็นหน้าที่หลักของครูที่ต้องสร้างสรรค์ปัญหาให้กับผู้เรียน [6] หาก
ครูมีความสามารถในการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์แล้วจะสามารถตั้งปัญหาให้เหมาะสมกับผู้เรียนได้  
ทั้งระดับความรู้ ความสามารถ และความสนใจของผู้เรียน โดยการเชื่อมโยงบริบทในชีวิตจริงของ
ผู้เรียนให้เกิดการเรียนรู้อย่างมีความหมายและสามารถที่จะตรวจสอบ วินิจฉัยข้อผิดพลาด  หรือ 
ความคลาดเคลื่อนของมโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์ของผู้เรียน ตลอดจนส่งเสริมทักษะและกระบวนการ
ทางคณิตศาสตร์ เช่น การแก้ปัญหา การให้เหตุผล และความคิดริเร ิ ่มสร้างสรรค์ มากกว่า 
การใช้ปัญหาที่มีลักษณะเหมือนแบบฝึกหัดที่เน้นให้ผู้เรียนได้ท าตามข้ันตอนวิธีเท่านั้น จากการศึกษา
ที่ผ่านมา [8] พบว่าครูที่ไม่มีประสบการณ์ในการตั้งปัญหาตั้งแต่ตอนเป็นนักเรียนหรือเป็นนักศึกษา
ครู มักจะหลีกเลี่ยงการตั้งปัญหาให้กับนักเรียนหรือเลือกปัญหาที่เป็นเพียงแค่แบบฝึกหัดให้กับ
นักเรียนเท่านั้น ดังนั้นการเตรียมความพร้อมโดยการจัดประสบการณ์ให้กับนักศึกษาครูให้มีความรู้ 
ความเข้าใจ และมีความสามารถในการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ จึงเป็นสิ่งส าคัญเพ่ือที่จะน าไปใช้ใน
การจัดการเรียนการสอนอย่างมีประสิทธิภาพให้กับนักเรียนต่อไปในอนาคต 
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2. ความสามารถในการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ของนักศึกษาครู 
ความสามารถในการตั้งปัญหาของนักศึกษาครูเป็นความสามารถที่นักศึกษาครูจะแสดงออกมา

ผ่านปัญหาที่ตั้งขึ้น การพิจารณาว่านักศึกษาครูมีความสามารถในการตั้งปัญหาหรือไม่ จะพิจารณา
จากปัญหาที่ตั้งขึ้นว่าเป็นปัญหาทางคณิตศาสตร์หรือไม่ แก้ได้หรือไม่ ความซับซ้อนของปัญหามาก
น้อยเพียงใด หรือปัญหานั้นเหมาะสมกับผู้เรียนหรือไม่ ซึ่งล้วนขึ้นอยู่กับเกณฑ์ในการพิจารณาที่
ก าหนดขึ้นมา จากการศึกษาและการรวบรวมงานวิจัยต่างประเทศที่เกี่ยวกับความสามารถในการตั้ง
ปัญหาของนักศึกษาครู สามารถแบ่งได้เป็น 5 ประเภท โดยในแต่ละประเภทจะขอน าเสนอ
รายละเอียด พร้อมกับยกตัวอย่างประกอบ ซึ่งบางตัวอย่างได้มีการดัดแปลงเพื่อให้เข้ากับบริบทของ
ไทยมากขึ้นแต่ยังคงลักษณะโครงสร้างของปัญหาไว้ ดังนี้ 

2.1 ความสามารถในการตั้งปัญหาตามเทคนิคหรือยุทธวิธีการตั้งปัญหาที่ก าหนดให้ 
การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์นั้นสามารถท าได้ใน 2 ลักษณะคือ การตั้งปัญหาจากปัญหาที่เคย

แก้มาแล้ว (problem reformulation) และการตั้งปัญหาขึ้นมาใหม่จากสถานการณ์ที่ก าหนดให้ 
(problem generation) การจะตั้งปัญหาทั้งสองลักษณะได้อย่างมีประสิทธิภาพนั้นนักศึกษาครู
จ าเป็นจะต้องมีเทคนิคหรือยุทธวิธีที่จะน าไปใช้ในการตั้งปัญหา การตั้งปัญหาตามเทคนิคหรือยุทธวิธี
ที่ก าหนดจึงถือว่าเป็นความสามารถเริ่มต้นท่ีนักศึกษาครูพึงมี การตั้งปญัหาประเภทนี้จะพิจารณาจาก
ผลของการตั้งปัญหาของนักศึกษาครูว่าสอดคล้องตามเทคนิคหรือยุทธวิธีในการตั้งปัญหาที่ก าหนด
หรือไม่ ส าหรับเทคนิคแรกเป็นเทคนิคที ่ใช้กับการตั ้งปัญหาจากปัญหาที ่เคยแก้มาแล้ว ซึ่ง 
Grundmeier [4] ได้เสนอเทคนิคในการตั้งปัญหาไว้ 2 เทคนิค ได้แก่  

1) เทคนิคการปรับเปลี่ยนข้อมูล (surface technique) เป็นเทคนิคในการตั้งปัญหาที่จะยังคง
บริบทและโครงสร้างของปัญหาเดิมไว้ ซึ่งประกอบด้วย (1) การเพิ่มข้อมูล (2) การเปลี่ยนสิ่งที่โจทย์
ก าหนดให้ (3) การเปลี่ยนสิ่งที่โจทย์ต้องการหา และ (4) การเปลี่ยนข้อความใหม่  

2) เทคนิคการปรับเปลี ่ยนโครงสร้างของปัญหา (structure technique) ซึ ่งประกอบด้วย  
(1) การสลับระหว่างสิ่งที่โจทย์ต้องการกับสิ่งที่โจทย์ก าหนดให้ โดยยังคงบริบทของปัญหาเดิมไว้  
(2) การเปลี่ยนบริบท โดยยังคงโครงสร้างของปัญหาเดิมไว้ และ (3) การขยายปัญหาจากปัญหาเดิม  

ผู้เขียนขอน าเสนอตัวอย่างของการตั ้งปัญหาของนักศึกษาครูทั ้ง 2 เทคนิคนี ้ โดยน าเสนอ 
สถานการณ์ท่ีก าหนดและผลจากการตั้งปัญหาของนักศึกษาครู ดังนี้ 
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ตัวอย่างที ่2.1 การตั้งปัญหาโดยใช้เทคนิคการปรับเปลี่ยนข้อมูลและโครงสร้างของปัญหา 
สถานการณ์ท่ีก าหนด 

“ลูกบอลยางตกจากด้านบนของก าแพงที่มีความสูง 16 ฟุต โดยแต่ละครั้งที่ลูกบอลกระทบ
กับพ้ืนแล้ว ลูกบอลจะเด้งขึ้นด้วยระยะห่างที่เป็นครึ่งหนึ่งของระยะที่ตกลงมา และลูกบอลจะถูกคว้า
ไว้เมื ่อลูกบอลเด้งขึ้นที่ระยะห่างจากพื้น 1 ฟุต อยากทราบว่าลูกบอลกระทบพื้นจ านวนกี่ครั ้ง ” 
จงแก้ปัญหาที่ก าหนดให้หลังจากนั้นตั้งปัญหาจากปัญหาที่แก้ไปแล้ว 

ผลการตั้งปัญหาโดยใช้เทคนิคการปรับเปลี่ยนข้อมูล (การเปลี่ยนสิ่งที่โจทย์ก าหนดให้) 
ลูกบอลยางตกจากด้านบนของก าแพงที่มีความสูง 768 ฟุตโดยแต่ละครั้งที่ลูกบอลกระทบ

กับพื้นแล้ว ลูกบอลจะเด้งขึ้นด้วยระยะที่เป็นหนึ่งในสี่ของระยะที่ตกลงมา และลูกบอลจะถูกคว้าไว้
เมื่อลูกบอลเด้งขึ้นที่ระยะห่างจากพ้ืน 3 ฟุต อยากทราบว่าลูกบอลกระทบพื้นจ านวนกี่ครั้ง 

ผลการตั้งปัญหาโดยใช้เทคนิคการปรับเปลี่ยนโครงสร้างของปัญหา (การสลับระหว่างสิ่งที่โจทย์
ต้องการกับสิ่งที่โจทย์ก าหนดให้) 

ถ้าลูกบอลตกจากก าแพงโดยไม่ทราบความสูงของก าแพง ซึ่งกระทบกับพื้นจ านวน 4 ครั้ง 
และคว้าลูกบอลไว้ได้เมื่อกระทบกับพ้ืนครั้งที่ 4 ที่มีระยะห่างจากพ้ืน 2 ฟุต เมื่อเราทราบว่าในทุกครั้ง
ที่ลูกบอลจะกระทบกับพื้นแล้ว ลูกบอลเด้งขึ้นมาด้วยระยะที่เป็นครึ่งหนึ่งของระยะเดิม อยากทราบ
ว่าลูกบอลตกลงมาจากก าแพงที่มีความสูงกี่ฟุต 

จากตัวอย่างปัญหาที่ตั ้งด้วยเทคนิคการปรับเปลี ่ยนข้อมูล จะเปลี ่ยนสิ ่งที ่โจทย์ก าหนดให้  
โดยเปลี่ยนความสูงของก าแพง ระยะห่างจากพื้นกับลูกบอลในการเด้งแต่ละครั้ง และระยะของ 
ครั้งสุดท้ายก่อนที่จะคว้าลูกบอลไว้ แต่ยังคงค าถามไว้เหมือนเดิม คือการหาจ านวนครั้งที่ลูกบอล
กระทบกับพื้น ส่วนปัญหาที่ตั้งด้วยเทคนิคการปรับเปลี่ยนโครงสร้างของปัญหาโดยการสลับระหว่าง
สิ่งที่โจทย์ต้องการกับสิ่งที่โจทย์ก าหนดให้ คือโจทย์เดิมก าหนดความสูงของก าแพง ระยะห่างจากพ้ืน
กับลูกบอลในการเด้งแต่ละครั้ง และระยะของครั้งสุดท้ายก่อนที่จะคว้าลูกบอลไว้มาให้ แล้วให้หา
จ านวนครั้งของลูกบอลที่กระทบกับพื้น แต่โจทย์ที่ตั้งขึ้นใหม่ก าหนดจ านวนครั้งที่ลูกบอลกระทบกับ
พื้น ระยะของครั้งสุดท้ายก่อนที่จะคว้าลูกบอลไว้ ระยะห่างจากพื้นกับลูกบอลในการเด้งแต่ละครั้ง 
แล้วถามความสูงของก าแพง 

นอกจากเทคนิคการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่น าเสนอไปข้างต้นแล้วยังมียุทธวิธีการตั้งปัญหาที่
สามารถน ามาใช้ได้ทั้งกับการตั้งปัญหาจากปัญหาที่เคยแก้มาแล้ว และการตั้งปัญหาขึ้นมาใหม่ โดย 
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Brown และ Walter [1] ได้เสนอยุทธวิธีการเปลี่ยนเงื ่อนไข (what if not) ในการตั้งปัญหา ซึ่งมี
ขั้นตอน 5 ขั้นตอน ผู้เขียนขอน าเสนอขั้นตอนของยุทธวิธีดังกล่าวพร้อมยกตัวอย่างซึ่งเป็นการตั้ง
ปัญหาขึ้นมาใหม่จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส ดังนี้ 

ตัวอย่างที ่2.2 การตั้งปัญหาโดยใช้ยุทธวิธีการเปลี่ยนเงื่อนไข 
ขั้นตอนที่ 1 เลือกประเด็นเริ่มต้นเพ่ือให้ได้มาซึ่งปัญหา เช่น ทฤษฎีบทพีทาโกรัส 

       ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ที่มี ACB  เป็นมุมฉาก 
       โดยที่ c  แทนความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 
               a  และ b  แทนความยาวของด้านประกอบมุมฉากแต่ละด้าน 

จะเห็นว่า 2 2 2c a b   

ขั ้นตอนที่ 2 เขียนสมบัติหรือข้อสังเกตที่ได้จากประเด็นที ่เลือกมา  เช่น ทฤษฎีนี ้เกี ่ยวกับ 
รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ทฤษฎีนี้เกี่ยวกับพื้นที่ มีการใช้เครื่องหมายบวกระหว่างสองตัวแปร ตัวแปรที่
ใช้เกี่ยวกับเครื่องหมายเท่ากับ 

ขั้นตอนที่ 3 เขียนประโยคในลักษณะ อะไรจะเกิดขึ้น ถ้าไม่เป็นไปตามสมบัติหรือข้อสังเกตต่าง ๆ 
เช่น ถ้ารูปสามเหลี่ยมนี้ไม่ใช่รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก แต่เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมป้าน หรือรูปสามเหลี่ยม
มุมแหลม ถ้าเป็นเรื่องที่สัมพันธ์กับปริมาตร ถ้าไม่ใช่เครื่องหมายบวกระหว่างตัวแปรสองตัวแปร เช่น  

2 2 2c a b   หรือ 2 2 2c a b   ถ้าไม่ใช่เครื่องหมายเท่ากับ เช่น 2 2 2c a b   หรือ 2 2 2c a b   

ขั้นตอนที่ 4 ถามค าถามหรือตั้งปัญหา เช่น มีรูปเรขาคณิตใดที่สอดคล้องกับ 2 2 2c a b   หรือ  
2 2 2c a b  1 

ขั้นตอนที่ 5 วิเคราะห์ปัญหาจากปัญหาที่ตั้งขึ้นในขั้นตอนที่ 4 เป็นการวิเคราะห์ความเป็นไปได้
ของปัญหาว่าจะสามารถหาค าตอบได้หรือไม่ มีแนวทางหรือวิธีการใดที่จะท าให้ได้มาซึ่งค าตอบ เช่น
จากปัญหาข้อดังกล่าวพบว่า ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมป้าน เมื่อ 2 2 2c a b   และเป็นรูป
สามเหลี่ยมมุมแหลม เมื่อ 2 2 2c a b   แสดงดังรูปที่ 2.1 ต่อไปนี้ 
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     (ก) ACB > 90  และ     (ข) ACB  = 90  และ    (ค) ACB < 90  และ 

2 2 2c a b  1       2 2 2c a b        2 2 2c a b   

รูปที่ 2.1 การวิเคราะห์ปัญหาจากทฤษฎีบทพีทาโกรัส 

การฝึกตั้งปัญหาโดยใช้เทคนิคการเปลี่ยนเงื่อนไข นอกจากจะท าให้ผู้เรียนเข้าใจในมโนทัศน์ของ
เรื่องนั้น ๆ แล้วยังสามารถส่งเสริมความคิดริเริ่มสร้างสรรค์ ซึ่งจะน าไปสู่ข้อค้นพบ แนวคิด หรือ
ทฤษฎีใหม่ สามารถต่อยอดท าเป็นโครงงานคณิตศาสตร์ต่อไปได้อีกด้วย 

2.2 ความสามารถในการตั ้งปัญหาให้สอดคล้องกับลักษณะของเงื ่อนไขหรือสถานการณ์ที่
ก าหนดให้ 

การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ประเภทนี้จะก าหนดเงื่อนไขหรือสถานการณ์ที่แตกต่างกันให้กับ
นักศึกษาครูแล้วพิจารณาผลจากการตั้งปัญหาด้วยเกณฑ์การประเมินที่ผู้วิจัยก าหนด การตั้งปัญหา
ตามลักษณะของสถานการณ์ที่ก าหนดสามารถแบ่งเป็น 3 ลักษณะ ได้แก่ (1) การตั้งปัญหาแบบ
โครงสร้าง (structured problem) เป็นการตั ้งปัญหาโดยการก าหนดสถานการณ์ปัญหาที ่มี
โครงสร้างให้หรือจากปัญหาที่เคยแก้มาแล้ว (2) การตั้งปัญหาแบบกึ่งโครงสร้าง (semi-structured 
problem) เป็นการตั้งปัญหาโดยก าหนดสถานการณ์ปลายเปิดมาให้ เช่น การก าหนดรูปภาพ กราฟ 
ตาราง หรือสมการ แล้วให้ผู้เรียนตั้งปัญหา และ (3) การตั้งปัญหาแบบอิสระ (free problem) เป็น
การตั้งปัญหาโดยก าหนดเรื่องหรือหัวข้อให้ผู้เรียนตั้งได้อย่างอิสระ ผู้เขียนขอยกตัวอย่างจากงานวิจัย
ของ Silber และ Cai [12] ที่ได้ให้นักศึกษาครูตั ้งปัญหาใน 2 ลักษณะ คือ การตั้งปัญหาแบบมี
โครงสร้างและการตั ้งปัญหาแบบอิสระ โดยใช้สถานการณ์ปัญหาเดี ยวกัน และเกณฑ์ในการ
ประเมินผลการตั้งปัญหาโดยพิจารณาจากความซับซ้อนของปัญหา ดังนี้ 
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ตัวอย่างที ่2.3 การตั้งปัญหาให้สอดคล้องกับลักษณะของเงื่อนไขหรือสถานการณ์ท่ีก าหนดให้ 
สถานการณ์ท่ีก าหนด  

“เจม อิน และอาร์ท ขับรถกลับบ้านจากการไปเที่ยว โดยอาร์ทขับระยะทางน้อยกว่าอิน 
120 กิโลเมตร ส่วนอินขับเป็นระยะทาง 12 เท่าของเจม ซึ่งเจมขับได้ระยะทาง 50 กิโลเมตร ”  
จงตั้งปัญหาจากข้อมูลที่ก าหนดให้ 

จากตัวอย่าง กลุ่มที่ตั้งปัญหาแบบอิสระจะตั้งปัญหาจากสถานการณ์ที่ก าหนดให้เลยจ านวน 3 
ข้อ ส่วนกลุ่มที่ตั้งปัญหาแบบมีโครงสร้างจะเพ่ิมขั้นตอนก่อนการตั้งปัญหา โดยให้ตั้งปัญหาที่มีผลลัพธ์
เท่ากับ 1,130 กิโลเมตร ก่อน จากนั้นค่อยตั้งปัญหาอีก 2 ข้อ ซึ่ง 1,130 กิโลเมตร เกิดจากผลรวม
ของระยะทางทั้งหมดในการขับรถของทั้งสามคน การก าหนดผลลัพธ์ให้กับนักศึกษาครูได้ตั้งปัญหาใน
ข้อนี้ เพ่ือที่จะให้นักศึกษาครูได้ค านวณระยะทางของแต่ละคนแล้วใช้การด าเนินการเพื่อจะหาผลลัพธ์
ให้ได้ตามที่ก าหนด หลังจากที่นักศึกษาครูหาระยะทางของแต่ละคนได้แล้วนักศึกษาครูก็จะสามารถ
ตั้งปัญหาโดยใช้ข้อมูลของระยะทางการขับรถของแต่ละคนในการตั้งปัญหาต่อไปได้ 

เกณฑ์ในการประเมินผลการตั ้งปัญหา พิจารณาจากความซับซ้อนของปัญหา หากจ านวน
ความสัมพันธ์ของปัญหามากแสดงว่าปัญหานั้นมีความซับซ้อนมาก โดยความสัมพันธ์ในปัญหาที่
ตั ้งขึ ้น (semantic structural relation) พิจารณาได้ 4 ลักษณะ ได้แก่ ความสัมพันธ์แบบกลุ่ม 
(group) ความสัมพันธ์แบบเปรียบเทียบ (compare) ความสัมพันธ์แบบเพิ่มเติมข้อมูล (restate) 
และความสัมพันธ์แบบเปลี่ยนเงื่อนไข (vary) โดยมีรายละเอียดและตัวอย่างประกอบดังตารางที่ 2.1 
และ 2.2  

ตารางที่ 2.1 การพิจารณาความสัมพันธ์ของปัญหาที่ตั้งขึ้น 
ความสัมพันธ์ ค าอธิบาย ตัวอย่างปัญหา 

แบบไม่มีความสัมพันธ์ ถามโดยใช้ข้อมูลที่ก าหนดให้ อินขับได้ระยะทางมากกว่าอาร์ท 
กีก่ิโลเมตร 

แบบกลุ่ม รวมข้อมูลสองข้อมูลด้วยกัน ระยะทางรวมของเจม อิน และอาร์ท 
เป็นเท่าไร 

แบบเปรียบเทียบ เปรียบเทียบข้อมูลสองข้อมูล อาร์ทขับได้ระยะทางมากกว่าเจม 
กีก่ิโลเมตร 
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ความสัมพันธ์ ค าอธิบาย ตัวอย่างปัญหา 
แบบเพ่ิมเติมข้อมูล การเพ่ิมข้อมูลที่ไม่ได้ก าหนดให้ อินขับได้ระยะทางก่ีกิโลเมตร 

แบบเปลี่ยนเงื่อนไข เปลี่ยนเงื่อนไขท่ีก าหนดให้ ถ้าเจม อิน และอาร์ท ต้องการขับรถใน
ระยะทางที่เท่ากัน พวกเขาจะต้องขับ
ด้วยระยะทางคนละกี่กิโลเมตร 

ตารางที่ 2.2 การพิจารณาความซับซ้อนของปัญหาจากจ านวนความสัมพันธ์ 

จ านวนของ
ความสัมพันธ์ 

ตัวอย่างปัญหา ค าอธิบาย 

0 อินขับได้ระยะทางมากกว่าอาร์ท 
กีก่ิโลเมตร (แบบไม่มีความสัมพนัธ์) 

ถามโดยใช้ข้อมูลที่ก าหนดให้ 

1 อินขับได้ระยะทางก่ีกิโลเมตร  
(แบบเพิ่มเติมข้อมูล) 

ระยะทางของอินไม่ได้ก  าหนดไว ้ใน
โจทย์จะต้องหาโดยอาศัยข้อมูลของ
ระยะทางของเจม 

2 อินขับได้ระยะทางมากกว่าเจม 
กีก่ิโลเมตร  
(แบบเปรียบเทียบ และแบบเพิ่มเติมข้อมูล) 

หาระยะทางของอิน (แบบเพิ่มเติมข้อมูล) 
เปรียบเทียบกับระยะทางของเจม (แบบ

เปรียบเทียบ) 
3 ระยะทางรวมของเจม อินและอาร์ท

เป็นเท่าไร  
(แบบกลุ่ม และแบบเพิ่มเติมข้อมลู) 

หาระยะทางของอิน (แบบเพิ่มเติมข้อมูล) 
หาระยะทางของอาร์ท (แบบเพิ ่มเติม

ข้อมูล) 
หาระยะทางรวม (แบบกลุ่ม) 

4 พวกเขาจะต้องเติมแก๊สกี่ครั้งถ้าพวก
เขาต้องเติมแก๊สทุก 60 กิโลเมตร  
(แบบเปลี่ยนเงื่อนไข แบบกลุ่ม และแบบ
เพิ่มเตมิข้อมูล) 

หาระยะทางของอิน (แบบเพิ่มเติมข้อมูล) 
หาระยะทางของอาร์ท (แบบเพิ ่มเติม

ข้อมูล) 
หาระยะทางรวม (แบบกลุ่ม) 
ค านวณการเติมแก๊สซึ ่งมีเง ื ่อนไขที่
เปลี่ยนไป (แบบเปลี่ยนเงื่อนไข) 
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2.3 ความสามารถในการตั้งปัญหาโดยใช้ยุทธวิธีในการแก้ปัญหาที่ก าหนดให้ 
การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ประเภทนี้ มุ่งส่งเสริมให้ผู้เรียนแก้ปัญหาได้อย่างมีประสิทธิภาพ 

โดยเลือกใช้ยุทธวิธีในการแก้ปัญหาให้เหมาะสม ยุทธวิธีในการแก้ปัญหาจะน ามาใช้ในการวางแผน  
การแก้ปัญหา ท าให้สามารถด าเนินการแก้ปัญหาได้ส าเร็จ ยุทธวิธีในการแก้ปัญหา ประกอบด้วย  
การลองผิดลองถูก การวาดภาพ การสร้างแบบจ าลอง การค้นหาแบบรูป การสร้างรายการ ตาราง 
และแผนภูมิ การท างานย้อนกลับ การใช้ปัญหาที่คุ ้นเคยและง่ายกว่า การใช้เหตุผลเชิงตรรกะ  
การแจงกรณีที่เป็นไปได้ทั้งหมด การเปลี่ยนมุมมอง และการให้เหตุผลทางอ้อม จากงานวิจัย ของ 
Kiliç [5] ได้ให้นักศึกษาครูได้ตั้งปัญหาที่สามารถแก้ด้วยยุทธวิธีการค้นหาแบบรูป ผู้เขียนขอน าเสนอ
ตัวอย่าง สถานการณ์ท่ีก าหนด และผลการตั้งปัญหาของนักศึกษาครู ดังนี้ 

ตัวอย่างท่ี 2.4 การตั้งปัญหาโดยใช้ยุทธวิธีในการแก้ปัญหาที่ก าหนดให้ 
สถานการณ์ท่ีก าหนด  

จงตั้งปัญหาที่ใช้ยุทธวิธีการค้นหาแบบรูปในการแก้ปัญหา 
ผลการตั้งปัญหา 

1)   
 

    รูปที่ 1      รูปที่ 2            รูปที่ 3                  รูปที่ 4 
จากรูปแสดงการต่อก้านไม้ขีด โดยรูปที่ 1 มีก้านไม้ขีด จ านวน 1 ก้าน รูปที่ 2 มีก้านไม้ขีด 

จ านวน 4 ก้าน รูปที่ 3 มีก้านไม้ขีด จ านวน 7 ก้าน และ รูปที่ 4 มกี้านไม้ขีด จ านวน 10 ก้าน  
ถ้าต่อแบบนี้ไปเรื่อย ๆ จงหาจ านวนก้านไม้ขีดที่ต่อกันในรูปที่ 40 
2) ทหารคนหนึ่งประจ าการที่ค่ายทหาร โดยอีก 57 วัน เขาจะได้กลับบ้าน ถ้าหากวันนี้เป็น

วันอาทิตย์ อยากทราบว่าวันที่เขาจะได้กลับบ้านตรงกับวันใดในสัปดาห์ 

จากตัวอย่างที่ 2.4 ปัญหาในข้อที่ 1) เป็นปัญหาแบบรูปของจ านวนที่เพ่ิมข้ึน (growing pattern) 
โดยจ านวนก้านไม้ขีดจะเพิ่มขึ้นทีละ 3 ก้าน เท่า ๆ กัน ส่วนปัญหาในข้อที่ 2) เป็นปัญหาแบบรูปซ ้า 
(repeating pattern) โดยทุก 7 วัน จะเวียนบรรจบมายังวันเดิม นั่นคือวันอาทิตย์ ปัญหาทั้งสองข้อ
ที่นักศึกษาครูตั้งข้ึนจะต้องใช้ยุทธวิธีการค้นหาแบบรูปในการหาค าตอบ การตั้งปัญหาเรื่องแบบรูปทั้ง
สองลักษณะ จะช่วยส่งเสริมให้นักเรียนได้เข้าใจในมโนทัศน์เรื่องแบบรูปและฝึกการใช้ยุทธวิธีการ
ค้นหาแบบรูปในการแก้ปัญหา 
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2.4 ความสามารถในการตั้งปัญหาแบบบูรณาการและเชื่อมโยงกับบริบทจริง 
การตั้งปัญหาส าหรับผู้เรียนแบบบูรณาการและเชื่อมโยงกับบริบทจริง จะท าให้ผู้เรียนเกิดการ

เรียนรู้อย่างมีความหมาย ผู้ตั้งปัญหาจะต้องเข้าใจถึงบริบทที่ใกล้ชิดกับผู้เรียน สิ่งที่ผู้เรียนพบเห็นได้
ในชีวิตประจ าวัน หรือสิ่งที่อยู่ในความสนใจของผู้เรียน จากการศึกษางานวิจัย [9, 13] พบว่า การตั้ง
ปัญหาของนักศึกษาครูมีอยู่ใน 2 ลักษณะ คือปัญหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ (mathematical 
modelling) ซึ่งจะน าไปสู่การแก้ปัญหาโดยใช้กระบวนการของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ต่อ ไป 
และปัญหาที่น าบริบทจริงมาใช้เป็นเพียงสถานการณ์ในการตั้งปัญหาเท่านั้น ไม่ได้น าไปสู่กระบวนการ
ของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 

ปัญหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เป็นปัญหาที่มาจากบริบทจริงที่ผู้เรียนสามารถพบเห็นได้ใน
ชีวิตประจ าวัน ลักษณะของปัญหาจะมีความคลุมเครือ ข้อมูลที่ก าหนดมาให้ไม่ชัดเจน จึงจ าเป็นต้อง
ใช้กระบวนการของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ มาใช้ในการแก้ปัญหา เริ่มจากการท าความเข้าใจ
ปัญหาในบริบทของชีวิตจริง เพ่ือเชื่อมโยงข้อมูลที่มีอยู่มาเป็นปัญหาทางคณิตศาสตร์ แล้วน ามาสร้าง
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ หาความสัมพันธ์และแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ จากนั้นอนุมานผลลัพธ์ที่
ได้ ตีความกลับไปยังบริบทของชีวิตจริง และท าการตรวจสอบผล ผู้เขียนขอยกตัวอย่างปัญหา
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่นักศึกษาครูตั้งข้ึนให้กับนักเรียนในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น [13] ดังนี้ 

ตัวอย่างที่ 2.5 การตั้งปัญหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 
สถานการณ์ท่ีก าหนด  

จงตั้งปัญหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ให้กับนักเรียนในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น โดย
สามารถเลือกเนื้อหาใดก็ได้ 

ผลการตั้งปัญหา  
หลอดด้ายเป็นวัสดุส าคัญในอุตสาหกรรมสิ่งทอ 

จงสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ เพื่อแสดงจ านวนชั้น
ของด้ายที ่ใช้ในการพันหลอดด้ายเหล่านี้  จากชั ้นในถึง
ชั้นนอกสุด และแก้ปัญหาจากแบบจ าลองที่สร้างขึ้น 
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รูปที่ 2.2 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของนักเรียน 

จากตัวอย่างที่ 2.5 นักเรียนต้องใช้กระบวนการของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ในการแก้ปัญหา 
ซึ ่งสามารถสร้างเป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ได้ดังรูปที ่ 2.2 โดยที่ h  แทนความยาวของ
ทรงกระบอก r  แทนรัศมี s  แทนความหนาของด้าย และ n  แทนจ านวนชั้นของด้ายที่ใช้ในการพัน
หลอด 

ปัญหาในอีกลักษณะหนึ่งเป็นการน าบริบทจริงมาใช้ แต่ไม่ได้น าไปสู่กระบวนการของแบบจ าลอง
ทางคณิตศาสตร์ ปัญหาลักษณะนี้ข้อมูลหรือเงื่อนไขที่โจทย์ก าหนดให้มีความชัดเจน สามารถน าไปสู่
กระบวนการแก้ปัญหาได้ ผู้เขียนขอน าเสนอตัวอย่างเป็นปัญหาปลายเปิดที่ใช้ภาพถ่ายของรั้วมาเป็น
บริบทของปัญหา [9] ปัญหาข้อนี้นักศึกษาครูได้ตั้งข้ึนส าหรับนักเรียนระดับประถมศึกษา ดังนี้ 

ตัวอย่างที่ 2.6 การตั้งปัญหาแบบบูรณาการและเชื่อมโยงกับบริบทจริง 
สถานการณ์ก าหนด  

จงตั้งปัญหาปลายเปิดจากภาพถ่ายที่ก าหนดให้ส าหรับนักเรียนระดับประถมศึกษา 
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ผลการตั้งปัญหา 
1) จงเขียนแบบรูปของถุงมือที่สังเกตได้จากภาพที่ก าหนดให้ พร้อมทั้งอธิบายประกอบ 
2) เชือกที่เชื่อมระหว่างแผงกั้นรั้วโรงเรียนมีความยาวรวมทั้งหมด 300 เมตร หากต้องการ

น าเชือกดังกล่าวมาล้อมท าเป็นรั้วของสนามโรงเรียนสามารถล้อมสนามที่มีรูปร่างลักษณะใดได้บ้าง
โดยวาดภาพประกอบ พร้อมทั้งระบุความยาวแต่ละด้าน และค านวณหาความยาวรอบรูป 

จากตัวอย่างที่ 2.6 จะเห็นความแตกต่างของปัญหาทั้งสองข้อที่สร้างขึ้น โดยปัญหาข้อที่ 1) เป็น
ปัญหาที่บริบทมีความส าคัญในการแก้ปัญหา นั่นคือ ข้อมูลที่อยู่ในภาพถ่ายจะต้องน ามาใช้ในการ
แก้ปัญหา นักเรียนจะต้องสังเกตถุงมือที่ติดอยู่กับรั้วที่มีสีต่างกันเพ่ือให้ได้แบบรูป ส่วนปัญหาข้อที่ 2) 
เป็นปัญหาที่บริบทช่วยกระตุ้นความสนใจหรือท าให้นักเรียนเห็นภาพ แต่ไม่มีส่วนส าคัญในการ
แก้ปัญหา โดยรั้วจากภาพน ามาเป็นบริบท แต่ไม่ได้ใช้ข้อมูลจากในภาพเพ่ือแก้ปัญหา  

2.5 ความสามารถในการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ให้เหมาะสมกับผู้เรียน 
ปัญหาทางคณิตศาสตร์ข้อเดียวกัน อาจจะไม่ใช่ปัญหาส าหรับผู้เรียนทุกคน เนื่องจากผู้เรียนบาง

คนอาจมีประสบการณ์เกี่ยวกับปัญหาที่ก าหนดให้มาแล้ว จึงสามารถแก้ปัญหานั้นได้ในทันที ดังนั้น
การตั้งปัญหาจึงจ าเป็นที่จะต้องพิจารณาถึงผู้แก้ปัญหาหรือผู้เรียนว่า  ปัญหานั้นเหมาะสมกับผู้เรียน
หรือไม่ จากการศึกษางานวิจัย [2 - 3 ,7] พบว่า มีการพิจารณาการตั้งปัญหาที่เหมาะสมกับผู้เรียน
จากเกณฑ์การประเมินของผู้วิจัย จากผู้ตั้งปัญหา หรือจากผู้แก้ปัญหา  

การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ให้เหมาะสมกับผู้เรียนในมุมมองของผู้ตั้งปัญหานั้น จะพิจารณาว่า
ปัญหาที่ตั้งขึ้นนั้นเป็นปัญหาที่มีคุณค่า (worthwhile problems) ส าหรับผู้แก้ปัญหาหรือไม่ ปัญหาที่
มีคุณค่า [7] เป็นปัญหาที่ต้องใช้ขั้นตอนหลายขั้นตอนในการแก้ปัญหา หรือเป็นปัญหาที่มีค าตอบ
หลายค าตอบ หรือเป็นปัญหาที ่ม ีการเพิ ่มข้อมูลที ่ให้มา  แต่ไม่ได้น  ามาใช้ในการแก้ปัญหา 
(extraneous information) เพื่อทดสอบดูว่าผู้เรียนเข้าใจปัญหาหรือไม่ และสามารถเลือกข้อมูลมา
ใช้ในการแก้ปัญหาได้หรือไม่ ผู้เขียนขอยกตัวอย่างปัญหาที่นักศึกษาครูตั้งขึ ้นส าหรับนักเรียนชั้น
ประถมศึกษาปีที่ 1 – 4 ดังนี้ 

ตัวอย่างท่ี 2.7 การตั้งปัญหาที่มีคุณค่า 
สถานการณ์ก าหนด  

จงตั้งปัญหาที่มีคุณค่าให้กับนักเรียนชั้นประถมศึกษาปีที่ 1 – 4 
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ผลจากการตั้งปัญหา 
1) โชคชัยเป็นเจ้าของฟาร์มแห่งหนึ่ง เขาเลี้ยงวัวและไก่ไว้จ านวนหนึ่ง เมื่อนับขาของวัวและ

ไก่รวมกันได้ 30 ขา โดยเลี้ยงวัวและไก่อย่างน้อยชนิดละ 4 ตัว จงหาจ านวนวัวและไก่ที่โชคชัยเลี้ยงที่
เป็นไปได้ทั้งหมด 

2) ชาญอายุ 11 ปี เป็นพี่ชายของบาส เขาจัดงานเลี้ยงฉลองวันเกิดครบรอบ 8 ปี ให้กับบาส 
โดยเป่าลูกโป่งเพื่อตกแต่งสถานที่จ านวน 22 ลูก แต่ลูกโป่งแตกไปครึ่งหนึ่ง อยากทราบว่าเหลือ
ลูกโป่งกี่ลูก 

จากผลการตั้งปัญหา ในตัวอย่างที่ 2.7 พบว่า ปัญหาข้อที่ 1) เป็นปัญหาที่ต้องใช้ขั้นตอนหลาย
ขั้นตอนในการแก้ปัญหา นั่นคือขั้นตอนแรกจะต้องหาจ านวนขาของวัวและไก่ ซึ่งจากจ านวนวัวและ
ไก่อย่างน้อยชนิดละ 4 ตัว จะสามารถหาจ านวนขาของวัว 4 ตัวได้ 16 ขา และขาของไก่ 4 ตัว ได้  
8 ขา จากนั้นในขั้นตอนต่อไปจะน าขาทั้งหมดที่นับรวมได้ของสัตว์ทั้งสองชนิดมาหักออกจาก 30 ขา 
ก็จะเหลือ 6 ขา เกิดขึ้นได้ 2 กรณี คือ กรณีที่ขาที่เหลือทั้งหมดเป็นขาของไก่ ซึ่งจะคิดเป็นไก่ 3 ตัว  
ท าให้ได้ว่า จะมีวัว 4 ตัว และไก่ 7 ตัว หรือกรณีที่ขาที่เหลือเป็นขาของวัวและของไก่ ซึ่งจะว่าเป็น 
ขาของวัวได้ 4 ขา หรือคือวัว 1 ตัว และเป็นขาของไก่ได้ 2 ขา หรือคือไก่ 1 ตัว ท าให้ได้ว่า จะมีวัว
และไก่อย่างละ 5 ตัว ส่วนปัญหาข้อที ่2) เป็นปัญหาที่มีการเพ่ิมข้อมูลที่ให้มา แต่ไม่ได้น ามาใช้ในการ
แก้ปัญหา คือ อายุของชาญและบาส แต่เพื่อเป็นการตรวจสอบว่าผู้เรียนเข้าใจในปัญหาและสามารถ
เลือกข้อมูลที่ก าหนดให้มาใช้ในการแก้ปัญหาได้หรือไม่ นอกจากนี้ยังสามารถใช้วิธีในการแก้ปัญหาได้
หลากหลายวิธี เช่น การวาดรูปลูกโป่ง จ านวน 22 ลูก แล้วขีดทับครึ่งหนึ่งแทนจ านวนลูกโป่งที่แตก ก็
จะได้จ านวนลูกโป่งที่เหลือ การหาจ านวนครึ่งหนึ่งของ 22 การหาจ านวนที่เป็นสองเท่าของตัวมันเอง
แล้วได้ผลลัพธ์เป็น 22 การแบ่งจ านวนโดยคิดว่าครึ่งหนึ่งของ 20 คือ 10 และครึ่งหนึ่งของ 2 คือ 1 
แล้วน าทั้งสองจ านวนมารวมกัน นั่นคือ 10 มาบวกกับ 1 

การตั้งปัญหาเปรียบเสมือนดั่งอาหาร นั่นคือ ปัญหาที่ดีมีคุณค่า เปรียบเสมือนกับอาหารที่มี
คุณค่าทางโภชนาการ ดังตัวอย่างปัญหาที่ได้กล่าวไว้ข้างต้น แต่ ปัญหาที่น่าสนใจ เปรียบเสมือนดั่ง
อาหารที่มีรสชาติอร่อย ซึ่งจะเป็นการมองปัญหาให้เหมาะสมกับผู้เรียนในมิติของความงาม หรือความ
น่าสนใจของปัญหา ผู้เขียนขอยกตัวอย่างการตั้งปญัหาที่พิจารณาถึงความน่าสนใจของปัญหา ดังนี้ 
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ตัวอย่างที่ 2.8 การตั้งปัญหาที่น่าสนใจ 
สถานการณท์ีก่ าหนด  

ให้ส ารวจจากโปรแกรม The Geometer's Sketchpad (GSP) เมื่อแทนแมลง จ านวน 26 ตวั 
ด้วยจุด 26 จุด ดังภาพ (ก) สามารถกดปุ่มเพ่ือเลือกจ านวนสมาชิกของแมลงในแต่ละกลุ่ม และกดปุ่ม 
REDLIGHT! แมลงก็จะจัดกลุ่มตามจ านวนที่เลือกดังภาพ (ข) จากนั้นตั้งปัญหาที่น่าสนใจ 
 

 

 

 

             (ก)                   (ข) 
ผลการตั้งปัญหา 

1) ถ้านักเรียนเพิ่มหรือลดจ านวนสมาชิกในกลุ่มของแมลงแล้ว ผลที่ได้จะเป็นอย่างไร 
2) นักเรียนสามารถจัดกลุ่มแมลงอย่างไรได้บ้าง เพ่ือไม่ให้เหลือจ านวนแมลงเป็นจ านวนคี่ 

จากผลการตั้งปัญหา ในตัวอย่างที่ 2.8 พบว่า ปัญหาข้อที่ 1) เป็นปัญหาการเพิ่มหรือลดจ านวน
สมาชิกในกลุ่มของการจัดกลุ่มแมลง ซึ่งการจัดกลุ่มที่มีจ านวนสมาชิกเป็น 1 2 13 หรือ 26 นั้น 
จะสามารถจัดกลุ่มได้พอดี แต่ถ้าจัดกลุ่มเป็นจ านวนอื่นจะมีแมลงเหลืออยู่ ปัญหาที่ตั้งขึ้นนี้เป็นปัญหา
ที่แปลกใหม่ (novelty) สามารถน าไปสู่ความเข้าใจในการหารลงตัว การหารไม่ลงตัว และการหา 
ตัวประกอบได้ และอาจจะได้ค าตอบที่ไม่คาดคิด จากการเพิ่มหรือลดจ านวนสมาชิกของการจัดกลุ่ม
แมลง ส่วนปัญหาข้อที ่2) เป็นปัญหาการหาวิธีในการจัดกลุ่มแมลง เพ่ือไม่ให้เหลือแมลงเป็นจ านวนคี่ 
ซึ ่งเป็นปัญหาที่มีความน่าสนใจ เนื่องจากเป็นปัญหาที่น าไปสู่การท าความเข้าใจกับประเภทของ
จ านวน นั่นคือ จ านวนคู่ จ านวนคี่ ก่อนจึงจะสามารถแก้ปัญหานี้ได้ 

การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่พิจารณาความเหมาะสมกับผู้เรียนว่าเป็นปัญหาที่ดีมีคุณค่าและ
น่าสนใจจากมุมมองของผู้ตั ้งปัญหานั้น อาจจะไม่ตรงกับมุมมองของผู้แก้ปัญหาเอง มีงานวิจัยที่
เปรียบเทียบมุมมองระหว่างนักเรียนกับนักศึกษาครูเกี่ยวกับความน่าสนใจของปัญหา [10] โดยน า
ปัญหาไปให้นักเรียนได้แก้และพิจารณาว่าปัญหาใดเป็นปัญหาที่ตนสนใจ แล้วน ามาเปรียบเทียบกับ
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ค าตอบของนักศึกษาครูที่พิจารณาปัญหาว่าปัญหาใดเป็นปัญหาที่นักเรียนสนใจ ผลการวิจัยพบว่า 
มีมุมมองที่แตกต่างกัน โดยนักศึกษาครูคิดว่าปัญหาในชีวิตจริงเป็นปัญหาที่นักเรียนสนใจ แต่ความ
เป็นจริงแล้วนักเรียนไม่ได้สนใจที่จะแก้ปัญหาประเภทดังกล่าว ดังนั้นการตั้งปัญหาโดยให้ตรงกับ 
ผู้แก้ปัญหา จะท าให้ได้เรียนรู้ว่าปัญหานั้นมีความเหมาะสมกับผู้เรียนจริงหรือไม่ ซึ่ง Crespo [2] ได้
ให้นักศึกษาครูตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์กับนักเรียนชั้นประถมศึกษาปีที่ 4 โดยมีการเขียนจดหมาย
โต้ตอบกันระหว่างนักเรียนและนักศึกษาครู สิ่งที่พบในการตั้งปัญหาของนักศึกษาครูผ่านจดหมาย
ฉบับแรก ๆ พบว่า นักศึกษาครูตั้งปัญหาใน 3 ลักษณะ ได้แก่ 1) การตั้งปัญหาให้ง่ายต่อการแก้ มีการ
แบ่งข้อค าถามย่อย ๆ เพื ่อเป็นแนวทางในการหาค าตอบ 2) การตั ้งปัญหาที่คุ ้นเคยเหมือนกับ
แบบฝึกหัดในหนังสือเรียน และ 3) การตั้งปัญหาที่ผู้ตั ้งปัญหาไม่ได้ตรวจสอบค าตอบของปัญหา 
หลังจากมีการส่งจดหมายไปกลับหลายฉบับ ในจดหมายฉบับท้าย ๆ ได้เห็นการเปลี่ยนแปลงของการ
ตั้งปัญหาของนักศึกษาครู โดยมีการตั้งปัญหาใน 3 ลักษณะ ได้แก่ 1) การตั้งปัญหาที่ไม่คุ้นเคย คือ
เป็นปัญหาหลายขั้นตอน หรือเป็นปัญหาปลายเปิด 2) การตั้งปัญหาที่ท้าทายและกระตุ้นการคิดของ
นักเรียน และ 3) การตั้งปัญหาเพื่อเรียนรู้วิธีการคิดของนักเรียน ผู้เขียนขอยกตัวอย่างปัญหาทั้ง 3 
ลักษณะ ดังนี้ 

ตัวอย่างที่ 2.9 การตั้งปัญหาทีไ่ม่คุ้นเคย 
กาลครั้งหนึ่งนานมาแล้ว มีราชินี 2 องค์ คือ เอลซ่า และอันนา โดย เอลซ่า ปกครองประเทศ

ขนาดเล็ก แต่ร ่ารวย เธอจึงให้ออกแบบธงที ่มีเส้นรอบรูปยาว 20 เมตร แต่ให้มีขนาดเล็กที ่สุด  
เพื่อที่จะไม่ให้ประเทศอื่น ๆ รับรู้ว่าประเทศของตนนั้นร ่ารวย ส่วน อันนา ปกครองประเทศขนาด
ใหญ่แต่ประเทศยากจน เธอจึงให้ออกแบบธงที่มีเส้นรอบรูปเท่ากับประเทศของเอลซ่า แต่ให้มีขนาด
ใหญ่ที่สุด เพื่อที่จะให้ประเทศอื่น ๆ รับรู้ว่าประเทศของตนนั้นเป็นประเทศมหาอ านาจ จงหารูปร่าง
ของธงทั้งสองประเทศ โดยมีเชือกยาว 20 เซนติเมตร ให้นักเรียนได้ทดลองออกแบบธงทั้งสองขนาด
และติดเชือกดังกล่าวลงบนตารางกริด พร้อมทั้งอธิบายประกอบ 

ตัวอย่างที่ 2.10 การตั้งปัญหาที่ท้าทายและกระตุ้นการคิดของนักเรียน 
ขยะที่มาจากกระดาษบรรจุภัณฑ์ที่ใช้ในการห่อหุ้มสินค้าท าให้เกิดปัญหาสิ่งแวดล้อม ซึ่งหาก

บริษัทหรือโรงงานในการผลิตสินค้าสามารถที่จะลดปริมาณของการใช้กระดาษบรรจุภัณฑ์  แต่ยังคง
สามารถบรรจุสินค้าที่มีปริมาณเท่าเดิมได้ ก็จะช่วยลดปัญหาสิ่งแวดล้อม โรงงานน ้าตาลแห่งหนึ่ง
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ต้องการบรรจุน ้าตาลก้อนทรงลูกบาศก์จ านวน 20 ก้อนใน 1 กล่อง ดังรูป (ก) โดยน ้าตาลทั้ง 20 ก้อน
ได้มีการจัดเรียงเป็นแถวเดียวดังรูป (ข) 
 
 

 
นักเรียนจะมีวิธีการจัดเรียงน ้าตาลก้อนอย่างไร เพื่อให้มีพื้นที่ผิวน้อยที่สุด โดยพื้นที่ผิวหาได้จาก

จ านวนหน้าของลูกบาศก์ที่มองเห็น เช่น น ้าตาล 1 ก้อน มีพื้นที่ผิวที่มองเห็น 6 หน้า นั่นคือการ
จดัเรียงในลักษณะใดจะท าให้มองเห็นหน้าได้จ านวนน้อยที่สุด พร้อมทั้งอธิบายว่าโจทย์นี้ยากหรือง่าย
อย่างไร และคิดว่าควรท าอย่างไรให้โจทย์นี้ท้าทายมากยิ่งขึ้น 

ตัวอย่างที่ 2.11 การตั้งปัญหาเพ่ือเรียนรู้วิธีการคิดของนักเรียน 
จิงโจ้ตัวหนึ่งยืนอยู่ข้างต้นไม้ต้องการกระโดดไปหากระต่ายซึ่งยืนอยู่ไม่ไกลจากจิงโจ้ แต่จิงโจ้

สามารถกระโดดได้แต่ละครั้งเป็นระยะทางครึ่งหนึ่งของระยะทางของครั้งก่อนหน้า อยากทราบ
ต าแหน่งในการกระโดดของจิงโจ้ในครั้งที่ 1 ครั้งที่ 2 และครั้งที่ 7 และจิงโจ้สามารถไปถึ งที่กระต่าย
ยืนอยู่ได้หรือไม ่

1) นักเรียนคิดอย่างไรเมื่อได้อ่านปัญหานี้ 
2) นักเรียนทราบหรือไม่ว่าจะเริ่มต้นในการแก้ปัญหานี้อย่างไร และคิดหาวิธีการแก้ในทันที

หรือไม ่
3) นักเรียนสามารถคิดในใจได้ทันที หรือมีการทดเพ่ือแก้ปัญหานี้ 
4) นักเรียนได้เรียนรู้อะไรจากการแก้ปัญหานี้ 

ตัวอย่างที่ 2.9 เป็นตัวอย่างของการตั้งปัญหาที่ไม่คุ้นเคย เนื่องจากนักเรียนจะคุ้นเคยกับธงที่มี
ลักษณะเป็นรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า ซึ่งปัญหาข้อนี้จะส่งเสริมให้นักเรียนได้พิจารณาถึงความสัมพันธ์
ระหว่างความยาวรอบรูปกับพื้นที่ของรูปเรขาคณิต ส่วนตัวอย่างที่ 2.10 เป็นตัวอย่างของการตั้ง
ปัญหาที่ท้าทายและกระตุ้นการคิดของนักเรียน โดยจะต้องหาวิธีการจัดเรียงน ้าตาลก้อนทั้ง 20 ก้อน
ให้มีพื้นที่ผิวน้อยที่สุด และตัวอย่างที่ 2.11 เป็นการตั้งปัญหาเพื่อเรียนรู้วิธีการคิดของนักเรียนโดยมี
ค าถามต่อจากปัญหาที่นักศึกษาครูได้ตั้งให้กับนักเรียน โดยถามถึงวิธีการคิดเพื่อที่จะแก้ปัญหานี้ 
ตลอดจนสิ่งที่นักเรียนได้เรียนรู้หลังจากท่ีแก้ปัญหานี้แล้ว 

(ก) (ข) 
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3. สรุป 
การตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์เป็นความสามารถหนึ่งที่มีความส าคัญและควรส่งเสริมให้เกิดขึ้นกับ

นักศึกษาครู การตั้งปัญหาเป็นเครื่องมือที่จะช่วยให้นักศึกษาครูสามารถที่จะสร้างสรรค์ปัญหาให้กับ
นักเรียนของตนเองในอนาคตต่อไปได้อย่างมีประสิทธิภาพ การพัฒนาความสามารถในการตั้งปัญหา
ควรให้นักศึกษาครูได้มีความรู้ ความเข้าใจเกี่ยวกับเทคนิคและยุทธวิธีในการตั้งปัญหา และมีโอกาส
ในการฝึกตั้งปัญหาตามเทคนิคและยุทธวิธีที่ก าหนด ผ่านสถานการณ์หรือเงื่อนไขท่ีหลากหลาย ซึ่งจะ
ช่วยให้นักศึกษาครูได้ประยุกต์ใช้เทคนิคและยุทธวิธีต่าง ๆ ตลอดจนสามารถมองเห็นแนวทางในการ
ตั้งปัญหาของตนเองได้ นอกจากนี้ควรให้นักศึกษาครูได้ตระหนักถึงคุณค่าของปัญหาที่ตนเองตั้งขึ้น
และสามารถตั ้งปัญหาที ่จะช่วยส่งเสริมการเรียนรู ้ให้กับนักเรียนได้ อันได้แก่ มโนทัศน์ทาง
คณิตศาสตร์ ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ และเจตคติที ่ดีต่อรายวิชาคณิตศาสตร์ 
ความสามารถในการตั้งปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่ผู้เขียนได้ศึกษาและรวบรวมมาทั้ง 5 ประเภทนี้ 
ความสามารถแต่ละประเภทที่เกิดขึ้นนั้นเปรียบเสมือนความส าเร็จของการก้าวบันไดในแต่ละขั้น โดย
เริ่มต้นก้าวแรกจากการฝึกฝนความสามารถในตัวของนักศึกษาครูด้วยเทคนิคและยุทธวิธีการตั้ง
ปัญหาก่อนจนไปถึงปลายทางก้าวสุดท้ายที่เป็นความสามารถในการตั้งปัญหาที่เหมาะสม มีคุณค่า
และน่าสนใจส าหรับตัวผู้เรียน ผู้อ่านสามารถน าไปเป็นแนวทางในการส่งเสริมและพัฒนานักศึกษาครู 
ตลอดจนการฝึกอบรมครู ให้สามารถตั้งปัญหาที่ส่งเสริมการเรียนรู้คณิตศาสตร์ให้กับนักเรียนต่อไปได้ 
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บทคัดย่อ 
การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ G  ซึ่งมีเส้นเชื่อม q  เส้น คือ ฟังก์ชันสมนัยหนึ่งต่อหนึ่ง

ทั่วถึง f  จากเซตของเส้นเชื่อมของกราฟ G  ไปยังเซต {1, 3, 5, ..., 2 1}q   โดยที่จุดยอดแต่ละจุด
ก ากับด้วยผลรวมของการก ากับเส้นเชื่อมที่กระทบกับจุดยอดนั้น มอดุโล 2q  และผลลัพธ์ของการก ากับ
จุดยอดต้องแตกต่างกัน ถ้ากราฟ G  มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล f  ของกราฟ G  แล้วจะเรียก 

                                                             
 
 ผู้เขียนหลกั 



 วารสารคณิตศาสตร์ ปริมา 66 เล่มที่ 704 พฤษภาคม – สิงหาคม 2564 

47 

กราฟ G  ว่า กราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล ในงานวิจัยนี้จะแสดงว่า กราฟใหม่ที่ได้จากการลบจุดยอดเพน
แดนตอ์อก จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล 
ค าส าคัญ:  กราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล การลบจุดยอด กราฟโคมบ์ 

Abstract 
An edge-odd graceful labeling of a graph G  with q  edges is a bijection f  from the 

set of edges of the graph to the set {1, 3, 5, ..., 2 1}q   such that each vertex is assigned 
the sum of labels of all edges incident to it modulo 2q  and the resulting vertex labels 
must be distinct. A graph G  is called an edge-odd graceful graph if it admits an edge-odd 
graceful labeling f . In this paper, we show that the new graphs obtained by deleting a 
pendant vertex of the comb graph are edge-odd graceful graphs. 
Keywords:  Edge-odd graceful graph, Vertex deletion, Comb graph 

1. บทน า 
กราฟจ ากัดเชิงเดียว  ( ), ( )G V G E G  ประกอบด้วยเซตจ ากัดของจุดยอด ( )V G  ซึ่งไม่เป็น 

เซตว่าง และเซตของเส้นเชื่อม ( )E G  ซึ่งเป็นเซตของคู่ไม่เป็นอันดับของสมาชิกที่แตกต่างกันใน ( )V G  
เพื่อความสะดวกจะเขียนแทนกราฟ ( ( ), ( ))G V G E G  ด้วยกราฟ  G  ส าหรับจุดยอด u  และ v  
เป็นจุดยอดในกราฟ G  และเส้นเชื่อม e  เชื่อมระหว่างจุดยอด u  และจุดยอด v  จะเขียนแทนด้วย 
e uv  ถ้ากราฟ G  มีจ านวนจุดยอด p  จุด แล้วจะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ( ) V G p  ถ้ากราฟ 

G  มีจ านวนเส้นเชื่อม q  เส้น แล้วจะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ( ) E G q  ถ้าจุดยอด u  และ v  เป็น
จุดยอดในกราฟ G  และ e uv  เป็นเส้นเชื่อมในกราฟ G  แล้วจะกล่าวว่า 

1) จุดยอด u  ประชิด (adjacent) กับจุดยอด v  
2) เส้นเชื่อม e  กระทบ (incident) กับจุดยอด u  (หรือจุดยอด v ) และกล่าวว่า จุดยอด u  

(หรือจุดยอด v ) กระทบกับเส้นเชื่อม e  
3) เส้นเชื่อม e  เชื่อมจุดยอด u  และจุดยอด v  
4) จุดยอด u  และ v  เป็นจุดยอดปลายของเส้นเชื่อม e  

ดีกรี (degree) ของจุดยอด v  ในกราฟ G  คือจ านวนเส้นเชื่อมที่กระทบกับจุดยอด v  ส าหรับจุด
ยอดที่มีดีกรี 1 จะเรียกว่า จุดยอดเพนแดนต์ (pendant vertex) เส้นเชื ่อมที ่กระทบกับจุดยอด 
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เพนแดนต์ เรียกว่า เส้นเชื่อมเพนแดนต์ (pendant edge) ก าหนดให้ 
0 1 2, , , , nu v v v v v   เป็น

จุดยอดของกราฟ G  และ 
1k kv v 
 เมื่อ 0,1,2, , 1k n   เป็นเส้นเชื่อมซึ่งเชื่อมจุดยอด 

kv  และ
จุดยอด 

1kv 
 ในกราฟ G  วิถี (path) จากจุดยอด 

0v  และจุดยอด 
nv  ในกราฟ G  คือ ล าดับจ ากัดที่

สลับกันของจุดยอดและเส้นเชื่อม 
0 0 1 1 1 2 2 1 1, , , , , , , ,n n n nv v v v v v v v v v v 

 ซึ่งจุดยอดทุกจุดในล าดับ
ต้องแตกต่างกัน  

ส าหรับจุดยอด u  และ v  ในกราฟ G  ถ้าวิถีเริ่มต้นจากจุดยอด u  และสิ้นสุดที่จุดยอด v  แล้ว
เขียนแทนวิถีด้วยสัญลักษณ์ วิถี u v  ถ้ามีวิถี u v  ในกราฟ G  แล้วจะกล่าวว่า จุดยอด u  
เชื่อมโยง (connect) กับจุดยอด v  หรือกล่าวว่า จุดยอด u  และ จุดยอด v  เชื่อมโยงกัน ถ้าจุดยอด
สองจุดใด ๆ ในกราฟ G  เชื่อมโยงกัน แล้วจะเรียกกราฟ G  ว่า กราฟเชื่อมโยง (connected graph) 
วิถีปิดในกราฟ G  คือวิถีท่ีมีจุดยอดเริ่มต้นและจุดยอดสิ้นสุดในวิถีเป็นจุดยอดเดียวกัน วงในกราฟ G  
(cycle in the graph G ) คือวิถีปิดในกราฟ G   

กราฟต้นไม้ (tree) คือกราฟเชื ่อมโยงและไม่มีวงในกราฟ กราฟวิถี (path graph) คือกราฟ
เชื่อมโยงที่จุดยอดแต่ละจุดในกราฟมีดีกรีอย่างมากที่สุดคือ 2  กราฟวิถีที ่มีจุดยอดจ านวน n  จุด  
จะมีเส้นเชื ่อมจ านวน 1n  เส้น เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 

nP  กราฟแบบบริบูรณ์ (complete 
graph) คือกราฟที่จุดยอดสองจุดใด ๆ ที่ต่างกันในกราฟเป็นจุดยอดประชิดกัน เขียนแทนกราฟแบบ
บริบูรณ์ที ่มีจุดยอด n  จุดด้วยสัญลักษณ์ 

nK  กราฟโคมบ์ (comb graph) คือกราฟที่สร้างโดย 
การเชื่อมแต่ละจุดยอดของกราฟวิถี 

nP  ด้วยเส้นเชื่อมเพนแดนต์ เขียนแทนกราฟโคมบ์ด้วยสัญลักษณ์ 

1nP K  ดังนั้นกราฟโคมบ์ 
1nP K  เป็นกราฟต้นไม ้ 

ให้ 
1 2 3, , ,..., nv v v v  เป็นจุดยอดที่เรียงล าดับกันของกราฟวิถี 

nP  และ 
1 2 3, , ,..., nu u u u  เป็น 

จุดยอดซึ่งเชื่อมกับจุดยอด 1 2 3, , ,..., nv v v v  ตามล าดับ กราฟโคมบ์ 
1nP K  แสดงดังรูปที ่1.1 

 
รูปที่ 1.1 กราฟโคมบ์ 1nP K  

ส าหรับจุดยอด u  ในกราฟ G  กราฟ G u  หมายถึงกราฟ G  ที่ลบจุดยอด u  และลบ 
เส้นเชื่อมทั้งหมดซึ่งกระทบกับจุดยอด u   
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ส าหรับกราฟเชื่อมโยง G  ที่มีเส้นเชื่อมจ านวน q  เส้น การก ากับ (labeling) บนกราฟ G  คือ 
การก าหนดชื่อให้จุดยอด หรือเส้นเชื่อม หรือทั้งจุดยอดและเส้นเชื่อมของกราฟ G  ภายใต้เงื่อนไขที่
ก าหนด Rosa [8] ได้น าเสนอแนวคิดการก ากับกราฟเรียกว่า การก ากับ  ( labeling) ต่อมา 
Golomb [5] ได้เรียกการก ากับดังกล่าวว่า การก ากับเกรซฟูล (graceful labeling) โดยก ากับจุดยอดใน
กราฟ G  ด้วยจ านวนเต็มที่แตกต่างกันภายใน {0, 1, 2, ..., }q  และก ากับเส้นเชื่อมในกราฟ G  
ด้วยจ านวนเต็มบวกที่แตกต่างกันใน {1, 2, 3, ..., }q  ซึ่งการก ากับเส้นเชื่อมแต่ละเส้น คือค่าสัมบูรณ์
ของผลต่างของการก ากับจุดยอดซึ่งเป็นจุดยอดปลายของเส้นเชื่อมนั้น มีนักวิจัยหลายท่านได้ศึกษา 
การก ากับเกรซฟูลของกราฟ G  เช่น Cattell [3] ศึกษาการก ากับเกรซฟูลบนกราฟซึ่งสร้างขึ้นใหม่ และ
หาการก ากับเกรซฟูลในรูปแบบทั่วไปส าหรับกราฟวิถี 

nP  Kaneria และ คณะ [6] ได้ศึกษาการก ากับ 
เกรซฟูลบนกราฟใหม่ที่ได้จากการด าเนินการบนกราฟวง (cycle graph) และการด าเนินการบนกราฟสอง
ส่วนบริบูรณ์ (complete bipartite graph) Boxwala และ Vashishta [2] ศึกษาการก ากับเกรซฟูลบนก
ราฟใหม่โดยกราฟใหม่สร้างจากการด าเนินการบนกราฟวง Koh และคณะ [7] ศึกษาการก ากับเกรซฟูล 
บนกราฟใหม่ที่ได้จากการเชื่อมกราฟแบบบริบูรณ์ กราฟว่าง และกราฟวง ศิวพร และคณะ [1] ได้ศึกษา
การก ากับเกรซฟูลในบริบทการท าซ ้าสมาชิกของกราฟวิถี และใน ค.ศ. 2009 Solairaju และ Chithra 
[12] ได้น าเสนอแนวคิดการก ากับกราฟแบบใหม่เรียกว่า การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล (edge-odd 
graceful labeling) ดังนี้ 

บทนิยาม 1.1 ก าหนดให้กราฟ G  มีเส้นเชื่อม 0q   เส้น ถ้ามีฟังก์ชันก ากับเส้นเชื่อมซ่ึงเป็นฟังก์ชัน 
หนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง : ( ) {1, 3, 5, , 2 1}f E G q    และฟังก์ชันก ากับจุดยอด  

: ( ) {0, 1, 2, , 2 1}f V G q     ซ่ึงก าหนดโดย 

 
( )

( ) ( ) mod 2
uv E G

f v f uv q



 
 

ส าหรับจุดยอด u  ทุกจุดซึ่งประชิดกับจุดยอด v  ในกราฟ G  และผลลัพธ์ของการก ากับจุดยอดต้อง
แตกต่างกัน แล้วเรียก f  ว่าการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ G  และเรียกกราฟ G  พร้อม
ด้วยการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล f  ว่ากราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล (edge-odd graceful graph) 

Solairaju และ Chithra [12] ได้แสดงว่ากราฟต้นไม้ฮอฟแมน (hoffman tree) หรือกราฟโคมบ์ 

1nP K  กราฟไบสตาร์ (bistar) 
,n nB  กราฟ n  ไบสตาร์ ( n  bistar) 1, : 2nK  มีการก ากับเอดจ์-

ออดเกรซฟูล มีนักวิจัยทางทฤษฎีกราฟหลายท่านได้ศึกษาการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ เช่น 
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Singhun [10] ได้แสดงว่ากราฟวงล้อ 
1nW 
 เมื่อ n  เป็นจ านวนคู่ มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

Tirasuwanwasee [14] ได้แสดงว่ากราฟคล้ายปริซึมมีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล Seoud และ 
Salim [9] ได้แสดงว่ากราฟวงล้อ 

nW  เมื่อ 1, 2, 3 (mod 4)n   มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 
Daoud [4] ได้แสดงว่ากราฟเฟรนด์ชิป (friendship graph) กราฟเฮล์ม (helm graph) กราฟเว็บ 
(web graph) กราฟดับเบิลแฟน (double fan) มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล Solairaju และคณะ 
[11] ได้แสดงว่ากราฟ 

m nP P  เมื่อ 2,3,4,5,6m   มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล Tamilarasan 
และคณะ [13] ได้แสดงว่ากราฟดัตช์วินด์มิลล์ (dutch windmill) 

5

mD  และ 
4

mD  และกราฟเซอคิว
ลาร์แลดเดอร์ (circular ladder) 

nCL  มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล  
ส าหรับในงานวิจัยนี้จะสร้างกราฟใหม่ด้วยการด าเนินการทางทฤษฎีกราฟด้วยการลบจุดยอด 

เพนแดนต์ออก จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  ซึ่งกราฟใหม่ประกอบด้วย 1) การลบจุดยอด 

เพนแดนต์ 
1u  บนกราฟโคมบ์ 

1nP K  จะได้กราฟใหม่ 
1 1nG P K u   2) การลบจุดยอด 

เพนแดนต์ 
2u  บนกราฟโคมบ์ 

1nP K  จะได ้กราฟใหม่ 
1 2nG P K u   หล ังจากนั ้นหา 

การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลในรูปแบบทั่วไปของกราฟใหม่ พร้อมพิสูจน์ว่าการก ากับที ่ได้เป็น  
การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟใหม่ 

2. การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 
จากการศึกษาวิธีด าเนินการทางทฤษฎีกราฟเพ่ือสร้างกราฟใหม่ โดยการลบจุดยอดเพนแดนต์ออก 

จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  และหาการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลส าหรับกราฟใหม่ ท าให้

ได้ทฤษฎีบทใหม ่2 ทฤษฎีบท  
ทฤษฎีบทแรกจะแสดงว่ากราฟใหม่ 1 1nG P K u   ที่สร้างจากการลบจุดยอดเพนแดนต์ 1u  

บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล ตัวอย่างกราฟ 

9 1 1G P K u   แสดงดัง 
รูปที ่2.1  

 
รูปที่ 2.1 กราฟ 

9 1 1G P K u   
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ทฤษฎีบท 2.1 กราฟ 
1 1nG P K u   เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

บทพิสูจน์ ให้ 
1 2 3, , , , nv v v v  เป็นจุดยอดที่เรียงล าดับกันของกราฟวิถี 

nP  และ 
2 3 4, , , , nu u u u  

เป็นจุดยอดเพนแดนต์ที่เชื่อมกับจุดยอด 
2 3 4, , , , nv v v v  ตามล าดับ  

จะได้ว่าจ านวนจุดยอดของกราฟ 
1 1nG P K u   คือ   2 1V G n   และจ านวนเส้นเชื่อมของ

กราฟ G  คือ   2 2E G nq     

ก าหนดการก ากับ : ( ) {1, 3, 5, , 2 1 4 5}f E G q n      ดังนี้  
( ) 2 3 i if u v i      ส าหรับ 2, 3, 4, ,i n   

1( ) 4 2 3i if v v n i      ส าหรับ 1, 2, 3, , 1i n    

ต่อไปจะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
กรณ ี1 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 2, 3, 4, ,j n    
จะได้ว่า 2 3 2 3i j    ดังนั้น i j  นั่นคือ 

i i j ju v u v  
กรณ ี2 สมมติให้ 

1 1( ) ( )i i j jf v v f v v   เมื่อ 1, 2, 3, , 1i n    และ 1, 2, 3, , 1j n    
จะได้ว่า 4 2 3 4 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

1 1i i j jv v v v    
กรณี 3 สมมติให้ 

1( ) ( )i i j jf u v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 1, 2, 3, , 1j n    
จะได้ว่า 2 3 4 2 3i n j     ดังนั้น 2i j n    
แตเ่นื่องจาก i n  และ 1j n   ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
นั่นคือ 

1( ) ( )i i j jf u v f v v   หรือการก ากับ f  ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,i iu v i n   แตกต่างกับ

การก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 1, 2, 3, , 1j jv v j n     

จากทั้ง 3 กรณี จะได้ว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  
เนื่องจากกราฟ G  มีจ านวนเส้นเชื่อม 2 2n  เส้น และจ านวนเต็มบวกท่ีก ากับให้กับเส้นเชื่อมมี 

2 2n  จ านวน และจาก f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนั้นจะได้ว่า f  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 
จากการก าหนดการก ากับ f  จะได้การก ากับ : ( ) {0, 1, 2, , 2 1 4 5}f V G q n       

ดังนี้ 

    ( ) ( ) mod 4 4 2 3 mod 4 4 2 3i i if u f u v n i n i         ส าหรับ 2, 3, 4, ,i n   

 1 1 2( ) ( ) mod 4 4f v f v v n     4 2(1) 3 mod 4 4 4 5n n n       
  

  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) mod 4 4

(4 2( 1) 3) (4 2 3) (2 3) mod 4 4

i i i i i i if v f v v f v v f u v n

n i n i i n



    

         
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4 2 3n i     ส าหรับ 2,3, , 1i n    
  

  

1( ) ( ) ( ) mod 4 4

(2 3) (4 2( 1) 3) mod 4 4

0

n n n n nf v f u v f v v n

n n n n



  

      



 

นั่นคือ 

     ( ) 2, 3, 4, , 2 3 2, 3, 4, , 1, 3, 5, ..., 2 3if u i n i i n n          

   

 

( ) 1, 2, 3, , 1 4 2 3 1, 2, 3, , 1

4 5, 4 7, 4 9, ..., 2 3, 2 1, 2 1

if v i n n i i n

n n n n n n

         

      
  

ต่อไปจะแสดงว่าการก ากับ f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนี้ 
กรณ ี1 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 2, 3, 4, ,j n    
จะได้ว่า 2 3 2 3i j    ดังนั้น i j  นั่นคือ i ju u  
กรณ ี2 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    และ 2, 3, 4, , 1j n     
จะได้ว่า 4 2 3 4 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i jv v  
กรณี 3 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n   และ 2, 3, 4, , 1j n    
จะได้ว่า 2 3 4 2 3i n j     ดังนั้น 2i j n    
แต่เนื่องจาก i n  และ 1j n   ท าให้ไดว้่า 2 2 1n i j n     ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,iu i n   แตกต่างกับ

การก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, , 1jv j n    

กรณี 4 สมมติให้ ( ) ( )nif u f v   เมื่อ 2, 3, 4, ,i n    

จะได้ว่า 2 3 0i    ดังนั้น 3

2
i   เกิดข้อขัดแย้งกับการก าหนด 2, 3, 4, ,i n    

ดังนั้น ( ) ( )i nf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,iu i n   แตกต่างกับ

การก ากับ f   บน { }nv  
กรณี 5 สมมติให้ ( ) ( )nif v f v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n     

จะได้ว่า 4 2 3 0n i    ดังนั้น 3
2

2
n i   เกิดข้อขัดแย้งเนื่องจาก 2, 3, 4, , 1i n     

ดังนั้น ( ) ( )i nf v f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, , 1iv i n    แตกต่าง

กับการก ากับ f   บน { }nv  
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ในท านองเดียวกับกรณี 4 และ กรณี 5 สามารถแสดงได้ว่าการก ากับ f   บน 
1{ }v  แตกต่างกับ

การก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, , 1iv i n    และการก ากับ f   บน 
1{ }v  แตกต่างกับ

การก ากับ f   ทั้งหมดบน  2, 3, 4, ,iu i n    

เพราะฉะนั้นการก ากับจุดยอด f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ท าให้ได้ว่าการก ากับจุดยอดแตกตา่ง
กัน ดังนั้นการก ากับ f  เป็นการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 

1 1nG P K u   นั่นคือ กราฟ 

1 1nG P K u   เป็นกราฟก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล           

ตัวอย่าง 2.1 การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 
9 1 1G P K u   โดยใช้การก ากับเอดจ์- 

ออดเกรซฟูล ตามทฤษฎีบท 2.1 แสดงดังรูปที ่2.2 

 
รูปที่ 2.2 กราฟ 

9 1 1G P K u   พร้อมการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

ทฤษฎีบทถัดไปจะแสดงว่ากราฟใหม่ 
1 2nG P K u   ซึ่งสร้างจากการลบจุดยอดเพนแดนต์ 

2u  บนกราฟโคมบ์ 
1nP K  เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล ตัวอย่างกราฟซึ่งสร้างจากการลบจุดยอด

เพนแดนต ์
2u  บนกราฟโคมบ์ 

9 1P K  แสดงดังรูปที่ 2.3  

 
รูปที่ 2.3 กราฟ 

9 1 2P K u   

พบว่าการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลในทฤษฎีบทที่ 2.1 ไม่สามารถใช้กับกราฟ 1 2nG P K u   ได้ 
ดังนั้นเราต้องหาการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลส าหรับ 

1 2nG P K u   ใหม่ซึ่งเป็นดังทฤษฎีบท
ต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 กราฟ 
1 2nG P K u   เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

บทพิสูจน์ ให้ 
1 2 3, , , , nv v v v  เป็นจุดยอดที ่เร ียงล าดับกันของกราฟวิถ ี 

nP  และ 

1 3 4 5, , , , , nu u u u u  เป็นจุดยอดเพนแดนตท์ี่ประชิดกับ 1 3 4 5, , , , , nv v v v v  ตามล าดับ  
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จะได้จ านวนจุดยอดของกราฟ 
1 2nG P K u   คือ | ( ) | 2 1V G n   และจ านวนเส้นเชื่อม คือ 

( ) 2 2q E G n    
ก าหนดการก ากับ : ( ) {1, 3, 5, , 2 1 4 5}f E G q n      ดังนี้ 

1 2( ) 1f v v   

1 1( ) 2 1f u v n   
กรณี n  เป็นจ านวนคู่ 

( ) 4 5n nf u v n   
( ) 2 2 3i if u v n i     ส าหรับ 4, 6, 8, , 2i n    
( ) 2 2 7i if u v n i     ส าหรับ 3, 5, 7, , 1i n    

1( ) 2 2 1i if v v n i      ส าหรับ 2, 3, 4, , 1i n    
กรณี n  เป็นจ านวนคี่  

( ) 4 7n nf u v n   
( ) 2 2 3i if u v n i     ส าหรับ 4, 6, 8, , 1i n    
( ) 2 2 7i if u v n i     ส าหรับ 3, 5, 7, , 2i n    

1( ) 2 2 1i if v v n i      ส าหรับ 2, 3, 4, , 1i n    

ต่อไปจะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนี้ 
กรณี 1 สมมติให้

1 1( ) ( )i i j jf v v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    และ 2, 3, 4, , 1j n     
จะได้ว่า 2 2 1 2 2 1n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

1 1i i j jv v v v   
กรณี 2 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n   และ j  เป็นจ านวนคู่ 
ซ่ึง 3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

i i j ju v u v  
กรณี 3 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ 
ซ่ึง 3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 7n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

i i j ju v u v  
กรณี 4 สมมติให้ ( ) ( )i i j jf u v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ 
ซ่ึง 3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 7n i n j      ดังนั้น 2j i    
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เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ จึงเป็นไปไม่ได้ว่า 2j i    
นั ่นคือ ( ) ( )i i j jf u v f u v  หรือการก ากับ f  ทั ้งหมดบน  3 1i i nu v i    แตกต่างกัน

ส าหรับ i  เป็นจ านวนคู่ และ i  เป็นจ านวนคี่ 
กรณี 5 สมมติให้ 

1( ) ( )i i j jf v v f u v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
ดังนั้น 2 2 1 2 2 7n i n j      ท าให้ได้ว่า 4j i   แต่เนื่องจาก 2, 3, 4, , 1i n    และ 

3, 5, 7, , 2j n    ท าให้ได้ว่า 4j i   เกิดข้อขัดแย้ง  
นั่ นค ือ  

1( ) ( )i i j jf v v f u v   หร ือการก  าก ับ f  ท ั ้ งหมดบน  1 2, 3, 4, ..., 1i i iv nv     

แตกต่าง กับการก ากับ f  ทั้งหมดบน { |j ju v j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n     
กรณี  6 สมมต ิ ให้  

1( ) ( )i i j jf v v f u v   เม ื ่อ 2,3,4, , 1i n    และ j  เป ็นจ  านวนค ู ่  ซึ่ ง
3 2j n     
จะได้ว ่า 2 2 1 2 2 3n i n j      ดังนั ้น 2j i   แต่เนื ่องจาก 2, 3, 4, , 1i n    และ 

4, 6, 8, , 2j n    จะได้ว่า 2j i   เกิดข้อขัดแย้ง  
น ั ่นค ือ 

1( ) ( )i i j jf v v f u v   หร ือการก  าก ับ f  ท ั ้ งหมดบน  1 2, 3, 4, ..., 1i i iv nv     

แตกต่าง กับการก ากับ f  ทั้งหมดบน { |j ju v j  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณ ี7 สมมติให้ 

21 1( ) ( )i if v v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    
จะได้ว่า 1 2 2 1n i    ดังนั้น 0 2 2n i   หรือ 2 2n i   
แต่เนื่องจาก 2, 3, 4, , 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
นั่นคือ 

1 2 1( ) ( )i if v v f v v   เมื่อ 2, 3, 4, , 1i n    หรือการก ากับ f  บน 
1 2{ }v v  แตกต่างกับ

การก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 2, 3, 4, ..., 1i i iv nv      

ในท านองเดียวกับกรณี 7 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f  บน 
1 1{ }u v  แตกต่างกับการก ากับ f  

ท ั ้งหมดบน  1 2, 3, 4, , 1iivv i n     การก าก ับ f  บน { }n nu v  เม ื ่อ n  เป ็นจ  านวนคู่  

แตกต่างกับการก ากับ f  ทั ้งหมดบน  1 2, 3, 4, , 1iivv i n     และการก ากับ f  บน 

{ }n nu v  เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่ แตกต่างกับการก ากับ f  ทั้งหมดบน  1 2, 3, 4, , 1iivv i n     

กรณ ี8 สมมติให้ 
21( ) ( )iif v v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n     

จะได้ว่า 1 2 2 3n i    ดังนั้น 2 n i   แต่เนื่องจาก 3 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
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นั่นคือ 
1 2( ) ( )iif v v f u v  เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ ่ง 3 1i n    หรือการก ากับ f  บน 

1 2{ }v v  
แตกต่างกับการก ากับ f  ทั้งหมดบน { |i iu v i  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 }1i n    

ในท านองเดียวกับกรณี 8 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f  บน 
1 1{ }u v  แตกต่างกับการก ากับ f  

ท ั ้งหมดบน  4, 6, 8, , 2ii nu iv     การก าก ับ f  บน { }n nu v  เม ื ่อ n  เป ็นจ  านวนคู่  

แตกต่างกับการก ากับ f  ทั ้งหมดบน  4, 6, 8, , 2ii nu iv     และ การก ากับ f  บน 

{ }n nu v  เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่ แตกต่างกับการก ากับ f  ทั้งหมดบน  4, 6, 8, , 2ii nu iv     

จ า ก  
1 2( ) 1f v v   

1 1( ) 2 1f u v n   ( ) 4 5n nf u v n   เ ม ื ่ อ  n  เ ป ็ น จ  า น ว น คู่  แ ล ะ
( ) 4 7n nf u v n   เมื่อ n  เมื่อเป็นจ านวนคี่ จะเห็นว่าการก ากับ f  แตกต่างกันทั้งหมดบนเซต 

 1 2 1 1, , n nv v u v u v  
เพราะฉะนั้นการก ากับ f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  
เนื่องจากกราฟ G  มีเส้นเชื่อมจ านวน 2 2n  เส้น และจ านวนเต็มบวกที่ก ากับให้กับเส้นเชื่อมมี 

2 2n  จ านวน และจาก f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 
จากการก าหนดการก ากับ f  จะได้การก ากับ  : ( ) 0, 1, 2, , 2 1 4 5f V G q n       

ดังนี้ 
 1 1 1( ) ( ) mod 4 4 2 1f u f u v n n      

     1 1 1 1 2( ) ( ) ( ) mod 4 4 (2 1) 1 mod 4 4 2 2f v f u v f v v n n n n           

     2 1 2 2 3( ) ( ) ( ) mod 4 4 1 (2 3) mod 4 4 2 2f v f v v f v v n n n n           
ส าหรับ n  เป็นจ านวนคี่ จะได้ 

 ( ) ( ) mod 4 4 4 7n n nf u f u v n n      

     1( ) ( ) ( ) mod 4 4 3 (4 7) mod 4 4 0n n n n nf v f v v f u v n n n

         
ส าหรับ n  เป็นจ านวนคู่ จะได้ 

 ( ) ( ) mod 4 4 4 5n n nf u f u v n n      
     1( ) ( ) ( ) mod 4 4 3 (4 5) mod 4 4 2n n n n nf v f v v f u v n n n

          
ส าหรับ 3 1i n    จะได้ 

เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ 
 ( ) mod 4( ) 2 24 3i i if u v nf u n i      
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  

  

1 1( ) ( ) ( ) mod 4 4

(2 2( 1) 1) (2 2 1) (2 2 3) mod 4 4

( )

2 2 5

i i i i i ii f v v f v v f u v n

n i n i n

f v

i

n

n

i



   

     





    



 

เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ 
 ( ) mod 4( ) 2 24 7i i if u v nf u n i       

  

  

1 1( ) ( ) ( ) mod 4 4

(2 2( 1) 1) (2 2 1) (2 2 7) mod 4 4

( )

2 2 1

i i i i n ni f v v f v v f u v n

n i n i n

f v

i

n

n

i



   

     





    



 

จากการก ากับจุดยอด f   จะได้ว่า 
เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่ 

   ( ) 4, 6, 8, ...., 1 2 5, 2 9, 2 13, , 4 9, 4 5if u i n n n n n n           
   ( ) 4, 6, 8, ..., 1 2 3, 2 7, 2 11, , 11, 7if v i n n n n         
   ( ) 3, 5, 7, ..., 2 2 1, 2 3, 2 7, , 4 15, 4 11if u i n n n n n n           
   ( ) 3, 5, 7, ..., 2 2 5, 2 9, 2 13, , 9, 5if v i n n n n         

เมื่อ n  เป็นจ านวนคู่ 

   ( ) 4, 6, 8, ...., 2 2 5, 2 9, 2 13, , 4 11, 4 7if u i n n n n n n           
   ( ) 4, 6, 8, ..., 2 2 3, 2 7, 2 11, , 13, 9if v i n n n n         
   ( ) 3, 5, 7, ..., 1 2 1, 2 3, 2 7, , 4 13, 4 9if u i n n n n n n           

     ( ) 3, 5, 7, ..., 1 2 5, 2 9, 2 13, , 7, 3if v i n n n n         

ต่อไปจะแสดงว่าการก ากับ f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  
กรณี 1 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 3n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i ju u  
กรณี 2 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 7n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ i ju u  
กรณี 3 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n    
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จะได้ว่า 2 2 5 2 2 5n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 
i jv v  

กรณี 4 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 1 2 2 1n i n j      ดังนั้น i j  นั่นคือ 

i jv v   
กรณี 5 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 7n i n j      ดังนั้น 2j i    
แต่เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f u   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    

แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |  ju j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 6 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 5n i n j      ดังนั้น 4i j    
แต่เนื่องจาก 4 i  และ 4 j  ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคู่ซึ่ง 3 1}j n     
กรณี 7 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n     
จะได้ว่า 2 2 3 2 2 1n i n j      ดังนั้น 2i j    
แต่เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 8 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 
3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 5n i n j      ดังนั้น 6i j    
เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคู่ซึ่ง 3 1}j n    
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กรณี 9 สมมติให้ ( ) ( )i jf u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 
3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 7 2 2 1n i n j      ดังนั้น 4i j   
แต่เนื่องจาก 3i   และ 3j   ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น ( ) ( )i jf u f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคี่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 10 สมมติให้ ( ) ( )i jf v f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n    และ j  เป็นจ านวนคี่ 
ซ่ึง 3 1j n    
จะได้ว่า 2 2 5 2 2 1n i n j      ดังนั้น 2i j    
แต่เนื่องจาก i  เป็นจ านวนคู่ และ j  เป็นจ านวนคี่ ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น ( ) ( )i jf v f v   นั่นคือการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iv i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1}i n    
แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน { |jv j  เป็นจ านวนคี่ ซ่ึง 3 1}j n    
กรณี 11 สมมติให้ 

1( ) ( )if u f v   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n     
จะได้ว่า 2 1 2 2 5n n i     ดังนั้น 1 5 2i    
เนื่องจาก 3 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 

1( ) ( )if u f v   นั่นคือการก ากับ f   บน 
1{ }v  แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 

{ |iv i  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 1}i n    
ในท านองเดียวกับกรณี 11 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iv i  เป็นจ านวนคู่

ซึ่ง 3 1}i n    แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 
2 1 2{ , , , , }n nu v v u v  และการก ากับ f   

ท ั ้งหมดบน { |iv i  เป ็นจ  านวนคี่  ซ ึ ่ง  3 1}i n    แตกต่างกับการก าก ับ f   ท ั ้งหมดบน 

1 2 1 2{ , , , , , }n nu u v v u v  
กรณ ี12 สมมติให้ 1( ) ( )if u f u   เมื่อ i  เป็นจ านวนคู่ ซึ่ง 3 1i n     
จะได้ว่า 2 1 2 2 3n n i     ดังนั้น 4 2i   
แต่เนื่องจาก 3 1i n    ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง  
ดังนั้น 1( ) ( )if u f u   นั่นคือการก ากับ f   บน 1{ }u  แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 
{ |iu i  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึง 3 1}i n    
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ในท านองเดียวกับกรณี 12 สามารถแสดงได้ว่า การก ากับ f   ทั้งหมดบน { |iu i  เป็นจ านวนคู่
ซึ่ง 3 1}i n    แตกต่างกับการก ากับ f   ทั้งหมดบน 

2 1 2{ , , , , }n nu v v u v  และการก ากับ f   
ท ั ้งหมดบน { |iu i  เป ็นจ  านวนคี่  ซ ึ ่ง  3 1}i n    แตกต่างกับการก าก ับ f   ท ั ้งหมดบน 

1 2 1 2{ , , , , , }n nu u v v u v  
เนื่องจาก เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่  

1( ) 2 1f u n     
1( ) 2 2f v n     

2( ) 2 2f v n    
( ) 4 7nf u n     ( ) 0nf v   และเมื่อ n  เป็นจ านวนคู่ ( ) 4 5nf u n     ( ) 2nf v    

จะเห็นว่าการก ากับ f   แตกต่างกันทั้งหมดบนเซต 
1 2 1 2{ , , , , , }n nu u v v u v  

จากการแสดงข้างต้น จะได้ว่า f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง หรือการก ากับจุดยอดแตกต่างกัน 
ดังนั้น f  เป็นการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 

1 2nG P K u    
นั่นคือ กราฟ 

1 2nG P K u   เป็นกราฟเอดจ์-ออดเกรซฟูล         

ตัวอย่าง 2.2 การก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูลของกราฟ 
9 1 2G P K u   โดยใช้การก ากับเอดจ์-ออด

เกรซฟูลตามทฤษฎีบท 2.2 แสดงดังรูปที่ 2.4  

 
รูปที่ 2.4 กราฟ 

9 1 2P K u พร้อมด้วยการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล 

3. สรุป  
ในงานวิจัยนี้ได้สร้างทฤษฎีบทใหม่จ านวน 2 ทฤษฎีบท ซึ่งบทกล่าวถึงการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล

ในรูปแบบทั่วไปของกราฟใหม่ซึ่งสร้างจากการลบจุดยอดเพนแดนต์ออก จ านวน 1 จุด บนกราฟโคมบ์ 
พบว่าการลบจุดยอดเพนแดนต์ 

1u  และการลบจุดยอดเพนแดนต์ 
2u  บนกราฟโคมบ์ 

1nP K ท าให้
กราฟ 1 1nP K u  และกราฟ 1 2nP K u  มีการก ากับเอดจ์-ออดเกรซฟูล โดยการก ากับเอดจ์-
ออดเกรซฟูลของทั้งสองกราฟแตกต่างกนั 
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บทคัดย่อ 
บทความฉบับนี้น าเสนอตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจก

แจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ และศึกษา
สมบัติที่ส าคัญทางความน่าจะเป็นและสถิติ เช่น ฟังก์ชันก่อก าเนิด ค่าคาดหมาย และ ความแปรปรวน 
โดยสุดท้ายได้พิจารณาการประมาณค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบที่สร้างขึ้น 
ค าส าคัญ:  การแจกแจงไม่ต่อเนื่อง การแจกแจงปัวซงแบบผสม การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์  
       ตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 

ABSTRACT 
In this study, we introduce the first order integer-valued autoregressive models for 

count data with the two-parameter generalized Poisson-Lindley distribution based on 
negative binomial thinning operator. Some important probabilistic and statistical 
properties such as generating function, expectation and variance are derived. Finally, 
parameter estimations are discussed. 
Keywords:  Discrete distributions, Mixed Poisson distributions, Poisson-Lindley  
         distribution, Negative binomial thinning operator 

1. บทน า  
ข้อมูลอนุกรมเวลา (Time Series data) คือ ชุดของข้อมูลที ่เก็บรวบรวมตามระยะเวลาเป็น 

ช่วง ๆ อย่างต่อเนื่องกัน โดยการนับข้อมูลเกิดขึ้นในหลายบริบท เช่น จ านวนอุบัติเหตุ [9] จ านวนผู้ป่วย 
จ านวนข้อความ จ านวนการซื้อขายหุ้นรายวัน และจ านวนการเอาประกันของกรมธรรม์ประกันชีวิต  
ดังนั้นตัวแบบอนุกรมเวลาส าหรับข้อมูลการนับ จึงมีความส าคัญอย่างยิ่งในการศึกษาและสร้างตัวแบบ
ส าหรับปรากฏการณ์ต่าง ๆ กลุ่มของตัวแบบส าหรับข้อมูลการนับที่มีการศึกษาอย่างกว้างขวางใน
งานวิจัย คือ ตัวแบบการถดถอยในตัวที ่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม (INAR) ซ่ึงถูกสร้างขึ ้นครั ้งแรกโดย 
McKenzie [12] จากนั้น Alzaid และ Al-Osh [3] ได้สร้างตัวแบบทั่วไปขึ้นตามการแจกแจงของปัวซง 
โดยใช้ตัวด าเนินการท าให้บางทวินาม (binomial thinning operator) ที่ถูกแนะน าโดย Steutel และ 
Van-Harn [15] และตัวแบบนี้ได้ถูกน าใช้ประโยชน์อย่างกว้างขวางในหลายสถานการณ์ เช่น Marcelo 
และคณะ [11] ได้ประยุกต์ใช้ในการคาดการณ์การเรียกร้องค่าสินไหมทดแทนรายเดือน Xiang และคณะ 
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[16] ได้ประยุกต์ใช้ในการรวมความเสี่ยงตามตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม 
ส าหรับข้อมูลการนับด้วยการแจกแจงปัวซง 

ตัวแบบการถดถอยในตัวที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง (PINAR) นั้น ได้รับความนิยม
อย่างมากในการศึกษาเชิงการนับ เพราะสูตรมีความซับซ้อนน้อยและเป็นการประยุกต์จากการ 
แจกแจงปัวซงซึ่งเป็นการแจกแจงที่นิยมส าหรับข้อมูลเชิงการนับ อย่างไรก็ดีการแจกแจงปัวซงมีข้อจ ากัด 
คือค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนมีค่าเท่ากัน ซึ่งอาจไม่สามารถใช้ได้ในบางสถานการณ์ที่ข้อมูลไม่ได้อยู่ใน
สถานะสมดุล ดังนั้นจึงมีการศึกษาการแจกแจงทางเลือกส าหรับข้อมูลประเภทนี้อย่างกว้างขวางเพื่อลด
ข้อจ ากัดนี้ในทศวรรษที่ผ่านมา เช่น กลุ่มการแจกแจงปัวซงนัยทั่วไปถูกใช้โดย Alzaid และ Al-Osh [4] 
จากนั้น Aghababaei และคณะ [1] ได้แนะน าตัวแบบการถดถอยในตัวที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการ
แจกแจงปัวซงที่มีค่าศูนย์เฟ้อ Bakouch และคณะ [6] ได้เสนอตัวแบบการถดถอยในตัวที ่มีค่าเป็น
จ านวนเต็มด้วยการแจกแจงเรขาคณิต ในบรรดาตัวแบบที่กล่าวมานั้นสร้างบนฐานของตัวด าเนินการท า
ให้บางทวินามลบ (negative binomial thinning operator) 

การแจกแจงปัวซงนัยทั่วไปที่ศึกษาอย่างกว้างขวางอย่างหนึ่ง คือ กลุ่มของการแจกแจงปัวซง-ลินด์
เลย์ ทีถู่กน าเสนอในบทความของ Sankaran [13] โดยการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์เป็นการแจกแจงปัวซง
ผสมโดยมีพารามิเตอร์เป็นตัวแปรสุ่มที่มีการแจกแจงลินด์เลย์ จากนั้น Bakouch และคณะ[5] ได้ใช้การ
แจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์มาสร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มส าหรับข้อมูล
การนับด้วยการแจกแจงนัยทั่วไปของปัวซง-ลินด์เลย์ และ Mahmoudi และคณะ [9] ได้เสนอตัวแบบ
การถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มส าหรับข้อมูลการนับด้วยการแจกแจงนัยทั ่วไป
ของปัวซง-ลินด์เลย์แบบใหม่ โดยใช้ตัวด าเนินการท าให้บางแบบทวินามและทวินามลบ 

การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ได้ถูกขยายอย่างแพร่หลายในทศวรรษที่ผ่านมา ตัวอย่างเช่น Ghitany 
และคณะ [8] ได้ท าการขยายตัวแบบโดยใช้การแจกแจงปัวซงที่ไม่เป็นศูนย์ จากนั้น Mahmoudi และ
คณะ [10] ได้ท าการขยายตัวแบบโดยใช้การแจกแจงปัวซงนัยทั่วไปได้เป็นครั้งแรก เพื่อรองรับข้อมูลได้
หลากหลายมากข้ึน 

Bhati และคณะ [7] ได้น าเสนอการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์แบบสองพารามิเตอร์นัยทั่วไป โดย
พารามิเตอร์ของการแจกแจงปัวซงแบบผสมเป็นตัวแปรสุ่มที่มีการแจกแจงลินด์เลย์สองพารามิเตอร์ที่
เสนอใน Shanker และ Sharma [14] ซึ่งเป็นการเพ่ิมพารามิเตอร์อีกหนึ่งตัวเข้าไปในการแจกแจงลินด์-
เลย์ โดย Bhati และคณะ [7] แสดงให้เห็นว่า พฤติกรรมหางขวาของกราฟของฟังก์ชันความหนาแน่นที่
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แสดงความหนาแน่นความน่าจะเป็นของการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปลู่เข้าสู่ศูนย์
ในอัตราที่เร็วกว่าหรือช้ากว่าการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ แสดงให้เห็นถึงความยืดหยุ่น ดังนั้นการแจก
แจงนี้จึงใช้งานได้ดีกับข้อมูลที่มีหางทางขวาของฟังก์ชันความหนาแน่นลู่เข้าสู่ศูนย์ ซึ่งชุดข้อมูลดังกล่าว
มักพบในอุตสาหกรรมประกันภัย และยิ่งกว่านั้นการจ าลองเชิงตัวเลขของพวกเขาแสดงให้เห็นว่าการ
แจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป จะดีกว่าการแจกแจงอื่น ๆ ส าหรับข้อมูลการนับ โดย
การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป ที่แสดงไว้ดังต่อไปนี้ 

บทนิยาม 1.1 [7] ตัวแปรสุ่ม 𝑋 ทีมี่การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ พารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 นัยทั่วไป ซึ่งเขียน
แทนด้วยสัญลักษณ์ 𝑋 ∼  𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) มีฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นดังนี้ 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =  
𝜃2

(𝜃 + 𝛽)(1 + 𝜃)𝑥+1
(1 +

𝛽(𝑥 + 1)

1 + 𝜃
) 

เมื่อ 𝑥 = 0, 1, 2, … และ 𝛽, 𝜃 > 0 

ทฤษฎีบท 1.1 [7] คุณสมบัติของการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์ พารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 นัยทั่วไป ที่ระบุไว้
ในบทนิยาม 1.1 มีดังนี ้ 

1. ค่าคาดหมาย คือ 𝐸(𝑋) =
2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
 

2. ความแปรปรวน คือ 𝑉𝑎𝑟(𝑋) =  
2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃)

𝜃2(𝛽+𝜃)2  

3. ฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ Φ𝑋(𝑠) =  
𝜃2(𝛽+𝜃−𝑠+1)

 (𝛽+𝜃)(𝜃−𝑠+1)2 เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   

4. ฟังก์ชันก่อก าเนดิโมเมนต์ คือ 𝑀𝑋(𝑠) =  
𝜃2(𝛽+𝜃−𝑒𝑠+1)

(𝛽+𝜃)(𝜃−𝑒𝑠+1)2 เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   

ในบทความนี้ได้น าเสนอตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจก
แจงปัวซง-ลินด์เลย์ พารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 นัยทั่วไป โดยใช้ตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ ในหัวข้อที่ 
2 ของบทความนี้คือ สร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม ส าหรับข้อมูลการ
นับด้วยการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั ่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บาง 
ทวินามลบ และท าการหาฟังก์ชันก่อก าเนิดของกระบวนการนวัตกรรม จากนั้นในหัวข้อที ่ 3 ได้
ท าการศึกษาคุณสมบัติที ่ส  าคัญทางสถิต ิและความน่าจะเป็นของตัวแบบ ได้แก่ ค่าคาดหมาย  
ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข ค่าความแปรปรวน ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข ฟังก์ชันค่าสหสัมพันธ์
ในตัว และฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัวของตัวแบบ และในหัวข้อที่ 4 ผู้วิจัยได้สร้างสูตรส าหรับการ 
ประมาณค่าพารามิเตอร์โดยใช้วิธีก าลังสองน้อยที่สุดแบบมีเงื่อนไข และวิธียูล-วอล์กเกอร์ ซึ่งในส่วน
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สุดท้ายคือข้อสรุปและอภิปรายการสร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วย
การแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 

 
รูปที่ 1 ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นของการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป

ส าหรับค่าต่าง ๆ ของพารามิเตอร์ 𝜃 และ 𝛽 

2. การสร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง-ลินด์
เลยส์องพารามิเตอร์นัยท่ัวไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 
ในหัวข้อนี้ ผู ้ว ิจัยได้สร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที ่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการ 

แจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั ่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ
(𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1)) ผู้วิจัยได้ให้ค าจ ากัดความของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบและตัวแบบการถดถอย
ในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม นอกจากนั้นได้ท าการหากระบวนการนวัตกรรม (innovation 
process) ของตัวแบบเพ่ือให้เป็นไปตามคุณสมบัติของตัวแบบอนุกรมเวลา 

บทนิยาม 2.1 ก าหนดให้ 𝑋 เป็นตัวแปรสุ่มที่มีค่าเป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ตัวด าเนินการท าให้ 
บางทวินามลบ 𝛼 ∗ นิยามดังนี้ 

𝛼 ∗ 𝑋 = ∑ 𝑍𝑖 

𝑋

𝑖=1
 

เมื่อ 0 < 𝛼 < 1 และ {𝑍𝑖}𝑖≥1 เป็นล าดับของตัวแปรสุ่มที่เป็นอิสระต่อกันที่มีการแจกแจงแบบเรขาคณิต 
โดยมีพารามิเตอร์เป็น  1

1+𝛼
 และเป็นอิสระจาก 𝑋  
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ทฤษฎีบท 2.1 คุณสมบัติของตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ 𝛼 ∗ ที่ระบุไว้ในบทนิยาม 2.1 มีดังนี้  
1. ค่าคาดหมาย คือ 𝐸(𝛼 ∗ 𝑋) =  𝛼𝐸(𝑋) 
2. ความแปรปรวน คือ 𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋) = 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋) + 𝛼2𝑉𝑎𝑟(𝑋) 
3. ฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ 𝛷𝛼∗𝑋(𝑠) = 𝛷𝑋((1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1) เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   
4. ฟังก์ชันก่อก าเนดิโมเมนต์ คือ 𝑀𝛼∗𝑋(𝑠) =  𝑀𝑋((1 + 𝛼 − 𝛼𝑒𝑠)−1) เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   

บทนิยาม 2.2 ตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที ่มีค่าเป็นจ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง- 
ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) โดย {𝑋𝑡}𝑡≥1 นิยามด้วย
สมการดังนี ้

𝑋𝑡 = 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡  

โดยที่ 𝛼 ∗ คือตัวด าเนินการท าให้บางทวินามลบ ซึ่งถูกนิยามไว้ในบทนิยาม 2.1 และ {𝑋𝑡}𝑡≥1 เป็น
กระบวนการคงที่  (stationary process) โดย 𝑋 เป็นตัวแปรสุ ่มที ่มีการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์  
สองพารามิเตอร์นัยทั่วไป ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝑋 ∼ 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) และกระบวนการนวัตกรรม 
{𝜀𝑡}𝑡≥1 เป็นล าดับที่เป็นอิสระ และมีการแจกแจงเดียวกันกับ 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 เป็นอิสระต่อกัน 

จากสมมติฐานทั่วไปของตัวแบบอนุกรมเวลา มักจะท าการสร้างตัวแบบคงที่ ดังนั้นในส่วนถัดไป
ผู ้ว ิจ ัยจะท าการพิจารณาการแจกแจงและคุณสมบัติของกระบวนการนวัตกรรม {𝜀𝑡}𝑡≥1 ที่ท าให้ 
ตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) คงท่ี 

ทฤษฎีบท 2.2 จากบทนิยาม 2.2 เมื่อ {𝑋𝑡}𝑡≥1 เป็นกระบวนการทีค่งที ่โดยมีการแจกแจง 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) 
ดังนั้นกระบวนการนวัตกรรม {𝜀𝑡}  มีฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ 

𝛷𝜀𝑡
(𝑠) =  

(𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1)(𝜃 + 𝛼𝜃 − 𝛼𝜃𝑠 + 𝛼 − 𝛼𝑠)2

(𝜃 − 𝑠 + 1)2(1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)(𝜃 + 𝛽 + 𝛼 + 𝛼𝜃 + 𝛼𝛽 − 𝛼(𝛽 + 𝜃 + 1)𝑠)
 

เมื่อ 𝑠 ∈ ℝ   
บทพิสูจน์ จาก {𝑋𝑡}𝑡≥1 คือกระบวนการคงที่ โดยมีการแจกแจง 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) จากบทนิยาม 2.2 
คุณสมบัติที ่𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 อิสระต่อกัน และทฤษฎีบท 2.1 (3) จะได้ว่า 

𝛷𝑋𝑡
(𝑠) =  𝐸(𝑠𝑋𝑡) 

=  𝐸(𝑠𝛼∗𝑋𝑡−1+𝜀𝑡) 

=  𝐸(𝑠𝛼∗𝑋𝑡−1𝑠𝜀𝑡) 

=  𝐸(𝑠𝛼∗𝑋𝑡−1)𝐸(𝑠𝜀𝑡) 
= 𝛷𝛼∗𝑋𝑡−1

(𝑠)𝛷𝜀𝑡
(𝑠) 

= 𝛷𝑋𝑡
((1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1)𝛷𝜀𝑡

(𝑠) 
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ดังนั้นกระบวนการนวัตกรรมมีฟังก์ชันก่อก าเนิด คือ 

𝛷𝜀𝑡
(𝑠) 

 

 

 

 

=
𝛷𝑋𝑡

(𝑠)

𝛷𝑋𝑡
((1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1)

 

=
𝜃2(𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1)

(𝛽 + 𝜃)(𝜃 − 𝑠 + 1)2
×

(𝛽 + 𝜃)(𝜃 − (1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1 + 1)2

𝜃2(𝜃 − (1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)−1 + 1 + 𝛽)
 

=
𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1

(𝜃 − 𝑠 + 1)2
×

(𝜃 + 𝛼𝜃 − 𝛼𝜃𝑠 − 1 + 1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)2

(1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)(𝛽 + 𝛼𝛽 − 𝛼𝛽𝑠 + 𝜃 + 𝜃𝛼 − 𝛼𝜃𝑠 − 1 + 1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)
 

 
=

(𝛽 + 𝜃 − 𝑠 + 1)(𝜃 + 𝛼𝜃 − 𝛼𝜃𝑠 + 𝛼 − 𝛼𝑠)2

(𝜃 − 𝑠 + 1)2(1 + 𝛼 − 𝛼𝑠)(𝜃 + 𝛽 + 𝛼 + 𝛼𝜃 + 𝛼𝛽 − 𝛼(𝛽 + 𝜃 + 1)𝑠)
 

    

3. คุณสมบัติความน่าจะเป็นของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) 
ในหัวข้อนี้ ผู ้ว ิจัยได้ศึกษาคุณสมบัติบางประการของตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที ่มี  

ค่าเปน็จ านวนเต็มด้วยการแจกแจงปัวซง-ลินด์เลย์สองพารามิเตอร์นัยทั่วไปบนฐานของตัวด าเนินการท า
ให้บางทวินามลบ คือ ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว ค่าคาดหมาย และความแปรปรวน 

ทฤษฎีบท 3.1 ฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัว (𝛾𝑘) และฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว (𝜌𝑘) ที่สอดคล้องกัน
กับตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ส าหรับ 𝑘 (𝑘 ≥ 1) หน่วยเวลาถูกนิยามตามล าดับดังนี้ 

1. 𝛾𝑘 = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) = 𝛼𝑘𝛾0  เมื่อ 𝛾0  คือความแปรปรวนของ 𝑋𝑡 
2. 𝜌𝑘 = 𝛼𝑘 

บทพิสูจน์ จากบทนิยาม 2.2 และคุณสมบัตขิอง 𝜀𝑡   และ 𝑋𝑡−𝑘 เป็นอิสระส าหรับ 𝑘 ≥ 1 
𝛾𝑘 =  𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) 
 =  𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) 

 =  𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1, 𝑋𝑡−𝑘)  +  𝐶𝑜𝑣(𝜀𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘) 

 = 𝛼𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡−1, 𝑋𝑡−𝑘) 

 = 𝛼𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−2 + 𝜀𝑡−1, 𝑋𝑡−𝑘) 

 = 𝛼𝑘𝐶𝑜𝑣(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−𝑘, 𝑋𝑡−𝑘)                                                                         (*) 
 = 𝛼𝑘𝛾0 

จากบทนิยาม 2.2 เมื่อท าซ า้จะได้ดังสมการ (*) 
ดังนั้น ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว (𝜌𝑘) สามารถเขียนได้ว่า 

𝜌𝑘 =
𝛾𝑘

𝛾0
= 𝛼𝑘 

  
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ข้อสังเกต 3.1 จากทฤษฎีบท 3.1 ฟังก์ชันสหสัมพันธ์ในตัว 𝜌𝑘 จะลดลงแบบทวีคูณ เมื่อ 𝑘 เข้าสู่อนันต์ 

ต่อไปจะพิจารณาคุณสมบัติที่มีเงื่อนไขบางอย่าง เช่น ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข ความแปรปรวน
แบบมีเงื ่อนไขของกระบวนการนวัตกรรม 𝜀𝑡 และฟังก์ชันความน่าจะเป็นเปลี่ยนสถานะของตัวแบบ 
คุณสมบัติเหล่านี้ได้มาจากการใช้นิพจน์ของ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ที่ก าหนดในบทนิยาม 2.2 ดังนั้นก่อนอ่ืน
จะต้องพิจารณาค่าคาดหมายและค่าความแปรปรวนของ 𝑋𝑡 ส าหรับตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ซึ่งได้ว่า 

1. 𝐸(𝑋𝑡)  =  
2 𝛽 +𝜃

𝜃(𝛽 +𝜃)
 

2. 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) =  
2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃)

𝜃2( 𝛽+𝜃)2  

ดังนั้น ค่าคาดหมายและค่าความแปรปรวนของ 𝜀𝑡 จึงถูกก าหนดไว้ ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 3.2 ค่าคาดหมายและค่าความแปรปรวนของ 𝜀𝑡 ที่นิยามไว้ในบทนิยาม 2.2 ส าหรับ ตัวแบบ 
𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅 (1) จะถูกนิยามตามล าดับโดย 

1. 𝐸(𝜀𝑡) = (1 − 𝛼) (
2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
) 

2. 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) =  
(1−𝛼2)(2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃))−𝛼𝜃(1−𝛼)(𝛽+𝜃)(2𝛽+𝜃)

𝜃2( 𝛽+𝜃)2  
โดยที่ 𝐸(𝑋𝑡) นิยามดังข้างต้น 
บทพิสูจน์ จากบทนิยาม 2.2 จะได้ว่า {𝑋𝑡}𝑡≥1  เป็นกระบวนการคงที่โดยมีการแจกแจง 𝑁𝐺𝑃𝐿(𝜃, 𝛽) 
และจากคุณสมบัติว่า 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 เป็นอิสระต่อกัน และทฤษฎีบท 1.1 ข้อ 1. จะได้ว่า 

 𝐸(𝑋𝑡) =  𝐸(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡) 
 = 𝛼𝐸(𝑋𝑡)  +  𝐸(𝜀𝑡) 

= 𝛼 (
2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) +  𝐸(𝜀𝑡) 

ดังนั้น 𝐸(𝜀𝑡)  =  (1 − 𝛼) (
2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
) 

พิจารณาความแปรปรวนของ 𝜀𝑡 ในท านองเดียวกันจากคุณสมบัติว่า 𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 และ 𝜀𝑡 เป็นอิสระต่อกัน 
และทฤษฎีบท 2.1 ข้อ 2. จะได้ว่า 

             𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡)  
 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋𝑡−1) +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) 

= 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋𝑡−1)  + 𝛼2𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡−1) +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) 
จากนั้นจะได้ว่า (1 − 𝛼2)𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡)  = 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋𝑡)  +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) ดังนั้น 
𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) =  (1 − 𝛼2 )𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) − 𝛼(1 − 𝛼)𝐸(𝑋𝑡) 
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 =  (1 − 𝛼2) (
2𝛽2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽𝜃(4 + 3𝜃)

𝜃2( 𝛽 + 𝜃)2
 ) − 𝛼(1 − 𝛼) (

2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) 

=
(1 − 𝛼2)(2𝛽2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽𝜃(4 + 3𝜃)) − 𝛼𝜃(1 − 𝛼)(𝛽 + 𝜃)(2𝛽 + 𝜃)

𝜃2( 𝛽 + 𝜃)2
  

 

ทฤษฎีบท 3.3 ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไขของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ล่วงหน้า 𝑘 +  1 หน่วยเวลา คือ 

𝐸(𝑋𝑡+ 𝑘  | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) = 𝛼𝑘+1 𝑥 +  (1 − 𝛼𝑘+1) (
2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) 

ส าหรับ 𝑥 ∈ { 0, 1, 2, … } 
บทพิสูจน์ จาก 𝐸(𝑋𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) = 𝐸(𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−1 + 𝜀𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥)  

         = 𝐸(𝛼 ∗ (𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−2 + 𝜀𝑡+𝑘−1) + 𝜀𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 

และจากบทนิยาม 2.2 เมื่อแทนค่า {𝑋𝑡}𝑡≥1 ซ ้าจนได้สมการสุดท้ายเป็นดังนี้ 
𝐸(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) =  𝐸(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝛼𝑘 ∗ 𝜀𝑡 + 𝛼𝑘−1 ∗ 𝜀𝑡+1 + ⋯ + 𝜀𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 

= 𝐸(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) + ∑ 𝐸(𝛼ℎ ∗ 𝜀𝑡+𝑘−ℎ | 𝑋𝑡−1 = 𝑥)

𝑘

ℎ=0

 

= 𝛼𝑘+1𝑥 + ∑ 𝛼ℎ𝐸(𝜀𝑡+𝑘−ℎ)

𝑘

ℎ=0

 

= 𝛼𝑘+1𝑥 + (
1 − 𝛼𝑘+1

1 − 𝛼
) 𝐸(𝜀𝑡) 

= 𝛼𝑘+1𝑥 + (1 − 𝛼𝑘+1) (
2𝛽 + 𝜃

𝜃(𝛽 + 𝜃)
) 

 

ข้อสังเกต 3.2 ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข 𝐸(𝑋𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 = 𝑥) จะลู่เข้าหาค่าคาดหมายแบบไม่มีเงื่อนไข 
คือ 2𝛽+𝜃

𝜃(𝛽+𝜃)
 เมื่อ 𝑘 เข้าสู่อนันต์ 

ทฤษฎีบท 3.4 ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไขของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ล่วงหน้า 𝑘 +  1 หน่วยเวลา 
คือ 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥)  

= 𝛼𝑘+1 (1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 + 
1 − 𝛼2(𝑘 + 1)

1 − 𝛼2
𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) +

𝛼(1 − 𝛼𝑘) (1 − 𝛼𝑘+1)

1 − 𝛼2
𝐸(𝜀𝑡) 

ส าหรับ 𝑥 ∈ { 0, 1, 2, … } 
บทพิสูจน์ 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥)  

 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−1  + 𝜀𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 
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 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼 ∗ (𝛼 ∗ 𝑋𝑡+𝑘−2  + 𝜀𝑡 + 𝑘−1) + 𝜀𝑡+𝑘| 𝑋𝑡−1 = 𝑥) 

 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 + 𝛼𝑘 ∗ 𝜀𝑡 + 𝛼𝑘−1 ∗ 𝜀𝑡+1  + ⋯ + 𝜀𝑡+𝑘  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) 

 =  𝑉𝑎𝑟(𝛼𝑘+1 ∗ 𝑋𝑡−1 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) +  ∑ 𝑉𝑎𝑟(𝛼ℎ ∗ 𝜀𝑡+𝑘−ℎ  | 𝑋𝑡−1 =  𝑥)

𝑘

ℎ=0

 

 = 𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 + ∑ 𝑉𝑎𝑟(𝛼ℎ ∗ 𝜀𝑡+𝑘−ℎ)

𝑘

ℎ = 0

  

= 𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 +  ∑ (𝛼ℎ(1 − 𝛼ℎ)𝐸(𝜀𝑡+𝑘−ℎ  )  + 𝛼2ℎ 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡+𝑘−ℎ))

𝑘

ℎ = 0

  

= 𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) ∑ 𝛼2ℎ + 

𝑘

ℎ = 0

𝐸(𝜀𝑡) ∑ 𝛼ℎ  (1 − 𝛼ℎ) 

𝑘

ℎ = 0

 

=  𝛼𝑘+1(1 − 𝛼𝑘+1)𝑥 +
1 − 𝛼2(𝑘 + 1)

1 − 𝛼2
𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) +  

𝛼(1 − 𝛼𝑘)(1 − 𝛼𝑘+1 )

1 − 𝛼2
𝐸(𝜀𝑡) 

             

ข้อสังเกต 3.3 ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+𝑘 | 𝑋𝑡−1 =  𝑥) ลู่เข้าหาความแปรปรวนแบบ

ไมม่ีเงื่อนไขคือ 2𝛽2(1+𝜃)+𝜃2(1+𝜃)+𝛽𝜃(4+3𝜃)

𝜃2( 𝛽+𝜃)2  เมื่อ 𝑘 เข้าสู่อนันต์ 

4. การประมาณค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) 
การประมาณค่าเป็นวิธีการใช้ค่าสถิติที่ได้จากตัวอย่างไปประมาณค่าพารามิเตอร์ เป็นการหาข้อสรุป

ที่เกี่ยวกับพารามิเตอร์ ในลักษณะของการประมาณ โดยจะน าพารามิเตอร์ที่ประมาณได้ไปใช้ในตัวแบบ
เพื่อพยากรณ์แนวโน้มของเหตุการณ์ต่าง ๆ ในอนาคต และในหัวข้อนี้ ผู้วิจัยจะพิจารณาการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ของตัวแบบทั้ง 2 วิธี ซึ่งเป็นวิธีที่นิยม ได้แก่ การประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีก าลังสอง
น้อยสุดแบบมีเงื่อนไข (conditional least square: CLS) และการประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธียูล-
วอล์กเกอร์ (Yule-Walker: YW) 

4.1. การประมาณก าลังสองน้อยที่สุดแบบมีเงื่อนไข 
ตัวประมาณก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงื่อนไขของพารามิเตอร์ 𝛼 และ 𝜇 ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) 

ได้มาจากการแทนค่า 𝑘 =  0 ในทฤษฎีบท 3.3 ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข คือ  
𝐸(𝑋𝑡  |𝑋𝑡−1) = 𝛼𝑋𝑡−1 + 𝜇(1 − 𝛼) 

โดยที่ 𝜇 =  𝐸(𝑋𝑡)  
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ดังนั้น สมการก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงือ่นไข คือ 

𝑄𝑛 = ∑(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1))
2

 

𝑛

𝑡=2

= ∑(𝑋𝑡 − 𝛼 𝑋𝑡−1 − 𝜇(1 − 𝛼))
2

𝑛

𝑡=2

 

หาอนุพันธ์ย่อยของ 𝑄𝑛  เทียบกับพารามิเตอร์ 𝜇  และ 𝛼 และก าหนดให้เท่ากับศูนย์ ดังนี้ 
𝜕𝑄𝑛

𝜕𝜇
|
𝜇=𝜇̂,𝛼=𝛼̂

=  − ∑ 2(𝑋𝑡 −  𝛼̂𝑋𝑡−1 −  𝜇̂ (1 −  𝛼̂))(1 − 𝛼̂) =  0 

𝑛

𝑡=2

 

𝜕𝑄𝑛

𝜕𝛼
|
𝜇=𝜇̂,𝛼=𝛼̂

=  ∑ 2(𝑋𝑡 −  𝛼̂𝑋𝑡−1 −  𝜇̂ (1 − 𝛼̂))(𝜇̂ − 𝑋𝑡−1)  =  0 

𝑛

𝑡=2

 

จาก (4.1) จัดรูปได้ดังนี้ 

∑ 𝑋𝑡 −

𝑛

𝑡=2

𝛼̂ ∑ 𝑋𝑡−1 −

𝑛

𝑡=2

𝜇̂(𝑛 − 1)(1 −  𝛼̂) = 0 

แก้สมการข้างต้นจะได้ค่าประมาณของ 𝜇̂ มีสูตรดังต่อไปนี้ 

𝜇 ̂  =  
∑ 𝑋𝑡 −𝑛

𝑡=2 𝛼̂ ∑ 𝑋𝑡−1
𝑛
𝑡=2

(𝑛 − 1)(1 −  𝛼̂)
 

จาก (4.2) จัดรูปได้ดังนี้ 

 𝜇̂ ∑ 𝑋𝑡 −

𝑛

𝑡=2

𝛼̂𝜇̂ ∑ 𝑋𝑡−1 −

𝑛

𝑡=2

𝜇̂2(𝑛 − 1)(1 − 𝛼̂) − ∑ 𝑋𝑡−1𝑋𝑡

𝑛

𝑡=2

+ 𝛼̂ ∑ 𝑋𝑡−1
2

𝑛

𝑡=2

 

+ (1 − 𝛼̂)𝜇̂ ∑ 𝑋𝑡−1 = 0

𝑛

𝑡=2

 

แก้สมการข้างต้น จะได้ค่าประมาณของ 𝛼̂ มีสูตรดังต่อไปนี้ 

𝛼̂ =
(1 − 𝑛) ∑ 𝑋𝑡−1𝑋𝑡 +𝑛

𝑡=2 ∑ 𝑋𝑡
𝑛
𝑡=2 ∑ 𝑋𝑡−1

𝑛
𝑡=2

(𝑛 − 1) ∑ 𝑋𝑡−1
2 − (∑ 𝑋𝑡−1

𝑛
𝑡=2 )2𝑛

𝑡=2

 

จากค่าคาดหมายของ 𝑋𝑡 และสูตร 𝜇̂ ข้างต้น จะได้ว่า 

    
2 𝛽̂𝐶𝐿𝑆  + 𝜃𝐶𝐿𝑆

𝜃𝐶𝐿𝑆(𝛽̂𝐶𝐿𝑆  + 𝜃𝐶𝐿𝑆)
= 𝜇̂𝐶𝐿𝑆 =  

∑ 𝑋𝑡 −𝑛
𝑡=2 𝛼̂𝐶𝐿𝑆 ∑ 𝑋𝑡−1

𝑛
𝑡=2

(𝑛 − 1)(1 −  𝛼̂𝐶𝐿𝑆)
 

พิจารณาตัวประมาณก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงื่อนไขของพารามิเตอร์ 𝜎2  
จากฟังก์ชันที่ก าหนดไว้ใน Alzaid และคณะ [2] และการแทนค่า 𝑘 =  0 ในทฤษฎีบท 3.4 จะได้ว่า 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1) = 𝛼 (1 − 𝛼)𝑋𝑡−1  +  𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡)  

แทน 𝑉𝑎𝑟(𝜀𝑡) จากทฤษฎีบท 3.2 ลงในสมการข้างต้น จะได้ความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข คือ 

(4.1) 

(4.2) 
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𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1) = 𝛼(1 − 𝛼)𝑋𝑡−1 + (1 − 𝛼2)𝜎2 − 𝛼(1 − 𝛼)𝜇  

หาค่าประมาณของ 𝜎̂2 โดยพิจารณาจากบทความของ Alzaid และคณะ [2] ซ่ึงเริ่มจากสมการก าลังสอง
น้อยสุด ดังนี้  

𝑆𝑛 =  ∑ [(𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1))
2

− 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡  | 𝑋𝑡−1)]
2

𝑛

𝑡=2

  

      =  ∑[(𝑋𝑡 − 𝛼𝑋𝑡−1 − 𝜇(1 − 𝛼))2 − 𝛼(1 − 𝛼)𝑋𝑡−1 − (1 − 𝛼2)𝜎2 + 𝛼(1 − 𝛼)𝜇]2

𝑛

𝑡=2

 

หาอนุพันธ์ย่อยของ 𝑆𝑛  เทียบกับพารามิเตอร์ 𝜎2  และก าหนดให้เท่ากับศูนย์ จะได้ 
𝜕𝑆𝑛

𝜕𝜎2|
𝜎2=𝜎,̂ 𝜇=𝜇̂,,𝛼=𝛼̂

 

= ∑ 2 [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 − 𝛼̂))
2

− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 − (1 − 𝛼̂2)𝜎̂2 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]
2

(𝛼̂2 − 1)

𝑛

𝑡=2

= 0 

จัดรูปสมการข้างต้น จะได้ว่า 

∑ [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 − 𝛼̂))
2

− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 − (1 − 𝛼̂2)𝜎̂2 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]
 

 

𝑛

𝑡=2

= 0 

แก้สมการข้างต้น จะได้ค่าประมาณของ 𝜎̂2 มีสูตรดังนี้ 

𝜎̂2 =
∑ [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 −  𝛼̂))

2
− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]𝑛

𝑡=2

(1 − 𝛼̂2)(𝑛 − 1)
 

จากค่าคาดหมายของ 𝑋𝑡  และสูตร 𝜎̂2 ข้างต้น จะได้ว่า 

2𝛽̂2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽̂𝜃(4 + 3𝜃)

𝜃2(𝛽̂  + 𝜃)
2 = 𝜎̂𝐶𝐿𝑆

2

=
∑ [(𝑋𝑡 − 𝛼̂𝑋𝑡−1 − 𝜇̂(1 − 𝛼̂))

2
− 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝑋𝑡−1 + 𝛼̂(1 − 𝛼̂)𝜇̂]𝑛

𝑡=2

(1 − 𝛼̂2)(𝑛 − 1)
 

4.2 การประมาณค่าแบบยูล-วอลก์เกอร์  
ในส่วนนี้จะท าการประมาณค่าพารามิเตอร์ 𝛼, 𝜇 และ 𝜎2 ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) ด้วยการ

ประมาณค่าแบบยูล-วอล์กเกอร์ โดยเริ่มต้นจากการพิจารณาฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัว (𝛾𝑘) 

𝛾(𝑘)  =
1

𝑛
∑(𝑋𝑡 − 𝑋̅)(𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋̅)

𝑛=𝑘

𝑡=1

  

โดยที่ 0 ≤ 𝑘 < 𝑛 และ 𝑋̅ =
1

𝑛
 ∑ 𝑋𝑡

𝑛
𝑡=1  คือ ค่าเฉลี่ยของกลุ่มตัวอย่าง 
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จากสมการยูล-วอล์กเกอร์ และสมการข้างต้น จะได้ค่าประมาณของ 𝛼̂ มีสูตรดังต่อไปนี้ 

𝛼̂𝑌𝑊 =
𝛾(1)

𝛾(0)
=

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)𝑛−𝑘
𝑡=1 (𝑋𝑡+𝑘 − 𝑋̅) 

∑ (𝑋𝑡 − 𝑋̅)𝑛−𝑘
𝑡=1

2  

ให้ 𝜇̂ = 𝐸(𝑋𝑡) และ 𝜎̂2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) นิยามตามในข้างต้นของหัวข้อที่ 3 โดยที่ 𝑆2 =
∑ (𝑋𝑡−𝑋̅)𝑛

𝑡=1  

𝑛−1
  

จะได้ค่าประมาณของ 𝜇̂ และ 𝜎̂2 ด้วยวิธีแบบยูล-วอล์กเกอร์ เป็นดังนี้ 

𝜇̂𝑌𝑊 = 𝑋̅ =
2𝛽̂ + 𝜃

𝜃(𝛽̂ + 𝜃)
 

𝜎̂𝑌𝑊
2 = 𝑆2 =

2𝛽̂2(1 + 𝜃) + 𝜃2(1 + 𝜃) + 𝛽̂𝜃̂(4 + 3𝜃)

𝜃2(𝛽̂  + 𝜃)
2  

5. สรุป 
ในบทความนี้ได้สร้างตัวแบบการถดถอยในตัวอันดับหนึ่งที่มีค่าเป็นจ านวนเต็ม ส าหรับข้อมูลการนับ

ด้วยการแจกแจงป ัวซง-ล ินด ์ เลย์สองพารามิ เตอร ์น ัยทั ่วไปบนฐานของต ัวด  าเน ินการท  าให้  
บางทวินามลบ และท าการหาฟังก์ชันก่อก าเนิดของกระบวนการนวัตกรรม {𝜀𝑡}  จากนั้นได้ท าการศึกษา
ค ุณสมบ ั ติ ท ี ่ ส  า ค ัญทา งสถ ิ ต ิ แล ะคว ามน ่ า จะ เป ็ น ของต ั ว แบบ  ได ้ แก ่  ค ่ า ค าดหมาย  
ค่าคาดหมายแบบมีเงื่อนไข ค่าความแปรปรวน ค่าความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไข ฟังก์ชันค่าสหสัมพันธ์
ในตัว ฟังก์ชันความแปรปรวนร่วมในตัว ของตัวแบบ 𝑁𝐿𝐼𝑁𝐴𝑅(1) และสุดท้ายได้พิจารณาการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ทั้ง 2 วิธี วิธีแรก คือการประมาณค่าพารามิเตอร์วิธีก าลังสองน้อยสุดแบบมีเงื่อนไข ซึ่งเริ่ม
จากการหารูปแบบเฉพาะของพารามิเตอร์ 𝛼 และ 𝜇 จากการหาอนุพันธ์ของสมการก าลังสองน้อยสุด
แบบมีเงื่อนไขเทียบกับพารามิเตอร์ จากนั้นท าการหารูปแบบเฉพาะของ 𝜎2 ซึ่งเงื่อนไขที่มีอยู่ไม่เพียง
พอที่จะประมาณค่าพารามิเตอร์ จึงศึกษาแนวคิดเพิ่มเติมจากบทความของ Alzaid และคณะ [2] ซ่ึงได้
รูปแบบเฉพาะของ 𝜎2 แต่ไม่สามารถหารูปแบบเฉพาะของพารามิเตอร์ 𝛽 และ 𝜃 ได้ และวิธีที่สอง คือ
การประมาณค่าพารามิเตอร์วิธียูล-วอล์กเกอร์ โดยวิธีนี้จะใช้สมการยูล-วอล์กเกอร์ในการประมาณค่า 𝛼 
โดยใช้ค่าเฉลี่ยของกลุ่มตัวอย่างในการประมาณค่าพารามิเตอร์ 𝜇 และใช้ค่าความแปรปรวนของกลุ่ม
ตัวอย่างในการประมาณค่าพารามิเตอร์ 𝜎2 โดยจะไดน้ ารูปแบบเฉพาะของพารามิเตอร์ที่ได้ไปใช้กับกลุ่ม
ตัวอย่าง เพ่ือพยากรณ์แนวโน้มค่าเฉลี่ย และความแปรปรวนของเหตุการณ์ต่าง ๆ ในอนาคตต่อไป 
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2. อักษร 
 ฟอนต์ของอักษรทั ้ งภำษำไทยและภำษำอ ังกฤษก ำหนดเป ็น TH Sarabun New (ดำวน์โหลด ได ้ที่  

http://www.f0nt.com/release/th-sarabun-new/) และก ำหนดขนำดและลักษณะของอักษร ในส่วนต่ำง ๆ 
ดังนี้ ชื่อบทควำมใช้อักษรขนำด 20 ตัวหนำ ชื่อหัวข้อและชื่อหัวข้อย่อยใช้อักษรขนำด 16 ตัวหนำ ส ำหรับเนื้อหำ 
ค ำบรรยำย และที่มำของตำรำงและรูปภำพ ใช้อักษรขนำด 16 ตัวปกติ  

3. หัวข้อที่ต้องมีในบทควำม 
 ช่ือบทควำม ช่ือผู้เขียน : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 ที่อยู่ : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 อีเมล : ภำษำอังกฤษ 
 บทคัดย่อ ค ำส ำคัญ : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 บทน ำ  สรุป   เอกสำรอ้ำงอิง : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 

4. กำรพิมพ์บทคัดย่อ 
 บทคัดย่อมีเพียงหนึ่งย่อหน้ำ โดยเป็นกำรเขียนอย่ำงกะทัดรัด ได้ใจควำม และไม่มีรำยกำรอ้ำงอิง 

5. กำรพิมพ์ค ำส ำคัญ   
 ค ำส ำคัญภำษำไทย แต่ละค ำให้เว้นช่องว่ำง 1 ช่อง โดยไม่มีจุลภำคคั่น และเริ ่มต้นบรรทัดด้วยค ำว่ำ  
“ค ำส ำคัญ:” 
 ค ำส ำคัญภำษำอังกฤษ แต่ละค ำให้ขึ้นต้นด้วยอักษรตัวพิมพ์ใหญ่ ให้เว้นช่องว่ำง 1 ช่อง โดยมีจุลภำคคั่น และ
เริ่มต้นบรรทัดด้วยค ำว่ำ “Keywords:”  

6. ชื่อ ที่อยู่ และอีเมลของผู้เขียน 
 ระบุชื่อผู้เขียนทุกคน และหน่วยงำนหรือที่อยู่ส ำหรับติดต่อ รวมทั้งอีเมลของทุกคน โดยพิมพ์ชิดขอบขวำของ
กระดำษ 
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7. กำรพิมพ์หัวข้อ หรือ หัวข้อย่อย  
ต ำแหน่งกำรพิมพ์ใหพ้ิมพ์ชิดขอบซ้ำยของกระดำษ และกำรล ำดับหัวข้อ ใหใ้ช้ตัวเลขในกำรล ำดับหัวข้อ และต่อ

ด้วยจุด เช่น 1.  2.  ส ำหรับหัวข้อย่อยให้ใช้ตัวเลขหัวข้อ ต่อด้วยจุด และตำมด้วยตัวเลขล ำดับหัวข้อย่อย เช่น 2.1  
2.2 

8. ค ำแนะน ำอ่ืน ๆ 
 ค ำศัพท์วิชำกำรภำษำไทย ใหใ้ช้ตำมศัพท์บัญญตัิของส ำนักงำนรำชบัณฑิตยสถำน ดูได้ท่ี 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 
 กำรเว้นวรรค ใหใ้ช้ระยะช่องว่ำง 1 ช่อง  
 ตัวแปร ใหพ้ิมพ์ด้วยตัวเอียง 
 สมกำร ให้ใช้กำรพิมพ์ ไม่อนุญำตให้ใช้ในลักษณะรูปภำพ ส ำหรับล ำดับหมำยเลขก ำกับสมกำร ให้เขียน

หมำยเลขอยู่ในวงเล็บเล็ก และวำงชิดขอบขวำของกระดำษ  
 รูปภำพ เป็นภำพขำวด ำ และลำยเส้นต่ำง ๆ ให้ใช้เส้นสีด ำ ทั้งนี้ต้องมีหมำยเลข และค ำบรรยำยก ำกับใต้รูป 

โดยพิมพ์ในรูปแบบ : “รูปที่ หมำยเลขรูป ค ำบรรยำยรูป” เช่น รูปที่ 1 แผนภำพแสดงควำมสัมพันธ์ ทั้งนี้
กรณีมีรูปย่อย ให้ใช้ (ก) (ข) (ค) ... ต่อจำกหมำยเลขรูป เช่น รูปที่ 1(ก)  รูปที่ 1(ข)  

 ตำรำง ให้ใช้เส้นตำรำงเป็นเส้นสีด ำ โดยต้องมีหมำยเลข และค ำบรรยำยก ำกับเหนือตำรำง โดยพิมพ์ในรูปแบบ 
“ตำรำงที่ หมำยเลขตำรำง ค ำบรรยำยตำรำง”  

 ทั้งนี้ต ำแหน่งของ รูปภำพ ตำรำง และค ำบรรยำย ให้จัดไว้กึ่งกลำงของหน้ำกระดำษ และหำกน ำรูปภำพ หรือ
ตำรำง มำจำกแหล่งอ่ืน โปรดระบุแหล่งที่มำด้วย โดยระบุไว้ใต้รูปภำพหรือตำรำงนั้น 

9. เอกสำรอ้ำงอิง 
 กำรพิมพ์รำยกำรเอกสำรอ้ำงอิงใช้ตำมหลักเกณฑ์ APA (American Psychological Association) ฉบับที่ 6 
(ศึกษำเพิ่มเติมได้ที่ https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) กำรเรียงล ำดับเอกสำรอ้ำงอิง
ให้เรียงตำมล ำดับตำมอักษรแรกของนำมสกุลที่ปรำกฏของเอกสำรอ้ำงอิง โดยเริ่มต้นจำกเอกสำรอ้ำงอิงภำษำไทย
ก่อนจนครบ แล้วต่อด้วยเอกสำรอ้ำงอิงภำษำอังกฤษ โดยเอกสำรอ้ำงอิงภำษำไทยจะต้องเขียนเป็นภำษำอังกฤษด้วย 
 



การสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 

80 

สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวงัใหม่ เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 
                  โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 

 
 

วัตถุประสงค์ 1. เพื่อส่งเสริมและสนับสนนุการศึกษา และงานวิจัยทางคณิตศาสตร์ 
2. เพื่อพัฒนาและแลกเปลี่ยนความรู้ทางการสอนคณิตศาสตร์ 
3. เพื่อเผยแพร่ความรู้ทางคณิตศาสตร ์
4. เพื่อส่งเสริมวิชาชีพที่เก่ียวกับคณิตศาสตร ์
5. เพื่อสร้างความสัมพันธ์กบัองค์กรทางคณิตศาสตร์ในประเทศและต่างประเทศ 

ประเภทของสมาชิก 
สมาชิกมี  3  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  สมาชิกสามญั และสมาชิกวารสาร 

 สมาชิกสามัญ  ส าหรับผู้ที่มีความสนใจ หรือผู้ที่มีวชิาชีพเก่ียวกับคณิตศาสตร์  
สิทธิและหน้าที่ของสมาชิกสามัญ 

1. มีสิทธิประดบัเครื่องหมายของสมาคมฯ 
2. มีสิทธิได้รบัวารสารคณิตศาสตร์ของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ป็นสมาชิก 
3. มีสิทธิเข้าร่วมประชุมสามญัประจ าปี และร่วมกิจกรรมที่สมาคมฯ จัดขึ้น 
4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 
5. มีสิทธิได้รบัการเสนอชื่อ เพื่อรับการเลือกตั้งเป็นกรรมการบริหารสมาคมฯ 
6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเก่ียวกับกิจการของสมาคมฯ ต่อคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 
7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพื่อตนเอง หรือบุตรของสมาชิก 
8. มีหน้าที่รักษาไว้ซึ่งเกียรติและมารยาทอันดงีามของสมาชิก 
9. มีหน้าที่ปฏบิัติตามระเบียบข้อบงัคับของสมาคมฯ  

 สมาชิกวารสาร  ส าหรับบุคคลหรือหน่วยงานที่มีความสนใจรับวารสารคณิตศาสตร์ของสมาคมฯ 
เป็นประจ า 
สิทธิของสมาชิกวารสาร 

1. มีสิทธิได้รบัวารสารคณิตศาสตร์ของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ป็นสมาชิก 
2. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นอันเปน็ประโยชน์ ต่อคณะกรรมการบรหิารสมาคมฯ  
3. มีสิทธิได้รบัความช่วยเหลือในทางการศึกษาคณิตศาสตร์ หรือความช่วยเหลือในประการ

อ่ืนใด เท่าที่คณะกรรมการบริหารสมาคมฯ จะจัดท าให้ได้  
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ค่าสมัครสมาชิก  ค่าลงทะเบียนในการสมัครครั้งแรก 30 บาท 

ค่าสมาชิกสามัญ ค่าสมาชิกวารสาร วาระการเป็นสมาชิก (สามัญรายปี และวารสาร)   
เร่ิมในวันที่ 1 พฤษภาคม ของทุกปี  
และสิ้นสุดในวนัที่ 30 เมษายน ของปีต่อไป 

ตลอดชีพ  3,000   บาท 
รายปี      250      บาท 

250 บาทต่อปี 

 

ดาวน์โหลด  ใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ได้ที่  
        http://www.mathassociation.net หัวข้อ “สมัคร”  
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ใบสมัครสมาชิก 
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 

วันท่ี ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ข้าพเจ้า (ช่ือ-นามสกุล) .............................................................................................. อาชีพ ...................................... 

เบอร์โทรศัพท์ ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงค์จะสมคัรเป็นสมาชกิสมาคมคณติศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามญัตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามญัรายปี (250 บาท) 

 สมาชิกวารสาร (250 บาท) 
พร้อมใบสมัครนี้ได้ช าระ ค่าสมาชกิและ/หรือ   ค่าลงทะเบยีนสมัครครั้งแรก จ านวน - 30 -  บาท 

          รวมเป็นเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจุรสีแควร์   เลขที่บัญช ี 162-0-25671-1 

              ช่ือบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีที่มาตดิต่อด้วยตนเองที่สมาคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
        ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณม์หาวิทยาลัย) 
ที่อยู่ส าหรับจัดส่งวารสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 

 

ช่ือ................................................................................................................................................................ 

เลขท่ี ............................. ซอย ....................................... หมู่ที่ ....................................... 

ถนน .............................................. ต าบล ....................................... อ าเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณยี์ ...............................  
 

 

 

ลงนาม............................................................ ผูส้มัคร 

 (..............................................................................) 

 

 

(ส าหรับเจ้าหน้าท่ี)  เลขท่ีใบเสร็จ.......................... 
รับเงินค่าสมาชิกจ านวน. .................................... 
วันท่ี ................................................. 

ส่งใบสมัครสมาชิก พร้อมหลักฐานการโอนเงิน มาท่ี 
(ก)  สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์   
    ตู้ป.ณ. 2022 ปณฝ. จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย กรุงเทพมหานคร 10332 

หรือ  (ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com แล้วทางสมาคมฯ จะแจ้งยืนยันการสมัครสมาชิกให้ท่านทราบ 

 สมาชิกใหม ่
 ต่ออายุ  เลขท่ีสมาชิกเดิม................. 
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  ผลการประเมิน “วารสารคณิตศาสตร์” โดย TCI  
 

ตามท่ีวารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ได้เข้า
รับการประเมินเพื่อรับรองคุณภาพวารสารวิชาการในฐานข้อมูล TCI รอบที่ 4 พ.ศ. 2563 – 2567 
ครั้งที่ 2 จากศูนย์ดัชนีการอ้างอิงวารสารไทย (Thai-Journal Citation Index Centre : TCI) นั้น 

ขณะนี้ทางวารสารคณิตศาสตร์ ได้รับแจ้งผลการประเมินจากทางศูนย์ดัชนีการอ้างอิงวารสารไทย
เรียบร้อยแล้ว โดย วารสารคณิตศาสตร์ ได้รับการจัดให้เป็นวารสารกลุ่มที่ 2  

กองบรรณาธิการวารสารคณิตศาสตร์ ขอยืนยันและให้ความมั่นใจแก่ทุกท่านว่า เราจะจัดท า
วารสารที่มีคุณภาพ และก่อประโยชน์ต่อผู้อ่านทุกท่านตลอดไป โดยติตตามบทความในวารสารได้ท่ี 

https://ph02.tci-thaijo.org/index.php/MJMATh 
หรือที่  

Facebook: วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
 

 

ขยายเวลาการจัดส่งรูปเล่ม ส าหรับพิจารณาโครงงานทางคณิตศาสตร์  
ประจ าปีการศึกษา 2564 รอบแรก 

 

ตามที่สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ร่วมมือกับสถาบันส่งเสริม 
การสอนว ิทยาศาสตร ์และเทคโนโลย ี (สสวท. ) จัดการประกวดโครงงานทางคณิตศาสตร์   
ระดับประถมศึกษา และมัธยมศึกษา ขึ้นระหว่างงานมหกรรมวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีแห่งชาติ 
ประจ าปี 2564 

แต่จากสถานการณ์การแพร่ระบาดของโรคติดเชื้อไวรัสโคโรนา 2019 และการเลื่อนการจัดงาน
มหกรรมวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีแห่งชาติ ประจ าปี 2564 ออกไปเป็นในช่วงเดือนพฤศจิกายน 2564 
สมาคมคณิตศาสตร ์แห ่งประเทศไทยฯ จ ึงเห ็นควรขยายเวลาการจ ัดส ่งร ูปเล ่มโครงงาน 
ทางคณิตศาสตร์รอบแรกออกไปจนถึงวันที ่ 30 กันยายน พ.ศ. 2564 ทั ้งนี ้สามารถดูข้อมูลและ
รายละเอียดเพิ่มเติมได้ที่  

https://www.mathassociation.net หวัข้อ “ประกวดโครงงาน”  
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ตารางการอบรม ประจ าปี พ.ศ. 2564 
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  

 
การอบรม ช่วงเวลา รูปแบบ

การอบรม 
1 เทคนิคการสอนคณิตศาสตร์ออนไลน์ วันเสาร์ที่ 9 ตุลาคม 2564 

เวลา 09.00 – 12.00 น. 
ออนไลน์ 

2 อัตราส่วน ร้อยละ และการประยุกต์  
ระดับชั้นประถมศึกษา 

วันเสาร์ที่ 16 ตุลาคม 2564 
เวลา 09.00 – 12.00 น. 

ออนไลน์ 

3 ตัวแปรสุ่มในระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย วันเสาร์ที่ 16 ตุลาคม 2564 
เวลา 13.00 – 16.00 น. 

ออนไลน์ 

4 ชุดการอบรมคณิตศาสตร์การเงิน 
ในชีวิตประจ าวัน 

ทุกวันเสาร์แรกของเดือน  
เวลา 09.00 – 12.00 น. 
ระหว่างเดือนพฤศจิกายน 2564 ถึง
เดือนสิงหาคม 2565 (10 ครั้ง) 

ออนไลน์ 

 
สามารถดูข้อมูลและรายละเอียดการอบรมเพ่ิมเติมได้ที่ www.mathassociation.net 
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ท าบุญวันคล้ายวันก่อตั้งสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ประจ าปี 2564 

 

     

เมื่อวันศุกร์ที่ 21 พฤษภาคม พ.ศ. 2564 เวลา 7.00 น. ผู้ช่วยศาสตราจารย์ปนิดา ศิริกุลวิเชฐ 
เหรัญญิกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ และผู ้ช่วยศาสตราจารย์วาสนา สุขกระสานติ  
หัวหน้ากองบรรณาธิการฝ่ายบริหารวารสารคณิตศาสตร์ เป็นผู้แทนคณะกรรมการบริหารสมาคม
คณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ท าบุญ ถวายภัตตาหารเพล ถวายสังฆทาน และปัจจัย แด่พระภิกษุ-
สงฆ์ จ านวน 9 รูป ณ ตึกวชิราลงกรณ์ โรงพยาบาลจุฬาลงกรณ์ สภากาชาดไทย เนื่องในโอกาส 
วันคล้ายวันก่อตั้งสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  

 
 



สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม่ เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330
โทรศัพท์ และโทรสาร 02–252-7980

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ประจ าปี พ.ศ. 2564
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมต่าง ๆ เพ่ือกระตุ้นให้เกิดความตื่นตัวทางวิชาการ
ในวงการคณิตศาสตร์ ระดับต่าง ๆ ท้ังให้บริการทางวิชาการแก่สังคม เพ่ือให้บรรลุวัตถุประสงค์ของ
สมาคมท่ีตั้งไว้ ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารวิชาการทางคณิตศาสตร์ 
o วำรสำรคณิตศำสตร์ (TCI กลุ่ม 2) จ ำนวน 3 ฉบับต่อปี 
o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จ ำนวน 4 ฉบับต่อปี

2. อบรมความรู้คณิตศาสตร์
ดูข้อมูล รำยละเอียด และก ำหนดกำร ได้ที่ https://www.mathassociation.net

3. สอบแข่งขันคณิตศาสตร์ประจ าปี ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนต้น และมัธยมศึกษาตอนปลาย
-- งดกำรสอบแข่งขัน ประจ ำปี พ.ศ. 2564 --

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตร์ประจ าปี ครั้งที่ 25 ประจ าปี พ.ศ. 2564 ในรูปแบบผสมผสาน 
(The 25th Annual Meeting in Mathematics : AMM 2021) 
ระหว่างวันที่ 27 – 29 พฤษภาคม พ.ศ. 2564
โดยศูนย์ส่งเสริมการวิจัยคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ภายใต้สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ       
ร่วมกับ ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกล้าเจ้าคุณทหารลาดกระบัง
เป็นเจ้าภาพ

5. ร่วมมือกับสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ในการจัดส่งผู้แทนประเทศไทย
เข้าร่วมการแข่งขันคณิตศาสตร์โอลิมปิกระหว่างประเทศ 

6. สนับสนุนและร่วมมือกับหน่วยงานอื่นในกิจกรรมส่งเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร์
o ประกวดโครงงำนคณิตศำสตร์ ระดับประถมศึกษำ มัธยมศึกษำตอนต้น และมัธยมศึกษำตอนปลำย

โดยร่วมมือกับสถำบันส่งเสริมกำรสอนวิทยำศำสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.)  
ดูข้อมูลและก ำหนดกำรได้ท่ี https://www.mathassociation.net ในหัวข้อประกวดโครงงาน

o ประชุมวิชำกำรส ำหรับนักศึกษำระดับปริญญำตรี สำขำคณิตศำสตร์ประยุกต์ ครั้งที่ 9
(The 9th Undergraduate Applied Mathematics Conference : UAMC 2021)
ระหว่ำงวันที่ 23 – 24 เมษำยน พ.ศ. 2564 โดยภำควิชำคณิตศำสตร์ คณะวิทยำศำสตร์ 
มหำวิทยำลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้ำธนบุรี เป็นเจ้ำภำพ

www.mathassociation.net                   MathThaiOrg@gmail.com 
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