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วารสารคณิตศาสตร์นี้ขึ้น โดยก าหนดออกเผยแพร่ปีละ 3 ฉบับ วารสารคณิตศาสตร์ฉบับนี้เป็นฉบับ
ที่ 2 ของการตีพิมพ์เผยแพร่ผลงานทางวิชาการในรูปแบบออนไลน์ ซึ่งท าให้การเข้าถึงง่ายยิ่งขึ้น และ
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ส่งผลงานเพ่ือตีพิมพ์เผยแพร่ในวารสารคณิตศาสตร์ โดยท่านสามารถดาวน์โหลดเอกสาร Template 
ของบทความ และแบบฟอร์มส่งบทความ ได้ที่  

https://www.mathassociation.net/view/home/page_paper.php 

รวมทั้งสามารถติดตามข่าวสารของวารสารไดบ้น facebook เพจ 
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แก่ผู้สนใจ น าไปพัฒนางานด้านคณิตศาสตร์ให้ก้าวหน้ามากยิ่งขึ้น หากมีค าติชมหรือข้อเสนอแนะ
เกี่ยวกับวารสาร สามารถติดต่อได้ที่ อีเมล์ MathThaiOrg@gmail.com  
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กติกาและค าแนะน าส าหรับผู้ประสงค์ส่งบทความเพื่อลงตีพิมพ์ในวารสารคณิตศาสตร์ 

 วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ เป็น
วารสารวิจัยและวิชาการ เปิดรับบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความทั่วไป  ที่เป็นทั้ง
ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ โดยทุกบทความจะได้รับการคัดกรองจากผู้ทรงคุณวุฒิ  เพ่ือลงตีพิมพ์ใน
วารสารคณิตศาสตร์ 

กติกาของวารสารคณิตศาสตร์ 

วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ได้
ปฏิบัติตามเกณฑ์ท้ังเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพของศูนย์ดัชนีการอ้างอิงวารสารไทย (Thai Journal 
Citation Index Center : TCI) อย่างเคร่งครัด ดังนั้น จึงก าหนดกติกาและแนวทางในการบริหาร
จัดการวารสารคณิตศาสตร์ ดังนี้ 

ชื่อวารสาร 
(ภาษาไทย) 

วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย  
ในพระบรมราชูปถัมภ์  

ชื่อวารสาร 
(ภาษาอังกฤษ) 

Mathematical Journal by The Mathematical 
Association of Thailand Under The Patronage of  
His Majesty The King 

ก าหนดการเผยแพร่ ปีละ 3 ฉบับ ฉบับที่ 1  มกราคม – เมษายน   
                ฉบับที่ 2  พฤษภาคม – สิงหาคม 
                ฉบับที่ 3  กันยายน – ธันวาคม 

ขอบเขตของ
บทความที่จะรับ
ตีพิมพ์ในวารสาร 

บทความจะต้องเกี่ยวข้องกับคณิตศาสตร์ คณิตศาสตรศึกษา หรือ
คณิตศาสตร์ประยุกต์ในสาขาต่าง ๆ เช่น 
 วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
 เศรษฐศาสตร์ การเงิน และการประกันภัย 
 บริหารธุรกิจ โลจิสติกส์ และซัพพลายเชน 
 วิศวกรรมศาสตร์  

และสาขาอ่ืน ๆ ที่มีการน าทฤษฎีและหลักการทางคณิตศาสตร์ไปใช้อย่าง
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ABSTRACT 
In this article, the solution to q-Hilfer fractional difference equation with orders 

0 < 𝛼(𝑡) < 1, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 and 0 < 𝑞 < 1 will be studied. The existence of solution is 
proved by Banach’s fixed point theorem.  
Keywords:  Fractional derivative, q-derivative, Banach’s fixed point theory 

1. บทน า  
แคลคูลัสเชิงเศษส่วนถือเป็นสาขาหนึ่งในศาสตร์คณิตวิเคราะห์ที่แยกออกจากแคลคูลัสทั่วไปโดย

มีการใช้อนุพันธ์และปริพันธ์ที่มีล าดับการด าเนินการที่ไม่ใช่จ านวนเต็ม ดังนั้นแคลคูลัสเชิงเศษส่วน
เปรียบเสมือนส่วนขยายที่เข้ามาเติมเต็มการพิจารณาอนุพันธ์และปริพันธ์ที่มีล าดับการด าเนินการเป็น
จ านวนเต็ม โดยที่อนุพันธ์ล าดับที่หนึ่งของฟังก์ชัน 𝑓(𝑡) มีนิยามว่า 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 𝐷𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

ในปี  ค.ศ.  1695 Guillaume de L’Hôpital ได้ตั้ งค าถามกับ Gottfried Wilhelm Leibniz 
เกี่ยวกับอนุพันธ์ล าดับที่ 𝑛 ของฟังก์ชัน 𝑦 ว่าจะเกิดอะไรขึ้นเมื่อ 𝑛 = 1

2
 ซี่งนับเป็นจุดเริ่มต้นของ

การศึกษาแคลคูลัสเชิงเศษส่วน ภายหลังปริพันธ์และอนุพันธ์เชิงเศษส่วนมีการให้นิยามหลายรูปแบบ
โดยบทนิยามที่มีชื่อเสียงถูกน าเสนอโดย Riemann-Liouville, Caputo และ Hilfer 

บทนิยาม 1.1 [1] ก าหนดให้ 𝛼 > 0 ปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย  

𝐼𝑎,𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

 , 𝑡 ≥ 𝑎 

โดย Γ(𝑧) = ∫ 𝑥𝑧−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
 ส าหรับจ านวนจริง 𝑧 > 0  

บทนิยาม 1.2 [1] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มี
ล าดับการด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย 𝐷𝑎,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑛𝐼𝑎,𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑡) โดยที่ 𝐷𝑛𝑓(𝑡) = 𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡) 

บทนิยาม 1.3 [1] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Caputo ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย D𝑎,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐼𝑎,𝑡

𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑓(𝑡) 
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บทนิยาม 1.4 [5] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Hilfer ที่มี
ล าดับการด าเนินการ 𝛼 และ 𝛽 นิยามโดย D𝑎,𝑡

𝛼,𝛽
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑎,𝑡

𝛽(𝑛−𝛼)
𝐷𝑛𝐼𝑎,𝑡

(1−𝛽)(𝑛−𝛼)
𝑓(𝑡) 

จะพบว่า กรณี 𝛽 = 0 บทนิยาม 1.4 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.2 และกรณี 𝛽 = 1 บทนิยาม 1.4 
จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.3 

ในป ีค.ศ. 1909 Jackson [6] ได้นิยามอนุพันธ์ q ไว้ดังนี้ 

𝐷𝑞𝑓(𝑡) =
𝑓(𝑞𝑡) − 𝑓(𝑡)

𝑞𝑡 − 𝑡
, 𝑞 ∈ ℝ 

และปริพันธ์ q ไดน้ิยามดังนี้ 

𝐼𝑞𝑓(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡
𝑥

0

= (1 − 𝑞)∑ 𝑡𝑞𝑛𝑓(𝑡𝑞𝑛)

∞

𝑛=0

 

อนุพันธ์ q และ ปริพันธ์ q สามารถนิยามในเชิงเศษส่วนดังนี้ 

บทนิยาม 1.5 [8] ก าหนดให้ 𝛼 > 0 ปริพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย  

𝐼𝑞,𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

Γ𝑞(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼−1)𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

 , 𝑡 ≥ 0 

โดยที่ (𝑛 − 𝑚)(𝑘) = ∏ 𝑛−𝑚𝑞𝑖

𝑛−𝑚𝑞𝑖+𝑘
 , 𝑛 ≠ 0, 𝑘 ∈ ℝ ∞

𝑖=0  กรณ ี𝑚 = 0 ให้ (𝑛)(𝑘) = 𝑛𝑘  

และ Γ𝑞(𝑡) =
(1−𝑞)(𝑡−1)

(1−𝑞)𝑡−1
, 𝑡 ∈ ℝ\{0,−1,−2,… } กรณ ี𝑞 = 1 ให้ Γ𝑞(𝑡) = Γ(𝑡)  

เห็นได้อย่างชัดเจนว่า Γ𝑞(𝑡 + 1) = [𝑡]𝑞Γ𝑞(𝑡) เมื่อ [𝑘]𝑞 =
1−𝑞𝑘

1−𝑞
 , 𝑘 ∈ ℝ 

บทนิยาม 1.6 [2] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มี
ล าดับการด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย 𝐷𝑞,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑞𝑛𝐼𝑞,𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑡) 

บทนิยาม 1.7 [2] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 อนุพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Caputo ที่มีล าดับการ
ด าเนินการ 𝛼 นิยามโดย D𝑞,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝑛−𝛼𝐷𝑞
𝑛𝑓(𝑡) 

จะสังเกตเห็นว่า เมื่อ 𝑞 = 1 อนุพันธ์ q และปริพันธ์ q เชิงเศษส่วนก็คือ อนุพันธ์และปริพันธ์เชิง
เศษส่วนปกติ ในบทความนี้ ผู้เขียนจึงสนใจที่จะศึกษานิยามของอนุพันธ์แบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการ
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ด าเนินการแปรผันตามเวลา เพ่ือให้ได้นิยามที่เป็นรูปทั่วไปและครอบคลุมบทนิยามที่ผ่านมาให้ได้มาก
ที่สุด 

2. อนุพันธ์แบบ q-Hilfer 
ในหัวข้อนี้ผู้เขียนได้แรงบันดาลใจมาจากนิยามอนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ Hilfer และอนุพันธ์ q 

ดังนั้นผู้ เขียนจึงได้ให้นิยามของอนุพันธ์แบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการด าเนินการ 0 < 𝛼 < 1, 
0 ≤ 𝛽 ≤ 1 และ 𝑞 ∈ (0,1) ดังนี้ 

บทนิยาม 2.1 ก าหนดให้  𝜇 ∈ ℝ เซตย่อย 𝐴 ของ ℂ จะเรียกว่า 𝜇-geometric หาก 𝜇𝑧 ∈ 𝐴  
ตราบเท่าที ่𝑧 ∈ 𝐴 

บทนิยาม 2.2 ฟังก์ชัน 𝑓 ที่นิยามบนเซต 𝐴 ที่เป็น q-geometric โดยที่ 0 ∈ 𝐴 จะกล่าวว่าเป็น  
q-regular ที่ 0 เมื่อ lim

𝑛→∞
𝑓(𝑧𝑞𝑛) = 𝑓(0) ส าหรับทุก ๆ 𝑧 ∈ 𝐴 

บทนิยาม 2.3 ก าหนดให้ 0 < 𝛼 < 1 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer นิยามโดย  

𝐷𝑞,𝑡
𝛼,𝛽
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝛽(1−𝛼)
𝐷𝑞𝐼𝑞,𝑡

(1−𝛽)(1−𝛼)
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝛾−𝛼
𝐷𝑞,𝑡
𝛾
𝑓(𝑡) 

เมื่อ 𝛾 = 𝛼 + 𝛽 − 𝛼𝛽 

จะพบว่า กรณี 𝛽 = 0 บทนิยาม 2.3 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.6 กรณี 𝛽 = 1 บทนิยาม 2.3 จะ
ให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.7 และกรณี 𝑞 = 1 บทนิยาม 2.3 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 1.4 

บทนิยาม 2.4 [2] ส าหรับจ านวนจริง 𝑝 ≥ 1 ปริภูมิ 𝐿𝑞𝑝(𝑎, 𝑏) เป็นปริภูมิของฟังก์ชันที่ 

(∫ |𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑞𝑡
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

< ∞ 

ส าหรับ 𝑝 = 1 เขียนแทน 𝐿𝑞𝑝(𝑎, 𝑏) ด้วย 𝐿𝑞(𝑎, 𝑏) 

บทนิยาม 2.5 [2] ส าหรับจ านวนจริง 𝑝 > 0 ปริภูมิ 𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันทั้งหมดบนช่วง 
(𝑎, 𝑏] ปริภูม ิ𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิบานาคท่ีมี supremum norm ||. ||𝑝 โดยที่ 

||𝑓||𝑝 = sup
𝑡∈(𝑎,𝑏]

(∫ |𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑞𝑡
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

< ∞ 

ส าหรับ 𝑝 = 1 เขียนแทน 𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝕃𝑞[𝑎, 𝑏]  
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บทนิยาม 2.6 [2] ปริภูมิ 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] ที่มีอนุพันธ์ q 
จนถึงล าดับการด าเนินการของอนุพันธ์ที่ 𝑛 − 1 , 𝐷𝑞𝑛−1𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], ปริภูมิ 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิ
บานาคที่มี supremum norm ||. || โดยที่ 

||𝑓|| = ∑ max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

𝑛−1

𝑘=0

|𝐷𝑞
𝑘𝑓(𝑡)| < ∞ 

ส าหรับ 𝑛 = 1 เขียนแทน 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] และส าหรับ 𝑞 = 1 เขียนแทน 𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] ด้วย 
𝐶(𝑛)[𝑎, 𝑏]  

บทนิยาม 2.7 ฟังก์ชัน 𝑓 ที่นิยามบนช่วงปิด [0, 𝑎] จะกล่าวว่า 𝑓 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องสัมบูรณ์บนช่วง 
[0, 𝑎] เมื่อ 𝑓 เป็น q-regular ที่ 0 และมีค่าคงที่ 𝐾 > 0 ที่ท าให้  

∑|𝑓(𝑡𝑞𝑖) − 𝑓(𝑡𝑞𝑖+1)| ≤ 𝐾

∞

𝑖=0

  

ส าหรับทุก ๆ 𝑡 ∈ (𝑞𝑎, 𝑎] 

บทนิยาม 2.8 [2] ให้ปริภูมิ 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องสัมบูรณ์บนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] แล้ว 
𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] ก็ต่อเมื่อ มีค่าคงที่ 𝑐 และฟังก์ชัน 𝜑 ∈ 𝕃𝑞𝑝[𝑎, 𝑏] ซ่ึง 

𝑓(𝑡) = 𝑐 +∫ 𝜑(𝑠)
𝑡

𝑎

𝑑𝑞𝑠 , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  

ส าหรับ 𝑞 = 1 เขียนแทน 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏] 
บทนิยาม 2.9 [2] ปริภูมิ 𝐴𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วงปิด [𝑎, 𝑏] ที่มีอนุพันธ์ q 
จนถึงล าดับการด าเนินการของอนุพันธ์ที่ 𝑛 − 1 , 𝐷𝑞𝑛−1𝑓(𝑡) ∈ 𝐴𝐶𝑞[𝑎, 𝑏] 
ส าหรับ 𝑞 = 1 เขียนแทน 𝐴𝐶𝑞(𝑛)[𝑎, 𝑏] ด้วย 𝐴𝐶(𝑛)[𝑎, 𝑏] 

บทนิยาม 2.10 [4] ปริภูมิ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] เป็นปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง (𝑎, 𝑏] ซ่ึง  

𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] = {𝑓: (𝑎, 𝑏] → ℝ | (𝑡 − 𝑎)𝛾𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]}, 0 ≤ 𝛾 < 1 

ที่มี norm ||. ||𝐶𝛾 โดยที่ 
||𝑓||𝐶𝛾 = ||(𝑡 − 𝑎)

𝛾𝑓(𝑡)|| 
และ 

𝐶𝛾
𝑛[𝑎, 𝑏] = {𝑓 ∈ 𝐶𝑛−1[𝑎, 𝑏] |  𝑓(𝑛) ∈ 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏]}, 𝑛 ∈ ℕ 

 𝐶𝛾
0[𝑎, 𝑏] = 𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] 
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ที่มี norm ||. ||𝐶𝛾𝑛 โดยที่ 

||𝑓||𝐶𝛾𝑛 = ∑ ||𝑓(𝑘)||

𝑛−1

𝑘=0

+ ||𝑓(𝑛)||𝐶𝛾  

และมีสมบัติดังนี้ 
1. 𝐶0[𝑎, 𝑏] = 𝐶[𝑎, 𝑏] 
2. 𝐶𝛾𝑛[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐴𝐶(𝑛)[𝑎, 𝑏] 
3. 𝐶𝛾1[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐶𝛾2[𝑎, 𝑏] , 0 ≤ 𝛾1 < 𝛾2 < 1  

ทฤษฎีบทประกอบ 2.11 [8] ก าหนดให้ 𝛼, 𝛽 ≥ 0 และ 𝑓 เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วงปิด [0, 𝑇] แล้ว 
ปริพันธ์ q และอนุพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville มีสมบัติดังนี้ 

1. 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝐼𝑞,𝑡
𝛽
𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡

𝛼+𝛽
𝑓(𝑡) 

2. 𝐷𝑞,𝑡𝛼 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

ทฤษฎีบท 2.12 [2] ก าหนดให้ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑇] ที ่𝐼𝑞,𝑡𝑛−𝛼𝑓(𝑡) ∈ 𝐴𝐶𝑞(𝑛)[0, 𝑇] แล้ว  

𝐼𝑞,𝑡
𝛼 𝐷𝑞,𝑡

𝛼 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) −∑ 𝐼𝑞,𝑡
1+𝑖−𝛼𝑓(0)

𝑡𝛼−𝑖−1

Γ𝑞(𝛼 − 𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

 

โดยที ่𝐼𝑞,𝑡1+𝑖−𝛼𝑓(0) = lim
𝑡→0+

𝐼𝑞,𝑡
1+𝑖−𝛼𝑓(𝑡) 

ทฤษฎีบท 2.13 [7] ก าหนดให้ 𝛼 ∈ (0,1), 𝛽 ∈ [0,1], 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑇] ที ่𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾

𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑞[0, 𝑇] เมื่อ  
𝛾 = 𝛼 + 𝛽 − 𝛼𝛽 แล้ว 

𝐼𝑞,𝑡
𝛼 𝐷𝑞,𝑡

𝛼,𝛽
𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝐼𝑞,𝑡

1−𝛾
𝑓(0)

𝑡𝛾−1

Γ𝑞(𝛾)
 

ส าหรับบทนิยามของอนุพันธ์แบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการด าเนินการ 0 < 𝛼(𝑡) < 1, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 
และ 𝑞 ∈ (0,1) และปริพันธ์ q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-Liouville ที่มีล าดับการด าเนินการ 
แปรผันตามเวลา มีดังนี้ 
บทนิยาม 2.14 [7] ก าหนดให้  𝛼 ∶ [𝑎, 𝑏] → [0,∞) ปริ พันธ์  q เชิงเศษส่วนแบบ Riemann-
Liouville ที่มีล าดับการด าเนินการแปรผันตามเวลา นิยามโดย 

𝐼𝑞,𝑡
𝛼(𝑡)

𝑓(𝑡) =
1

Γ𝑞(𝛼(𝑡))
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼(𝑡)−1)𝑓(𝑠)𝑑𝑞𝑠
𝑡

0
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บทนิยาม 2.15 [7] ก าหนดให้ 0 < 𝛼(𝑡) < 1 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer 
ที่มีล าดับการด าเนินการแปรผันตามเวลา นิยามโดย 

𝐷𝑞,𝑡
𝛼(𝑡),𝛽

𝑓(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
𝛽(1−𝛼(𝑡))

𝐷𝑞𝐼𝑞,𝑡
(1−𝛽)(1−𝛼(𝑡))

𝑓(𝑡) 

จะเห็นได้ว่า กรณ ี𝛼(𝑡) = 𝛼 บทนิยาม 2.15 จะให้ผลตรงกับบทนิยาม 2.3  

3.  สมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการด าเนินการแปรผันตามเวลา 
ก าหนดให้ 𝛾(𝑡) = 𝛼(𝑡) + 𝛽 − 𝛼(𝑡)𝛽 สมการผลต่างสืบเนื่องแบบไม่เชิงเส้นที่มีล าดับการ

ด าเนินการ 0 < 𝛼(𝑡) < 1 และ 0 ≤ 𝛽 ≤ 1 อยู่ในรูป  

𝐷𝑞,𝑡
𝛼(𝑡),𝛽

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) , 𝑡 ∈ (0, 𝑇] 

𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾(𝑡)

𝑓(0) = 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ 

ให้ 𝑃 = {(𝑇0, 𝑇1], (𝑇1, 𝑇2], (𝑇1, 𝑇2],… , (𝑇𝑁−1, 𝑇𝑁]} โดยที ่𝑇0 = 0, 𝑇𝑁 = 𝑇 และ  
𝑃𝑘 = (𝑇𝑘−1, 𝑇𝑘] แทนช่วงย่อยที่ 𝑘 ของ 𝑃  และให้ 𝛼 ∶ (0, 𝑇] → (0,1) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

ก าหนดให้ 𝛼∗ ∶ (0, 𝑇] → (0,1) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องเป็นช่วง ๆ ที่แปรผันตาม 𝑃 เรียก 𝛼∗(𝑡) ว่า
ฟังก์ชันการประมาณของ 𝛼(𝑡) นิยามโดย 

𝛼∗(𝑡) = ∑𝛼(𝑡𝑘)𝐼𝑘(𝑡)

𝑁

𝑘=1

=∑𝛼𝑘𝐼𝑘(𝑡)

𝑁

𝑘=1

=

{
 
 

 
 
𝛼1 , 𝑡 ∈ (𝑇0, 𝑇1]
𝛼2 , 𝑡 ∈ (𝑇1, 𝑇2]
𝛼3 , 𝑡 ∈ (𝑇2, 𝑇3]
⋮ ⋮
𝛼𝑁 , 𝑡 ∈ (𝑇𝑁−1, 𝑇𝑁]

 , 𝑡 ∈ (0, 𝑇] , 𝑡𝑘 ∈ 𝑃𝑘 

โดยที่ 𝐼𝑘(𝑡) เป็นฟังก์ชันบ่งชี้บนช่วง 𝑃𝑘  ซึ่งก็คือ 𝐼𝑘(𝑡) = 1 ส าหรับ 𝑡 ∈ 𝑃𝑘 และ 𝐼𝑘(𝑡) = 0 ส าหรับ
𝑡 ∉ 𝑃𝑘  จะเห็นว่า 𝛼(𝑡) = lim

𝑁→∞
𝛼∗(𝑡)  

ผลเฉลยจากการประมาณการในช่วงย่อย 
ก าหนดให้ 𝛾𝑘 = 𝛼𝑘 + 𝛽 − 𝛼𝑘𝛽 จากทฤษฎีบท 2.13 จะได้ผลเฉลยในช่วงย่อยดังนี้ 

𝑥𝑘(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾𝑘𝑥(0)

𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+

1

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 , 𝑡 ∈ 𝑃𝑘 

ดังนั้นผลเฉลยโดยการประมาณ 𝑥(𝑡) สามารถเขียนได้ในรูปของผลรวมดังนี้ 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝐼𝑘(𝑡)

𝑁

𝑘=1

𝑐
𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+∑

𝐼𝑘(𝑡)

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

𝑁

𝑘=1

 , 𝑡 ∈ (0, 𝑇] 
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เมื่อ 𝑁 → ∞ จะได้ว่า 

𝑥(𝑡) = 𝑐
𝑡𝛾(𝑡)−1

Γ𝑞(𝛾(𝑡))
+

1

Γ𝑞(𝛼(𝑡))
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼(𝑡)−1)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 

4. การมีอยู่จริงของผลเฉลย 
ในหัวข้อนี้จะแสดงเงื่อนไขในการมีอยู่จริงของผลเฉลยโดยใช้ทฤษฎีจุดตรึงของบานาค 

บทนิยาม 4.1 ก าหนดให้ 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑋 นิยาม 𝑥∗ ∈ 𝑋 เป็นจุดตรึง ถ้า 𝑄𝑥∗ = 𝑥∗ 

บทนิยาม 4.2 ก าหนดให้ 𝑋 เป็นปริภูมิบานาคที่มี supremum norm ||. ||𝑋 แล้ว 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑋 จะ
เรียกว่า การส่งแบบหดตัว ก็ต่อเมื่อ มีค่าคงที่ 𝑀 ∈ [0,1) ซึ่งท าให้ ||𝐴𝑥 − 𝐴𝑦||𝑋 ≤ 𝑀||𝑥 − 𝑦||𝑋 
ส าหรับทุก ๆ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 เรียกค่าคงที่ 𝑀 ว่า ค่าคงตัวการหดตัว 

ทฤษฎีบท 4.3 [3] ก าหนดให้ 𝑋 เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ โดยที่ 𝑋 ≠ ∅ และให้ 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑋 เป็น 
การส่งแบบหดตัวบน 𝑋 จะได้ว่า การส่ง 𝑄 จะมีผลเฉลยเป็นจุดตรึงเพียงค่าเดียว 

บทนิยาม 4.4 ก าหนดให้ 𝑓: 𝐽 × ℝ → ℝ เป็นฟังก์ชัน แล้ว 𝑓(𝑡, 𝑢) เป็นฟังก์ชันที่ต่อเนื่องแบบ 
Lipshitz ก็ต่อเมื่อ มีค่าคงที่ 𝑀𝑓 > 0 ซึ่งท าให้ |𝑓(𝑡, 𝑢) − 𝑓(𝑡, 𝑣)| ≤ 𝑀𝑓|𝑢 − 𝑣| ส าหรับทุก ๆ 
𝑢, 𝑣 ∈ ℝ และ 𝑡 ∈ 𝐽 

ทฤษฎีบท  4.5 [7] ส าหรับทุก  ๆ 0 < 𝑞 < 1 และ 0 < 𝛼(𝑡) < 1 อสมการต่อไปนี้ เป็นจริ ง  

(1 − 𝑞)𝛼(𝑡) ≤
1

Γ𝑞(𝛼(𝑡) + 1)
< (

1 − 𝑞

1 − 𝑞
𝛼(𝑡)+1
2

)

𝛼(𝑡)

 

เรียกอสมการนี้ว่า อสมการ q-gamma  

4.1 การมีอยู่จริงของผลเฉลยในปริภูมิ 𝕃𝑞[0, 𝑇] 

ทฤษฎีบท 4.6 [9] ผลเฉลย 𝑥(𝑡) ของสมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการ
ด าเนินการแปรผันตามเวลา มีอยู่จริงใน 𝕃𝑞[0, 𝑇] ก็ต่อเมื่อ มี 𝑥𝑖 ซึ่งเป็นผลเฉลยบนช่วงย่อย 𝑃𝑖  
นั่นคือ 𝑥𝑖 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑖] , 𝐼𝑞,𝑡

1−𝛾𝑖𝑥𝑖(0) = 𝑐 ส าหรับ 𝑖 = 1,2,3,… ,𝑁 

ทฤษฎีบท 4.7 [2] ก าหนดให้ 𝑓: (0, 𝑎] → ℝ เป็นฟังก์ชัน ถ้า 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑎] แล้ว 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓 ∈ 𝕃𝑞[0, 𝑎] 
และ ||𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓||1 ≤

𝑎𝛼

Γ𝑞(𝛼+1)
||𝑓||1 
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ทฤษฎีบท 4.8 ผลเฉลย 𝑥𝑘(𝑡) มีอยู่จริง และเป็นผลเฉลยเพียงหนึ่งเดียวใน 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘] เมื่อมีค่าคงที่

การหดตัว 𝑀𝑓𝑇𝑘
𝛼𝑘+1

Γ𝑞(𝛼𝑘+1)
< 1 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก ๆ 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑁 ให้ 𝑄 ∶ 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘] → 𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘] เป็นการส่งแบบหดตัว 
นิยามโดย 𝑄𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 จะได้ว่า 

𝑄𝑥𝑘(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾𝑘𝑥(0)

𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+

1

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 

ดังนั้น 
||𝑄𝑥𝑘 −𝑄𝑦𝑘||1 ≤ 𝑀𝑓||𝐼𝑞,𝑡

𝛼𝑘1||1||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||1 

        ≤
𝑀𝑓𝑇𝑘

𝛼𝑘+1

Γ𝑞(𝛼𝑘+1)
||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||1 

โดยทฤษฎีจุดตรึงของบานาค ถ้ามี 𝑀𝑓𝑇𝑘
𝛼𝑘+1

Γ𝑞(𝛼𝑘+1)
< 1 แล้ว จะมีผลเฉลย 𝑥𝑘 เป็นจุดตรึงเพียงค่าเดียวใน 

𝕃𝑞[0, 𝑇𝑘]              

4.2 การมีอยู่จริงของผลเฉลยในปริภูมิของฟังก์ชันต่อเนื่องที่มีการถ่วงน  าหนัก 𝐶1−𝛾[0, 𝑇] 

ทฤษฎีบท 4.9 [9] ผลเฉลย 𝑥(𝑡) ของสมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนแบบ q-Hilfer ที่มีล าดับการ
ด าเนินการแปรผันตามเวลา มีอยู่จริงใน 𝐶1−𝛾[0, 𝑇] ก็ต่อเมื่อ มี 𝑥𝑖 เป็นผลเฉลยจากช่วงย่อย 𝑃𝑖  
นั่นคือ 𝑥𝑖 ∈ 𝐶1−𝛾𝑖[0, 𝑇𝑖] , 𝐼𝑞,𝑡

1−𝛾𝑖𝑥𝑖(0) = 𝑐 ส าหรับ 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑁 

ทฤษฎีบท 4.10 [2] ก าหนดให้ 𝑓: (0, 𝑎] → ℝ เป็นฟังก์ชัน ถ้า 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0, 𝑎] แล้ว 𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0, 𝑎] 

และ ||𝐼𝑞,𝑡𝛼 𝑓||𝐶𝛾 ≤ 𝑎𝛼
Γ𝑞(1−𝛾)

Γ𝑞(𝛼+1−𝛾)
||𝑓||𝐶𝛾 

ทฤษฎีบท 4.11 ผลเฉลย 𝑥𝑘(𝑡) มีอยู่จริง และเป็นผลเฉลยเพียงหนึ่งเดียวใน 𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘] เมื่อมี

ค่าคงที่การหดตัว 𝑀𝑓𝑇𝑘Γ𝑞(𝛾𝑘)

Γ𝑞(𝛼𝑘+𝛾𝑘)
< 1 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก ๆ 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑁 ให้ 𝑄 ∶ 𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘] → 𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘] เป็นการส่งแบบ 
หดตัว นิยามโดย 𝑄𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 จะได้ว่า 

𝑄𝑥𝑘(𝑡) = 𝐼𝑞,𝑡
1−𝛾𝑘𝑥(0)

𝑡𝛾𝑘−1

Γ𝑞(𝛾𝑘)
+

1

Γ𝑞(𝛼𝑘)
∫ (𝑡 − 𝑞𝑠)(𝛼𝑘−1)𝑓(𝑠, 𝑥𝑘(𝑠))𝑑𝑞𝑠
𝑡

0

 

ดังนั้น 
||𝑄𝑥𝑘 − 𝑄𝑦𝑘||𝐶1−𝛾𝑘

≤ 𝑀𝑓||𝐼𝑞,𝑡
𝛼𝑘1||𝐶1−𝛾𝑘

||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||𝐶1−𝛾𝑘
 

                  ≤
𝑀𝑓𝑇𝑘Γ𝑞(𝛾𝑘)

Γ𝑞(𝛼𝑘+𝛾𝑘)
||𝑥𝑘 − 𝑦𝑘||𝐶1−𝛾𝑘
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โดยทฤษฎีจุดตรึงของบานาค ถ้ามี 𝑀𝑓𝑇𝑘Γ𝑞(𝛾𝑘)

Γ𝑞(𝛼𝑘+𝛾𝑘)
< 1 แล้ว จะมีผลเฉลย 𝑥𝑘 เป็นจุดตรึงเพียงค่าเดียวใน 

𝐶1−𝛾𝑘[0, 𝑇𝑘]               

5. ตัวอย่างประกอบ 
พิจารณาสมการผลต่างสืบเนื่องเชิงเศษส่วนต่อไปนี้ 

𝐷1
3
,𝑡

1
5
sec(cos(

𝑡
2
)),
1
2𝑥(𝑡) =

𝑥(𝑡)

20(𝑥2(𝑡) + 1)
, 𝑡 ∈ (0,1] 

𝐼1
3
,𝑡

1−𝛾(𝑡)
𝑓(0) = 0 , 𝛾(𝑡) =

1

10
sec (cos (

𝑡

2
)) +

1

2
 

เห็นได้ชัดว่า 𝑀𝑓 =
1

20
 จาก 𝑇𝑘 ≤ 1 จะได้ว่า 𝑀𝑓𝑇𝑘

𝛼𝑘+1

Γ1
3

(𝛼𝑘+1)
<

1

20Γ1
3

(𝛼𝑘+1)
 

จากทฤษฎีบท 4.11 หาก 1

20Γ1
3

(𝛼𝑘+1)
< 1 แล้ว ผลเฉลยย่อย 𝑥𝑘 จะมีอยู่จริงใน 𝕃1

3

[0, 𝑇𝑘] 

อย่างไรก็ตาม เนื่องจาก 𝛼𝑘 เป็นค่าคงที่  ซึ่งประมาณจาก 𝛼(𝑡) = 1

5
sec (cos (

𝑡

2
)) ดังนั้นหาก

สามารถแสดงได้ว่า 1

20Γ1
3

(𝛼(𝑡)+1)
< 1 โดยที่ 𝑡 ∈ (0,1] ก็จะได้ว่า ผลเฉลยบน 𝕃1

3

[0, 𝑇𝑘] ใดๆ มีอยู่

จริง ในตัวอย่างนี้ เมื่อปรับใช้อสมการในทฤษฎีบท 4.5 เมื่อ 𝑡 ∈ (0,1] จะได้ว่า  

1

20Γ1
3

(𝛼(𝑡) + 1)
<
1

20
(
2

3
)

1
5
sec(cos(

𝑡
2
))

(
1

1 − 3
−
1
10
sec(cos(

𝑡
2
))−

1
2

)

1
5
sec(cos(

𝑡
2
))

< 1 

 

 

 

 
รูปที ่5.1 รูปกราฟส าหรับแสดงค่าฟังก์ชัน (กลาง) จากอสมการข้างต้น เมื่อ 𝑡 ∈ (0,1]  

ดังนั้นผลเฉลยย่อย 𝑥𝑘 ∈ 𝕃1
3

[0, 𝑇𝑘] , 𝐼1
3
,𝑡

1−𝛾𝑘𝑥𝑘(0) = 0 ส าหรับ 𝑘 = 1,2,3,… ,𝑁 มีอยู่จริง  

จากทฤษฎีบท 4.6 ผลเฉลย 𝑥(𝑡) ของสมการตัวอย่างมีอยู่จริงใน 𝕃1
3

[0,1]  ตามต้องการ 
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ABSTRACT 
In this paper, we provide a generalization of Marion Walter’s theorem by 

applying Shoelace theorem. 
Keywords:  Marion Walter’s theorem, Shoelace theorem 

1. บทน า  
จากทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ (Marion Walter’s theorem) [2] ซึ่งกล่าวถึงอัตราส่วน

ของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมที่เกิดจากการลากส่วนของเส้นตรงจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปยังจุดที่แบ่ง
ด้านตรงข้ามของจุดยอดนั้นออกเป็น 3 ส่วน เท่า ๆ กัน ดังรูปที่ 1 ว่าอัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยม
ต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมเป็น 1 ∶ 10 เสมอ 

 
รูปที่ 1 ความสัมพันธ์ของรูปหกเหลี่ยมและรูปสามเหลี่ยมตามทฤษฎีของแมเรียน วอลเตอร์ 

จากการศึกษางานวิจัยที่ผ่านมาพบว่า นักคณิตศาสตร์ส่วนใหญ่จะน าสมบัติหรือทฤษฎีบททาง
เรขาคณิตมาพิสูจน์ว่าอัตราส่วนดังกล่าวเป็นจริงตามทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ หรือไม่  
โดยในปี ค.ศ. 1994 ไรอัน มอร์แกน [6] ได้ขยายทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ ด้วยการแบ่ง 
ด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น  𝑁 ส่วน โดยที่  𝑁 เป็นจ านวนคี่ที่มากกว่าหรือเท่ากับ 3 ซึ่ ง 
ผลการศึกษาพบว่า พ้ืนที่หกเหลี่ยมมีค่าเท่ากับ 8

9𝑁2−1
 เท่าของพ้ืนทีรู่ปสามเหลี่ยม 

ในปี ค.ศ. 2016 ลูกา โกลโดนิ [4] ได้ศึกษาอัตราส่วนของพ้ืนที่ตามทฤษฎีบทของแมเรียน  
วอลเตอร์ โดยแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น 4 ส่วนเท่า ๆ กัน ดังรูปที่  2 ซึ่ง 
ผลการศึกษาพบว่า พ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมมีค่าเท่ากับ 8

35
 เท่าของพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม 
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รูปที่ 2 ความสัมพันธ์ของรูปหกเหลี่ยมและรูปสามเหลี่ยมตามการศึกษาของลูกา โกลโดนิ 

ต่อมาปี ค.ศ. 2018 โอซามา อับดัลลา  [5] ได้ศึกษารูปทั่วไปของอัตราส่วนของพ้ืนที่ตาม 
ทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ โดยแยกพิจารณาการแบ่งด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็นจ านวนคี่
และจ านวนคู่ ผลการศึกษาพบว่า 

𝑁 จ านวนคี่ 𝑁 เป็นจ านวนคู ่

𝐴𝑒 =
32

(
6𝑁

2𝑐 − 1)
2

− 4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ 

𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁 − 1

2
  

𝐴𝑒 =
32

9 (
𝑁
𝑐 )

2

− 4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ  

𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁 − 2

2
  

โดย 𝑁 แทน จ านวนส่วนแบ่งทีเ่ท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 
 𝑐 แทน ล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากเล็กไปใหญ่ 
 𝐴𝑒 แทน อัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม 
  

8/35
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รูปที่ 3 ตัวอย่างล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากเล็กไปใหญ่กรณี 𝑁 = 9, 7, 8 และ 6 ตามล าดับ 
ตามการศึกษาของโอซามา อับดัลลา 

จากการศึกษาของโอซามา อับดัลลา ข้างต้น ท าให้เราสนใจที่จะศึกษาต่อยอดเพ่ือหานัยทั่วไป
แบบอ่ืนของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยมในรูปของ 𝑁 ใด ๆ เมื่อ 𝑁 เป็นจ านวน
ส่วนแบ่งที่เท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม และ 𝑁 ≥ 3 เพียงสูตรเดียวโดยไม่ต้องแบ่ง 𝑁 
ออกเป็นกรณจี านวนคูแ่ละกรณีจ านวนคี ่

2. ผลการศึกษา 
การหานัยทั่วไปของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมตามทฤษฎีบทของ 

แมเรียน วอลเตอร์ มีข้ันตอนและรายละเอียดดังนี้ 

2.1 เงื่อนไขเบื้องต้น 
ให้  𝐴𝐵𝐶 เป็ นรูปสามเหลี่ ยม  โดยที่  𝐴(𝑥𝑎 , 𝑦𝑎), 𝐵(𝑥𝑏 , 0) และ 𝐶(0, 0) เป็ นจุดยอดของ 

รูปสามเหลี่ยมนั้น 
แบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ออกเป็น 𝑁 ส่วน เท่า ๆ กัน โดยที่ 𝑁 ≥ 3 และ 

ให้ 𝑇𝑖 เมื่อ 𝑖 = 1, 2, 3, … , 3𝑁 เป็นจุดแบ่งด้านทั้งสามของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ดังรูปที่ 4 

4

3

2

1

3

2

1

3

2

1

2

1

(ก) 𝑁 = 9 (ข) 𝑁 =7 

(ค) 𝑁 = 8 (ง) 𝑁 = 6 
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รูปที่ 4 การแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 ออกเป็น 𝑁 ส่วนเท่า ๆ กัน 

จากรปูที่ 4 จะเห็นว่าจุดแบ่งบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยมมี 𝑁 − 1 จุด (ไม่นับจุดยอด)  
ให้ 𝑡 เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่งมีค่าน้อยกว่า 𝑁

2
 เราสามารถลากส่วนของเส้นตรงจากจุดยอดของ 

รูปสามเหลี่ยมไปยังจุดแบ่ง 2 จุดที่อยู่บนด้านตรงข้าม โดยจุดแบ่ง 2 จุดนั้น อยู่ห่างจากจุดยอดของ
รูปสามเหลี่ยมที่อยู่ใกล้ที่สุดในด้านตรงข้ามเป็นระยะเท่ากัน คือ 𝑡

𝑁
 เท่าของความยาวด้านตรงข้ามนั้น 

ดังตัวอย่างในรูปที่ 5 

  

  

รูปที่ 5 รูปหกเหลี่ยมภายใต้การแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยมด้วยค่า 𝑡 

T3N  4

T2N + 4 T2N  4

T3N  3

T3N  2

T3N  1

T2N + 1

T2N + 3

T2N + 2

T2N  1

T2N  2

T2N  3

T4T3

TN + 4

T2T1 TN - 4 TN - 3 TN - 2TN - 1

TN + 3

TN + 2

TN + 1

C(0, 0)

A(xa, ya)

B(xb, 0)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

T3N  1

T2N + 1 T2N  1

t

N
(AB)

t

N
(AC)

t

N
(BC)

t

N
(BC)

T1 TN - 1

TN + 1

A

C B

T3N  2

T2N + 2 T2N  2

t

N
(AB)

t

N
(BC)

t

N
(BC)

t

N
(AC)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

TN + 2

TN - 2T2
C

A

B

T3N  3

T2N + 3 T2N  3

t

N
(AB)

t

N
(BC)

t

N
(BC)

t

N
(AC)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

T3 TN - 3

TN + 3

C

A

B
t

N
(BC)

t

N
(AC)

t

N
(AB)

t

N
(AC)

t

N
(BC)

t

N
(AB)

T2N  4T2N + 4

T3N  4

TN - 4

TN + 4

T4

A

C B

(ก) 𝑡 = 1 (ข) 𝑡 = 2 

(ค) 𝑡 = 3 

grb 

(ง) 𝑡 = 4 

rb      
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จากรูปที่ 5 จะเห็นว่ารูปเรขาคณิตตรงกลางของรูปสามเหลี่ยมที่เกิดจากการลากส่วนของเส้นตรง
จากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปยังด้านตรงข้ามดังกล่าวนั้นจะเป็นรูปหกเหลี่ยมเสมอ เนื่องจากไม่มี
ส่วนของเส้นตรงใดที่ลากจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมผ่านจุดเซนทรอยด์ของรูปสามเหลี่ยมนั้น และ
จุดยอดของรูปหกเหลี่ยมจะอยู่บนเส้นตรงที่เชื่อมระหว่างจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมกับจุดเซนทรอยด์ 
จึงเกิดเป็นรูปหกเหลี่ยมเสมอ ดังรูปที่ 6 

 
รูปที่ 6 จุดยอดของรูปหกเหลี่ยมจะอยู่บนเส้นตรงที่เชื่อมระหว่างจุดยอดกับจุดเซนทรอยด์เสมอ 

ในขั้นตอนต่อไป จะใช้จุดแบ่ง 𝑇𝑡, 𝑇𝑁−𝑡 , 𝑇𝑁+𝑡 , 𝑇2𝑁−𝑡, 𝑇2𝑁+𝑡  และ 𝑇3𝑁−𝑡 ส าหรับหาพ้ืนที่รูป 
หกเหลี่ยมตามทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ โดยที่ 1 ≤ 𝑡 <

𝑁

2
 

2.2 พื้นที่รูปหกเหลี่ยมภายใต้เงื่อนไขการแบ่งด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น 𝑁 ส่วนเท่า ๆ กัน 

2.2.1 พิกัดจุดแบ่งแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 
จากจุ ด  𝑇𝑡 , 𝑇𝑁−𝑡 , 𝑇𝑁+𝑡, 𝑇2𝑁−𝑡 , 𝑇2𝑁+𝑡   และ  𝑇3𝑁−𝑡   เป็ น จุ ด แบ่ งบนแต่ ละด้ าน ของ 

รูปสามเหลี่ยม ซ่ึงสามารถหาพิกัดจุดแบ่งดังกล่าวได้จากทฤษฎีบทต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.1 [3] ถ้า 𝑃(𝑥, 𝑦) เป็นจุดแบ่งบนส่วนของเส้นตรง 𝑃1𝑃2 ซึ่งเชื่อมระหว่างจุด 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) 
และ 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) โดยที่ 𝑃1𝑃 ∶ 𝑃𝑃2 = 𝑟1 ∶ 𝑟2 จะได้ว่า  

𝑥 =
𝑟1𝑥2+𝑟2𝑥1

𝑟1+𝑟2
 และ 𝑦 =

𝑟1𝑦2+𝑟2𝑦1

𝑟1+𝑟2
 

จากทฤษฎีบท 2.1 จะได้ จุดแบ่ง 𝑇𝑡 , 𝑇𝑁−𝑡 , 𝑇𝑁+𝑡 , 𝑇2𝑁−𝑡 , 𝑇2𝑁+𝑡  และ 𝑇3𝑁−𝑡 มีพิกัดดังนี้ 
𝑇𝑡 = (

𝑡𝑥𝑏

𝑁
, 0) 𝑇2𝑁−𝑡 = (

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏

𝑁
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

𝑁
)  

𝑇𝑁−𝑡 = (
(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

𝑁
, 0) 𝑇2𝑁+𝑡 = (

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎

𝑁
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

𝑁
)  

𝑇𝑁+𝑡 = (
𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

𝑁
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁
) 𝑇3𝑁−𝑡 = (

𝑡𝑥𝑎

𝑁
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁
)  

C

A

B
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2.2.2 สมการเส้นตรงที่ผ่านจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมและจุดแบ่งที่อยู่บนด้านตรงข้าม 
ก าหนดให้เส้นตรงที่ลากผ่านจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมและจุดแบ่งที่อยู่บนด้านตรงข้ามทั้ง 6 

จุดข้างต้น คือ เส้นตรง 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙6 ตามล าดับ โดยมีมีสมการดังนี้ 
𝑙1 ∶ 𝑦 =

𝑁𝑦𝑎

𝑁𝑥𝑎−𝑡𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑎) + 𝑦𝑎  𝑙2 ∶ 𝑦 =

𝑡𝑦𝑎

𝑡𝑥𝑎−𝑁𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑎) 

𝑙3 ∶ 𝑦 =
𝑡𝑦𝑎

𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏
𝑥   𝑙4 ∶ 𝑦 =

𝑁𝑦𝑎

𝑁𝑥𝑎−(𝑁−𝑡)𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑎) + 𝑦𝑎 

𝑙5 ∶ 𝑦 =
(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎−𝑁𝑥𝑏
(𝑥 − 𝑥𝑏)  𝑙6 ∶ 𝑦 =

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏
𝑥  

2.2.3 พิกัดจุดยอดของรูปหกเหลี่ยมที่เกิดจากการตัดกันระหว่างเส้นตรง 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4, 𝑙5 และ 𝑙6 

ก าหนดให้ 𝑉𝑖 เป็นจุดตัดของเส้นตรง 𝑙𝑖 และ 𝑙𝑖+1 เมื่อ 𝑖 = 1, 2, … , 6 และ 𝑙7 = 𝑙1 ซึ่งแสดง
ได้ดังรูปที่ 7 

 
รูปที่ 7 จุดยอด 𝑉1 ถึง 𝑉6 ของรูปหกเหลี่ยม ที่เกิดจากการตัดกันของเส้นตรง 𝑙1 ถึง 𝑙6 

จะได้ จุดยอด 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5  และ 𝑉6 ของรูปหกเหลี่ยม มีพิกัดดังนี้ 
𝑉1 = (

𝑡(𝑥𝑎+𝑥𝑏)

𝑁+𝑡
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁+𝑡
) 𝑉2 = (

𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

2𝑁−𝑡
,

𝑡𝑦𝑎

2𝑁−𝑡
) 

𝑉3 = (
𝑡𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)𝑥𝑏

𝑁+𝑡
,

𝑡𝑦𝑎

𝑁+𝑡
) 𝑉4 = (

(𝑁−𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)

2𝑁−𝑡
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

2𝑁−𝑡
) 

𝑉5 = (
(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏

𝑁+𝑡
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

𝑁+𝑡
) 𝑉6 = (

(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡𝑥𝑏

2𝑁−𝑡
,

(𝑁−𝑡)𝑦𝑎

2𝑁−𝑡
) 

2.2.4 พ้ืนที่ของรูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6   

ทฤษฎีบท 2.2 (ทฤษฎีบทชูเลซ (Shoelace Theorem)) [1] ก าหนดให้ 𝑃 เป็นรูป 𝑛 เหลี่ยม ที่มี 
จุดยอดเป็นจุด (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), (𝑎3, 𝑏3), … , (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) ซึ่ งเรียงกันในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  
พ้ืนทีข่องรูป 𝑃 คือ 

1

2
[(𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏3 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑏𝑛 + 𝑎𝑛𝑏1) − (𝑏1𝑎2 + 𝑏2𝑎3 + ⋯ + 𝑏𝑛−1𝑎𝑛 + 𝑏𝑛𝑎𝑏1)] 

 

l3

l4

l5 l6

l1

l2
V6

V1 V2

V4

V3

V5

A(xa, ya)

C(0, 0) B(xb, 0)
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|

|

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2

𝑎3

⋮
𝑎𝑛

𝑎1

𝑏3

⋮
𝑏𝑛

𝑏1

|

|
  

ดังนั้น จากทฤษฎีบทชูเลซและจุดยอด 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5  และ 𝑉6 ของรูปหกเหลี่ยมวางเรียงในทิศทาง
ทวนเข็มนาฬิกา จะได้พ้ืนที่ของรูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6  คือ  

1

2
𝑦𝑎 ((

𝑡2(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 +

𝑡2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+  

𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + (𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 

+
(𝑁 − 𝑡)2(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

(𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + 𝑡2𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
) 

− (
𝑡2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 +

𝑡2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+  

𝑡(𝑁 − 𝑡)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 

+
(𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

(𝑁 − 𝑡)2𝑥𝑎 + 𝑡(𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
+

𝑡(𝑁 − 𝑡)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
)) 

=
 𝑥𝑏𝑦𝑎(𝑁 − 2𝑡)

2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
  

     

𝑉1  𝑡(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

𝑁 + 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡
  

𝑉2 [𝑡2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 𝑡𝑥𝑎 + (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

2𝑁 − 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

2𝑁 − 𝑡
 𝑡2(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉3 [𝑡2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 𝑡𝑥𝑎 + (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑏

𝑁 + 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡
 [𝑡2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉4 
𝑡(𝑁−𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 (𝑁 − 𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)

2𝑁 − 𝑡
 (𝑁 − 𝑡)𝑦𝑎

2𝑁 − 𝑡
 

[𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+(𝑁−𝑡)2𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉5 
[(𝑁−𝑡)2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + 𝑡𝑥𝑏

𝑁 + 𝑡 
 (𝑁 − 𝑡)𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡 
 

(𝑁−𝑡)2(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉6 [(𝑁−𝑡)2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 (𝑁 − 𝑡)𝑥𝑎 + 𝑡𝑥𝑏

2𝑁 − 𝑡
 (𝑁 − 𝑡)𝑦𝑎

2𝑁 − 𝑡
 

[(𝑁−𝑡)2𝑥𝑎+𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

𝑉1 
𝑡(𝑁−𝑡)(𝑥𝑎+𝑥𝑏)𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 𝑡(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏)

𝑁 + 𝑡
 

𝑡𝑦𝑎

𝑁 + 𝑡
 [𝑡(𝑁−𝑡)𝑥𝑎+𝑡2𝑥𝑏]𝑦𝑎

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 

ให้พื้นที่รูปสามเหลี่ยม 𝐴𝐵𝐶 คือ [𝐴𝐵𝐶] จะได้ว่า [𝐴𝐵𝐶] =  
𝑥𝑏𝑦𝑎

2
 หรือ 𝑥𝑏𝑦𝑎  =  2[𝐴𝐵𝐶]  

ดังนั้นพ้ืนที่ของรูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6  คือ    2[𝐴𝐵𝐶](𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 

𝑎1𝑏2 

𝑎2𝑏3 

𝑎𝑛−1𝑏𝑛 

𝑎𝑛𝑏1 

𝑏2𝑎3 
 

𝑏𝑛−1𝑎𝑛 
 𝑏𝑛𝑎1 

 

⋮ ⋮ 

𝑏1𝑎2 
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2.3 รูปทั่วไปของอัตราส่วนพื้นที่รูปหกเหลี่ยมต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยม 

จากพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยม 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4𝑉5𝑉6  คือ   2[𝐴𝐵𝐶](𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
 และพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม  𝐴𝐵𝐶 

คือ [𝐴𝐵𝐶] จะได้ อัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม คือ 

  

 2[𝐴𝐵𝐶](𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
[𝐴𝐵𝐶]

=  2(𝑁 − 2𝑡)
2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
  

สรุปได้ว่า รูปทั่วไปของอัตราส่วนพื้นที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม คือ  

       
 2(𝑁 − 2𝑡)

2

(2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡)
     (*) 

เมื่อ 𝑁 แทน ส่วนแบ่งที่เท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม โดยที่ 𝑁 ≥ 3  
      𝑡 แทน จ านวนส่วนที่นับจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปถึงจุดแบ่งใกล้ที่สุดที่เลือกบนแต่ละด้าน 

2.4 ความสัมพันธ์กับทฤษฎีบทอ่ืน ๆ 
จากนัยทั่วไปของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมของบทความนี้  คือ 

2(𝑁−2𝑡)2

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
 เมื่อแทน 𝑡 =

𝑁−1

2
 จะได้ว่า (*) คือ 8

9𝑁2−1
 ซึ่งคือ อัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมที่เล็กที่สุด

ต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม ซึ่งเท่ากับอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมที่ด้านถูกแบ่ง
ออกเป็นจ านวนคี่ของทฤษฎีบทของไรอัน มอร์แกน ซ่ึงคือ 8

9𝑁2−1
  

เมื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีบทของโอซามา อับดัลลา ที่แยกพิจารณาการแบ่งด้านของ 
รูปสามเหลี่ยมออกเป็นจ านวนคี่และจ านวนคู่ โดยก าหนด 𝑐 เป็นล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากเล็กไป
ใหญ่ ซึ่งเป็นแนวคิดกลับกันกับบทความนี้ที่ก าหนดให้ 𝑡 เป็นล าดับของรูปหกเหลี่ยมจากใหญ่ไปเล็ก 
เช่น ถ้าหากแบ่งด้านของรูปสามเหลี่ยมออกเป็น 9 ส่วน จะเกิดรูปหกเหลี่ยมภายในขึ้นทั้งหมด  
4 รูป ซึ่งทฤษฎีบทของโอซามา อับดัลลา จะให้ 𝑐 เป็น 1, 2, 3, 4 โดยเรียงตามล าดับขนาดของ 
รูปหกเหลี่ยมจากเล็กไปใหญ่ ดังรูปที่ 3(ก) แต่ในบทความนี้จะให้ 𝑡 เป็น 1, 2, 3, 4 ซึ่งเรียงตามล าดับ
ขนาดรูปหกเหลี่ยมจากใหญ่ไปเล็ก ดังรูปที่ 5 ดังนั้นจะเห็นได้ว่า 𝑡 และ 𝑐 มีการเรียงล าดับขนาดของ
รูปหกเหลี่ยมแบบสวนทางกัน โดยที่ 𝑡 =

𝑁+1

2
− 𝑐 ท าให้ได้ว่าอัตราส่วนของพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อ

พ้ืนที่รูปสามเหลี่ยมทีเ่ขียนในรูป 𝑡 และ 𝑐 มีความสัมพันธ์กัน ดังตารางที่ 2.1 และ 2.2  
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ตารางที่ 2.1 กรณีที่ 𝑁 เป็นจ านวนคี่ (เกิดรูปหกเหลี่ยม 𝑁−1

2
 รูป) 

𝒄 𝒕 อัตราส่วนของพื้นที่รูปหกเหลีย่มต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยม (𝐴𝑒) 

1 
𝑁 − 1

2
 จาก 𝑡 =

𝑁+1

2
− 𝑐 =

𝑁+1−2𝑐

2
 

แทน 𝑡 ใน (*) จะได้ว่า 

 𝐴𝑒 =
2[𝑁−2(

𝑁+1−2𝑐

2
)]

2

[2𝑁−(
𝑁+1−2𝑐

2
)][𝑁+(

𝑁+1−2𝑐

2
)]
 

  = 2(2𝑐−1)2

[3𝑁+(2𝑐−1)][3𝑁−(2𝑐−1)]

4

  

  = 8(2𝑐−1)2

9𝑁2−(2𝑐−1)2  

  = 8

(
3𝑁

2𝑐−1
)

2
−1

  

  = 32

(
6𝑁

2𝑐−1
)

2
−4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ 𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁−1

2
 

2 
𝑁 − 1

2
− 1 

3 
𝑁 − 1

2
− 2 

⋮ ⋮ 
𝑁 − 1

2
− 2 3 

𝑁 − 1

2
− 1 2 

𝑁 − 1

2
 1 

 

ตารางที่ 2.2 กรณีที่ 𝑁 เป็นจ านวนคู่ (เกิดรูปหกเหลี่ยม 𝑁−2

2
 รูป) 

𝒄 𝒕 อัตราส่วนของพื้นที่รูปหกเหลีย่มต่อพื้นที่รูปสามเหลี่ยม (𝐴𝑒) 

1 
𝑁 − 2

2
 จาก 𝑡 =

𝑁

2
− 𝑐 =

𝑁−2𝑐

2
 

แทน 𝑡 ใน (*) จะได้ว่า  

 𝐴𝑒 =
2[𝑁−2(

𝑁−2𝑐

2
)]

2

[2𝑁−(
𝑁−2𝑐

2
)][𝑁+(

𝑁−2𝑐

2
)]
 

   = 2(2𝑐)2

[3𝑁+2𝑐][3𝑁−2𝑐]

4

  

  = 32𝑐2

9𝑁2−4𝑐2 

  = 32

9(
𝑁

𝑐
)

2
−4

 

เมื่อ 𝑁 ≥ 3 และ 𝑐 = 1, 2, … ,
𝑁−2

2
 

2 
𝑁 − 2

2
− 1 

3 
𝑁 − 2

2
− 2 

⋮ ⋮ 

𝑁 − 2

2
− 2 3 

𝑁 − 2

2
− 1 2 

𝑁 − 2

2
 1 
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3. สรุปผลการศึกษา 
การศึกษาครั้งนี้เป็นการศึกษาหานัยทั่วไปแบบหนึ่งของอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่ 

รูปสามเหลี่ยมตามทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ โดยการแบ่งด้านแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม
ออกเป็น 𝑁 ส่วนเท่า ๆ กัน และไม่ว่าจะลากเส้นตรงจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมไปยังจุดแบ่ง 2 จุด
ใด ๆ ที่อยู่ด้านตรงข้าม ซึ่งจุดแบ่ง 2 จุดนั้นอยู่ห่างจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมที่ใกล้ที่สุดในด้านนั้น

เป็นระยะเท่ากัน จะได้ว่าอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม  คือ 2(𝑁−2𝑡)2

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
  

เมื่อ 𝑁 แทนจ านวนส่วนแบ่งที่เท่ากันบนแต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม โดยที่ 𝑁 ≥ 3 และ 𝑡 แทน 
จ านวนส่วนที่นับจากจุดแบ่งไปยังจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมทีใ่กล้สุดบนแต่ละด้าน 

4.  ข้อสังเกต 

จากผลการศึกษาอัตราส่วนพ้ืนที่รูปหกเหลี่ยมต่อพ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม  ซึ่งคือ 2(𝑁−2𝑡)2

(2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)
  

หากพิจารณาตัวผกผันของอัตราส่วนนี้ ซึ่งคือ (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 พบว่า 

4.1 ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่อยู่ในรูป 2𝑛 เมื่อ 𝑛 = 1,2,3, …  
จะได้ว่า ไม่มีจ านวนเต็ม 𝑡 ที่ท าให้อัตราส่วน (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม  
พิจารณาได้ดังนี้ 

กรณ ี1 ถ้า 𝑡 เป็นจ านวนคี่  
จะท าให้ 2 ∤ 9𝑡(2𝑛 − 𝑡)  

ดังนั้น 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(2𝑛−𝑡)

2(2𝑛−2𝑡)2 ไม่เป็นจ านวนเต็ม เมื่อ 𝑡 เป็นจ านวนคี่ 

กรณี 2 ถ้า 𝑡 เป็นจ านวนคู่ ที่อยู่ในรูป 𝑚2𝑘 เมื่อ 𝑘 = 1, 2, 3, … และ 𝑚 เป็นจ านวนคี่ 
เนื่องจาก 𝑡 ≤

𝑁+1

2
< 𝑁 ดังนั้น 𝑘 < 𝑁  

จะได้ 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(2𝑛−𝑡)

2(2𝑛−2𝑡)2 

 = 1 +
(9𝑚2𝑘)(2𝑛−(𝑚2𝑘))

2(2𝑛−(2𝑚2𝑘))
2  

 = 1 +
9𝑚(2𝑛−𝑘−𝑚)

2(2𝑛−𝑘−2𝑚)
2 

เห็นได้ว่าส าหรับ 𝑚 ที่เป็นจ านวนคี ่2 ∤ 9𝑚(2𝑛−𝑘 − 𝑚) 
ดังนั้น 1 +

9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 ไม่เป็นจ านวนเต็ม 
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จากทั้งสองกรณีจะได้ว่า ไม่มีจ านวนเต็ม 𝑡 ที่ท าให้อัตราส่วน (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม เมื่อ 𝑁 
เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ ที่อยู่ในรูป 2𝑛 เมื่อ 𝑛 = 1,2,3, …  

4.2 เมื่อ (𝑁, 𝑡) =  1 จะได้ว่า 
4.2.1 ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนคู่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 3 จะได้ว่า (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  ไม่เป็นจ านวนเต็ม 
พิจารณาได้ดังนี้ จาก 𝑁 เป็นจ านวนคู่ใด ๆ และ (𝑁, 𝑡) =  1 ท าให้ได้ว่า 𝑡 เป็นจ านวนคี่ 
จะเห็นว่า (2𝑁 − 𝑡)(𝑁 + 𝑡) เป็นจ านวนคี่ และ 2(𝑁 − 2𝑡)2 เป็นจ านวนคู่ 
ดังนั้น (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  ไม่เป็นจ านวนเต็ม เมื่อ 𝑁 เป็นจ านวนคู่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 3 และ 
 (𝑁, 𝑡) =  1 

4.2.2 ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนคี่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 5 จะได้ว่า (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม ก็ต่อเมื่อ 
 𝑡 =

𝑁−1

2
 หรือ 𝑡 =

𝑁−3

2
  

พิจารณาได้ดังนี้  
จาก (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 = 1 +
9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  
เนื่องจาก 𝑁 เป็นจ านวนคี่ ที ่𝑁 ≥ 5 จะได้ว่า 𝑡(𝑁 − 𝑡) เป็นจ านวนคู่ 
ดังนั้น 2 | 𝑡(𝑁 − 𝑡) เพราะฉะนั้น 
   (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม  ก็ต่อเมื่อ 9𝑡(𝑁−𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2 เป็นจ านวนเต็ม  
   ก็ต่อเมื่อ (𝑁 − 2𝑡)2 | 9 
   ก็ต่อเมื่อ 𝑁 − 2𝑡 = 1 หรือ 𝑁 − 2𝑡 = 3 
   ก็ต่อเมื่อ 𝑡 =

𝑁−1

2
 หรือ 𝑡 =

𝑁−3

2
 

ดังนั้น ถ้า 𝑁 เป็นจ านวนคี่ใด ๆ โดย 𝑁 ≥ 5 จะได้ว่า (2𝑁−𝑡)(𝑁+𝑡)

2(𝑁−2𝑡)2  เป็นจ านวนเต็ม ก็ต่อเมือ่ 

𝑡 =
𝑁−1

2
 หรือ 𝑡 =

𝑁−3

2
  

เอกสารอ้างอิง 
[1] Beyer, W.  (1978).  CRC Standard Mathematical Tables.  Boca Raton, Florida: CRC 

Press. 
[2] Cuoco, A., Goldenberg, P., and Mark, J.  (1993).  Reader Reflections: Marion’s 

Theorem. Mathematics Teacher,  86 (8), p. 619. 
[3] Frank, A. and Philip, A. S.  (1992).  Schaum’s Outline of Theory and Problems of 

College Mathematics (3rd ed.). New York: McGraw-Hill International Edition. 



นัยทั่วไปแบบหนึ่งของทฤษฎีบทของแมเรียน วอลเตอร์ 

24 

[4] Luca, G.  (2016).  A Generalization of Marion Walter’s Theorem. Retrieved from 
https://www.researchgate.net/publication/301284954. 

[5] Osama, A.  (2018).  The Relationship Between The Different Central Hexagons 
Formed Through Odd/Even-Secting The Lengths of Triangles. Retrieved from 
https://www.researchgate.net/publication/322477444. 

[6] Ryan, M.  (1994).  Reader Reflections: No Restrictions need, Mathematics Teacher,  
87, p. 726, 743. 



วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ปริมา 67 เล่มที่ 708 กันยายน – ธันวาคม 2565 

25 

วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ปริมา 67 เล่มที่ 708 กันยายน – ธันวาคม 2565 

http://www.mathassociation.net        Email: MathThaiOrg@gmail.com 
 

การพิสูจน์เชิงการจัดของเอกลักษณ์ท่ีเกี่ยวข้องกับผลรวมตรีโกณมติิก าลัง 
A Combinatorial Proof of An Identity Involving  

Trigonometric Power Sums 
DOI: 10.14456/mj-math.2022.8 

 

รัชนัย ไข่แก้ว1 และ ขนิษฐา แน่นอุดร2,  
1คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลย ีมหาวิทยาลัยราชภัฏธนบุรี กรุงเทพมหานคร 10600 

2คณะครุศาสตร์ มหาวิทยาลยัราชภัฏธนบุรี กรุงเทพมหานคร 10600 
 

Rachanai Kaikeaw1 and Khanithar Naenudorn2,  
1Faculty of Science and Technology, Dhonburi Rajabhat University, Bangkok 10600 

2Faculty of Education, Dhonburi Rajabhat University, Bangkok 10600 
 

Email: 1rachanai.k@dru.ac.th 2khanithar.n@dru.ac.th 
 

วันที่รับบทความ : 18 มีนาคม 2565 วันที่แก้ไขบทความ : 18 สิงหาคม 2565 วันที่ตอบรับบทความ : 19 ธันวาคม 2565 

บทคัดย่อ 
ให้ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 บทความนี้น าเสนอการพิสูจน์เชิงการจัดเพ่ือ

แสดงว่า 
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∑ cos (
(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

โดยนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) เมื่อ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚  
ค าส าคัญ:  ผลรวมตรีโกณมิติก าลัง อนุกรมตรีโกณมิติ การพิสูจน์เชิงการจัด  

หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก ฟังก์ชันก่อก าเนิด 

ABSTRACT 
Let 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 be integers where 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1. In this paper, we use a combinatorial 

proof to show that 

∑ cos (
(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

by counting the number of solutions to the congruence 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) 

where 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚. 
Keywords:  Trigonometric power sums, Trigonometric series, Combinatorial proof,   

 Inclusion-Exclusion principle, Generating functions 

1. บทน า 
ผลรวมจ ากัดของฟังก์ชันตรีโกณมิติก าลัง ปรากฏอยู่ในหลากหลายทฤษฎีทางฟิสิกส์ จากผลงาน

ของ Dowker [6 – 8] ที่ศึกษาเกี่ยวกับปรากฏการณ์คาซิมีร์ (casimir effect) และทฤษฎีสตริง 
(string theory) เขาได้หารูปแบบชัดแจ้งของผลรวมต่อไปนี้ 

𝐶2𝑛(𝑞, 𝑟) = ∑ cos (
2𝑟𝑝𝜋

𝑞
) csc2𝑛 (

𝑝𝜋

𝑞
)

𝑞−1

𝑝=1

 

ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛, 𝑞, 𝑟 ซ่ึง 𝑛 ≥ 1, 𝑞 ≥ 2 และ 0 ≤ 𝑟 < 𝑞 
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ผลงานของ Dowker ท าให้สูตรหรือเอกลักษณ์เกี่ยวกับผลรวมที่มีลักษณะดังกล่าวได้รับความสนใจ
มากยิ่งขึ้นจากนักคณิตศาสตร์และนักวิจัยหลายท่าน  

ในปี ค.ศ. 1999 Chu และ Marini [4] ได้สร้างฟังก์ชันก่อก าเนิด เพ่ือหารูปแบบชัดแจ้งของ
อนุกรมตรีโกณมิติที่แตกต่างกันได้ 24 ประเภท เช่น 

∑ sec2𝑝 (
𝑘𝜋

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛 ∑ (−1)𝑝+𝑘 (
𝑝 − 1 + 𝑘𝑛

2𝑝 − 1
) ∑ (

2𝑝

𝑗 + 1
)

2𝑝−1

𝑗=𝑘

2𝑝−1

𝑘=1

 

ส าหรับจ านวนคี่บวก 𝑛 และจ านวนเต็มบวก 𝑝 
ในปี ค.ศ. 2002 Berndt และ Yeap [3] ใช้เทคนิคการหาปริพันธ์ตามเส้นรอบขอบในการพิสูจน์ 

ทฤษฎีบทความสัมพันธ์กัน (reciprocity theorems) ส าหรับผลรวมตรีโกณมิติ ทฤษฎีบทของพวก
เขาเป็นกรณีทั่วไปส าหรับสูตรผลรวมที่น่าสนใจมากมาย เช่น 

∑ cot4 (
𝑘𝜋

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=1

=
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛2 + 3𝑛 − 13)

45
 

ส าหรับจ านวนเต็ม 𝑛 ≥ 2 
ต่อมาในปี ค.ศ. 2012 Merca [11] ใช้เทคนิคการแบ่งอนุกรมหลายส่วน (series multisection) 

เพ่ือพิสูจน์เอกลักษณ์เกี่ยวกับผลรวมโคไซน์ก าลัง เช่น 

∑ cos2𝑝 (
𝑘𝜋

𝑛
)

⌊
𝑛−1

2
⌋

𝑘=1

= −
1

2
+

𝑛

22𝑝+1
∑ (

2𝑝

𝑝 + 𝑘𝑛
)

⌊
𝑝
𝑛

⌋

𝑘=−⌊
𝑝
𝑛⌋

 

ส าหรับจ านวนเต็มบวก 𝑛 และ 𝑝 
และในปี ค.ศ. 2020 He [9] ได้ศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ชันตรีโกณมิติอันดับสูงและ

ฟังก์ชันซีตา ซ่ึงผลลัพธ์ที่ได้เป็นการปรับปรุงและพัฒนาผลงานของหลาย ๆ ท่านที่ผ่านมา 
จะเห็นว่ามีการใช้วิธีการที่หลากหลายในการพิสูจน์เอกลักษณ์เกี่ยวกับผลรวมตรีโกณมิติ ซึ่งพบว่า 

สูตรที่ค้นพบบางส่วนมีความสัมพันธ์กับสัมประสิทธิ์ทวินาม เพราะฉะนั้นวิธีการอีกวิธีหนึ่งที่สามารถ
น ามาพิสูจน์เอกลักษณ์ในลักษณะดังกล่าวได้คือ การพิสูจน์เชิงการจัด ซ่ึง กิตติกร นาคประสิทธิ์ ได้ให้
ความหมายการพิสูจน์เชิงการจัดไว้ว่า 
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“การพิสูจน์เชิงการจัด คือ วิธีพิสูจน์ข้อความทางคณิตศาสตร์ โดยนับสิ่งที่เลือกสรรมาด้วยวิธีการ
นับที่แตกต่างกัน และเนื่องจากว่าสิ่งที่นับเป็นสิ่งเดียวกัน ดังนั้นการนับด้วยวิธีการที่แตกต่างกัน  
ทั้งสองแบบย่อมจะได้จ านวนที่เท่ากัน” [1] 

ปัญหาเกี่ยวกับการนับโดยทั่วไปมักมีผลเฉลยในรูปสัมประสิทธิ์ทวินาม แต่ถ้าเปลี่ยนวิธีการนับ
ใหม่ ปัญหาเดียวกันอาจจะมีผลเฉลยในรูปฟังก์ชันตรีโกณมิติ ซึ่งผลเฉลยทั้งสองแบบสามารถเชื่อมโยง
กันได้โดยอาศัยหลักของการพิสูจน์เชิงการจัด ทางคณะผู้วิจัยจึงมีความสนใจที่จะสร้างเอกลักษณ์
ตรีโกณมิติจากปัญหาการนับบางประการ โดยในบทความนี้ เราจะนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่  1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

เมื่อ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 ซึ่งท าให้ได้เอกลักษณ ์

∑ cos (
(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

(กรณี 𝑑 = 1 ผลรวมทางด้านซ้ายของสมการจะมีค่าเป็น 0) 

2. ความรู้พื้นฐาน 
ตลอดบทความนี้ ก าหนดให้ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 และให้ 𝑤 แทนรากที่ 𝑑 

ตัวแรกของ 1 กล่าวคือ 

𝑤 = cos (
2𝜋

𝑑
) + 𝑖 sin (

2𝜋

𝑑
) 

โดยที่ 𝑖 แทน หน่วยจินตภาพ (imaginary unit)  
นอกจากนี้ หากไม่ก าหนดเป็นอย่างอ่ืน ให้ถือว่าตัวแปรและค่าคงที่ต่าง ๆ เป็นจ านวนเต็ม  

ทฤษฎีบทหลักของบทความนี้เป็นผลลัพธ์ที่ไดจ้ากการนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

เมื่อ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 โดยการนับสองวิธีที่ต่างกัน วิธีแรกคือการนับโดยใช้หลักการเพ่ิมเข้าและตัดออก 
และวิธีที่สองคือการนับโดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด 
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ส าหรับการนับโดยใช้หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก จะอาศัยความรู้พ้ืนฐานต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.1 ทฤษฎีบทดาวและเส้นแบ่ง (Stars and Bars Theorem) [5]  
ให้ 𝑘 เป็นค่าคงที ่และ 𝑈 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑘 โดยที่ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≥ 0 
จะได้ว่า 

|𝑈| = (
𝑘 + 𝑛 − 1

𝑛 − 1
) 

ทฤษฎีบท 2.2 หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก (Inclusion-Exclusion Principle) [2]  
ให้ 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 เป็นเซตจ ากัด จะได้ว่า  

|𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑛| = ∑(−1)𝑗−1 ∑ |𝐴𝑙1
∩ 𝐴𝑙2

∩ ⋯ ∩ 𝐴𝑙𝑗
|

1≤𝑙1<𝑙2<⋯<𝑙𝑗≤𝑛

𝑛

𝑗=1

 

ส าหรับการนับโดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด จะอาศัยความรู้พ้ืนฐานต่อไปนี้ 

บทนิยาม 2.3 ให้ {𝑎𝑗}
𝑗≥0

 เป็นล าดับบน ℂ ฟังก์ชันก่อก าเนิดของ {𝑎𝑗}
𝑗≥0

 คือ อนุกรม 

𝐹(𝑧) = ∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

∞

𝑗=0

 

ทฤษฎีบท 2.4 ทฤษฎีบทของเดอร์มัวร์ (De Moivre’s Theorem) [10] 
ส าหรับทุก 𝑥 ∈ ℝ และทุก 𝑗 จะได้ว่า 

(cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥)𝑗 = cos(𝑗𝑥) + 𝑖 sin(𝑗𝑥) 

3. การนับจ านวนผลเฉลย โดยใชห้ลักการเพิ่มเข้าและตัดออก 

บทตั้ง 3.1 ให้ 𝑘 และ 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ≥ 0 เป็นค่าคงที่ และ 𝐴 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑘 โดยที่ 𝑥1 ≥ 𝑎1, 𝑥2 ≥ 𝑎2, … , 𝑥𝑛 ≥ 𝑎𝑛 

จะได้ว่า 

|𝐴| = (
𝑘 + 𝑛 − 1 − 𝑎1 − 𝑎2 − ⋯ − 𝑎𝑛

𝑛 − 1
) 

บทตั้ง 3.2 ให้ 𝑘 เป็นค่าคงที่ และ 𝑉 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑘 โดยที่ 0 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 − 1  

จะได้ว่า 
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|𝑉| = ∑(−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑘 − 𝑚𝑗 + 𝑛 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑘
𝑚

⌋

𝑗=0

 

บทตั้งทั้งสองสามารถพิสูจน์ได้จากทฤษฎีบท 2.1 และ 2.2 ซึ่งผู้เขียนขอละการพิสูจน์ไว้ 

ทฤษฎีบท 3.3 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

จะได้ว่า 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก 𝑗 ให้ 𝑉𝑗 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

จะได้ว่า 

𝑆 = ⋃ 𝑉𝑗

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)

𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

 

เนื่องจาก 𝑉𝑗 ∩ 𝑉𝑙 = ∅ ส าหรับทุก 𝑗, 𝑙 ซ่ึง 𝑗 ≠ 𝑙 ดังนั้น  

|𝑆| = ∑ |𝑉𝑗|

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

 

โดยนิยามของสมภาค ฟังก์ชันพ้ืน และฟังก์ชันเพดาน จะได้ว่า 

∑ |𝑉𝑗|

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

= ∑ |𝑉𝑑𝑘+𝑟|

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

ดังนั้น 

|𝑆| = ∑ |𝑉𝑑𝑘+𝑟|

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

(3.1) 

ส าหรับแต่ละ 𝑘 จาก 𝑉𝑑𝑘+𝑟 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑑𝑘 + 𝑟 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 
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ท าการเปลี่ยนตัวแปร โดยให้ 𝑦1 = 𝑥1 − 1, 𝑦2 = 𝑥2 − 1, … , 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 − 1 จะได้ว่า 

𝑦1 + 𝑦2 + ⋯ + 𝑦𝑛 = 𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑛 โดยที่ 0 ≤ 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 ≤ 𝑚 − 1 

จากบทตั้ง 3.2 จะได้  

|𝑉𝑑𝑘+𝑟| = ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

(3.2) 

แทน (3.2) ลงใน (3.1) จะได้ 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

               

ตัวอย่าง 3.1 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≡ 0 (mod 5) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≤ 4 

แทนค่า 𝑛 = 3, 𝑚 = 4, 𝑑 = 5, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 3.3 จะได้ 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
3

𝑗
) (

5𝑘 − 4𝑗 − 1

2
)

⌊
5𝑘−3

4
⌋

𝑗=0

2

𝑘=1

= (
3

0
) (

4

2
) + (

3

0
) (

9

2
) − (

3

1
) (

5

2
) = 12 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 

𝑆 = {
(1,1,3), (1,2,2), (1,3,1), (2,1,2), (2,2,1), (2,4,4),
(3,1,1), (3,3,4), (3,4,3), (4,2,4), (4,3,3), (4,4,2)

} 

ซึ่งมจี านวนสมาชิกเป็น |𝑆| = 12 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 3.3 ข้างต้น 

ตัวอย่าง 3.2 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≡ 2 (mod 4) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≤ 3 

แทนค่า 𝑛 = 4, 𝑚 = 3, 𝑑 = 4, 𝑟 = 2 ในทฤษฎีบท 3.3 จะได้ 

|𝑆| = ∑ ∑ (−1)𝑗 (
4

𝑗
) (

4𝑘 − 3𝑗 + 1

3
)

⌊
4𝑘−2

3
⌋

𝑗=0

2

𝑘=1

= (
4

0
) (

5

3
) + (

4

0
) (

9

3
) − (

4

1
) (

6

3
) + (

4

2
) (

3

3
) = 20 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 
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𝑆 = {

(1,1,1,3), (1,1,2,2), (1,1,3,1), (1,2,1,2), (1,2,2,1),
(1,3,1,1), (1,3,3,3), (2,1,1,2), (2,1,2,1), (2,2,1,1),
(2,2,3,3), (2,3,2,3), (2,3,3,2), (3,1,1,1), (3,1,3,3),
(3,2,2,3), (3,2,3,2), (3,3,1,3), (3,3,2,2), (3,3,3,1)

} 

ซึ่งมจี านวนสมาชิกเป็น |𝑆| = 20 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 3.3 ข้างต้น 

4. การนับจ านวนผลเฉลย โดยใชฟ้ังก์ชันก่อก าเนิด 
ในหัวข้อนี้ เราจะนับจ านวนผลเฉลยของสมภาคเดียวกับในทฤษฎีบท 3.3 แต่เปลี่ยนวิธีการนับ

ใหม่โดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด ก่อนอื่นจะเริ่มจากบทตั้งท่ีต้องใช้ ดังนี้ 

บทตั้ง 4.1 ส าหรับทุก 𝑗 ให้ 𝑎𝑗 แทนจ านวนผลเฉลยของสมการ 
   𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚              
จะได้ว่า 𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 เป็นฟังก์ชันก่อก าเนิดของ {𝑎𝑗}

𝑗≥0
 กล่าวคือ 

(𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 = ∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

 

บทพิสูจน์ 
เมื่อกระจาย 𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 จะพบว่า สัมประสิทธิ์ของ 𝑧𝑗 คือ จ านวนของพจน์ 
𝑧𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛 ทั้งหมด ซ่ึง 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚     

บทตั้ง 4.2 ส าหรับทุก  𝑗  
(ก) ถ้า 𝑗 ≡ 𝑟(mod 𝑑) แล้ว 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

= 1 

(ข) ถ้า 𝑗 ≢ 𝑟(mod 𝑑) แล้ว 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

= 0 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก 𝑗 
(ก) ถ้า 𝑗 ≡ 𝑟(mod 𝑑) จะได้ว่า 𝑤𝑗−𝑟 = 1 ดังนั้น 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

=
1

𝑑
∑ 1𝑘

𝑑−1

𝑘=0

=
1

𝑑
∑ 1

𝑑−1

𝑘=0

= 1 
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(ข) ถ้า 𝑗 ≢ 𝑟(mod 𝑑) จะได้ว่า 𝑤𝑗−𝑟 ≠ 1 ดังนั้น 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

=
1

𝑑
⋅

𝑤(𝑗−𝑟)𝑑 − 1

𝑤𝑗−𝑟 − 1
 

จาก 𝑤(𝑗−𝑟)𝑑 = 1 จะได้ว่า 
1

𝑑
⋅

𝑤(𝑗−𝑟)𝑑 − 1

𝑤𝑗−𝑟 − 1
=

1

𝑑
⋅

1 − 1

𝑤𝑗−𝑟 − 1
= 0 

ดังนั้น 

1

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

= 0 

               

บทตั้ง 4.3 ส าหรับทุก 𝑘 ซ่ึง 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − 1 จะได้ว่า 

∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

= 𝑤
(𝑚−1)𝑘

2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc (

𝑘𝜋

𝑑
) 

บทพิสูจน์ ส าหรับทุก 𝑘 ซ่ึง 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − 1 จะได้ว่า 

 𝑤𝑚𝑘 − 1 = cos (
2𝑚𝑘𝜋

𝑑
) + 𝑖 sin (

2𝑚𝑘𝜋

𝑑
) − 1 

  = cos (
2𝑚𝑘𝜋

𝑑
) − 1 + 2𝑖 sin (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) cos (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 

  = −2 sin2 (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) + 2𝑖 sin (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) cos (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 

  = −2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) (sin (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) − 𝑖 cos (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
)) 

  = −2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) (cos (

(2𝑚𝑘−𝑑)𝜋

2𝑑
) + 𝑖 sin (

(2𝑚𝑘−𝑑)𝜋

2𝑑
)) 

  = −2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 𝑤

2𝑚𝑘−𝑑

4   

ในท านองเดียวกัน จะได้ว่า 

𝑤𝑘 − 1 = −2 sin (
𝑘𝜋

𝑑
) 𝑤

2𝑘−𝑑
4  

จาก  𝑤𝑘 ≠ 1 ดังนั้น 

∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

=
𝑤𝑚𝑘 − 1

𝑤𝑘 − 1
=

−2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) 𝑤

2𝑚𝑘−𝑑
4

−2 sin (
𝑘𝜋
𝑑

) 𝑤
2𝑘−𝑑

4

= 𝑤
(𝑚−1)𝑘

2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc (

𝑘𝜋

𝑑
) 

             

 



การพิสูจน์เชิงการจัดของเอกลักษณ์ที่เกี่ยวข้องกับผลรวมตรีโกณมิติก าลัง 

34 

ทฤษฎีบท 4.4 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚  

จะได้ว่า 

|𝑆| =
1

𝑑
(𝑚𝑛 + ∑ cos (

(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

) 

บทพิสูจน์ 
ส าหรับทุก 𝑗 ให้ 𝑉𝑗 แทนเซตผลเฉลยของสมการ 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 
และให้ 𝑎𝑗 = |𝑉𝑗| 
ท านองเดียวกับการพิสูจน์ทฤษฎีบท 3.3 จะได้ 

|𝑆| = ∑ |𝑉𝑗|

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

= ∑ 𝑎𝑗

𝑗≡𝑟 (mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

 

จากบทตั้ง 4.2 และการสลับล าดับการบวก จะได้ 

∑ 𝑎𝑗

𝑗≡𝑟(mod 𝑑)
𝑛≤𝑗≤𝑚𝑛

= ∑ (
𝑎𝑗

𝑑
∑ 𝑤(𝑗−𝑟)𝑘

𝑑−1

𝑘=0

)

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

   

                             =
1

𝑑
∑ (𝑤−𝑟𝑘 ∑ 𝑎𝑗𝑤𝑘𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

)

𝑑−1

𝑘=0

 

ดังนั้น  

|𝑆| =
1

𝑑
∑ (𝑤−𝑟𝑘 ∑ 𝑎𝑗𝑤𝑘𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

)

𝑑−1

𝑘=0

(4.1) 

จากบทตั้ง 4.1 ฟังก์ชันก่อก าเนิดของ {𝑎𝑗}
𝑗≥0

 คือ 

𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 = ∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

 

ทั้งนีส้ามารถเขียน 𝐹(𝑧) ได้อีกรูปแบบคือ 

𝐹(𝑧) = (𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑚)𝑛 = 𝑧𝑛 ( ∑ 𝑧𝑗

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

 

เพราะฉะนั้น  
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∑ 𝑎𝑗𝑧𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

= 𝑧𝑛 ( ∑ 𝑧𝑗

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

 

แทน 𝑧 ด้วย 𝑤𝑘 ลงในสมการข้างต้น จะได้ 

∑ 𝑎𝑗𝑤𝑘𝑗

𝑚𝑛

𝑗=𝑛

= 𝑤𝑛𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

(4.2) 

จาก (4.1) และ (4.2) จะได้ 

|𝑆| =
1

𝑑
∑ (𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

)

𝑑−1

𝑘=0

(4.3) 

พิจารณาพจน์ที่ 𝑘 ในผลรวมข้างต้น 

กรณ ี𝑘 = 0 จะได้ว่า 

𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

= ( ∑ 1

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

= 𝑚𝑛 (4.4) 

กรณ ี1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − 1 โดยบทตั้ง 4.3 จะได้  

𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 ( ∑ 𝑤𝑗𝑘

𝑚−1

𝑗=0

)

𝑛

= 𝑤(𝑛−𝑟)𝑘 (𝑤
(𝑚−1)𝑘

2 sin (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc (

𝑘𝜋

𝑑
))

𝑛

               

                 = 𝑤
(𝑚𝑛+𝑛−2𝑟)𝑘

2 sin𝑛 (
𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
) (4.5)

 

จาก (4.3), (4.4) และ (4.5) ได้ว่า 

|𝑆| =
1

𝑑
(𝑚𝑛 + ∑ 𝑤

(𝑚𝑛+𝑛−2𝑟)𝑘
2 sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

) (4.6) 

จากส่วนจริงของ 𝑤
(𝑚𝑛+𝑛−2𝑟)𝑘

2  คือ cos (
(𝑛𝑚+𝑛−2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) และจาก |𝑆| เป็นจ านวนของผลเฉลยซึ่งเป็น

จ านวนจริง ดังนั้นเมื่อพิจารณาส่วนจริงของ (4.6) จะได้ 

|𝑆| =
1

𝑑
(𝑚𝑛 + ∑ cos (

(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

) 
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ตัวอย่าง 4.1 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≡ 0 (mod 5) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≤ 4 

แทนค่า 𝑛 = 3, 𝑚 = 4, 𝑑 = 5, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 4.4 และใช้ Wolfram alpha ช่วยค านวณ จะได้ 

|𝑆| =
1

5
(64 + ∑ cos(3𝑘𝜋) sin3 (

4𝑘𝜋

5
) csc3 (

𝑘𝜋

5
)

4

𝑘=1

) = 12 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 

𝑆 = {
(1,1,3), (1,2,2), (1,3,1), (2,1,2), (2,2,1), (2,4,4),
(3,1,1), (3,3,4), (3,4,3), (4,2,4), (4,3,3), (4,4,2)

} 

ซึ่งมจี านวนสมาชิกเป็น |𝑆| = 12 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 4.4 ข้างต้น 

 
รูปที่ 4.1 ผลการค านวณโดย Wolfram Alpha กรณี 𝑛 = 3, 𝑚 = 4, 𝑑 = 5, 𝑟 = 0 

ตัวอย่าง 4.2 ให้ 𝑆 แทนเซตผลเฉลยของสมภาค 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≡ 2 (mod 4) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≤ 3  

แทนค่า 𝑛 = 4, 𝑚 = 3, 𝑑 = 4, 𝑟 = 2 ในทฤษฎีบท 4.4 และใช้ Wolfram alpha ช่วยค านวณ จะได้ 

|𝑆| =
1

4
(81 + ∑ cos(3𝑘𝜋) sin4 (

3𝑘𝜋

4
) csc4 (

𝑘𝜋

4
)

3

𝑘=1

) = 20 

ทั้งนีห้ากแจงนับโดยตรง พบว่าเซตผลเฉลยของสมภาคนี้ คือ 

𝑆 = {

(1,1,1,3), (1,1,2,2), (1,1,3,1), (1,2,1,2), (1,2,2,1),
(1,3,1,1), (1,3,3,3), (2,1,1,2), (2,1,2,1), (2,2,1,1),
(2,2,3,3), (2,3,2,3), (2,3,3,2), (3,1,1,1), (3,1,3,3),
(3,2,2,3), (3,2,3,2), (3,3,1,3), (3,3,2,2), (3,3,3,1)

} 

ซึ่งมจี านวนสมาชิกเป็น |𝑆| = 20 ตัว สอดคล้องกับผลที่ได้จากทฤษฎีบท 4.4 ข้างต้น 
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รูปที่ 4.2 ผลการค านวณโดย Wolfram Alpha กรณี 𝑛 = 4, 𝑚 = 3, 𝑑 = 4, 𝑟 = 2 

5. เอกลักษณ์เกี่ยวข้องกับผลรวมตรีโกณมิติก าลัง 
ทฤษฎีบท 3.3 และทฤษฎีบท 4.4 เป็นการนับจ านวนสมาชิกของเซตเดียวกัน จึงสามารถสรุปได้

ว่าผลที่ได้จากทั้งสองทฤษฎีบทมีค่าเท่ากันโดยอาศัยการพิสูจน์เชิงการจัด และเมื่อจัดรูปสมการ  
จะได้เอกลักษณ์เก่ียวกับผลรวมตรีโกณมิติก าลัง ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 5.1  

∑ cos (
(𝑛𝑚 + 𝑛 − 2𝑟)𝑘𝜋

𝑑
) sin𝑛 (

𝑚𝑘𝜋

𝑑
) csc𝑛 (

𝑘𝜋

𝑑
)

𝑑−1

𝑘=1

= −𝑚𝑛 + 𝑑 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
𝑛

𝑗
) (

𝑑𝑘 + 𝑟 − 𝑚𝑗 − 1

𝑛 − 1
)

⌊
𝑑𝑘+𝑟−𝑛

𝑚
⌋

𝑗=0

⌊
𝑚𝑛−𝑟

𝑑
⌋

𝑘=⌈
𝑛−𝑟

𝑑
⌉

 

โดยทั่วไป การค านวณค่าของสัมประสิทธิ์ทวินาม ท าได้ง่ายกว่าการค านวณค่าของฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติ ดังนั้นทฤษฎีบท 5.1 นี้จะช่วยให้หาค่าชัดแจ้งของอนุกรมตรีโกณมิติก าลังบางรูปแบบได้
ง่ายขึ้น นอกจากนี้ ยังสามารถสร้างเอกลักษณ์ตรีโกณมิติรูปแบบต่าง ๆ ได้ เพ่ิมเติม โดยการแทน 
ค่าของตัวแปร 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 ในทฤษฎีบท 5.1 นี้ เช่น 

1) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 4𝑚, 𝑑 = 2𝑚, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ csc4𝑚 (
(2𝑘 + 1)𝜋

2𝑚
)

𝑚−1

𝑘=0

= −𝑚4𝑚 + 2𝑚 ∑ ∑ (−1)𝑗 (
4𝑚

𝑗
) (

2𝑚𝑘 − 𝑚𝑗 − 1

4𝑚 − 1
)

2𝑘−4

𝑗=0

2𝑚

𝑘=2
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2) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 4, 𝑚 = 5, 𝑑 = 11, 𝑟 = 6 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ (−1)𝑘−1 cos (
𝑘𝜋

11
) sin4 (

5𝑘𝜋

11
) csc4 (

𝑘𝜋

11
)

10

𝑘=1

= 295 

3) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 7, 𝑚 = 3, 𝑑 = 7, 𝑟 = 0 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ sin7 (
3𝑘𝜋

7
) csc7 (

𝑘𝜋

7
)

6

𝑘=1

= 578 

4) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 5, 𝑚 = 10, 𝑑 = 12, 𝑟 = 21 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ cos6 (
𝑘𝜋

12
)

11

𝑘=1

=
11

4
 

5) เมื่อแทนค่า 𝑛 = 29, 𝑚 = 2, 𝑑 = 5, 𝑟 = −2 ในทฤษฎีบท 5.1 จะได้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 

∑ cos30 (
𝑘𝜋

5
)

4

𝑘=1

=
1860498
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6. สรุป 
ในบทความนี้ ได้หาสูตรการนับจ านวนผลเฉลยของสมภาค 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≡ 𝑟 (mod 𝑑) โดยที่ 1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑚 

เมื่อ 𝑛, 𝑚, 𝑑, 𝑟 เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 𝑛, 𝑚, 𝑑 ≥ 1 โดยใช้การนับสองวิธีที่ต่างกัน คือ 
1. การนับโดยใช้หลักการเพิ่มเข้าและตัดออก ได้ผลลัพธ์เป็นดังทฤษฎีบท 3.3 
2. การนับโดยใช้ฟังก์ชันก่อก าเนิด ได้ผลลัพธ์เป็นดังทฤษฎีบท 4.4 

ซึ่งผลลัพธ์จากการนับทั้งสองวิธีนี้เชื่อมโยงเข้าหากันด้วยหลักของการพิสูจน์เชิงการจัด ท าให้ได้
เอกลักษณ์ท่ีเกี่ยวข้องกับผลรวมฟังก์ชันตรีโกณมิติก าลัง นั่นคือ ทฤษฎีบท 5.1 ซึ่งช่วยให้หาค่าชัดแจ้ง
ของอนุกรมตรีโกณมิติก าลังบางรูปแบบได้ง่ายขึ้น รวมทั้งยังสามารถน าไปใช้ในการสร้างเอกลักษณ์
ตรีโกณมิติเพ่ิมเติมได้ 
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บทคัดย่อ 
งานวิจัยนี้ได้ขยายแนวคิดมาจากงานของ Alon, Krasikov และ Peres ซึ่งศึกษาการหาจ านวน 

ตัวด าเนินการสะท้อนของล าดับวนกลับ โดยที่งานของเขาพัฒนามาจากปัญหาในการแข่งขัน 
คณิตศาสตรโ์อลิมปิกระหว่างประเทศ ในงานวิจัยนี้เราได้ปรับแนวคิดของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับ
หนึ่งให้เป็นตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง โดยตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองนี้มีความซับซ้อนใน
การค านวณหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนของล าดับวนกลับมากกว่าในกรณีของตัวด าเนินการ
สะท้อนอันดับหนึ่ง ผลการวิจัยนี้ได้น าเสนอแนวคิดการหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนแบบใหม่  
ค าส าคัญ:  การด าเนินการสะท้อน ล าดับวนกลับ ล าดับการด าเนินการสะท้อน 
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ABSTRACT 
This research extends the idea from the work of Alon, Krasikov and Peres which 

investigated calculating the numbers of reflection operators on arbitrary circular 
sequences.  This is a generalization of a problem in International Mathematical 
Olympiad. In this work, we develop an idea of the first order of reflection operators to 
a new reflection operation which is called the second order of reflection operators. 
The new reflection operations induce more complication of calculating the numbers 
of them. Finally, we introduce the numbers of the second order of reflection operators 
on arbitrary circular sequences. 
Keywords:  Reflection operation, Circular sequence, Reflection operation sequence 

1. บทน า  
ในปี ค.ศ. 1989 Alon, Krasikov และ Peres [1] ได้น าเสนอแนวคิดในการค านวณหาจ านวนตัว

ด าเนินการสะท้อนของล าดับวนกลับ ซึ่งเป็นงานที่ขยายแนวคิดจากปัญหาในการแข่งขันคณิตศาสตร์
โอลิมปิกระหว่างประเทศ [2] ซึ่งเป็นปัญหาคณิตศาสตร์เชิงการจัด โดยเป็นงานที่ขยายแนวคิดมาจาก
งานของ Mozes [3] ซึ่งเป็นแนวคิดในการท าวิจัยที่น่าสนใจ โดย Alon, Krasikov และ Peres [1]  
ได้ ก าหนด ให้  1 2( , , , ) n

nx x x   เป็ นล าดั บวนกลับ  (circular sequences)  และนิ ย าม 
ตัวด าเนินการสะท้อน (reflection operators) iR  กล่าวคือ เป็นการกระท ากับพจน์ที่ i  ของล าดับ
วนกลับ โดยที่ ix  มีค่าน้อยกว่าศูนย์ ดังนี้  

กรณ ี 1i   และ i n  

   1 2 1 2 2 1 1 2, , , , , , , , , , , , , ,iR

i n i i i i i i i nx x x x x x x x x x x x x x        

กรณ ี 1i   

   1

1 2 1 2 1 3 1 1, , , , , , , ,
R

n n nx x x x x x x x x x     

กรณ ี i n   

   1 2 1 2 2 1, , , , , , , ,nR

n n n n n nx x x x x x x x x x      
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เช่น ล าดับวนกลับ 1,  2,  3,  8(  ),  5   สามารถด าเนินการสะท้อนได้กับพจน์ที่ติดลบ นั่นคือ  
พจน์ที่สอง และพจน์ที่สาม หากใช้ตัวด าเนินการสะท้อน 2R  จะได้ 

21,  2,  3,  8,  5    1,  2,  5,  8,  ) ( 5( )
R

      

จากล าดับวนกลับ ( )1,  2,  5,  8,  5   มีพจน์ที่ติดลบอยู่ คือ พจน์ที่หนึ่ง และพจน์ที่สาม หากใช้ 
ตัวด าเนินการสะท้อน 3R  จะได ้

3( ) 1,  2 ( ),  5,  8,  5 1,  3,  5,  3,  5
R

     

อีกหนึ่งตัวอย่าง ล าดับวนกลับ 2,  1,  3,  4,  ( 2  )  มีพจน์ที่ติดลบอยู่เพียงพจน์เดียว คือ พจน์ที่ห้า 
หากใช้ตัวด าเนินการสะท้อน 5R  จะได้ 

5( )  ( )2,  1,  3,  4,  2   0,  1,  3,  2,  2
R

   

จะเห็นว่า ล าดับวนกลับ )0,  1,  3,  2,  2(  ไม่สามารถด าเนินการสะท้อนต่อได้ เพราะไม่มีพจน์ที่เป็น
ลบ ในงานของ Alon Krasikov และ Peres [1] ได้แสดงว่า ล าดับวนกลับที่มีสมาชิกเป็นจ านวนเต็ม
สามารถด าเนินการสะท้อนได้เพียงจ านวนจ ากัดครั้ง ในกรณีที่ผลรวมของทุกพจน์ในล าดับวนกลับ 
มีค่ามากกว่าศูนย์ และได้น าเสนอสูตรการค านวณจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนด้วย 

ในงานวิจัยนี้ ผู้วิจัยเรียกตัวด าเนินการสะท้อนข้างต้นว่า ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่ง iR  ซ่ึง
ผู้วิจัยได้น าแนวคิดของ iR  มาสร้างตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง iS  ซ่ึงเป็นการกระท ากับพจน์ที่ i  
ของล าดับวนกลับ โดยที่ ix  มีค่าน้อยกว่าศูนย์ ซึ่งนิยามดังนี้ 

กรณ ี  1,2, 1,i n n   

   1 2 1 2 3 2 1 1 1 3, , , , , , , , , , , , , , , ,iS

i n i i i i i i i i i nx x x x x x x x x x x x x x x x              

กรณ ี 1i    

   1 2 1 2 3 1 4 2 1 1, , , , , , , , , ,iS

n n n nx x x x x x x x x x x x        

กรณ ี 2i   

   1 2 3 1 2 3 4 2 5 1 2, , , , , , , , , , ,iS

n n nx x x x x x x x x x x x x       

กรณ ี 1i n   

   1 2 1 1 1 2 4 3 1 2 1, , , , , , , , , , ,iS

n n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x x             



วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ปริมา 67 เล่มที่ 708 กันยายน – ธันวาคม 2565 

43 

กรณ ี i n  

   1 2 1 1 2 3 3 2 1, , , , , , , , , , ,iS

n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x x          

เช่น ล าดับวนกลับ 1,  2,  3,  8,(  5   )  หากเราใช้ตัวด าเนินการสะท้อน 3S  ได้ว่า 

3( ) ( )1,  2,  3,  8,  5    2,  2,  3,  8,  2
S

     

ในงานวิจัยนี้ จะพิจารณาล าดับวนกลับกรณีที่ 4n   เท่านั้น จากนิยามล าดับวนกลับข้างต้น 
พบว่าการหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง มีความซับซ้อนกว่ าการหาจ านวน 
ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งเป็นอย่างมาก ในงานวิจัยนี้จะแสดงว่า ล าดับวนกลับสามารถ
ด าเนินการสะท้อนอันดับสองไปได้เพียงจ านวนจ ากัดครั้งในบางกรณี พร้อมทั้งน าเสนอสูตร 
การค านวณหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนด้วย  

2. ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองบนล าดับวนกลับ 

บทนิยาม 2.1 ล าดับเสถียร (stable sequence) คือ ล าดับวนกลับที่ไม่มีสมาชิกท่ีมีค่าน้อยกว่าศูนย์ 
ล าดับไม่เสถียร (unstable sequence) คือ ล าดับวนกลับที่มีสมาชิกทีม่ีค่าน้อยกว่าศูนย์ 

ทฤษฎีบท 2.1 [1] ถ้า  1, , nX x x  เป็นล าดับวนกลับไม่เสถียร ซึ่ง 
1

0
n

i

i

x


  แล้วจะมี 

การสะท้อนอันดับหนึ่งได้จ านวนจ ากัดครั้ง นั่นคือ จะมี 
1 2   , , ,

mi i iR R R  ที่ซึ่ง 
2 1   ( )

mi i iR R R X  

เป็นล าดับวนกลับเสถียร 

ตัวอย่าง 2.1 พิจารณาล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   จะเห็นว่า 
4

1

1 0i

i

x


   เมื่อด าเนินการ

สะท้อนอันดับหนึ่งไปเรื่อย ๆ จะได้  

  1, 2, 1,3       32 11,2, 3,3 1, 1,3,0 1, 2,3, 1
RR R

          
      2 1 41,2,1, 1 1,1,1, 2 1,1, 1,2

R R R
         

      31 21,0, 1,1 1, 1,1,0 0,1,0,0
RR R

      

จะได้ว่า  0,1,0,0  เป็นล าดับวนกลับเสถียร ไม่สามารถด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งได้อีก 
หมายเหตุ จากทฤษฎีข้างต้น เรียก 

1 2   , , ,
mi i iR R R  ว่า ล าดับการสะท้อนอันดับหนึ่งของ X   

เขียนแทนด้วย   iR


 และเรียก m  ว่า จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของ X  
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ให้ล าดับวนกลับ  1, , nX x x  และ  , 1,2,3,...,u v n   
ก าหนดสัญลักษณ์ 

{ , 1, , }           ,  
,

{ , 1, , ,1, , } ,  

u u v u v
u v

u u n v u v

  
 

   
 

และ  

,

sum , i

i u v

u v x


   

หมายเหตุ u  แทน ,u u  

ตัวอย่าง 2.2 ให้  1, 2, 1,3X     จะได้ว่า  
1,4 {1,2,3,4}   และ 1 2 3 4

1,4

sum 1,4 1 ( 2) ( 1) 3 1i

i

x x x x x


             

1,3 {1,2,3}  และ 1 2 3

1,3

sum 1,3 1 ( 2) ( 1) 2i

i

x x x x


            

1,2 {1,2}   และ 1 2

1,2

sum 1,2 1 ( 2) 1i

i

x x x


         

3,1 {3,4,1}  และ  3 4 1

3,1

sum 3,1 1 3 1 3i

i

x x x x


          

2 2,2 {2}   และ 2

2

sum 2 2i

i

x x


     

ก าหนดให ้ a    คือ จ านวนเต็มบวกท่ีน้อยที่สุดที่มากกว่าหรือเท่ากับ a  

ทฤษฎีบท 2.2 [1] ถ้า  1, , nx x  เป็นล าดับวนกลับที่ไม่เสถียร ซ่ึง 
1

0
n

i

i

x


  แล้ว 

จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของล าดับวนกลับ  1, , nx x  มีค่าเท่ากับ 

sum , 0

sum ,

sum 1,u v

u v

n

 
 
  

  

ตัวอย่าง 2.3 ล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   มี sum ,u v  ทั้งหมดดังนี้ 
sum 1 1   sum 1,2 1   sum 1,3 2   sum 1,4 1  
sum 2,1 1   sum 2 2    sum 2,3 3   sum 2,4 0  
sum 3,1 3   sum 3,2 1   sum 3 1    sum 3,4 2  
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sum 4,1 4   sum 4,2 2   sum 4,3 1   sum 4 3  
จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   คือ 

sum , 0 sum , 0

sum , 0

sum ,
 = sum ,

sum 1,4

                                sum ,

                                sum 1,2 sum 1,3 sum 2 sum 2,3 sum 3

                                1 2 2

u v u v

u v

u v
u v

u v

 



 
    

  



    

   

 



3 1 9   
จะได้ว่า ล าดับวนกลับ  1, 2, 1,3   เมือ่ด าเนินการสะท้อนไป 9 ครั้ง จะเกิดล าดับวนกลับเสถียร 

ถัดไป จะน าเสนอการค านวณหาจ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสอง โดยแยกการวิเคราะห์
ตามจ านวนสมาชิกของล าดับวนกลับ กล่าวคือ กรณีจ านวนสมาชิกเป็นจ านวนเต็มคี่ และกรณีจ านวน
สมาชิกเป็นจ านวนเต็มคู ่
ให้ 1 2( , , , )nX x x x   เป็นล าดับวนกลับ ที่มีสมาชิก n  ตัว ก าหนดสัญลักษณ์เพ่ิมเติมดังนี้ 

1

sum 
n

i

i

X x


  และ 
,

sum , iX
i u v

u v x


   

ทฤษฎีบท 2.3 ให้ 1 2( , , , )nX x x x   เป็นล าดับวนกลับไม่เสถียร ที่มีสมาชิก n  ตัว  
ถ้า n  เป็นจ านวนเต็มคี่ และ sum 0X   แล้ว จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ 

sum , 0

sum ,

sum 
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
 
 

  

โดย 1 3 5 2 4 1( , , , , , , , , )n nY x x x x x x x     
บทพิสูจน์ ให้ 2 1n k   ส าหรับบางจ านวนนับ k   
ให้ n  เป็นเซตของล าดับวนกลับทั้งหมดท่ีมีจ านวนสมาชิก n  ตัว 
ก าหนดการแปลงล าดับ : n nT   ซ่ึงนิยามดังนี้ 

1 3 2 1 2 4 2( ) ( , , , , , , )k kT X x x x x x x    

ส าหรับทุก 1 2 2 1( , , , ) nkX x x x      
เห็นได้ว่า T  เป็นฟังก์ขันหนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง และ sum ( ) sum 0T X X   
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ดังนั้นจะได้ว่า ล าดับวนกลับ X  จะเป็นล าดับวนกลับเสถียร ก็ต่อเมื่อ ล าดับวนกลับ ( )T X  เป็น
ล าดับวนกลับเสถียร 
ให้  และ  เป็นเซตของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งและอันดับสองทั้งหมดบน n  ตามล าดับ 
พิจารณาการแปลงการสะท้อน :F   ซ่ึงนิยามดังนี้ 

( )   i

k

R
F S

R 


 


               ส าหรับทุก iS    

เห็นได้ว่า F  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง  
ส าหรับ nX   และ iS   ใด ๆ สามารถสร้างแผนภาพความสัมพันธ์ได้ดังนี้ 

( )
( ) ( )

i

i

S
X X

F S
T X T X













 

ให้  iS


 เป็นล าดับการสะท้อนอันดับสองของ X  

จากแผนภาพข้างต้น จะได้ 

31 2

31 2

1 2 3

1 2 3

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ii i

ii i

SS S
X X X X

F SF S F S
T X T X T X T X

  

  

 

ซึ่งจะได้ว่า   iF S


 เป็นล าดับการสะท้อนอันดับหนึ่งของ ( )T X  และได้ว่า จ านวนสมาชิกใน 

  iF S


 กับ  iS


 เท่ากัน 

จาก sum ( ) sum 0T X X   และทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับ

หนึ่งของ ( )T X Y  ซ่ึงมีค่าเท่ากับ 
sum , 0

sum ,

sum 
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
  

  

ดังนั้น จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ 
sum , 0

sum ,

sum 
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
 
 

     

ถ้า   เป็นจ านวนคี่ และ  
ถ้า   เป็นจ านวนคู่ และ  
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ทฤษฎีบท 2.4 ให้ 1 2 2( , , , )nX x x x   เป็นล าดับวนกลับไม่เสถียร และให้ 1 3 2 1( , , , )nY x x x    
และ 2 4 2( , , , )nZ x x x   ถ้า sum 0Y   และ sum 0Z   แล้ว จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อน
อันดับสองของ X  คือ  

sum , 0 sum , 0

sum , sum ,

sum sum
Y Z

Y Z

u v u v

u v u v

Y Z 

   
   
   
   

   

บทพิสูจน์ พิจารณาการแปลง  2: n n nT    ซ่ึงนิยามดังนี้ 

   1 3 2 1 2 4 2( ) ( , , , ),( , , , ) ,Zn nT X x x x x x x Y     

ส าหรับทุก 2 21 2( , , , )n nX x x x     
จะได้ว่า T  เป็นฟังก์ขันหนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึง 

เนื่องจากการสะท้อนอันดับสอง 
2iS  จะด าเนินการกับพจน์ที่เป็นจ านวนคู่เท่านั้น และการ

สะท้อนอันดับสอง 
2 1iS 

 จะด าเนินการกับพจน์ที่เป็นจ านวนคี่เท่านั้น ดังนั้นจะได้ความสัมพันธ์ว่า 
ล าดับวนกลับ X  เป็นล าดับวนกลับเสถียร ก็ต่อเมื่อ ล าดับวนกลับ Y  และล าดับวนกลับ Z  เป็น
ล าดับวนกลับเสถียร 

เนื่องจาก sum 0, sum 0Y Z   และทฤษฎีบท 2.1 จะได้ว่า จะมีล าดับการสะท้อน 

อันดับหนึ่ง  
mi

R  และ   lj
R  ซึ่ง  

2 1mi i iR R R Y  กับ  
2 1 lj j jR R R Z    เป็นล าดับวนกลับ

เสถียร  

สร้างล าดับการสะท้อนอันดับสอง  S


 จากล าดับการสะท้อนอันดับหนึ่ง  
mi

R  และ   lj
R  

ดังนี้ 

1. แปลงต าแหน่งพจน์ mi  ของ  
mi

R  มาเป็นต าแหน่งพจน์ของ 
1 2 3
, , , ,

m
S S S S  ดังนี้ 

1 1 2 2 3 32 1 2 1 2 1 2 1, , , ,
m mi i i iS S S S S S S S        

2. แปลงต าแหน่งพจน์ lj  ของ   lj
R  มาเป็นต าแหน่งพจน์ของ

1 2 3
, , , ,

m m m m l
S S S S

   
 ดังนี้ 

1 1 2 2 3 32 2 2 2, , , ,
m m m m l lj j j jS S S S S S S S
   
     

ซึ่งจะท าให้  
2 1m l

S S S X


 เป็นล าดับวนกลับเสถียร และจ านวนของตัวด าเนินการสะท้อน
อันดับสองของ X  เท่ากับ จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของ Y  รวมกับจ านวนของ
ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับหนึ่งของ Z  
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จากทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า จ านวนของตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ 

sum , 0 sum , 0

sum , sum ,

sum sum 
Y Z

Y Z

u v u v

u v u v

Y Z 

   
   
   
   

        

นอกจากนี้พบว่า การด าเนินการสะท้อนอันดับสองมีความสัมพันธ์กับการด าเนินการสะท้อน
อันดับหนึ่ง สูตรต่าง ๆ ที่ได้ เกิดจากการน าล าดับวนกลับมาจัดเรียงและสร้างความเชื่อมโยง เพ่ือให้
สามารถใช้การค านวณด้วยทฤษฎีของ Alon Krasikov และ Peres ได้ ซึ่งในที่นี้จ าแนกสูตรที่ได้ตาม
จ านวนสมาชิกของล าดับวนกลับ ว่าเป็นจ านวนคู่ หรือจ านวนคี ่ซึ่งผู้วิจัยไดส้ร้างข้อคาดการณ์เกี่ยวกับ
ตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสาม i  นิยามดังนี้ 

ส าหรับล าดับวนกลับ 1 2( , , , )nx x x  ซ่ึงมีพจน์ที่มีค่าน้อยกว่าศูนย์  0ix    
จะมีการด าเนินการสะท้อนอันดับสาม i  คือ 

   1 2 1 3 2 1 1 2 3, , , , , , , , , , , , , , ,i

i n i i i i i i i i i nx x x x x x x x x x x x x x x


              

และมีการจ าแนกสูตรตามจ านวนสมาชิกของล าดับวนกลับ เป็น  

0 (mod3),n   1(mod3)n   และ 2 (mod3)n   

3. สรุป  
ในงานวิจัยนี้ ได้ทฤษฎีบทของล าดับวนกลับไม่เสถียร 1 2( , , , )nX x x x   โดยที่ 4n   ดังนี้ 

กรณ ี n  เป็นจ านวนเต็มคี่  
ให้ 1 3 5 2 4 1( , , , , , , , , , )n nY x x x x x x x     
ถ้า sum 0X   แล้ว จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  คือ  

sum , 0

sum ,

sum
Y

Y

u v

u v

Y

 
 
 
 

  

กรณ ี n  เป็นจ านวนเต็มคู่  
ให้ 1 3 5 1( , , , , , )nY x x x x    และ 2 4( , , , )nZ x x x   
ถ้า sum 0Y   และ sum 0Z   แล้ว จ านวนตัวด าเนินการสะท้อนอันดับสองของ X  
คือ  
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sum , 0 sum , 0

sum , sum ,

sum sum 
Y Z

Y Z

u v u v

u v u v

Y Z 
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ข้อก ำหนดในกำรจัดท ำเอกสำรเพื่อลงตีพิมพ์ใน 
วำรสำรคณิตศำสตร์ โดยสมำคมคณิตศำสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมรำชูปถัมภ์ 

1. กระดำษและเลขหน้ำ 
 ตั้งค่ำขนำดกระดำษ และระยะขอบดังน้ี  ขนำดของกระดำษ : 19.05 ซม. x 26.03 ซม.  
 ระยะกั้นขอบซ้ำย (left margin) : 2.22 ซม.  ระยะกั้นขอบขวำ (right margin) : 2.22 ซม. 
 ระยะกั้นขอบบน (top margin) : 2.69 ซม.  ระยะกั้นขอบล่ำง (bottom margin) : 2.69 ซม. 
 กำรย่อหน้ำ ระยะละ 0.64 ซม.   เลขหน้ำ อยู่กึ่งกลำงหน้ำกระดำษด้ำนล่ำง 

2. อักษร 
 ฟอนต์ของอักษรทั้ งภำษำไทยและภำษำอั งกฤษก ำหนดเป็น TH Sarabun New (ดำวน์ โหลด  ได้ที่  

http://www.f0nt.com/release/th-sarabun-new/) และก ำหนดขนำดและลักษณะของอักษร ในส่วนต่ำง ๆ ดังนี้  
ช่ือบทควำมใช้อักษรขนำด 20 ตัวหนำ ช่ือหัวข้อและช่ือหัวข้อย่อยใช้อักษรขนำด 16 ตัวหนำ ส ำหรับเนื้อหำ ค ำ
บรรยำย และที่มำของตำรำงและรูปภำพ ใช้อักษรขนำด 16 ตัวปกติ  

3. หัวข้อที่ต้องมีในบทควำม 
 ช่ือบทควำม ช่ือผู้เขียน ที่อยู่ : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 อีเมล : ภำษำอังกฤษ 
 บทคัดย่อ ค ำส ำคัญ : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 
 บทน ำ เนื้อหำ  สรุป : ภำษำไทย หรือ ภำษำอังกฤษ อย่ำงใดอย่ำงหนึ่ง 
 เอกสำรอ้ำงอิง : ภำษำไทย และภำษำอังกฤษ 

4. กำรพิมพ์บทคัดย่อ 
 บทคัดย่อมีเพียงหนึ่งย่อหน้ำ โดยเป็นกำรเขียนอย่ำงกะทัดรัด ได้ใจควำม และไม่มีรำยกำรอ้ำงอิง 

5. กำรพิมพ์ค ำส ำคัญ   
 ค ำส ำคัญภำษำไทย แต่ละค ำให้เว้นช่องว่ำง 1 ช่อง โดยไม่มีจุลภำคคั่น และเริ่มต้นบรรทัดด้วยค ำว่ำ  
“ค ำส ำคัญ:” 
 ค ำส ำคัญภำษำอังกฤษ แต่ละค ำให้ขึ้นต้นด้วยอักษรตัวพิมพ์ใหญ่ ให้เว้นช่องว่ำง 1 ช่อง โดยมีจุลภำคคั่น และ
เริ่มต้นบรรทัดด้วยค ำว่ำ “Keywords:”  

6. ชื่อ ที่อยู่ และอีเมลของผู้เขียน 
 ระบุช่ือผู้เขียนทุกคน และหน่วยงำนหรือที่อยู่ส ำหรับติดต่อ รวมทั้งอีเมลของทุกคน โดยพิมพ์ชิดขอบขวำของ
กระดำษ 
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7. กำรพิมพ์หัวข้อ หรือ หัวข้อย่อย  
ต ำแหน่งกำรพิมพ์ให้พิมพ์ชิดขอบซ้ำยของกระดำษ และกำรล ำดับหัวข้อ ให้ใช้ตัวเลขในกำรล ำดับหัวข้อ และ 

ต่อด้วยจุด เช่น  1.  2.  ส ำหรับหัวข้อย่อยให้ใช้ตัวเลขหัวข้อ ต่อด้วยจุด และตำมด้วยตัวเลขล ำดับหัวข้อย่อย เช่น 
2.1  2.2 

8. ค ำแนะน ำอ่ืน ๆ 
 ค ำศัพท์วิชำกำรภำษำไทย ใหใ้ช้ตำมศัพท์บัญญตัิของส ำนักงำนรำชบัณฑิตยสถำน ดูได้ท่ี 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 
 กำรเว้นวรรค ใหใ้ช้ระยะช่องว่ำง 1 ช่อง  
 ตัวแปร ใหพ้ิมพ์ด้วยตัวเอยีง 
 สมกำร ให้ใช้กำรพิมพ์ ไม่อนุญำตให้ใช้ในลักษณะรูปภำพ ส ำหรับล ำดับหมำยเลขก ำกับสมกำร ให้เขียน

หมำยเลขอยู่ในวงเล็บเล็ก และวำงชิดขอบขวำของกระดำษ  
 รูปภำพ ต้องมีหมำยเลข และค ำบรรยำยก ำกับใตรู้ป โดยพิมพ์ในรูปแบบ : “รูปที่ หมำยเลขรูป ค ำบรรยำยรูป” 

เช่น รูปที่ 1 แผนภำพแสดงควำมสัมพันธ์ ทั้งนี้กรณีมีรูปย่อย ให้ใช้  (ก)  (ข)  (ค) ... ต่อจำกหมำยเลขรูป 
เช่น รูปที่ 1(ก)  รูปที่ 1(ข)  

 ตำรำง ให้ใช้เส้นตำรำงเป็นเส้นสีด ำ โดยต้องมีหมำยเลข และค ำบรรยำยก ำกับเหนือตำรำง โดยพิมพ์ในรูปแบบ 
“ตำรำงที่ หมำยเลขตำรำง ค ำบรรยำยตำรำง”  

 ทั้งนี้ต ำแหน่งของ รูปภำพ ตำรำง และค ำบรรยำย ให้จัดไว้กึ่งกลำงของหน้ำกระดำษ และหำกน ำรูปภำพ หรือ
ตำรำง มำจำกแหล่งอ่ืน โปรดระบุแหล่งที่มำด้วย โดยระบุไว้ใต้รูปภำพหรือตำรำงนั้น 

9. เอกสำรอ้ำงอิง 
 กำรพิมพ์รำยกำรเอกสำรอ้ำงอิงใช้ตำมหลักเกณฑ์ APA (American Psychological Association) ฉบับที่ 6 
(ศึกษำเพิ่มเติมได้ที่ https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) กำรเรียงล ำดับเอกสำรอ้ำงอิง
ให้เรียงตำมล ำดับตำมอักษรแรกที่ปรำกฏของเอกสำรอ้ำงอิง โดยเริ่มต้นจำกเอกสำรอ้ำงอิงภำษำไทยก่อนจนครบ 
แล้วต่อด้วยเอกสำรอ้ำงอิงภำษำอังกฤษ โดยเอกสำรอ้ำงอิงภำษำไทยจะต้องเขียนเป็นภำษำอังกฤษด้วย 
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สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวงัใหม่ เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 
โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 

 
 

วัตถุประสงค์ของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
  1. เพื่อส่งเสรมิและสนับสนุนการศกึษา และงานวิจัยทางคณติศาสตร์ 

2. เพื่อพัฒนาและแลกเปลี่ยนความรู้ทางการสอนคณติศาสตร์ 
3. เพื่อเผยแพร่ความรู้ทางคณติศาสตร ์
4. เพื่อส่งเสรมิวิชาชีพท่ีเกี่ยวกับคณิตศาสตร์ 
5. เพื่อสร้างความสัมพันธ์กับองค์กรทางคณิตศาสตร์ในประเทศและต่างประเทศ 

สมาชิกของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
มี  2  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  และสมาชิกสามญั  

สมาชิกสามัญ  ได้แก่ ผู้ที่มีความสนใจทางคณิตศาสตร์ หรือผู้ที่มีวิชาชีพเก่ียวกับคณิตศาสตร์  
  สิทธิและหน้าที่ของสมาชิกสามัญ 

1. มีสิทธิประดับเครื่องหมายของสมาคมฯ เมื่อได้รบัหนังสืออนุญาตจากสมาคมฯ เป็นลายลักษณ์อักษร 
2. มีสิทธิเข้าถึงวารสารคณิตศาสตร์ ฉบับเต็มในรูปแบบออนไลน ์
3. มีสิทธิเข้าร่วมประชุมสามญัประจ าปี และร่วมกิจกรรมที่สมาคมฯ จดัขึ้น 
4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 
5. มีสิทธิได้รับการเสนอช่ือ เพื่อรับการเลือกตั้งเป็นกรรมการบริหารสมาคมฯ 
6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเกี่ยวกับกจิการของสมาคมฯ ต่อคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 
7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพื่อตนเอง หรือบตุรของสมาชิก 
8. มีหน้าที่รักษาไวซ้ึ่งเกียรติและมารยาทอันดีงามของสมาชิก 
9. มีหน้าที่ปฏิบัตติามระเบยีบข้อบังคับของสมาคมฯ  

ค่าสมัครสมาชิก ประกอบด้วย  
1. ค่าลงทะเบียนในการสมัครครั้งแรก 30 บาท 
2. ค่าสมาชิกสามัญ ตลอดชีพ 3,000 บาท และ รายปี 250 บาท  

วาระการเป็นสมาชิกสามัญรายปี เร่ิมตั้งแต่วันที่ 1 มกราคม ถึงวันที่ 31 ธันวาคม ของป ี

ดาวน์โหลด  ใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ได้ที่  
        http://www.mathassociation.net หัวข้อ “สมัคร”  
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ใบสมัครสมาชิก 
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 

วันท่ี ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ข้าพเจ้า (ช่ือ - สกุล) ................................................................................................... อาชีพ ...................................... 

เบอร์โทรศัพท์ ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงค์จะสมคัรเป็นสมาชกิสมาคมคณติศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามญัตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามญัรายปี (250 บาท) 

พร้อมใบสมัครนี้ได้ช าระ ค่าสมาชกิและ/หรือ   ค่าลงทะเบยีนสมัครครั้งแรก จ านวน 30  บาท 

          รวมเป็นเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังบัญชเีลขที ่ 162-0-25671-1 ธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจรุีสแควร์    

              ช่ือบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีที่มาตดิต่อด้วยตนเองที่สมาคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
        ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณม์หาวิทยาลัย) 
ที่อยู่ส าหรับการจัดส่งเอกสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 

 

ช่ือ................................................................................................................................................................ 

เลขท่ี ............................. ซอย ....................................... หมู่ที่ ....................................... 

ถนน .............................................. ต าบล ....................................... อ าเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณยี์ ...............................  
 

 

 
ลงนาม............................................................ ผูส้มัคร 

 (..............................................................................) 

 

(ส าหรับเจ้าหน้าท่ี)  เลขท่ีใบเสร็จ.......................... 
รับเงินค่าสมาชิกจ านวน..................................... 
วันท่ี.................................................. 

 สมาชิกใหม ่
 ต่ออายุ  เลขสมาชิกเดิม................. 

สมัครสมาชิก โดย (1) สแกน QR-Code หรือเข้าลิงค์ https://bit.ly/37yC835 
หรือ (2) ส่งใบสมัครสมาชกิ พร้อมหลักฐานการโอนเงิน มาที ่

(ก)  สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์   
      ตู้ ป.ณ. 2022 ปณฝ.จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั กรุงเทพมหานคร 10332   หรือ   
(ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com  

แล้วทางสมาคมฯ จะแจ้งยืนยันการสมัครสมาชิกให้ท่านทราบต่อไป 



สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม่ เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330
โทรศัพท์ และโทรสาร 02–252-7980

www.mathassociation.net MathThaiOrg@gmail.com 

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ ประจ าปี พ.ศ. 2565
สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมต่าง ๆ เพ่ือกระตุ้นให้เกิดความตื่นตัวทางวิชาการ
ในวงการคณิตศาสตร์ ระดับต่าง ๆ ท้ังให้บริการทางวิชาการแก่สังคม เพ่ือให้บรรลุวัตถุประสงค์ของ
สมาคมท่ีตั้งไว้ ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารวิชาการทางคณิตศาสตร์
o วารสารคณิตศาสตร์ (TCI กลุ่ม 2) จ านวน 3 ฉบับต่อปี 
o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จ านวน 4 ฉบับต่อปี

2. อบรมความรู้คณิตศาสตร์
ดูข้อมูล รายละเอียด และก าหนดการ ได้ที่ https://www.mathassociation.net

3. สอบแข่งขันคณิตศาสตร์ประจ าปี ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนต้น และมัธยมศึกษาตอนปลาย
-- งดการสอบแข่งขัน ประจ าปี พ.ศ. 2565 --

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตร์ประจ าปี ครั้งที่ 26 ประจ าปี พ.ศ. 2565 ในรูปแบบออนไลน์ 
(The 26th Annual Meeting in Mathematics : AMM 2022)
ระหว่างวันที่ 18 – 20 พฤษภาคม พ.ศ. 2565 โดยศูนย์ส่งเสริมการวิจัยคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย
ภายใต้สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ  ร่วมกับ ภาควิชาคณิตศาสตร์ ส านักวิชาวิทยาศาสตร์
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี และสาขาวิชาคณิตศาสตร์และสถิติประยุกต์ คณะวิทยาศาสตร์และ
เทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏนครราชสีมา เป็นเจ้าภาพ

5. ร่วมมือกับสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ในการจัดส่งผู้แทนประเทศไทย
เข้าร่วมการแข่งขันคณิตศาสตร์โอลิมปิกระหว่างประเทศ

6. สนับสนุนและร่วมมือกับหน่วยงานอื่นในกิจกรรมส่งเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร์
o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร์ ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนต้น และมัธยมศึกษาตอนปลาย

โดยร่วมมือกับสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.)
ดูข้อมูลและก าหนดการได้ท่ี https://www.mathassociation.net ในหัวข้อประกวดโครงงาน

o ประชุมวิชาการส าหรับนักศึกษาระดับปริญญาตรี สาขาคณิตศาสตร์ประยุกต์ ครั้งที่ 10
(The 10th Undergraduate Applied Mathematics Conference : UAMC 2022)
ระหว่างวันที่ 29 – 30 เมษายน พ.ศ. 2565 โดยภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ประยุกต์
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้าพระนครเหนือ เป็นเจ้าภาพ
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