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คุยกับกองบรรณาธิการฝายบริหาร 
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ประโยชนของการศึกษาในวงกวาง 

ใน เดื อน เมษายนนี้  สมาคมคณิตศาสตร แห งประเทศไทยฯ ได มีการจดทะเบียน 

คณะกรรมการบริหารสมาคม วาระป 2566 – 2568 (ซ่ึงเปนไปตามมติท่ีประชุมใหญสามัญประจําป 

2565 วันท่ี 20 เมษายน 2566) โดยคณะกรรมการบริหารสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ  
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นักวิจัย นิสิต นักศึกษา สงผลงานตีพิมพเผยแพรในวารสารคณิตศาสตรนี้ โดยสามารถดาวนโหลด

เอกสาร Template ของบทความ และแบบฟอรมสงบทความ ไดท่ี  
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กติกาและคําแนะนําสําหรับผูประสงคสงบทความเพ่ือลงตีพิมพในวารสารคณิตศาสตร 
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วารสารวิจัยและวิชาการ เปดรับบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความท่ัวไป ท่ีเปนท้ัง

ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ โดยทุกบทความจะไดรับการคัดกรองจากผูทรงคุณวุฒิ เพ่ือลงตีพิมพใน

วารสารคณิตศาสตร 

กติกาของวารสารคณิตศาสตร 

วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ได

ปฏิบัติตามเกณฑท้ังเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพของศูนยดัชนีการอางอิงวารสารไทย (Thai Journal 

Citation Index Center : TCI) อยางเครงครัด ดังนั้น จึงกําหนดกติกาและแนวทางในการบริหาร

จัดการวารสารคณิตศาสตร ดังนี ้

ชื่อวารสาร 
(ภาษาไทย) 
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ในพระบรมราชูปถัมภ 

ชื่อวารสาร 
(ภาษาอังกฤษ) 
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กําหนดการเผยแพร ปละ 3 ฉบับ ฉบับท่ี 1  มกราคม – เมษายน 
                ฉบับท่ี 2  พฤษภาคม – สิงหาคม 
                ฉบับท่ี 3  กันยายน – ธันวาคม 

ขอบเขตของ
บทความท่ีจะรับ
ตีพิมพในวารสาร 

บทความจะตองเก่ียวของกับคณิตศาสตร คณิตศาสตรศึกษา หรือ
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ABSTRACT 

This article presents a brief of Pythagoras’  biography and the knowledge of 

Pythagoras’  theorem from various ancient civilizations.  In addition, Pythagoras’ 

theorem in Thai mathematics curriculum and the clue of Pythagoras’  theorem from 

Lakepakorn book in early Rattanakosin period.   

Keywords:  Pythagoras, Pythagoras’ theorem  

1. บทนํา  

ในบรรดานักคณิตศาสตรท่ีไดรับการออกชื่อในบทเรียนตามแบบเรียนคณิตศาสตรท่ัวไปนั้น ชื่อท่ี

ติดหูและเปนท่ีรูจักกันในอันดับตน ๆ คงหนีไมพน “พีทาโกรัส” และทฤษฎีบทของเขา นักเรียนสวน

ใหญในระบบการศึกษาปจจุบันของไทยท้ังท่ีศึกษาในสายการเรียนท่ีเนนคณิตศาสตร หรือไมเนน

คณิตศาสตร ก็นาจะจดจําเนื้อหาของทฤษฎีบทนี้ได หรืออยางนอยก็นาจะคุนเคยกับชุดตัวเลข 3, 4 

และ 5 อยูบาง แมวาองคความรูเก่ียวกับความสัมพันธของความยาวดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยม 

มุมฉากจะมีชื่อพีทาโกรัสกํากับอยู หากแตพีทาโกรัสไมใชบุคคลแรกท่ีคนพบความสัมพันธพิเศษนี้ 

และสําหรับการเรียนการสอนคณิตศาสตรในประเทศไทยก็เปนท่ีนาสนใจวา ไดเริ่มกําหนดใหมีการ

เรียนทฤษฎีบทพีทาโกรัสในชื่อทฤษฎีบทพีทาโกรัสมาตั้งแตเม่ือใด 

2. ในความเปนพีทาโกรัส  

ตามประวัติศาสตรคณิตศาสตรนั้น พีทาโกรัส (Pythagoras : ประมาณ 580 – 496 ปกอน

คริสตกาล) คือหนึ่งในนักคณิตศาสตรยุคแรกท่ีคนท่ัวไปคุนเคยชื่อของเขาเปนอยางดี โดยหากนับตาม

ชวงอายุแลวเขามีชีวิตอยูในชวงปลายพุทธกาล และเกิดชากวาทาเลสแหงมิเลตุส (Thales of 

Miletus : ประมาณ 640–546 ปกอนคริสตกาล) ผูซ่ึงไดรับการยกยองวาเปนนักคณิตศาสตรคนแรก

ของโลกอยูเพียงราว 60 ป ดวยเหตุท่ีท้ังพีทาโกรัสและทาเลสมีชีวิตอยูในชวงเวลาและสถานท่ี 

ท่ีใกลเคียงกันจนอาจสันนิษฐานไดวาท้ังสองคนมีโอกาสไดพบเจอกัน จึงเชื่อกันวาพีทาโกรัสเปน 

ลูกศิษยคนหนึ่งของทาเลส (หรือสํานักเรียนสายทาเลส) และทาเลสเองก็เปนแรงบันดาลใจสําคัญท่ีทํา

ใหพีทาโกรัสออกเดินทางไปเรียนรูสรรพสิ่งในโลกกวาง ท้ังอียิปต บาบิโลน รวมไปถึงดินแดนท่ีไกล

ออกไปทางฝงตะวันออก โดยการเดินทางครั้งนั้นนับไดวาเปนอีกหนึ่งปจจัยท่ีทําใหชื่อของเขานั้นยังคง
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ไดรับการเลาขานอยูตามตําราเรียนท่ัวไปในปจจุบันผานทฤษฎีบทพีทาโกรัส ทฤษฎีบททาง

คณิตศาสตรท่ีมีชื่อเสียงมากทฤษฎีบทหนึ่ง [22] 

เม่ือเอยนามพีทาโกรัส นอกจากจะตองระวังไมใหสับสนกับ โปรทากอรัส (Protagoras : ประมาณ 

490 – 420 ปกอนคริสตกาล) นักปรัชญากลุมโซฟสต  (Sophists) [4] แลว นามพีทาโกรัส 

ก็มักจะตามทายดวยสรอยชื่อเมืองสําคัญในชวงชีวิตกวาแปดสิบปของเขา ท้ังซามอส (Samos)  

โครโตนา (Crotona) และเมตาปอนตัม (Metapontum) [6] พีทาโกรัสเกิดท่ีเกาะซามอส ในทะเล

อีเจียน (Aegean) ริมชายฝงของประเทศตุรเคีย (ในปจจุบันเมืองดานทิศตะวันออกเฉียงใตของเกาะ

ซ่ึงเชื่อวาเปนถ่ินเกิดของพีทาโกรัส ก็ไดรับการต้ังชื่อใหมวาเมืองพีทาโกไรออน (Pythagorion) และมี

อนุสาวรียของเขาตั้งอยูบริเวณอาวพีทาโกไรออน) พีทาโกรัสใชชวงครึ่งแรกของชีวิตในการออกศึกษา

หาความรู กอนท่ีจะกลับมากอตั้งสํานักพีทาโกเรียน (Pythagorean School) ท่ีเมืองโครโตนา  

ซ่ึงสอนสรรพวิทยาความรูท้ัง คณิตศาสตร ปรัชญา ธรรมชาติวิทยา ดนตรี ดาราศาสตร และอ่ืน ๆ 

[18] สํานักเรียนนี้นอกจากจะมีแนวคิดหลักท่ีเชื่อวา “จํานวน” คือกุญแจไขความลับของจักรวาลแลว 

ยังเชื่อในหลักภราดรภาพ (Brotherhood) คือ มีความเปนพ่ีเปนนองรวมสํานัก ความรูของสํานักถือ

เปนความลับท่ีจะถายทอดกันในเฉพาะสํานัก มีความคิดความเชื่อรวมกันจนคลายเปนลัทธิ ท่ีสําคัญ

ยังยึดหลักการวาผลงานของสมาชิกในสํานักก็คือผลงานในนามของสํานัก ดวยเหตุนี้จึงทําใหเกิด

แนวคิดท่ีวา ความรูเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสอาจไมใชผลงานของพีทาโกรัส เปนแตเพียงผลงาน

ของสมาชิกคนใดคนหนึ่งของสํานักพีทาโกเรียนก็เปนได นอกจากนี้สํานักพีทาโกเรียนยังเชื่อในชีวิต

หลังความตาย การกลับชาติมาเกิด การถือมังสวิรัติ งดทานถ่ัวและของมึนเมา และมีแนวคิดท่ีออกจะ

ล้ําสมัยก็คือการเปดกวางดานสิทธิสตรี และการใหความสําคัญกับความเสมอภาคของหญิงและชาย 

จวบจนกาลตอมาสํานักพีทาโกเรียนไดเกิดความขัดแยงทางความคิดกับผูนําทองถ่ิน จนตองประสบ

กับภัยทางการเมือง สํานักพีทาโกเรียนจึงถูกตอตาน เผาทําลาย และพีทาโกรัสก็จําตองยายหนีเอา

ชีวิตรอดไปยังเมืองเมตาปอนตัม และจบชีวิตลงท่ีนั่น 

3. ในความหลากหลายของผูมากอนและมาหลัง 

ดังท่ีกลาวมาแลววา องคความรูเก่ียวกับความสัมพันธของความยาวดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยม

มุมฉากนี้ ไมไดถูกคนพบข้ึนครั้งแรกโดยพีทาโกรัส หากแตเขาในฐานะอาจารยผูยิ่งใหญ อาจจะเปนผู

ท่ีไดพร่ําสอน ขยายความ หรือแสดงเหตุผลของความสัมพันธนี้ ใหกับสานุศิษยในแบบมุขปาฐะ [19] 
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โดยไมบันทึกหลักฐานไว ชื่อของเขาจึงไดกลายเปนชื่อทฤษฎีบท และเรียกขานสืบเนื่องตอกันมา  

แมในปจจุบันจะไมหลงเหลือหลักฐานอะไรเก่ียวกับบทพิสูจนแบบพีทาโกรัสเลยก็ตาม ในขณะท่ีตาม 

อารยธรรมตาง ๆ หลายแหง ยังปรากฏรองรอยหลักฐานชัดเจนท่ีสะทอนวาพวกเขาเขาใจ รูจัก และ

ใชงาน “ทฤษฎีบทรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก” กันมากอนหนานั้นแลว 

บาบิโลน : มีการคนพบแผนดินเหนียวซ่ึงตอมาไดรับการตั้งชื่อวา พลิมปตัน 322 (Plimpton 

322) ซ่ึงมีอายุชวงประมาณ 1,800 ปกอนคริสตศักราช ในรัชสมัยพระเจาฮัมมูราบี แหงอาณาจักร 

บาบิโลนเกา หรือกอนยุคพีทาโกรัสราว 1,200 ป พลิมปตัน 322 เปนแผนดินเหนียวขนาดประมาณ

หนึ่งฝามือ จารึกอักษรลิ่ม (Cuneiform) เปนตัวเลข 15 บรรทัด แบงออกเปน 4 สดมภ โดยสอง

สดมภกลางแสดงจํานวนเต็มสองจํานวนในระบบสัฐินิยมหรือระบบฐานหกสิบ ท่ีแทนความยาวดาน

ประกอบมุมฉากดานสั้น (สดมภ ท่ี 2) และความยาวดานตรงขามมุมฉาก (สดมภ ท่ี 3) ของ 

รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ซ่ึงมีความยาวดานท้ังสามเปนจํานวนเต็ม แมในการจารึกจะไมไดระบุความยาว

ดานประกอบมุมฉากท่ีเหลือ แตเห็นไดชัดวามีการนําความยาวนี้ไปใชในการคํานวณเปนจํานวนใน

สดมภท่ี 1 แสดงวาในสมัยนั้นมีความรูเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสแลว ท้ังนี้เม่ือถอดความแลว 

สามสิ่งอันดับท่ีแสดงชุดความยาวดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีปรากฏในแผนดินเหนียวมีท้ัง

ชุดขนาดเล็กอยาง (119, 120, 169)  (45, 60, 75) และรวมไปจนถึงชุดขนาดใหญอยาง (4961, 

6480, 8161)  (12709, 13500, 18541) 

 

 

 
 

รูปท่ี 1(ก) แผนดินเหนียวพลิมปตัน 322    รูปท่ี 1(ข) แผนดินเหนียวเยล 7289  

      แหลงท่ีมารูปท่ี 1(ก): https://scientificgems.wordpress.com/2017/08/27/the-

plimpton-322-tablet-re-examined/    

          รูปท่ี 1(ข): https://isaw.nyu.edu/exhibitions/before-pythagoras/items/ybc-7289/ 

นอกจากพลิมปตัน 322 แลว ยังมีแผนดินเหนียวเยล 7289 (Yale Babylonian Collection, 

YBC 7289) ซ่ึงมีอายุอยูในชวงราวศตวรรษท่ี 19 – ศตวรรษท่ี 17 กอนคริสตศักราช จารึกบนกอนดิน

https://isaw.nyu.edu/exhibitions/before-pythagoras/items/ybc-7289/
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เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส บริเวณแนวเสนทแยงมุมมีอักษรลิ่มแสดงความยาวของเสนทแยงมุมเปน 

คาประมาณของ 2  ในกรณีนี้อาจพิจารณาไดเปนทฤษฎีบทพีทาโกรัสบนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

หนาจั่ว 

อียิปต : มีเรื่องเลาขานเก่ียวกับตนเคาแนวคิดท่ีพีทาโกรัสนํามาใชสรางเปนทฤษฎีบทวา ในชวง

หนึ่งของการทองโลกเรียนรู พีทาโกรัสไดเดินทางไปยังอียิปตและพบเห็นชาวพ้ืนเมืองใชเชือกท่ีแบง

ออกเปน 12 สวนเทา ๆ กัน โดยผูกเปนปม 11 ปม นํามาขึงเพ่ือสรางรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีดาน

ยาว 3, 4 และ 5 หนวย [8] ซ่ึงในปจจุบันเรียกความสัมพันธนี้วา บทกลับของทฤษฎีบทพีทาโกรัส 

ตํานานนี้นับเปนหนึ่งในหลักฐานท่ีสะทอนวาอียิปตมีความรูเก่ียวกับความสัมพันธนี้อยูกอนหนา 

พีทาโกรัส แตนอกเหนือจากเรื่องเลานี้แลวยังมีหลักฐานท่ีเปนวัตถุอีกหนึ่งชิ้นท่ีชวยเชื่อมโยงถึงความรู

นี้ได ก็คือ เบอรลินพาไพรัส 6619 (Berlin Papyrus 6619) กระดาษพาไพรัสโบราณ ท่ีบันทึก

ขอความไวตั้งแตสมัยอาณาจักรกลาง (ประมาณ 2,000–1,580 ปกอนคริสตศักราช) ซ่ึงขุดพบบริเวณ

สุสานเกาในเมืองซัคคารา (Saqqara) ความสวนหนึ่งในเบอรลินพาไพรัสระบุวา “พ้ืนท่ีของ 

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสท่ีเทากับ 100 (ตารางหนวย) จะเทากับ (ผลรวมของ) พ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส (ท่ีมี) 

ขนาดเล็กกวาอีกสองรูป ซ่ึงความยาวดานของ (รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเล็ก) รูปหนึ่งนั้นเปน 1 1
2 4
+  

เทาของความยาวดานของ (รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเล็ก) อีกรูปหนึ่ง (แลวความยาวดานของรูป

สี่เหลี่ยมจัตุรัสท้ังสองนั้นจะเทากับเทาไร)”   

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 2 เบอรลินพาไพรัส 6619  

แหลงท่ีมา: https://en.wikipedia.org/wiki/Berlin_Papyrus_6619 

https://en.wikipedia.org/wiki/Berlin_Papyrus_6619
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ปญหานี้เม่ือมองจากมุมมองปจจุบัน จะไดเปนสมการกําลังสอง 
2

2 1 1 100
2 4

x x  + + =    
 

ซ่ึงหาคาของ x  ไดเปน 8 และจะไดความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสท้ังสามเปน 6, 8 และ 10 ซ่ึง 

(6, 8, 10) เปนสามสิ่งอันดับพีทาโกรัส แมจะไมชัดเจนนักแตก็สามารถเชื่อมโยงและสันนิษฐานไดวา

ปญหานี้เก่ียวของกับความรูตามทฤษฎีบทพีทาโกรัส 

กรีก : พีทาโกรัสเปนหนึ่งในนักคิดคนสําคัญในชวงตนของอารยธรรมกรีก ท่ีมีอิทธิพลตอ 

นักคิดของกรีกในรุนตอ ๆ มา นักคณิตศาสตรกรีกคนหนึ่ง ท่ีไดรับอิทธิพลนั้น และมีบทบาท 

ทําใหความรูเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสไดสืบทอดตอมาอยางเปนระบบไมขาดสายก็คือ ยุคลิดแหง 

อะเล็กซานเดรีย (Euclid of Alexandria : ประมาณ 325 – 265 ปกอนคริสตศักราช) เจาของ 

ดิ เอลเลเมนตส (The Elements) ตําราชุดทางคณิตศาสตรท่ีสําคัญของโลก ประกอบดวยตํารายอย 

13 เลม โดยในเลมท่ี 1 ทฤษฎีบทท่ี 47 ก็คือทฤษฎีบทพีทาโกรัสในแนวทางเรขาคณิต ซ่ึงในตํารานี้ได

แสดงบทพิสูจนท่ีรัดกุมไว เชื่อกันวายุคลิดเปนผูคิดการพิสูจนในแนวทางนี้ดวยตนเอง บางครั้งพบ 

การเรียกบทพิสูจนลักษณะนี้วาบทพิสูจนแบบคลาสสิก หรือแบบกังหันลม เพราะภาพท่ีใช

ประกอบการพิสูจนมีลักษณะคลายกับกังหันลม 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3 ภาพประกอบการพิสูจนทฤษฎีบทพีทาโกรัสใน ดิ เอลเลเมนตส 

ตามแนวทางการอธิบายของ โอลิเวอร เบิรน (Oliver Byrne) [12] 

หลังจากแสดงทฤษฎีบทพีทาโกรัสแลว ในทฤษฎีบทท่ี 48 ทฤษฎีบทสุดทายของเลม 1 ยุคลิดยัง

ไดแสดงบทกลับของทฤษฎีบทพีทาโกรัสไวดวย นอกจากนี้ก็ยังไดแสดงทฤษฎีบทพีทาโกรัสใน 

กรณีท่ัวไปพรอมบทพิสูจนไวในทฤษฎีบทท่ี 31 ของเลมท่ี 6 โดยขยายความจากรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสบน

ดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ไปสูรูปเรขาคณิตท่ีคลายกันตามสัดสวนของความยาวดาน 
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ท้ังสาม ขอสังเกตประการหนึ่งเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสใน ดิ เอลเลเมนตส ก็คือชื่อของพีทาโกรัส

ไดรับการอางถึงวาเก่ียวของกับทฤษฎีบทนี้ อีกครั้ง ในงานเขียนเรื่อง “ขอคิดเห็นเก่ียวกับ ดิ  

เอลเลเมนตส เลมแรกของยุคลิด” (A Commentary on the First Book of Euclid's Elements หรือ 

Commentary on Euclid, Book I) ของ โปรคลุส (Proclus : ค.ศ. 410 – 485) ซ่ึงหางไกลมากจาก

ยุคของยุคลิด และหางไกลมาก ๆ จากยุคของพีทาโกรัส [11, 14] 

จีน : โจวปซวนจิง (Zhou Bi Suan Jing หรือ Chou Pei Suan Ching) เปนเอกสารโบราณ

เก่ียวกับคณิตศาสตรของจีนท่ีเกาแกและมีชื่อเสียงมาก คะเนวาเขียนข้ึนในยุครณรัฐ (จันกวอ : 

ประมาณ 475 – 221 ปกอนคริสตศักราช) สมัยราชวงศโจว ในตํารานี้ปรากฏแผนภาพเสียนถู 

(Hsuan–Thu) ซ่ึงแสดงตารางขนาด 7 x 7 ภายในแบงเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีดานประกอบ 

มุมฉากยาว 3 และ 4 หนวย จํานวน 4 รูป และดานตรงขามมุมฉากของรูปสามเหลี่ยมท้ังสี่รูปตอกัน

เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยภายในรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสแบงออกเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีดานประกอบ

มุมฉากยาว 3 และ 4 หนวย อีก 4 รูป และรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวยอีก 1 รูป ดังรูปท่ี 4(ก)  

ทําใหสรุปไดวารูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสนั้น มีพ้ืนท่ี 25 ตารางหนวย หรือมีความยาวดานเทากับ 5 หนวย  

แมเอกสารจะไมไดแสดงบทพิสูจนท่ีรัดกุม แตก็สะทอนไดถึงการมีความรูเก่ียวกับสามสิ่งอันดับ 

พีทาโกรัส (3, 4, 5) ซ่ึงยังสามารถขยายเปนกรณีท่ัวไปเพ่ือสรุปเปนทฤษฎีบทพีทาโกรัสได [13] 

 

 

 

 

       รูปท่ี 4(ก) แผนภาพเสียนถู        รูปท่ี 4(ข) การพิสูจนของ หลิว ฮุย  

    แหลงท่ีมารูปท่ี 4 (ก): https://de.wikipedia.org/wiki/Zhoubi_suanjing  

    รูปท่ี 4 (ข): https://www.britannica.com/science/Pythagorean-theorem 

หลังการเสื่อมสลายของราชวงศโจว จีนเขาสูยุคราชวงศจิ๋น (ประมาณ 221 – 206 ปกอน

คริสตศักราช) และดวยนโยบายการปกครอง “เผาตํารา ฆาบัณฑิต” ของ จิ๋นซีฮองเต (Qin Shi 

Huang : ประมาณ 260 – 210 ปกอนคริสตศักราช) ทําใหตําราวิชาการสวนใหญถูกเผาทําลาย  

https://www.britannica.com/science/Pythagorean-theorem
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สวนท่ีเหลือตกทอดมาก็เปนเพราะการซุกซอนหรือการเรียบเรียงข้ึนใหมของเหลานักปราชญ โดย 

หนึ่งในตําราคณิตศาสตรท่ีเชื่อกันวาเกิดข้ึนใหมอีกครั้งจากผลกระทบของสถานการณนี้ก็คือ  

จิ่วจังซวนซู  (Jiuzhang Suanshu) หรือ ตําราเลขคณิตเกาบท (The Nine Chapters on the 

Mathematical Art หรือ Arithmetic in Nine Sections) ซ่ึงตอมาอีกราว 470 ป คือในป ค.ศ. 263 

หลิว ฮุย (Liu Hui : ประมาณศตวรรษท่ี 3) นักคณิตศาสตรจีนคนสําคัญแหงแควนวุยในยุคสามกก  

ก็ไดปรับปรุงและเรียบเรียงตําราเลมนี้ใหม จนกลายเปนหนึ่งในตําราท่ีมีอิทธิพลมากตอการศึกษา

คณิตศาสตรของจีนโบราณ โดยในงานของ หลิว ฮุย ยังปรากฏการพิสูจนทฤษฎีบทพีทาโกรัส โดยใช

การตัดรูปไวดวย [24] ดังแสดงในรูปท่ี 4(ข) 

อินเดีย : ในยุคพระเวท ซ่ึงมีอายุชวงประมาณ 1,500 – 500 ปกอนคริสตศักราช ปรากฏคัมภีร 

ศุลพสูตร (Sulba Sutras) รจนาดวยภาษาสันสกฤตสมัยพระเวท โดยเปนสวนท่ีแตงเสริมจากคัมภีร

พระเวท ซ่ึงเปนบทสวดพิธีกรรมของศาสนาพราหมณ หนึ่งในศุลพสูตรท่ีสําคัญ คือ เพาธายนศุลพสูตร 

(Baudhayana Sulba Sutras) สันนิษฐานวาแตงข้ึนเม่ือราว 800 ปกอนคริสตศักราช [21] ปรากฏ

ขอความเก่ียวกับการใชความรูทฤษฎีบทพีทาโกรัส ดังนี้ 

“เม่ือรวมพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสสองรูป ซ่ึงสรางแยกกันจากความยาวและความกวางของ 

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปหนึ่ง จะไดเทากับพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสซ่ึงสรางจากความยาวเสนทแยงมุม

ของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปนั้น นี่คือสิ่งท่ีสังเกตไดจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีขนาดความยาวดานท้ังสอง

เปน 3 และ 4 , 12 และ 5 , 15 และ 8 , 7 และ 24 , 12 และ 35 , 15 และ 36” [17] 

แมวาบทพิสูจนเชิงเรขาคณิตท่ีรัดกุมและเปนกรณีท่ัวไปของทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะไดรับการ

เรียบเรียงข้ึนภายหลังเม่ือราวกลางศตวรรษท่ี 16 แตก็เห็นไดชัดจากเพาธายนศุลพสูตรวา อินเดีย 

มีความรูนี้อยูกอนหนาพีทาโกรัสแลว นอกจากนี้จากเรื่องราวการเดินทางทองโลกมาทางบูรพาทิศของ 

พีทาโกรัส และการท่ีสํานักพีทาโกเรียนมีหลักปรัชญา หลักคิด หลักปฏิบัติบางสวน ท่ีคลายแนวทาง

ของศาสนาเชนและศาสนาพุทธ จึงมีบางแนวคิดท่ีเชื่อวาพีทาโกรัสไดเดินทางมาทางตะวันออกจนไกล

มากพอท่ีจะไดยิน ไดศึกษา และไดรับแรงบันดาลจากเพาธายนศุลพสูตรแลวนํากลับไปสอน จนตอ 

มาไดกลายเปนทฤษฎีบทในชื่อของเขาเอง [19] 

อาหรับ : ศาสนาอิสลามคือปจจัยสําคัญท่ีทําใหกอเกิดและสรางสรรคอารยธรรมอาหรับ กอปร

กับแนวคิดในการเปดรับความรูจากดินแดนรอบขาง จึงมีการแปลตําราสําคัญของกรีก ท้ัง  
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ดิ เอลเลเมนตสของยุคลิด (The Elements of Euclid) อัลมาเจสตของทอเลมี (Almagest of 

Ptolemy) อะริทเมทิกาของไดโอแฟนทัส (Arithmetica of Diophantus) [23] รวมถึงยอมรับและ

นําความรูของกรีกและอินเดียมาใชงาน โดยในชวงราชวงศอับบาสิด (Abbasid) ราวกลางศตวรรษท่ี 

8 ถึงตนศตวรรษท่ี 13 ซ่ึงเปนยุคทองท่ีมีความเจริญสูงสุด มีการจัดตั้งสภาแหงภูมิปญญา (The 

House of Wisdom) เพ่ือเปนหองสมุดท่ีรวบรวมตําราสําคัญและเปนสถานชุมนุมของเหลานักคิด ใน

รัชสมัยของเคาะลีฟะฮ ฮารูน อัลรอชีด (Harun Al-Rashid : ค.ศ. 763 – 809) ในชวงนี้มีนักคิดท่ีมี

บทบาทตอวงการคณิตศาสตรอาหรับคนสําคัญ โดยเฉพาะการวางรากฐานงานดานพีชคณิตก็คือ   

มุฮัมมัด อิบน มูซา อัลควาริซมี (Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi : ค.ศ. 780 – 850) ซ่ึงเขา

มีผลงานเก่ียวกับการพิสูจนทฤษฎีบทพีทาโกรัสดวย แตเปนกรณีเฉพาะรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหนาจั่ว 

[10, 23] นอกจากนี้ ทาบิท อิบน กุรเราะฮ (Thabit ibn Qurra : ค.ศ. 836 – 901) นักคณิตศาสตร 

นักดาราศาสตร และปราชญผูรอบรู ก็มีผลงานการพิสูจนทฤษฎีบทพีทาโกรัสโดยใชการตัดรูป  

ดังรูปท่ี 5 และเขายังไดวางนัยท่ัวไปของทฤษฎีบทพีทาโกรัส โดยอาศัยรูปสามเหลี่ยมคลาย ดังรูปท่ี 6 

 

 

 

รูปท่ี 5 การพิสูจนทฤษฎีบทพีทาโกรัสของ ทาบิท อิบน กุรเราะฮ 

           แหลงท่ีมา: https://archive.lib.msu.edu/crcmath/math/math/p/p747.htm    

 

 

 

รูปท่ี 6 การวางนัยท่ัวไปของทฤษฎีบทพีทาโกรัส โดย ทาบิท อิบน กุรเราะฮ  

แหลงท่ีมา: https://owlcation.com/stem/Early-Proofs-of-the-Pythagorean-Theorem 

จากรูปท่ี 6 จะไดความสัมพันธวา ( )2 2AB AC  = BC BM NC+ ⋅ +  ซ่ึงในกรณีท่ี BAC  เปน

มุมฉาก ก็จะไดเปนทฤษฎีบทพีทาโกรัสนั่นเอง 

https://owlcation.com/stem/Early-Proofs-of-the-Pythagorean-Theorem
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ในความหลากหลายของผูมากอนและผูมาหลังท่ีรูจัก คนพบ และใชงานทฤษฎีบทพีทาโกรัสนั้น 

สะทอนใหเห็นถึงเรื่องราวและความเปนไปของตัวทฤษฎีบทในหลายแงมุม เชน การคนพบความรูนี ้

ในหลายถ่ินท่ีท่ีเกิดข้ึนอยางเปนอิสระตอกัน การไดรับแนวคิดหรือแรงบันดาลใจจากการติดตอสื่อสาร 

การสรางองคความรูไวเพ่ือรองรับการใชงาน การใชทฤษฎีบทพีทาโกรัสเปนพ้ืนฐานความรูสําหรับการ

เรียนรูในข้ันท่ีสูงข้ึน หรือการขยายความรูใหกวางขวางข้ึน บทพิสูจนของทฤษฎีบทท่ีมีความเปนมา

ยาวนานนี้จึงมีอยูอยางมากมายหลายแนวคิด คลายเปนเกมของนักคณิตศาสตรในการไลลาหาแนว

ทางการพิสูจนใหม ๆ ดังท่ี เอลิชา สก็อตต ลูมิส (Elisha Scott Loomis : ค.ศ. 1852 – 1940) ได

นําเสนอไวในหนังสือชื่อ ทฤษฎีบทพีทาโกรัส (The Pythagorean Proposition) ซ่ึงรวบรวมบท

พิสูจนท่ีเกิดข้ึนต้ังแตราว 900 ปกอนคริสตกาล จนถึง ค.ศ. 1940  ไวถึง 370 แบบ [16] ในจํานวนนี้

นอกจากจะมีผลงานของนักคณิตศาสตรชื่อดังตามอารยธรรมตาง ๆ แลว ก็ยังมีบทพิสูจนของ 

เลโอนารโด ดา วินชี (Leonardo da Vinci : ค.ศ. 1452 – 1519) และประธานาธิบดีคนท่ี 20 ของ

สหรัฐอเมริกา เจมส เอ การฟลด (James Abram Garfield : ค.ศ. 1831 – 1881) ซ่ึงตีพิมพไวเม่ือ 

ค.ศ. 1876 [13] กอนเขารับตําแหนง จํานวนแนวทางการพิสูจนท่ีมากมายนี้ยังไดรับการบันทึกสถิติ

โลกไวในกินเนสส เวิลด เรคคอรด (Guinness World Records) ใน ค.ศ. 1991 วาเปนทฤษฎีบทท่ีมี

บทพิสูจนมากท่ีสุด (Most-Proved Theorem) [20] 

4. ทฤษฎีบทพีทาโกรัสในไทย 

ตามตัวชี้วัดและมาตรฐานการเรียนรู กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 

2560) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2551 นั้น กําหนดใหในสาระท่ี 2 

การวัดและเรขาคณิต มาตรฐาน ค 2.2 เขาใจและวิเคราะหรูปเรขาคณิต สมบัติของรูปเรขาคณิต 

ความสัมพันธระหวางรูปเรขาคณิต และทฤษฎีบททางเรขาคณิต และนําไปใช ชั้น ม. 2 มีตัวชี้วัดท่ี 5 

ท่ีเก่ียวของกับทฤษฎีบทพีทาโกรัส กลาวคือ “เขาใจและใชทฤษฎีบทพีทาโกรัสและบทกลับในการ

แกปญหาคณิตศาสตรและปญหาในชีวิตจริง” และมีสาระการเรียนรูแกนกลางอยูสองประการคือ  

1) ทฤษฎีบทพีทาโกรัสและบทกลับ 2) การนําความรูเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสและบทกลับไปใชใน

ชีวิตจริง โดยตามหนังสือเรียนรายวิชาพ้ืนฐานคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 2 เลม 1 ของสถาบัน

สงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) [8] ไดกําหนดให “ทฤษฎีบทพีทาโกรัส” เปน

เนื้อหาคณิตศาสตรบทเรียนแรกของการเรียนในภาคการศึกษาตน ระดับมัธยมศึกษาปท่ี 2 โดยเริ่มตน
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ดวยการนําเสนอทฤษฎีบทพีทาโกรัสในเชิงพีชคณิต ความวา “สําหรับรูปสามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ 

กําลังสองของความยาวของดานตรงขามมุมฉาก เทากับผลบวกของกําลังสองของความยาวของดาน

ประกอบมุมฉาก” แลวจึงตามมาดวยการนําเสนอทฤษฎีบทพีทาโกรัสในเชิงเรขาคณิต ความวา 

“สําหรับรูปสามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสบนดานตรงขามมุมฉาก เทากับผลบวก

ของพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสบนดานประกอบมุมฉาก” หลังจากนั้นจึงนําเสนอบทกลับของ 

ทฤษฎีบทพีทาโกรัสในเชิงพีชคณิต ความวา “สําหรับรูปสามเหลี่ยมใด ๆ ถากําลังสองของความยาว

ของดานดานหนึ่งเทากับผลบวกของกําลังสองของความยาวของดานอีกสองดาน แลวรูปสามเหลี่ยม

นั้นเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก” ท้ังนี้ ไดมีการแทรกการวางนัยท่ัวไปของทฤษฎีบทพีทาโกรัสในเชิง

เรขาคณิต (เหมือนใน ดิ เอลเลเมนตส เลม 6 ทฤษฎีบทท่ี 31) กลาวคือ ขยายจากรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส

บนดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ไปสูรูปเรขาคณิตท่ีคลายกันตามอัตราสวนของความยาว

ดานท้ังสาม ในลักษณะคําถามชวนคิด (ชวนคิด 1.2) โดยตั้งคําถามกระตุนใหนักเรียนไดสํารวจและ

คนพบดวยตนเองสําหรับในบางกรณี แตไมไดแสดงบทพิสูจนไว  

แนนอนวานี่ไมใชครั้งแรกท่ีหลักสูตรคณิตศาสตรภาคบังคับ กําหนดใหมีการเรียนเนื้อหา 

ทฤษฎีบทพีทาโกรัส โดยเม่ือยอนกลับไปในตัวชี้วัดและสาระการเรียนรูแกนกลางฯ ฉบับกอนปรับปรุง 

ก็จะพบวามีการกําหนดใหเรียนเนื้อหาทฤษฎีบทพีทาโกรัสและบทกลับไวเชนเดียวกัน โดยมีตัวชี้วัดท่ี

เก่ียวของระบุวา “ใชทฤษฎีบทพีทาโกรัสและบทกลับในการใหเหตุผลและแกปญหา” แมจะมีการ

เปลี่ยนจุดเนนไปบาง เชน ลดขอความ “การใหเหตุผล” มาขยายความการแกปญหา เพ่ิมเปนท้ัง 

การแกปญหาคณิตศาสตรและปญหาในชีวิตจริง แตก็ยังเห็นไดถึงการใหความสําคัญกับเนื้อหาเรื่องนี้ 

เม่ือพิจารณาในประเด็นของการท่ีหลักสูตรคณิตศาสตรของไทย กําหนดใหเรียน “เนื้อหาทฤษฎี

บทพีทาโกรัส” และเรียกทฤษฎีบทท่ีเรียนวา “ทฤษฎีบทพีทาโกรัส” มาตั้งแตเม่ือใดนั้น พบวาตั้งแต

ในหลักสูตรประโยคมัธยมศึกษาตอนตน (ม.ศ. 1–2–3) พุทธศักราช 2503 โดยกระทรวงศึกษาธิการ 

[2] รายวิชาคณิตศาสตร เฉพาะสายสามัญ จะตองเรียนเรขาคณิต (เรียนสัปดาหละ 2 ชั่วโมง)  

โดยในชั้น ม.ศ. 2 เนื้อความตอนหนึ่งกําหนดใหเรียน “ทฤษฎีบทของ Pythagoras” ไวอยางชัดเจน 

และในหลักสูตรประโยคมัธยมศึกษาตอนปลาย (ม.ศ. 4–5–6) พุทธศักราช 2503 [1] เฉพาะ

คณิตศาสตร ข (เรียนสัปดาหละ 4 ชั่วโมง) พบรายการสอนเรขาคณิตมีเนื้อหาสวนหนึ่งคือ “ทฤษฎี

บทวาดวยความสัมพันธของจัตุรัสบนดานของรูปสามเหลี่ยม และจัตุรัสบนเสนมัธยฐาน” โดยในสวน

จัตุรัสบนเสนมัธยฐาน นาจะหมายถึงทฤษฎีบทท่ีวา สําหรับรูปสามเหลี่ยม ABC  ท่ีมีจุด D  อยูบน 
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BC  โดยท่ี AD  เปนเสนมัธยฐานแลว จะไดวา ( )2 2 2 2AB AC  = 2 BD AD+ +  นั่นแปลวาอยาง

นอยในราว พ.ศ. 2503 ก็เริ่มมีการกําหนดใหเรียนเนื้อหาทฤษฎีบทพีทาโกรัส และเรียกในชื่อทฤษฎี

บทพีทาโกรัสกันแลว แลวกอนหนานั้นเราเริ่มเรียนทฤษฎีบทพีทาโกรัสกันมาตั้งแตเม่ือไร ?  

เปนท่ีแนนอนวาการเรียนคณิตศาสตรของไทยในสมัยโบราณ ตั้งแตในชวงรัตนโกสินทรตอนตน 

เรื่อยข้ึนไปจนถึงธนบุรี อยุธยา ไมไดมีการกําหนดเนื้อหาคณิตศาสตรท่ีเรียนไวชัดเจน เปนแตการ

เรียนกับพระหรือผูรูอยางไมเปนทางการ สวนใหญเปนการสอนสูตรและฝกใหรูจักคํานวณ ฝกใหทํา

โจทยตลาด มาตรา เสนา หนาไม เพ่ืองานท้ังทางโหราศาสตร การคาขาย และการใชงานใน

ชีวิตประจําวัน การเรียนคณิตศาสตรท่ีกําหนดเนื้อหาท่ีชัดเจนเพ่ิงจะเริ่มข้ึนในราว พ.ศ. 2438 หรือ  

ร.ศ. 114 ดวยอิทธิพลของการศึกษาแบบตะวันตก โดยในประโยค 3 ตั้งแตปท่ี 1 – 4 กําหนดใหเรียน 

“โคมาตร” ซ่ึงหมายถึงวิชา “เรขาคณิต” [3] (ในท่ีนี้ โค หมายถึง แผนดิน และ มาตร หมายถึง  

การวัด จึงเปนการถอดความจาก Geometry โดยตรง) จาก A School Geometry ของ ฮอลลและ 

สตีเวนส (Hall and Stevens) ครอบคลุมเนื้อหาในเลม 1 – 3 และการฝกทําโจทย ซ่ึงตําราเรขาคณิต

ของฮอลลและสตีเวนสชุดนี้เปนการนํา ดิ เอลเลเมนตส มาเรียบเรียงใหมเพ่ือใหเหมาะกับการใชสอน

นักเรียน โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสถูกจัดใหอยูใน A School Geometry เลม 1 โดยเปนทฤษฎีบทท่ี 

29 และทายการพิสูจนทฤษฎีบท ฮอลลและสตีเวนสยังไดเพ่ิมเติมวา “This is known as the 

Theorem of Pythagoras” กอนนําเสนอทฤษฎีบทพีทาโกรัสในเชิงพีชคณิต ใหเปนอีกทางเลือกหนึ่ง

ในการนําไปใชงาน [15] เหมือนดังเชนในตํารา ดิ เอลเลเมนตส ฉบับพิมพภาษาอังกฤษครั้งแรก โดย 

เซอร เฮนรี บิลลิงสเลย (Sir Henry Billingsley) เม่ือ ค.ศ. 1570 ก็ไดอธิบายความในเชิงอรรถทาย

ทฤษฎีบทท่ี 47 ดังรูปท่ี 7 นอกจากนี้ตําราเรขาคณิตฉบับภาษาไทยซ่ึงเปนการนํา A School 

Geometry มาแปลเพ่ือชวยใหการจัดการเรียนการสอนเปนไปไดอยางกวางขวางข้ึนนั้น ก็มีการระบุ

ชื่อเจาของทฤษฎีบทวาเปนพีทาโกรัสเชนกัน เชนในหนังสือ “เรขาคณิต มัธยมปท่ี 5” เรียบเรียงโดย 

พระสันธิวิทยาพัฒน [7]  

ท้ังนี้ในชวงเวลาท่ีกําหนดใหเรียนเรขาคณิต โดยใชตําราฉบับสํานวนของฮอลลและสตีเวนส หรือ

ฉบับแปลนั้น อาจเปนเพราะแนวทางการสอนท่ีใหความสําคัญกับการทองหมายเลขของทฤษฎีบท

และเนื้อความ เพ่ือใชในการอางอิงเหตุผลอยางรัดกุมเปนสําคัญ จึงทําใหแมจะรูจักเนื้อความของ

ทฤษฎีบทพีทาโกรัสเปนอยางดี แตก็อาจจะไมทราบวาทฤษฎีบทนี้เรียกอีกชื่อวาทฤษฎีบทพีทาโกรัส   
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รูปท่ี 7 ขอความทายทฤษฎีบทท่ี 47 ใน ดิ เอลเลเมนตส  

ฉบับพิมพเปนภาษาอังกฤษครั้งแรกโดย เซอร เฮนรี บิลลิงสเลย 

แหลงท่ีมา: https://galileo.ou.edu/exhibits/elements-geometry-1570 

ดังเชนท่ีในหนังสือวิทยาจารย เลม 31 ตอนท่ี 5 วันท่ี 1 มีนาคม พ.ศ. 2473 ท่ี หลวงกีรติวิทโยฬาร (ก่ี 

ศุนวัต) ไดเขียนบทความเรื่อง “ศาสดาปทะกอรัส และบทพิสูจนท่ี 29” มีความตอนหนึ่ง (สะกดตาม

ตนฉบับ ยกเวนคําวา ปทะกอรัส ท่ีตนฉบับสะกดแบบมีทัณฑฆาตเหนือ ป ใตสระอี) ระบุวา 

“ปทะกอรัส ไดเกิดในสมัยพระพุทธเจา และไดคนควา “ความจริง” เนื้อท่ีสี่เหลี่ยมจตุรัสสบน

เสนทะแยงมุมเทากับเนื้อท่ีสี่เหลี่ยมจตุรัสสสองรูปบนดานประกอบมุมฉาก ร วม กัน  ซ่ึ ง เ ร า

ท้ังหลายไดพากันจําข้ึนใจวาเปน “Theorem 29” ท้ังนักเรียนบางคนหารูจักชื่อทานศาสดา

ปทะกอรัสไม นี่ก็เพราะเราลืมตาข้ึนมาสูโลกก็พบ ฮอลลฺ และสตีเวนสฺ (Hall และ Stevens) 

เปนเจาตําราของ ยีออเมตรีอยูแลว และไมไดโอกาสสืบตอไปถึงโลกอันกวางขวางในตํารา 

อ่ืน ๆ อีกเลย เด็กบางคนซํ้าบอกเสียดวยวา ฮอลลฺ และสตีเวนสฺ เปนผูแตงบทพิสูจนท่ี 29 

และ ยูคลิด (Euclid) นั้น คือใครก็ไมรู” [9] 

หลังจากนั้นทานก็ไดเสนอใหมีการสอนทฤษฎีบทนี้ดวยวิธี “Heuristic” โดยใชการตัด

กระดาษ จัดกิจกรรมใหนักเรียนเกิด “สังหรณใจ ถามตนเอง ลงความเห็นเอง และตั้งบทเอง ซ่ึง

ครูผูสอนเปนแตเพียงผูแนะทุกขณะ” เพ่ือใหนักเรียนสนุก และ “รักเรียนยีออเมตรีมากข้ึน” [9]  

แนวทางการสอนและจุดประสงคในการสอนเชนนี้ แมจะเปนขอเสนอเม่ือราวเกือบหนึ่งรอยปท่ี

แลว แตก็ยังมีความรวมสมัยมากเลยทีเดียว 

ในสมัยโบราณคําท่ีเปนภาษาตางประเทศซ่ึงแปลเอาความไมได ก็มักจะถูกคนไทยแปลง

เสียงลากเขาความเพ่ือใหพอแปลความได การนี้คําวา Pythagoras หากจะตองถูกลากเสียงมาก็

นาจะไมไกลหางไปจากคําวา “ปตากะรัต” มากเทาใดนัก แตไมวาจะเรียกดวยชื่อเรียงเสียงใด 

หลักฐานเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสในการศึกษายุคเกาของไทยนั้น ก็แทบไมพบรองรอยใดอยู

เลย ในสมัยอยุธยามีการนําความรูคณิตศาสตรเขามาในราชอาณาจักร ผานทางคณะบาทหลวง 

https://galileo.ou.edu/exhibits/elements-geometry-1570
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ราชทูต พอคา และทหาร โดยเฉพาะในรัชสมัยของสมเด็จพระนารายณมหาราช (ครองราชย 

พ.ศ. 2199 – 2231) จนกลาวไดวาเปนยุคท่ีวิทยาการความรูทางคณิตศาสตรเฟองฟูมากท่ีสุด 

และตํารา ดิ เอลเลเมนตส ก็นาจะถูกนําเขามาต้ังแตในสมัยนั้น นอกจากนี้ในอีกทางหนึ่งไทยก็

รับความรูคณิตศาสตรโบราณมาจากอินเดีย ดวยความใกลชิดทางวัฒนธรรมผานศาสนาและ

การคา [5] สืบตอมาจนถึงตนรัตนโกสินทร การบันทึกขอมูลเก่ียวกับความรูและตัวอยางการใช

คณิตศาสตรจะอยูในรูปของสมุดไทย 

ในท่ีนี้จะนําเสนอสวนหนึ่งของโจทยของคัมภีร ท่ีสํานักหอสมุดแหงชาติ กรมศิลปากร ได

บันทึกท่ีหนาปกไววา “แบบเรียนเลขโคศัพท หรือแมนพพรรณและฉวางคําฉันท” พระยา

ปฏิภาณพิเศษ (อาเล็กแซนเดอร อมาตยกุล) มอบให พ.ศ. 2472 ซ่ึงเปนสมุดไทยขาว สันนิษฐาน

วาเขียนข้ึนกอนสมัยรัชกาลท่ี 3 ซ่ึงจะขอเรียกวา “โจทยพระเจดีย” มีจํานวน 2 ขอ บันทึก

เนื้อหาเปนกาพยสุรางคนางค 28 มีขอความ ดังรูปท่ี 8 และมีภาพเจดียพรอมตัวเลขและการทด

เพ่ือถอดกรณฑกํากับ ดังรูปท่ี 9 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 8 โจทยพระเจดียสองขอ ในสมุดไทย 

แหลงท่ีมา: สําเนาภาพถายไมโครฟลม สํานักหอสมุดแหงชาติ 

 

 

 

 

รูปท่ี 9 ภาพพระเจดีย ประกอบการคํานวณ  

แหลงท่ีมา: สําเนาภาพถายไมโครฟลม สํานักหอสมุดแหงชาติ 
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จากรูปท่ี 8 บรรทัดท่ี 2 มีขอความหายไป 3 วรรค สันนิษฐานวาเกิดจากการคัดลอกผิดพลาด 

โดยเม่ือไดสอบทานกับคัมภีรเลขปกรณ ตําราคณิตศาสตรโบราณของไทย ฉบับสมุดไทยดําอีก 

สามฉบับ จะไดเนื้อความตามกาพยสุรางคนางค 28 (สะกดตามตนฉบับตามรูปท่ี 8 เปนหลัก) โจทย

และเฉลยของท้ังสองขอ เปนดังนี้ 

     สะกดแบบตนฉบับ 

โจทพระเจดี 

กลมรอบถานมี  ๖๐ สวนปน 

ทะแยงถึงยอด  ๒๖ พลัน 

ชะโลงกลางนั้น  เปนอกเทาใด 

บอริหาน (ตั้งรอบ  

๓ หารลับขอบ  เปนกลางถานใน) 

เอากึงพันตัว   ลบทะแยงพันไว  

เอกกรนทนั้นได   ลับเปนฉะโลงกลาง 

องคหนึ่งสูงใหญ    

กลมรอบนั้นได  ๒๒๐ ลาง 

ทะแยงถึงยอด  ๙๑ ไมพราง 

จะไดฉะโลงกลาง  อกนั้นเทาใด 

วิสัชนานํา ๗ 

จักเกนกวางเสฐ  คูนรอบนั้นไว 

เกนจักรอบตั้ง  ๒๒ ให 

หานไดลับใน  เปนกลางถานตรา 

 เอากึงพันตัว 

ลบทะแยงพันพัว  บทกรนทเอกา 

ลับไดฉโลง  อกกลางนั้นนา 

เกนจักรทํามา  อยางฝารังมี 

      สะกดแบบปจจุบัน 

โจทยพระเจดีย 

กลมรอบฐานมี  ๖๐ สวนปน 

ทแยงถึงยอด  ๒๖ พลัน 

โฉลงกลางนั้น  เปนอกเทาใด 

บริหาร (ตั้งรอบ  

๓ หารลัพธขอบ  เปนกลางฐานใน) 

เอาก่ึงพันตัว   ลบทแยงพันไว  

เอกกรณฑนั้นได   ลพัธเปนโฉลงกลาง 

องคหนึ่งสูงใหญ    

กลมรอบนั้นได  ๒๒๐ ลาง 

ทแยงถึงยอด  ๙๑ ไมพราง 

จะไดโฉลงกลาง   อกนั้นเทาใด 

วิสัชนานํา ๗ 

จักรเกณฑกวางเสร็จ คูณรอบนั้นไว 

เกณฑจักรรอบตั้ง  ๒๒ ให 

หารไดลัพธใน  เปนกลางฐานตรา 

 เอาก่ึงพันตัว 

ลบทแยงพันพัว  บทกรณฑเอกา 

ลพัธไดโฉลง  อกกลางนั้นนา 

เกณฑจักรทํามา  อยางฝรั่งมี 
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สมภพ วัชฤทธิ์ ไดอธิบายความหมายของศัพทบางคําในกาพยไววา 

ชะโลง/ฉะโลง/ฉโลง   คือ สวนสูงตรงของกรวย 

เอากึง หรือ เอากึง  คือ เอาครึ่งหนึ่ง 

พัน   คือ คูณตัวเองหรือยกกําลังสอง 

กรนท   คือ   ถอดกรณฑ  

เกนจักร   คือ การคํานวณความยาวเก่ียวกับวงกลม 

พรอมถายถอดโจทยและเฉลยของท้ังสองขอ สรุปความไดดังนี้ (ความในวงเล็บมาจากกาพยเพ่ือ 

ใชเทียบเคียง) 

โจทยพระเจดีย (โจทพระเจดี) ขอท่ี 1 

โจทย : เจดียทรงกรวย มีเสนรอบวงท่ีฐานยาว 60 หนวย (กลมรอบถานมี / ๖๐ สวนปน)  

สูงเอียง 26 หนวย (ทะแยงถึงยอด / ๒๖ พลัน) จะมีความสูงเทาใด (ชะโลงกลางนั้น / เปนอกเทาใด) 

เฉลย (บอริหาน) : นําความยาวเสนรอบวงท่ีฐาน 60 หนวย มาหารดวย 3 (ตั้งรอบ / ๓ หารลับ

ขอบ) จะไดเสนผานศูนยกลางของวงกลม (เปนกลางถานใน) ยาว 20 หนวย จากนั้นนําครึ่งหนึ่ง  

(เอากึง) คือ 10 ไปยกกําลังสอง (พันตัว) แลวลบออกจากสูงเอียงท่ียกกําลังสอง (ลบทะแยงพันไว) นํา

ผลลัพธท่ีไดไปถอดกรณฑอันดับท่ีสอง จะได (เอกกรนทนั้นได) 2 226 10 676 100 24− = − =   

หนวย เปนผลลัพธคือความสูงของพระเจดีย (ลับเปนฉะโลงกลาง) 

โจทยพระเจดีย ขอท่ี 2 

โจทย : เจดียทรงกรวยขนาดใหญองคหนึ่ง (องคหนึ่งสูงใหญ) มีเสนรอบวงท่ีฐานยาว 220 หนวย 

(กลมรอบนั้นได ๒๒๐ ลาง) สูงเอียง 91 หนวย (ทะแยงถึงยอด / ๙๑ ไมพราง) จะมีความสูงเทาใด 

(จะไดฉะโลงกลาง / อกนั้นเทาใด) 

เฉลย (วิสัชนา) : นํา 7 ไปคูณความยาวเสนรอบวงท่ีฐาน 220 หนวย (นํา ๗ / จักเกนกวางเสฐ / 

คูนรอบนั้นไว) แลวนํามาหารดวย 22 จะได (เกนจักรอบตั้ง / ๒๒ ให / หานไดลับใน) เสนผาน

ศูนยกลางของวงกลม (เปนกลางถานตรา) ยาว 70 หนวย จากนั้นนําไปแบงครึ่งได 35 แลว ยกกําลัง

สอง (เอากึงพันตัว) แลวลบออกจากสูงเอียงท่ียกกําลังสอง (ลบทะแยงพันพัว) นําผลลัพธท่ีไดไปถอด

กรณฑอันดับท่ีสอง (บทกรนทเอกา) จะได 2 291 35 8281 1225 7056 84− = − = =  หนวย 
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เปนผลลัพธคือความสูงของพระเจดีย (ลับไดฉโลง / อกกลางนั้นนา) วิธีคํานวณเก่ียวกับวงกลมนี้ เปน

วิธีการแบบฝรั่ง (เกนจักรทํามา / อยางฝารังมี) 

จากโจทยและเฉลยท้ังสองขอนี้ มีขอสังเกตสําคัญสามประการ คือ 

1) การกําหนดคา π  เพ่ือใชในการคํานวณของท้ังสองขอนั้นแตกตางกัน ขอท่ี 1 ใช 3π =  แต

ขอท่ี 2 ใช 22
7

π =  โดยมีขอความระบุวา “เกนจักรทํามา อยางฝารังมี” คือ การคํานวณความยาว

เก่ียวกับวงกลมแบบนี้ เปนการทําตามอยางฝรั่ง โดยการใช 22
7

π =  นี้เปนความรูใหมท่ีรับเขามาจาก

ตะวันตก ตางจากการคํานวณเก่ียวกับวงกลม ซ่ึงพบตามเอกสารโบราณเดิมเชนในไตรภูมิพระรวง 

หรือเตภูมิกถา ซ่ึงใชคา 3π =  

2) โจทยและเฉลยท้ังสองขอมีการใชความรูทฤษฎีบทพีทาโกรัส แตเปนการเขียนใหดําเนินการ

ตามข้ันตอนท่ีกําหนดเปนข้ัน ๆ ไมไดอธิบายหรือระบุในเชิงหลักการ ดังเห็นไดจาก “เอากึงพันตัว ลบ

ทะแยงพันไว เอกกรนทนั้นได ลับเปนฉะโลงกลาง” และ “เอากึงพันตัว ลบทะแยงพันพัว บทกรนท

เอกา ลับไดฉโลง อกกลางนั้นนา” แตจากรองรอยนี้ ก็ทําใหพอทราบไดวาในชวงตนกรุงรัตนโกสินทร 

ก็มีการใชและถายทอดความรูทฤษฎีบทพีทาโกรัสกันแลว 

3) ลักษณะโจทยท้ังสองขอนี้ มีความใกลชิดกับวิถีชีวิตของคนในสมัยนั้นมาก สําหรับครูท่ีกําลัง

สอนเรื่องทฤษฎีบทพีทาโกรัสอยู ก็อาจนําตัวอยางท้ังสองขอนี้มาใชประกอบการจัดกิจกรรมการ

เรียนรู ซ่ึงเปนการเปลี่ยนบรรยากาศใหกับผูเรียน โดยอาจสอดแทรกเกร็ดในเชิงภาษา ท้ังฉันทลักษณ

ของคําประพันธ การคาดเดาความหมายของคําศัพท การเทียบเคียงคําศัพทคณิตศาสตรในสมัย

โบราณกับปจจุบัน ท้ังนี้ ยังมีโจทยโบราณในสมุดไทยท่ีเก่ียวของกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสอีกหลายขอ 

โดยจะไดนําเสนอในโอกาสตอไป 

5. บทสรุป 

ทฤษฎีบทพีทาโกรัส เปนหนึ่งในทฤษฎีบททางคณิตศาสตรท่ีมีชื่อเสียงเปนท่ีรูจักของท้ังนักเรียน

ไทยและคนท่ัวไปท่ัวโลก มีประวัติความเปนมายอนไปไกลไดมากกวายุคของพีทาโกรัสเอง และตาม

อารยธรรมตาง ๆ ก็มีการคนพบ ถายทอด ขยายความ และสืบตอความรูนี้ ในประเทศไทยมีการ

กําหนดใหเรียนทฤษฎีบทพีทาโกรัสในชื่อทฤษฎีบทพีทาโกรัส อยางนอยก็ตั้งแตหลักสูตร พ.ศ. 2503 

เรื่อยมา โดยกอนหนานั้นราวครึ่งแรกของพุทธศตวรรษท่ี 24 ชวงท่ีไทยเริ่มกําหนดหลักสูตร

คณิตศาสตรอยางเปนทางการในระบบการศึกษา ทฤษฎีบทพีทาโกรัส นาจะอยูในฐานะของทฤษฎีบท



คณิตศาสตรของเราแตเกากอน : ทฤษฎีบทพีทาโกรัส 

18 

ท่ี 29 ใน A School Geometry ของ ฮอลลและสตีเวนส โดยดูเหมือนผูเรียนท่ัวไปจะไมคอยทราบ

กันเทาใดนักวา “พีทาโกรัส” เปนชื่อของทฤษฎีบทนี้ แมจะไมมีหลักฐานแนชัดมากนัก แตจากขอมูล

โจทยคณิตศาสตรในสมุดไทย ท่ีมีอายุในชวงรัชกาลท่ี 3 ข้ึนไป (กอน พ.ศ. 2400) จะเห็นไดวา ไทยมี

การนําความรูเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสมาใชงานแลว หากแตยังเปนเพียงเฉพาะการใหแนวทาง

ปฏิบัติตามข้ันตอน เพ่ือใหผูเรียนลอกเลียนการดําเนินการตามแบบแผน โดยไมไดแสดงเนื้อหาตัว

ทฤษฎีบทไวหรืออธิบายบทพิสูจนไว 
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บทคัดยอ 

พีชคณิตกราฟสรางจากกราฟระบุทิศทางที่ไมมีเสนเช่ือมขนาน และพีชคณิตแบบพิเศษชนิด 

(2,0) และจะกลาววากราฟ 𝐺𝐺 สอดคลองกับเอกลักษณ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ถาพีชคณิตกราฟ 𝐴𝐴(𝐺𝐺) ที่สมนัย

กับ 𝐺𝐺 สอดคลองกับ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 เซตของเอกลักษณ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ทั้งหมด ซึ่งกราฟ 𝐺𝐺 สอดคลองเขียนแทน

ดวย Id({𝐺𝐺}) เซตของกราฟทั้งหมดซึ่งสอดคลองกับเอกลักษณ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ใน Id({𝐺𝐺}) เรียกวา 

กราฟวาไรต้ีที่กอกําเนิดโดย {𝐺𝐺} เขียนแทนดวย 𝒱𝒱𝑔𝑔({𝐺𝐺}) เอกลักษณ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 จะเปนเอกลักษณใน 
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𝒱𝒱𝑔𝑔({𝐺𝐺}) ถา 𝐴𝐴(𝐺𝐺′) สอดคลอง 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ทุก 𝐺𝐺 ∈ 𝑉𝑉𝑔𝑔({𝐺𝐺}) เอกลักษณ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ของพจน 𝑠𝑠 และ 𝑡𝑡 
ชนิด 𝜏𝜏 จะเรียกวาไฮเปอรไอเด็นติต้ีของพีชคณิต 𝐴𝐴 ถาไมวาเมื่อใดก็ตามที่เอกลักษณการดําเนินการ

ใด ๆ ที่ปรากฏในพจน 𝑠𝑠 และ 𝑡𝑡 ถูกแทนที่ดวยการดําเนินการพจนใด ๆ ที่เหมาะสมของ 𝐴𝐴 และ

ผลลัพธที่ไดเปนจริงใน 𝐴𝐴 ในบทความน้ีจะพิจารณาลักษณะทั้งหมดของไฮเปอรไอเด็นติต้ีใน 

𝒱𝒱𝑔𝑔({𝐺𝐺}) เมื่อ 𝐺𝐺 เปนกราฟซีโรโพเทนตและยูนิโพเทนต  

คําสําคญั:  กราฟวาไรต้ี กราฟกอกําเนิด พจน เอกลักษณ พีชคณิตทวิภาค พีชคณิตกราฟ  

       ไฮเปอรไอเด็นติต้ี 

ABSTRACT 

Directed graphs without multiple edges can be represented as algebras of type 

(2,0), so-called graph algebras. We say that a graph 𝐺𝐺 satisfies a term equation 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 
if the corresponding graph algebra 𝐴𝐴(𝐺𝐺) satisfies 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. The set of all term equations 

𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 which the graph 𝐺𝐺 satisfies denoted by Id({𝐺𝐺}). The class of all graph algebras 

satisfying all term equations in Id({𝐺𝐺}) is called the graph variety generated by 𝐺𝐺, 

denoted by 𝒱𝒱𝑔𝑔({𝐺𝐺}). A term equation 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is called an identity in 𝒱𝒱𝑔𝑔({𝐺𝐺}) if 𝐴𝐴(𝐺𝐺′) 

satisfies 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 for all 𝐺𝐺 ∈ 𝒱𝒱𝑔𝑔({𝐺𝐺}). An identity 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 of terms 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 of any type 𝜏𝜏 

is called a hyperidentity of an algebra 𝐴𝐴 if whenever the operation symbols occurring 

in 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 are replaced by any term operations of 𝐴𝐴 of the appropriate arity, the 

resulting identities hold in 𝐴𝐴.  In this paper, we characterize all identities, all graphs 

and all hyperidentities in 𝒱𝒱𝑔𝑔({𝐺𝐺}) where 𝐺𝐺 is the zeropotent and unipotent.  

Keywords:  Graph varieties, Generated graphs, Terms, Identities, Binary algebras, 

         Graph algebras, Hyperidentities 

1. Introduction 

An identity 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 of terms 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 of any type 𝜏𝜏 is called a hyperidentity of an algebra 

𝐴𝐴 if whenever the operation symbols occurring in 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 are replaced by any term 

operations of 𝐴𝐴  of the appropriate arity, the resulting identity holds in 𝐴𝐴. 
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Hyperidentities can be defined more precisely by using the concept of a 

hypersubstitution, which was introduced by Denecke, Lau, Pöschel and Schweigert in 

[2]. 

We fix a type 𝜏𝜏 = (𝑛𝑛𝑖𝑖)𝑖𝑖∈ 𝐼𝐼 ,𝑛𝑛𝑖𝑖 > 0 for all 𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼, and operation symbols (𝑓𝑓𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐼𝐼 , 
where 𝑓𝑓𝑖𝑖 is an 𝑛𝑛𝑖𝑖 − ary. Let 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋) be the set of all terms of type 𝜏𝜏 over some fixed 

alphabet 𝑋𝑋, and let Alg(𝜏𝜏) be the class of all algebras of type 𝜏𝜏. Then, a mapping 

𝜎𝜎 ∶ {𝑓𝑓𝑖𝑖  | 𝑖𝑖 ∈  𝐼𝐼} ⟶𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋) 

which assigns to every 𝑛𝑛𝑖𝑖 − ary operation symbol 𝑓𝑓𝑖𝑖 an 𝑛𝑛𝑖𝑖 − ary term will be called 

a hypersubstitution of type 𝜏𝜏 (for short, a hypersubstitution). We denote the extension 

of the hypersubstitution 𝜎𝜎 by a mapping 

𝜎𝜎�:𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋) ⟶𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋). 
The term 𝜎𝜎�[𝑡𝑡] is defined inductively by 

(i) 𝜎𝜎�[𝑥𝑥] = 𝑥𝑥 for any variable 𝑥𝑥 in the alphabet 𝑋𝑋, and 

(ii) 𝜎𝜎�[𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡1, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛𝑖𝑖)] = 𝜎𝜎(𝑓𝑓𝑖𝑖)𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋)(𝜎𝜎�[𝑡𝑡1], … ,𝜎𝜎�[𝑡𝑡𝑛𝑛𝑖𝑖]). 

Here 𝜎𝜎(𝑓𝑓𝑖𝑖)𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋) on the right hand side of ( ii)  is the operation induced by 𝜎𝜎(𝑓𝑓𝑖𝑖) on 

the term algebra with the universe 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋). 

Graph algebras were introduced by Shallon [13] in 1979 with the purpose of 

providing examples of nonfinitely based finite algebras.  Let us briefly recall this 

concept.  Given a directed graph 𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸)  without multiple edges, the graph 

algebra associated with 𝐺𝐺 is the algebra 𝐴𝐴(𝐺𝐺) = (𝑉𝑉 ∪ {∞}, ∘, ∞) of type (2, 0), 

where ∞ is an element not belonging to 𝑉𝑉 and the binary operation ∘ is defined by 

the rule 

𝑢𝑢 ∘ 𝑣𝑣 ∶= � 𝑢𝑢     if  (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐸𝐸,
∞   otherwise,      

for all 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 ∪ {∞}. We will denote the product 𝑢𝑢 ∘ 𝑣𝑣 simply by juxtaposition 𝑢𝑢𝑢𝑢. 

In [12], Pöschel and Wessel, graph varieties were investigated for finite undirected 

graphs in order to get graph theoretic results (structure theorems)  from universal 
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algebra via graph algebras.  In [11], these investigations were extended to arbitrary 

(finite) directed graphs where the authors ask for a graph theoretic characterization of 

graph varieties, i. e. , of classes of graphs which can be defined by identities for their 

corresponding graph algebras.  The answer is a theorem of Birkhoff- type, which uses 

graph theoretic closure operations. A class of finite directed graphs is equational (i.e., 

a graph variety)  if and only if it is closed with respect to finite restricted pointed 

subproducts and isomorphic copies. 

Let 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 be a term equation.  Poomsa- ard and et.  al.  characterized the graph 

variety 𝒱𝒱 = Mod𝑔𝑔({𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡}) in various kind of terms 𝑠𝑠  and 𝑡𝑡.  Further they 

characterized identities and hyperidentities in these graph varieties, too.  But these 

results are not convenient for applying to the real- world situation.  Because at  

first we will check that what kind of terms 𝑠𝑠  and 𝑡𝑡  which the graph variety  

𝒱𝒱 = Mod𝑔𝑔({𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡}) contains the graph algebra of the diagram of that real- world 

situation. It is not easy to do this. So we will characterize the graph variety generated 

by the graph 𝐺𝐺 of the diagram directly.  Then characterize identities of this graph 

variety.  In [5], Jampachon and Poomsa- ard characterized all identities, all graphs  

and all hyperidentities in graph variety generated by ((𝑥𝑥𝑥𝑥)(𝑦𝑦((𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑧𝑧)))𝑧𝑧  graph.  

In [7], Lehtonen and Manyuen characterized all the graph varieties axiomatized by 

certain noteworthy groupoid identities that are of general interest in algebra, such as 

the zeropotent, unipotent, commutative, alternative, semimedial, and medial 

identities. 

In this paper, we characterized all identities, all graphs and all hyperidentities in 

𝒱𝒱 = Mod𝑔𝑔({𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡}) where 𝐺𝐺 is the zeropotent and unipotent graphs.  

 

 

 



ไฮเปอรไอเด็นติต้ีในกราฟวาไรต้ีที่กอกําเนิดโดยกราฟซีโรโพเทนตและยูนิโพเทนต 

26 

2. Terms, identities and graph varieties 

Dealing with terms for graph algebras, the underlying formal language has to 

contain a binary operation symbol ( juxtaposition)  and a symbol for the constant ∞ 

(denoted by ∞ too). 

Definition 2.1 A term over the alphabet 

𝑋𝑋 = {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … } 

is defined inductively as follows: 

(i) every variable 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 =  1,2,3, … and ∞ are terms; 

(ii) if 𝑡𝑡1 and 𝑡𝑡2 are terms, then 𝑡𝑡1𝑡𝑡2 is a term.  

Let 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋) be the set of all terms which can be obtained from (i) and (ii) in finitely 

many steps. Terms built up from the two-element set 𝑋𝑋2 = {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2} of variables are 

thus binary terms.  We denote the set of all binary terms by 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋2).  The leftmost 

variable of a term 𝑡𝑡 is denoted by 𝐿𝐿(𝑡𝑡), the rightmost variable of a term 𝑡𝑡 is denoted 

by 𝑅𝑅(𝑡𝑡). A term in which the symbol ∞ occurs is called a trivial term. 

Definition 2. 2 For each non- trivial term 𝑡𝑡  of type 𝜏𝜏 = (2,0) , one can define a 

directed graph 𝐺𝐺(𝑡𝑡) = (𝑉𝑉(𝑡𝑡),𝐸𝐸(𝑡𝑡)), where the vertex set 𝑉𝑉(𝑡𝑡) is the set of all 

variables occurring in 𝑡𝑡 and the edge set 𝐸𝐸(𝑡𝑡) is defined inductively by 

𝐸𝐸(𝑡𝑡) = 𝜙𝜙 if 𝑡𝑡 is a variable and 𝐸𝐸(𝑡𝑡1𝑡𝑡2) = 𝐸𝐸(𝑡𝑡1) ∪ 𝐸𝐸(𝑡𝑡2) ∪ {(𝐿𝐿(𝑡𝑡1),𝐿𝐿(𝑡𝑡2))}  
where 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡1𝑡𝑡2 is a compound term.  𝐿𝐿(𝑡𝑡) is called the root of the graph 𝐺𝐺(𝑡𝑡), and 

the pair (𝐺𝐺(𝑡𝑡), 𝐿𝐿(𝑡𝑡)) is called the rooted graph corresponding to 𝑡𝑡.  Formally, we 

assign the empty graph 𝜙𝜙 to every trivial term 𝑡𝑡. 

Definition 2.3 Let 𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) be a graph.  Let ℎ ∶ 𝑋𝑋 → 𝑉𝑉 ∪ {∞} be a map, called 

an assignment.  Extend ℎ to a map ℎ� ∶ 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋) → 𝑉𝑉 ∪ {∞} by the rule ℎ�(𝑡𝑡) = ℎ(𝑡𝑡) 

if 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, and ℎ�(𝑡𝑡) =  ℎ�(𝑡𝑡1)ℎ�(𝑡𝑡2) if 𝑡𝑡 =  𝑡𝑡1𝑡𝑡2, where the product is taken in 

𝐴𝐴(𝐺𝐺).  Then ℎ� is called the valuation of the term 𝑡𝑡 in the graph 𝐺𝐺 with respect to 
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assignment ℎ. Although the graph 𝐺𝐺 does not appear in the notation ℎ�, it will always 

be clear from the context. 

Definition 2.4 An identity (in the language of graph algebras) is an ordered pair (𝑠𝑠, 𝑡𝑡) 

of terms 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ∈ 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋) , usually written as 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡.  Let 𝐴𝐴(𝐺𝐺)  be a graph algebra 

corresponding to 𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸).  We say that 𝐴𝐴(𝐺𝐺) satisfies 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 , and we write 

𝐴𝐴(𝐺𝐺) ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 if ℎ�(𝑠𝑠) = ℎ�(𝑡𝑡) for every assignment ℎ ∶ 𝑋𝑋 → 𝑉𝑉 ∪ {∞}.  In this case, 

we also say that 𝐺𝐺 satisfies 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 and we write 𝐺𝐺 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡.  

The above notation extends to an arbitrary class 𝒢𝒢 of graphs and to any set Σ of 

identities as follows: 

𝐺𝐺 ⊨ Σ  if 𝐺𝐺 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 for all 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ∈ 𝛴𝛴, 

𝒢𝒢 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 if 𝐺𝐺 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 for all 𝐺𝐺 ∈ 𝒢𝒢, 

𝒢𝒢 ⊨ 𝛴𝛴  if 𝐺𝐺 ⊨ 𝛴𝛴 for all 𝐺𝐺 ∈ 𝒢𝒢. 

The relation of satisfaction of an identity by a graph induces a Galois connection 

between graphs and identities via the polarities 

Id 𝒢𝒢 = {𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ∣ 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ∈ 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋),𝒢𝒢 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡}, 
Mod𝑔𝑔𝛴𝛴 = {𝐺𝐺 ∣ 𝐺𝐺 is a graph and 𝐺𝐺 ⊨ 𝛴𝛴}. 

It follows from the general theory of Galois connections (see [1]) that Mod𝑔𝑔 Id is 

a closure operator on graphs, which we denote simply by 𝒱𝒱𝑔𝑔.  The closed sets of 

graphs, i.e., sets 𝒢𝒢 satisfying 𝒱𝒱𝑔𝑔(𝒢𝒢) = 𝒢𝒢, are called graph varieties. 

3. Identities in graph variety generated by zeropotent and unipotent graphs 

In [7], we recall that a graph 𝐺𝐺 is zeropotent and unipotent, if it satisfies the 

identities (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑦𝑦 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑥𝑥) and 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑦𝑦𝑦𝑦 when 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋, respectively. 

Proposition 3. 1 (Lehtonen and Manyuen [7, Theorem 3. 1]) Let 𝐺𝐺  be a graph.  

The following conditions are equivalent: 

(i) 𝐺𝐺 is zeropotent. 

(ii) 𝐺𝐺 is unipotent.  
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(iii) 𝐺𝐺 has no loops. 

From Proposition 3.1 we see that 𝐺𝐺1,𝐺𝐺2,𝐺𝐺3,𝐺𝐺4 graphs are zeropotent and unipotent. 

 

 

 
 

       𝐺𝐺1           𝐺𝐺2             𝐺𝐺3            𝐺𝐺4 

Let 𝒦𝒦 = Mod𝑔𝑔{(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑦𝑦 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑥𝑥),𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑦𝑦𝑦𝑦}.  This means 𝒦𝒦 is the set of 

all loopless graphs.  We want to characterize all identities in 𝒦𝒦.  Before to do this we 

need some results for reference as the following: 

The equational theory of the class of all graphs (all graph algebras) was described 

by Kiss, Pöschel and Pröhle in [6] as follows. 

Proposition 3.2 (Kiss, Pöschel and Pröhle [6, Lemma 2.2(3)]). Let 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 be an identity 

and let 𝒢𝒢 be the class of all graphs.  Then 𝒢𝒢 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 if and only if 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 are trivial 

terms or 𝐺𝐺(𝑠𝑠) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡) and 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡). 

The following results provide useful tools for checking whether a graph satisfies an 

identity. 

Proposition 3.3 ( Kiss, Pöschel and Pröhle [6, Lemma 2. 2(2)] ) .  Let 𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) be a 

graph and let ℎ ∶ 𝑋𝑋 → 𝑉𝑉 ∪ {∞} be an evaluation of the variables.  Consider the 

canonical extension ℎ� of ℎ to the set of all terms. Then the following holds.  If 𝑡𝑡 is a 

trivial term, then ℎ�(𝑡𝑡) = ∞.  Otherwise, if ℎ ∶ 𝐺𝐺(𝑡𝑡) → 𝐺𝐺  is a homomorphism of 

graphs, then ℎ�(𝑡𝑡) = ℎ��𝐿𝐿(𝑡𝑡)� = ℎ(𝐿𝐿(𝑡𝑡)), and if ℎ is not a homomorphism of graphs, 

then ℎ�(𝑡𝑡) = ∞. 

Proposition 3. 4 ( Pöschel and Wessel [12, Proposition 1. 5(2)]) .  Let 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 be non-

trivial terms such that 𝑉𝑉(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡) and 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡).  Then a graph 𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) 

satisfies 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 if and only if 𝐺𝐺 has the following property:  a mapping ℎ ∶  𝑉𝑉(𝑠𝑠) →
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𝑉𝑉 ∪ {∞} is a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑠𝑠) into 𝐺𝐺 if and only if it is a homomorphism 

from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 𝐺𝐺. 

Now we characterize all identities in 𝒦𝒦.  Clearly, if 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is a trivial equation ( i. e. 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡), 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡))  or both of them are trivial terms, then 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is an 

identity in 𝒦𝒦.  Now we consider the case 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is a non- trivial equation.  Then all 

identities in 𝒦𝒦 are characterized by the following theorem: 

Theorem 3.1 Let 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 be non- trivial equation.  Then, 𝒦𝒦 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 if and only if the 

following conditions are satisfied: 

(i) 𝐺𝐺(𝑠𝑠) has a loop if and only if 𝐺𝐺(𝑡𝑡) has a loop, 

(ii) if 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no loop then 𝑉𝑉(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡), 

( iii)  if 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no loop then for any 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉(𝑠𝑠), (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠) 

if and only if (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑡𝑡), 

(iv) if 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no loop then 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡). 

Proof.  (i) Suppose that 𝐺𝐺(𝑠𝑠) has a loop but 𝐺𝐺(𝑡𝑡) has no loops.  Let 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺(𝑡𝑡).  By 

Proposition 3.1, we have 𝐺𝐺 ∈ 𝒦𝒦.  Let ℎ ∶ 𝑉𝑉(𝑠𝑠) ∪ 𝑉𝑉(𝑡𝑡) → 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∪ {∞} such that 

ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 for all 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉(𝑡𝑡) and ℎ(𝑦𝑦) = ∞ for all 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉(𝑠𝑠) ∖ 𝑉𝑉(𝑡𝑡). It is clear that ℎ 

is a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 𝐺𝐺 but ℎ is not a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑠𝑠) into 

𝐺𝐺.  By Proposition 3.3, we have ℎ�(𝑡𝑡) = ℎ(𝐿𝐿(𝑡𝑡)) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡) ≠ ∞ = ℎ�(𝑠𝑠).  Therefore 

𝐺𝐺 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. Hence 𝒦𝒦 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. 

(ii) Suppose that 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no loop but 𝑉𝑉(𝑠𝑠) ≠ 𝑉𝑉(𝑡𝑡).  Then there 

exists 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉(𝑠𝑠) but 𝑦𝑦 ∉ 𝑉𝑉(𝑡𝑡).  Let 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺(𝑡𝑡).  By Proposition 3.2, we have 𝐺𝐺 ∈ 𝒦𝒦. 

Let ℎ ∶ 𝑉𝑉(𝑠𝑠) ∪ 𝑉𝑉(𝑡𝑡) → 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∪ {∞}  such that ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥  for all 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉(𝑡𝑡)  and 

ℎ(𝑦𝑦) = ∞ for all 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉(𝑠𝑠) ∖ 𝑉𝑉(𝑡𝑡).  We have ℎ is a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 

𝐺𝐺  but ℎ is not a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑠𝑠) into 𝐺𝐺.  By Proposition 3.3, we have 

ℎ�(𝑡𝑡) = ℎ(𝐿𝐿(𝑡𝑡)) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡) ≠ ∞ = ℎ�(𝑠𝑠). Therefore 𝐺𝐺 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. Hence 𝒦𝒦 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. 
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(iii) Suppose that 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no loop, (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠) but (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∉ 𝐸𝐸(𝑡𝑡). 

Let 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺(𝑡𝑡). By Proposition 3.1, we have 𝐺𝐺 ∈ 𝒦𝒦. By (ii), we have 𝑉𝑉(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡).  

Let ℎ ∶ 𝑉𝑉(𝑡𝑡) → 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∪ {∞} such that ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 for all 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉(𝑡𝑡).  Since 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺(𝑡𝑡) 

and (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∉ 𝐸𝐸(𝑡𝑡) , we have ℎ  is a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 𝐺𝐺  and 

(ℎ(𝑥𝑥),ℎ(𝑦𝑦)) ∉ 𝐸𝐸(𝐺𝐺). Because (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠), we get ℎ is not a homomorphism from 

𝐺𝐺(𝑠𝑠)  into 𝐺𝐺.  By Proposition 3.3, we have ℎ�(𝑡𝑡) = ℎ(𝐿𝐿(𝑡𝑡)) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡) ≠ ∞ = ℎ�(𝑠𝑠). 

Therefore 𝐺𝐺 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. Hence 𝒦𝒦 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡.  
(iv) Suppose that 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no loop and 𝐿𝐿(𝑠𝑠) ≠ 𝐿𝐿(𝑡𝑡). Let 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺(𝑡𝑡). 

By Proposition 3.1, we have 𝐺𝐺 ∈ 𝒦𝒦.  By (ii), we have 𝑉𝑉(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡).  Let ℎ ∶ 𝑉𝑉(𝑡𝑡) →
𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∪ {∞} such that ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 for all 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉(𝑡𝑡).  Since 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺(𝑡𝑡), we get ℎ is a 

homomorphism from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 𝐺𝐺.  By ( iii) , we have (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠) if and only if 

(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑡𝑡).  Thus ℎ is a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑠𝑠) into 𝐺𝐺.  By Proposition 3.3, 

ℎ�(𝑠𝑠) = ℎ(𝐿𝐿(𝑠𝑠)) = 𝐿𝐿(𝑠𝑠) ≠ 𝐿𝐿(𝑡𝑡) = ℎ(𝐿𝐿(𝑡𝑡)) = ℎ�(𝑡𝑡). Therefore 𝐺𝐺 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. Hence 

𝒦𝒦 ⊭ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. 
Conversely, suppose that 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is a non- trivial equation satisfying (i), (ii), (iii) and 

(iv). Let 𝐺𝐺 ∈ 𝒦𝒦. Then 𝐺𝐺 has no loops. By (i), 𝐺𝐺(𝑠𝑠) has a loop if and only if 𝐺𝐺(𝑡𝑡) has 

a loop.  

Case I If 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have a loop then any ℎ is not a homomorphism from 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) into 𝐺𝐺 and it is not a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 𝐺𝐺.  Thus ℎ�(𝑠𝑠) = ∞ =
ℎ�(𝑡𝑡). Hence 𝐺𝐺 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡. 

Case II If 𝐺𝐺(𝑠𝑠)  and 𝐺𝐺(𝑡𝑡)  have no loop then by (ii) and (iv), 𝑉𝑉(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡)  

and 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡).  Let ℎ ∶ 𝑉𝑉(𝑠𝑠) → 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∪ {∞}  be a function.  Suppose ℎ  is a 

homomorphism from 𝐺𝐺(𝑠𝑠) into 𝐺𝐺. Let (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠). Then �ℎ(𝑥𝑥),ℎ(𝑦𝑦)� ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺). 

By (iii), we get (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸(𝑡𝑡).  Thus ℎ is a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 𝐺𝐺.  In the 

same way, we can prove that if ℎ is a homomorphism from 𝐺𝐺(𝑡𝑡) into 𝐺𝐺 then it is a 

homomorphism from 𝐺𝐺(𝑠𝑠) into 𝐺𝐺. Hence by Proposition 3.4, we get 𝐺𝐺 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡.  
Therefore 𝒦𝒦 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡.         
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Corollary 3. 1 Let 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 be a non- trivial equation such that 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no 

loop. Then 𝒦𝒦 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 if and only if 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡) and 𝐺𝐺(𝑠𝑠) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡).  

Proof.  Let 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 be a non- trivial equation such that 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have no loop. 

Assume that 𝒦𝒦 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡.  Then by conditions (ii), (iii), (iv) of Theorem 3.1, we have  

𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡), 𝑉𝑉(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡) and 𝐸𝐸(𝑠𝑠) = 𝐸𝐸(𝑡𝑡). Hence 𝐺𝐺(𝑠𝑠) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡). 

Conversely, assume that 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡) and 𝐺𝐺(𝑠𝑠) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡).  So 𝑉𝑉(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡) 

and 𝐸𝐸(𝑠𝑠) = 𝐸𝐸(𝑡𝑡). Thus 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 satisfy conditions (i), (ii), (iii) and (iv) of Theorem 3.1. 

Hence 𝒦𝒦 ⊨ 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡.             

4. Hyperidentities in graph variety generated by zeropotent and unipotent graphs 

Let 𝒦𝒦 be any graph variety.  Now, we want to formulate precisely the concept of 

a graph hypersubstitution for graph algebras. 

Definition 4. 1 A mapping 𝜎𝜎 ∶ {𝑓𝑓,∞} → 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋2), where 𝑋𝑋2 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2} and 𝑓𝑓 is the 

operation symbol corresponding to the binary operation of a graph algebra is called 

the graph hypersubstitution if 𝜎𝜎(∞) = ∞  and 𝜎𝜎(𝑓𝑓) = 𝑠𝑠 ∈ 𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋2).  The graph 

hypersubstitution with 𝜎𝜎(𝑓𝑓) = 𝑠𝑠 is denoted by 𝜎𝜎𝑠𝑠. 

Definition 4.2 An identity 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is a 𝒦𝒦 graph hyperidentity if and only if for all graph 

hypersubstitutions 𝜎𝜎, 𝒦𝒦 ⊨ 𝜎𝜎�[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�[𝑡𝑡]. 

If we want to check that an identity 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is a hyperidentity in 𝒦𝒦 we can restrict 

our consideration to a (small) subset of 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 - the set of all graph hypersubstitutions. 

In [8], the following relation between hypersubstitutions was defined: 

Definition 4. 3 Two graph hypersubstitutions 𝜎𝜎1,𝜎𝜎2 are called 𝒦𝒦-  equivalent if and 

only if 𝜎𝜎1(𝑓𝑓) ≈ 𝜎𝜎2(𝑓𝑓) is an identity in 𝒦𝒦. In this case we write 𝜎𝜎1 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎2. 

The following lemma was proved in [9]. 

Lemma 4.1 If 𝜎𝜎�1[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�1[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦 and 𝜎𝜎1 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎2, then 𝜎𝜎�2[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�2[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦. 

Therefore, it is enough to consider the quotient set 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 /∼𝒦𝒦 . 
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In [10], it showed that any non- trivial term 𝑡𝑡 over the class of graph algebras has 

a uniquely determined normal form term 𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡)  and there is an algorithm to 

construct the normal form term to a given term 𝑡𝑡.  Without difficulties one shows 

𝐺𝐺�𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡)� = 𝐺𝐺(𝑡𝑡), 𝐿𝐿(𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡)) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡). 

The following definition was given in [3]. 

Definition 4. 4 The graph hypersubstitution 𝜎𝜎𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡) , is called a normal form graph 

hypersubstitution. Here 𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡) is the normal form of the binary term 𝑡𝑡. 

Since for any binary term 𝑡𝑡 the rooted graphs of 𝑡𝑡 and 𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡) are the same, we 

have 𝑡𝑡 ≈ 𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡) ∈ Id 𝒦𝒦. Then for any graph hypersubstitution 𝜎𝜎𝑡𝑡 with 𝜎𝜎𝑡𝑡(𝑓𝑓) = 𝑡𝑡 ∈
𝑊𝑊𝜏𝜏(𝑋𝑋2), one obtains 𝜎𝜎𝑡𝑡 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡). 

Table 1. In [3], all rooted graphs with at most two vertices were considered. Then, 

we formed the corresponding binary terms and used the algorithm to construct 

normal form terms. The result is given in the following table: 

Normal form term graph hypers Normal form term graph hypers 

𝑥𝑥1𝑥𝑥2 
𝑥𝑥2 
𝑥𝑥2𝑥𝑥2 
(𝑥𝑥1𝑥𝑥1)𝑥𝑥2 
𝑥𝑥1(𝑥𝑥2𝑥𝑥2) 
(𝑥𝑥1𝑥𝑥1)(𝑥𝑥2𝑥𝑥2) 
𝑥𝑥1(𝑥𝑥2𝑥𝑥1) 
(𝑥𝑥1𝑥𝑥1)(𝑥𝑥2𝑥𝑥1) 
𝑥𝑥1((𝑥𝑥2𝑥𝑥1)𝑥𝑥2) 
(𝑥𝑥1𝑥𝑥1)((𝑥𝑥2𝑥𝑥1)𝑥𝑥2) 

𝜎𝜎0 
𝜎𝜎2 
𝜎𝜎4 
𝜎𝜎6 
𝜎𝜎8 
𝜎𝜎10 
𝜎𝜎12 
𝜎𝜎14 
𝜎𝜎16 
𝜎𝜎18 

𝑥𝑥1 
𝑥𝑥1𝑥𝑥1 
𝑥𝑥2𝑥𝑥1 
(𝑥𝑥2𝑥𝑥1)𝑥𝑥2 
𝑥𝑥2(𝑥𝑥1𝑥𝑥1) 
(𝑥𝑥2(𝑥𝑥1𝑥𝑥1))𝑥𝑥2 
𝑥𝑥2(𝑥𝑥1𝑥𝑥2) 
(𝑥𝑥2(𝑥𝑥1𝑥𝑥2))𝑥𝑥2 
𝑥𝑥2((𝑥𝑥1𝑥𝑥1)𝑥𝑥2) 
(𝑥𝑥2((𝑥𝑥1𝑥𝑥1)𝑥𝑥2))𝑥𝑥2 

𝜎𝜎1 
𝜎𝜎3 
𝜎𝜎5 
𝜎𝜎7 
𝜎𝜎9 
𝜎𝜎11 
𝜎𝜎13 
𝜎𝜎15 
𝜎𝜎17 
𝜎𝜎19 

Since 𝐺𝐺(𝜎𝜎3),𝐺𝐺(𝜎𝜎4),𝐺𝐺(𝜎𝜎6),𝐺𝐺(𝜎𝜎7),𝐺𝐺(𝜎𝜎8),𝐺𝐺(𝜎𝜎9),𝐺𝐺(𝜎𝜎10),𝐺𝐺(𝜎𝜎11),𝐺𝐺(𝜎𝜎14), 
𝐺𝐺(𝜎𝜎15),𝐺𝐺(𝜎𝜎16),𝐺𝐺(𝜎𝜎17),𝐺𝐺(𝜎𝜎18)  and 𝐺𝐺(𝜎𝜎19)  have loops, hence they satisfy 

conditions (i), (ii), (iii) and (iv) of Theorem 3.1. Thus we have the following relations: 

𝜎𝜎3 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎4 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎6 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎7 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎8 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎9 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎10 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎11 
∼𝒦𝒦 𝜎𝜎14 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎15 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎16 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎17 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎18 ∼𝒦𝒦 𝜎𝜎19 
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Let 𝑀𝑀𝒦𝒦 be the set of all normal form graph hypersubstitutions in 𝒦𝒦. Then we get, 

𝑀𝑀𝒦𝒦 ′ = {𝜎𝜎0,𝜎𝜎1,𝜎𝜎2,𝜎𝜎3,𝜎𝜎5,𝜎𝜎12,𝜎𝜎13}. 
We defined the product of two normal form graph hypersubstitutions in 𝑀𝑀𝒦𝒦 ′  as 

follows. 

Definition 4.5 The product 𝜎𝜎1𝑁𝑁 ∘𝑁𝑁 𝜎𝜎2𝑁𝑁 of two normal form graph hypersubstitutions 

is defined by (𝜎𝜎1𝑁𝑁 ∘𝑁𝑁 𝜎𝜎2𝑁𝑁)(𝑓𝑓)  =  𝑁𝑁𝑁𝑁(𝜎𝜎�1𝑁𝑁[𝜎𝜎�2𝑁𝑁(𝑓𝑓)]). 

Table 2. The following table gives the multiplication of elements in 𝑀𝑀𝒦𝒦 ′ . 

∘𝑁𝑁 𝜎𝜎0 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎5 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13 

𝜎𝜎0 𝜎𝜎0 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎5 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13 

𝜎𝜎1 𝜎𝜎1 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 

𝜎𝜎2 𝜎𝜎2 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎1 𝜎𝜎1 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 

𝜎𝜎3 𝜎𝜎3 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎3 𝜎𝜎3 𝜎𝜎3 

𝜎𝜎5 𝜎𝜎5 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎0 𝜎𝜎3 𝜎𝜎3 

𝜎𝜎12 𝜎𝜎12 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎13 𝜎𝜎12 𝜎𝜎13 

𝜎𝜎13 𝜎𝜎13 𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎12 𝜎𝜎3 𝜎𝜎3 

The concept of a proper hypersubstitution of a class of algebras was introduced in [9]. 

Definition 4. 6 A hypersubstitution 𝜎𝜎 is called proper with respect to a class 𝒦𝒦 of 

algebras if 𝜎𝜎�[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦 for all 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ∈ Id 𝒦𝒦. 

A graph hypersubstitution with the property that 𝜎𝜎(𝑓𝑓) contains both variables 𝑥𝑥1 
and 𝑥𝑥2  is called regular.  It is easy to check that the set of all regular graph 

hypersubstitutions forms a groupoid 𝑀𝑀𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟. 

The following lemma was proved in [3]. 

Lemma 4.2 For each non-trivial term 𝑠𝑠, (𝑠𝑠 ≠ 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋) and for all 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑋𝑋, we have 

𝐸𝐸(𝜎𝜎�6[𝑠𝑠]) = 𝐸𝐸(𝑠𝑠) ∪ {(𝑢𝑢,𝑢𝑢)|(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠)}, 

𝐸𝐸(𝜎𝜎�8[𝑠𝑠]) = 𝐸𝐸(𝑠𝑠) ∪ {(𝑣𝑣, 𝑣𝑣)|(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠)},  
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and  𝐸𝐸(𝜎𝜎�12[𝑠𝑠]) = 𝐸𝐸(𝑠𝑠) ∪ {(𝑣𝑣,𝑢𝑢)|(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐸𝐸(𝑠𝑠)}. 

In the similar way we can prove that, 𝐸𝐸(𝜎𝜎�3[𝑠𝑠]) = {(𝐿𝐿(𝑠𝑠), 𝐿𝐿(𝑠𝑠))}.  

We want to find all proper graph hypersubstitutions with respect to 𝒦𝒦.  Then we 

obtain: 

Theorem 4. 1 {𝜎𝜎0,𝜎𝜎3,𝜎𝜎12} is the set of all proper graph hypersubstitutions with 

respect to 𝒦𝒦.  

Proof.  If 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ∈ Id 𝒦𝒦  and 𝑠𝑠, 𝑡𝑡  are trivial terms, then for every graph 

hypersubstitution 𝜎𝜎 ∈ {𝜎𝜎0,𝜎𝜎3,𝜎𝜎12} the term 𝜎𝜎�[𝑠𝑠] and 𝜎𝜎�[𝑡𝑡] are also trivial and thus 

𝜎𝜎�[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦.  In the same manner, we see that 𝜎𝜎�[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦 for 

every 𝜎𝜎 ∈ {𝜎𝜎0,𝜎𝜎3,𝜎𝜎12} if 𝑠𝑠 = 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥. 

Now assume that 𝑠𝑠  and 𝑡𝑡  are non- trivial terms, different from variables, and  

𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ∈ Id 𝒦𝒦.  

Consider 𝜎𝜎0. Since 𝜎𝜎0 = 𝑥𝑥1𝑥𝑥2, it is clear that 𝐸𝐸(𝜎𝜎�0[𝑠𝑠]) = 𝐸𝐸(𝑠𝑠) and 𝐿𝐿(𝜎𝜎�0[𝑠𝑠]) =
𝐿𝐿(𝑠𝑠) for all non-trivial term 𝑠𝑠. Hence 𝜎𝜎�0[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�0[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦. 

Consider 𝜎𝜎3.  By Lemma 4.2, 𝐸𝐸(𝜎𝜎�3[𝑠𝑠]) = {(𝐿𝐿(𝑠𝑠), 𝐿𝐿(𝑠𝑠))}  and 𝐸𝐸(𝜎𝜎�3[𝑡𝑡]) =
{(𝐿𝐿(𝑡𝑡), 𝐿𝐿(𝑡𝑡))}.  That is 𝐺𝐺(𝑠𝑠) and 𝐺𝐺(𝑡𝑡) have a loop.  By Theorem 3.1 (i), we get 

𝜎𝜎�3[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�3[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦. Therefore 𝜎𝜎3 is a proper hypersubstitution. 

Consider 𝜎𝜎12.  If 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 have a loop then 𝜎𝜎�12[𝑠𝑠] and 𝜎𝜎�12[𝑡𝑡] have a loop.  By 

Theorem 3.1 (i), 𝜎𝜎�12[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�12[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦.  If 𝑠𝑠  and 𝑡𝑡  have no loop then 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) = 𝐺𝐺(𝑡𝑡) and 𝐿𝐿(𝑠𝑠) = 𝐿𝐿(𝑡𝑡).  By Lemma 4.2, we get 𝐺𝐺(𝜎𝜎�12[𝑠𝑠]) = 𝐺𝐺(𝜎𝜎�12[𝑡𝑡]),
𝐿𝐿(𝜎𝜎�12[𝑠𝑠]) = 𝐿𝐿(𝜎𝜎�12[𝑡𝑡]) . So 𝜎𝜎�12[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�12[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦.  Therefore 𝜎𝜎12  is a proper 

hypersubstitution.  

For any 𝜎𝜎 ∉ {𝜎𝜎0,𝜎𝜎3,𝜎𝜎12}, let 𝑠𝑠1 = 𝑥𝑥1𝑥𝑥1 and 𝑡𝑡1 = 𝑥𝑥2𝑥𝑥2. Then 𝑠𝑠1 ≈ 𝑡𝑡1 ∈ Id 𝒦𝒦. 

We see that, 𝜎𝜎�1[𝑠𝑠1] = 𝑥𝑥1 , 𝜎𝜎�1[𝑡𝑡1] = 𝑥𝑥2 , 𝜎𝜎�2[𝑠𝑠1] = 𝑥𝑥1  and 𝜎𝜎�2[𝑡𝑡1] = 𝑥𝑥2.  Thus 

𝜎𝜎�1[𝑠𝑠1] ≈ 𝜎𝜎�1[𝑡𝑡1], 𝜎𝜎�2[𝑠𝑠1] ≈ 𝜎𝜎�2[𝑡𝑡1] ∉ Id 𝒦𝒦. 

Let 𝑠𝑠2 = 𝑥𝑥1𝑥𝑥2  and 𝑡𝑡2 = (𝑥𝑥1𝑥𝑥2)𝑥𝑥2.  Then 𝑠𝑠2 ≈ 𝑡𝑡2 ∈ Id 𝒦𝒦.  We see that, 

𝜎𝜎�5[𝑠𝑠2] = 𝑥𝑥2𝑥𝑥1, 𝜎𝜎�5[𝑡𝑡2] = 𝑥𝑥2(𝑥𝑥2𝑥𝑥1), 𝜎𝜎�13[𝑠𝑠2] = 𝑥𝑥2(𝑥𝑥1𝑥𝑥2) and  
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𝜎𝜎�13[𝑡𝑡2] = 𝑥𝑥2(�𝑥𝑥2(𝑥𝑥1𝑥𝑥2)�𝑥𝑥2). We see that 𝜎𝜎�5[𝑠𝑠2], 𝜎𝜎�5[𝑠𝑠2] have no loop but 𝜎𝜎�5[𝑡𝑡2],
𝜎𝜎�13[𝑡𝑡2] have a loop. Hence 𝜎𝜎�5[𝑠𝑠2] ≈ 𝜎𝜎�5[𝑡𝑡2], 𝜎𝜎�13[𝑠𝑠2] ≈ 𝜎𝜎�13[𝑡𝑡2] ∉ Id 𝒦𝒦. 

Therefore {𝜎𝜎0,𝜎𝜎3,𝜎𝜎12}  is the set of all proper graph hypersubstitutions with 

respect to 𝒦𝒦.            

Now, we apply our results to characterize all hyperidentities in 𝒦𝒦. Clearly, if 𝑠𝑠 and 

𝑡𝑡 are trivial terms, then 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is a hyperidentity in 𝒦𝒦 if and only if 𝐿𝐿(𝑠𝑠) =  𝐿𝐿(𝑡𝑡), 

𝑅𝑅(𝑠𝑠)  =  𝑅𝑅(𝑡𝑡) and 𝑥𝑥 ≈ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 is a hyperidentity in 𝒦𝒦, too.  So, we consider the 

case that 𝑠𝑠 and 𝑡𝑡 are non-trivial terms and different from variables. 

Theorem 4.2 An identity 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡  in 𝒦𝒦 , where 𝑠𝑠  and 𝑡𝑡  are non- trivial terms and 

different from variables is a hyperidentity in 𝒦𝒦 ′ if and only if 𝜎𝜎�1[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�1[𝑡𝑡], 𝜎𝜎�2[𝑠𝑠] ≈
𝜎𝜎�2[𝑡𝑡] and 𝜎𝜎�5[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�5[𝑡𝑡] are also identities in 𝒦𝒦. 

Proof.  Let 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 ∈ Id 𝒦𝒦 , where 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 are non- trivial and 𝑠𝑠 ≠ 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 ≠ 𝑥𝑥.  If 𝑠𝑠 ≈ 𝑡𝑡 is  
a hyperidentity in 𝒦𝒦 , then 𝜎𝜎�1[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�1[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦, 𝜎𝜎�2[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�2[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦  and 

𝜎𝜎�5[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�5[𝑡𝑡] ∈ Id 𝒦𝒦.  

Assume that 𝜎𝜎�1[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�1[𝑡𝑡], 𝜎𝜎�2[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�2[𝑡𝑡] and 𝜎𝜎�5[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�5[𝑡𝑡] are identities in 

𝒦𝒦. Since 𝜎𝜎0,𝜎𝜎3,𝜎𝜎12 are the proper graph hypersubstitutions, we have 𝜎𝜎�0[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�0[𝑡𝑡],
𝜎𝜎�3[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�3[𝑡𝑡] and 𝜎𝜎�12[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�12[𝑡𝑡] are identities in 𝒦𝒦. 

Because of 𝜎𝜎12 ∘𝑁𝑁 𝜎𝜎5 = 𝜎𝜎13  and 𝜎𝜎12  is a proper graph hypersubstitution with 

respect to the class 𝒦𝒦, we have 𝜎𝜎�13[𝑠𝑠] ≈ 𝜎𝜎�13[𝑡𝑡] is an identity in 𝒦𝒦.    
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1. กระดาษและเลขหนา 

 ตั้งคาขนาดกระดาษ และระยะขอบดังนี้  ขนาดของกระดาษ : 19.05 ซม. x 26.03 ซม.  

 ระยะกั้นขอบซาย (left margin) : 2.22 ซม.  ระยะกั้นขอบขวา (right margin) : 2.22 ซม. 
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 การยอหนา ระยะละ 0.64 ซม.   เลขหนา อยูกึ่งกลางหนากระดาษดานลาง 

2. อักษร 

 ฟอนตของ อักษร ท้ังภาษาไทยและภาษา อังกฤษกํ าหนดเปน  TH Sarabun New (ดาวน โหลด  ไดที่  

http://www.f0nt.com/release/th-sarabun-new/) และกําหนดขนาดและลักษณะของอักษร ในสวนตาง ๆ ดังนี้  

ชื่อบทความใชอักษรขนาด 20 ตัวหนา ชื่อหัวขอและชื่อหัวขอยอยใชอักษรขนาด 16 ตัวหนา สําหรับเนื้อหา คํา

บรรยาย และท่ีมาของตารางและรูปภาพ ใชอักษรขนาด 16 ตัวปกติ  

3. หัวขอที่ตองมีในบทความ 

 ชื่อบทความ ชื่อผูเขียน ท่ีอยู : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 อีเมล : ภาษาอังกฤษ 

 บทคัดยอ คําสําคัญ : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 บทนํา เนื้อหา  สรุป : ภาษาไทย หรือ ภาษาอังกฤษ อยางใดอยางหนึ่ง 

 เอกสารอางอิง : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

4. การพิมพบทคัดยอ 

 บทคัดยอมีเพียงหนึ่งยอหนา โดยเปนการเขียนอยางกะทัดรัด ไดใจความ และไมมีรายการอางอิง 

5. การพิมพคําสาํคัญ   

 คําสําคัญภาษาไทย แตละคําใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยไมมีจุลภาคคั่น และเร่ิมตนบรรทัดดวยคําวา  

“คําสําคัญ:” 

 คําสําคัญภาษาอังกฤษ แตละคําใหข้ึนตนดวยอักษรตัวพิมพใหญ ใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยมีจุลภาคคั่น และ

เริ่มตนบรรทัดดวยคําวา “Keywords:”  

6. ชื่อ ที่อยู และอีเมลของผูเขียน 

 ระบุชื่อผูเขียนทุกคน และหนวยงานหรือท่ีอยูสําหรับติดตอ รวมท้ังอีเมลของทุกคน โดยพิมพชิดขอบขวาของ

กระดาษ 
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7. การพิมพหัวขอ หรือ หัวขอยอย  

ตําแหนงการพิมพใหพิมพชิดขอบซายของกระดาษ และการลําดับหัวขอ ใหใชตัวเลขในการลําดับหัวขอ และ 

ตอดวยจุด เชน  1.  2.  สําหรับหัวขอยอยใหใชตัวเลขหัวขอ ตอดวยจุด และตามดวยตัวเลขลําดับหัวขอยอย เชน 

2.1  2.2 

8. คําแนะนาํอ่ืน ๆ 

 คําศัพทวิชาการภาษาไทย ใหใชตามศัพทบัญญัติของสํานักงานราชบัณฑิตยสถาน ดูไดท่ี 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 

 การเวนวรรค ใหใชระยะชองวาง 1 ชอง  

 ตัวแปร ใหพิมพดวยตัวเอียง 

 สมการ ใหใชการพิมพ ไมอนุญาตใหใชในลักษณะรูปภาพ สําหรับลําดับหมายเลขกํากับสมการ ใหเขียน

หมายเลขอยูในวงเล็บเล็ก และวางชิดขอบขวาของกระดาษ  

 รูปภาพ ตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับใตรูป โดยพิมพในรูปแบบ : “รูปท่ี หมายเลขรูป คําบรรยายรูป” 

เชน รูปท่ี 1 แผนภาพแสดงความสัมพันธ ท้ังนี้กรณีมีรูปยอย ใหใช  (ก)  (ข)  (ค) ... ตอจากหมายเลขรูป 

เชน รูปท่ี 1(ก)  รูปท่ี 1(ข)  

 ตาราง ใหใชเสนตารางเปนเสนสีดํา โดยตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับเหนือตาราง โดยพิมพในรูปแบบ 

“ตารางท่ี หมายเลขตาราง คําบรรยายตาราง”  

 ท้ังนี้ตําแหนงของ รูปภาพ ตาราง และคําบรรยาย ใหจัดไวกึ่งกลางของหนากระดาษ และหากนํารูปภาพ หรือ

ตาราง มาจากแหลงอ่ืน โปรดระบุแหลงท่ีมาดวย โดยระบุไวใตรูปภาพหรือตารางนั้น 

9. เอกสารอางอิง 

 การพิมพรายการเอกสารอางอิงใชตามหลักเกณฑ APA (American Psychological Association) ฉบับท่ี 6 

(ศึกษาเพ่ิมเติมไดท่ี https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) การเรียงลําดับเอกสารอางอิง

ใหเรียงตามลําดับตามอักษรแรกท่ีปรากฏของเอกสารอางอิง โดยเริ่มตนจากเอกสารอางอิงภาษาไทยกอนจนครบ 

แลวตอดวยเอกสารอางอิงภาษาอังกฤษ โดยเอกสารอางอิงภาษาไทยจะตองเขียนเปนภาษาอังกฤษดวย 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชปูถัมภ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 

โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 
 

 

วัตถุประสงคของสมาคมคณติศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 
  1. เพ่ือสงเสริมและสนับสนุนการศึกษา และงานวิจัยทางคณิตศาสตร 

2. เพ่ือพัฒนาและแลกเปลี่ยนความรูทางการสอนคณิตศาสตร 

3. เพ่ือเผยแพรความรูทางคณิตศาสตร 

4. เพ่ือสงเสริมวิชาชีพท่ีเกี่ยวกับคณิตศาสตร 

5. เพ่ือสรางความสัมพันธกับองคกรทางคณิตศาสตรในประเทศและตางประเทศ 

สมาชิกของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

มี  2  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  และสมาชิกสามัญ  

สมาชิกสามัญ  ไดแก ผูที่มีความสนใจทางคณิตศาสตร หรือผูที่มีวิชาชีพเกี่ยวกับคณิตศาสตร  

  สิทธิและหนาที่ของสมาชกิสามัญ 
1. มีสิทธิประดับเครื่องหมายของสมาคมฯ เม่ือไดรับหนังสืออนุญาตจากสมาคมฯ เปนลายลักษณอักษร 

2. มีสิทธิเขาถึงวารสารคณิตศาสตร ฉบับเต็มในรูปแบบออนไลน 

3. มีสิทธิเขารวมประชุมสามัญประจําป และรวมกิจกรรมท่ีสมาคมฯ จัดขึ้น 

4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 

5. มีสิทธิไดรับการเสนอชื่อ เพ่ือรับการเลือกตั้งเปนกรรมการบริหารสมาคมฯ 

6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเกี่ยวกับกิจการของสมาคมฯ ตอคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 

7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพ่ือตนเอง หรือบุตรของสมาชิก 

8. มีหนาท่ีรักษาไวซ่ึงเกียรติและมารยาทอันดีงามของสมาชิก 

9. มีหนาท่ีปฏิบัติตามระเบียบขอบังคับของสมาคมฯ  

คาสมัครสมาชิก ประกอบดวย  

1. คาลงทะเบียนในการสมัครครั้งแรก 30 บาท 

2. คาสมาชิกสามัญ ตลอดชีพ 3,000 บาท และ รายป 250 บาท  

วาระการเปนสมาชิกสามัญรายป เริ่มตัง้แตวนัที่ 1 มกราคม ถึงวันที่ 31 ธันวาคม ของป 

ดาวนโหลด  ใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ไดที่  

        http://www.mathassociation.net หวัขอ “สมัคร”  
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ใบสมัครสมาชกิ 

สมาคมคณติศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

วันท่ี ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ขาพเจา (ชื่อ - สกุล) ................................................................................................... อาชีพ ...................................... 

เบอรโทรศัพท ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงคจะสมัครเปนสมาชิกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามัญตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามัญรายป (250 บาท) 

พรอมใบสมัครนี้ไดชําระ คาสมาชกิและ/หรือ   คาลงทะเบียนสมัครครั้งแรก จํานวน 30  บาท 

          รวมเปนเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังบัญชีเลขท่ี  162-0-25671-1 ธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจรีุสแควร    

              ชื่อบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีท่ีมาติดตอดวยตนเองท่ีสมาคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

        ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย) 

ที่อยูสําหรับการจัดสงเอกสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 
 

ชือ่................................................................................................................................................................ 

เลขท่ี ............................. ซอย ....................................... หมูท่ี ....................................... 

ถนน .............................................. ตําบล ....................................... อําเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณยี ...............................  
 

 

 

ลงนาม............................................................ ผูสมัคร 

 (..............................................................................) 

 

(สําหรับเจาหนาท่ี)  เลขท่ีใบเสร็จ.......................... 
รับเงินคาสมาชกิจํานวน..................................... 
วันท่ี.................................................. 

 สมาชิกใหม 

 ตออายุ  เลขสมาชิกเดิม................. 

สมัครสมาชิก โดย (1) สแกน QR-Code หรือเขาลิงค https://bit.ly/37yC835 
หรือ (2) สงใบสมัครสมาชิก พรอมหลักฐานการโอนเงิน มาท่ี 

(ก)  สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ   
      ตู ป.ณ. 2022 ปณฝ.จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย กรุงเทพมหานคร 10332   หรือ   
(ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com  

แลวทางสมาคมฯ จะแจงยืนยันการสมัครสมาชิกใหทานทราบตอไป 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

รับรางวัล ผูทําคุณประโยชนใหแกกระทรวงศึกษาธกิาร 

ประจําปพุทธศักราช 2566 

  



กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

42 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

จัดการประชุมใหญสามัญประจําป 2565 
เม่ือวันพฤหัสบดีท่ี 20 เมษายน พ.ศ. 2566 

ณ หอง S106 อาคารบรรยายรวม 5 คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี  

มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ศูนยรังสิต 

 

 

 

 

 

 

วาระการประชุม 

  วาระท่ี 1 เรื่องแจงเพ่ือทราบ 

  วาระท่ี 2 รับรองรายงานการประชุมใหญสามญัประจําป 2564   

  วาระท่ี 3 รายงานผลงานประจําป 2565 

  วาระท่ี 4 เรื่องเพ่ือพิจารณา 

   4.1 รับรองงบแสดงฐานะการเงินสมาคมฯ สิ้นสุดวันท่ี 31 ธันวาคม พ.ศ. 2565 

   4.2 แตงตั้งผูตรวจบัญชี พ.ศ. 2566 

   4.3 รับรองรายช่ือกรรมการบรหิารสมาคมฯ วาระป 2566 – 2568 
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การอบรมครูภาคฤดูรอน ป 2566 
โดย 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ  

รวมกับ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) 

ในรูปแบบ onsite ณ คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ศูนยรังสิต 

ระหวางวันพฤหัสบดีท่ี 20 และวันศุกรท่ี 21 เมษายน พ.ศ. 2566 

 

ระดับประถมศึกษา  

หัวขอการอบรม วิทยากร 

หองเรียนคณิตศาสตร ท่ีเสริมสรางบรรยากาศการเรียนรู 

อยางมีความหมาย 

ผศ. ดร.ทรงชัย อักษรคิด 

อ. ดร.สกล ตั้งเกาสกุล 

การเรียนรูอยางมีความสุขในหองเรียนคณิตศาสตร อ. ดร.กฤษฎา วรพิน 

อ.บุษกร เอ๊ียวเจรญิ 

โจทยลกูผสมคลายปมทีละข้ัน อ. ดร.ณัฐพล สนพะเนาว 

ระดับมัธยมศึกษาตอนตน  

หัวขอการอบรม วิทยากร 
คณิตศาสตรสําคัญไฉน ตอน ตามหาตัวแบบเชิงคณิตศาสตร  

ในชีวิตประจําวัน  

อ. ดร.รุงฟา จันทจารภุรณ 

อ. ดร.ธัชพล พลรตัน  

อ. ดร.ธีรเชษฐ เรืองสุขอนันต 

จุดประกายการออกแบบกิจกรรมการเรียนรูคณิตศาสตร 

สูการเรียนรูฐานสมรรถนะ 

อ. ดร.รุงฟา จันทจารภุรณ 

อ. ดร.ธัชพล พลรตัน  

อ. ดร.ธีรเชษฐ เรืองสุขอนันต 

ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย  

หัวขอการอบรม วิทยากร 
คณิตศาสตรในเกมและคณิตศาสตรเชิงการจัด รศ. ดร.ชานนท พรมสกล 

วิทยาการเชิงขอมูลเบ้ืองตน  ผศ. ดร.ชัยณรงค เกษามูล 

เขียนกราฟใหสนุกพรอมประยุกตแกปญหา อ. ดร.ณัฐพล สนพะเนาว 

คณิตศาสตรการพนันรูทันเจามือ รศ. ดร.วราฤทธ์ิ พานิชกิจโกศลกุล 
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ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330

โทรศัพท และโทรสาร 02–252-7980

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ประจําป พ.ศ. 2566

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมตาง ๆ เพื่อกระตุนใหเกิดความตื่นตัวทางวิชาการ

ในวงการคณิตศาสตร ระดับตาง ๆ ท้ังใหบริการทางวิชาการแกสังคม เพื่อใหบรรลุวัตถุประสงคของ

สมาคมท่ีตั้งไว ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารวิชาการทางคณิตศาสตร

o วารสารคณิตศาสตร (TCI กลุม 2) จํานวน 3 ฉบับตอป 

o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จํานวน 4 ฉบับตอป

2. อบรมความรูคณิตศาสตร

ดูขอมูล รายละเอียดและกําหนดการ ไดท่ี https://www.mathassociation.net

3. สอบแขงขันคณิตศาสตรประจําป ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนตน และมัธยมศึกษาตอนปลาย

จัดสอบแขงขัน ประจําป 2566 ในเดือนพฤศจิกายน พ.ศ. 2566

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตรประจําป ครั้งท่ี 27 ประจาํป 2566

(The 27th Annual Meeting in Mathematics 2023 (AMM2023))

ระหวางวันท่ี 31 พฤษภาคม – 2 มิถุนายน พ.ศ. 2566 โดยศูนยสงเสริมการวิจัยคณิตศาสตร

แหงประเทศไทย ภายใตสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ รวมกับ ภาควิชาคณิตศาสตร

คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร เปนเจาภาพ

5. รวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ในการจัดสงผูแทนประเทศไทย

เขารวมการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ

6. สนับสนุนและรวมมือกับหนวยงานอ่ืนในกิจกรรมสงเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร
o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนตน และมัธยมศึกษาตอนปลาย

โดยรวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.)

ดูขอมูลและกําหนดการไดท่ี https://www.mathassociation.net ในหัวขอประกวดโครงงาน

o ประชุมวิชาการระดับปริญญาตรี ดานคณิตศาสตรประยุกต ครั้งท่ี 11 ประจาํป 2566

(The 11th Undergraduate in Applied Mathematics Conference 2023 (UAMC 2023))

ระหวางวันท่ี 29 – 30 เมษายน พ.ศ. 2566 โดย สาขาวิชาคณิตศาสตร สํานักวิชาวิทยาศาสตร

มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี เปนเจาภาพ

www.mathassociation.net MathThaiOrg@gmail.com 
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