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คุยกับกองบรรณาธิการฝายบริหาร 

สวัสดี ทานผูอานทุกทาน 

วารสารคณิตศาสตร์ โดยสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ เป็นการดำเนินการ 

ทางวิชาการหนึ่งของสมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ เพื่อเป็นประโยชน์แก่สมาชิก นักเรียน นิสิต นักศึกษา 

รวมถึงผู้สนใจทางคณิตศาสตร์ คณิตศาสตร์เป็นศาสตร์หนึ่งที่มีความสำคัญและมีการพัฒนาให้ทันยุคทันสมัยอยู่

เสมอ โดยเนื้อหาในวารสารคณิตศาสตร์ฯ จะเป็นบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความทั่วไป ที่มีความ

เก่ียวข้องกับคณิตศาสตร์  

ในปีนี ้ สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทยฯ ไดจัดใหมีการสอบแขงขันคณิตศาสตร ในสามระดับคือ  

ระดับประถมศึกษา ระดับมัธยมศึกษาตอนตน และระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ท้ังประเภททีม และประเภทบุคคล 

ในวันอาทิตย์ที่ 10 พฤศจิกายน พ.ศ. 2567 ที่ผ่านมา โดยมีสนามสอบทั่วประเทศ 8 แห่ง คือ กรุงเทพมหานคร 

นครปฐม เชียงใหม่ พิษณุโลก นครราชสีมา อุบลราชธานี สุราษฎ์ธานี และสงขลา มีนักเรียนให้ความสนใจสมัคร 

เข้าร่วมการแข่งขันรวมกว่าหมื่นคน โดยสามารถติดตามผลการสอบแขงขันไดทางเฟสบุคของสมาคมคณิตศาสตร

แหงประเทศไทยฯ  

กองบรรณาธิการขอขอบคุณผูเขียนบทความทุกทานท่ีใหความสนใจในการสงบทความ มาเผยแพรใน

วารสารคณิตศาสตรฯ และขอขอบพระคุณผูทรงคุณวุฒิทุกทานท่ีใหความอนุเคราะหในการประเมินบทความ 

ใหเปนบทความท่ีมีคุณภาพ สําหรับเผยแพรในวารสารฉบับน้ี สุดทายน้ีกองบรรณาธิการ ขอเชิญชวนคณาจารย 

นักวิชาการ นักวิจัย นิสิต นักศึกษา นักเรียน และผูท่ีสนใจทุกทาน รวมสงบทความ เพ่ือตีพิมพเผยแพรในวารสาร

คณิตศาสตรฯ ฉบับตอ ๆ ไป 

ในนามวารสารคณิตศาสตรฯ ขอใหปใหมน้ีนําพาการเริ่มตนใหม เปาหมายใหมท่ีสดใสมาสูทุกทาน  

ขอใหทานและครอบครัว มีแตความสุขในปใหมน้ี 
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กติกาและคําแนะนําสําหรับผูประสงคสงบทความเพ่ือลงตีพิมพในวารสารคณิตศาสตร 

 วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ เปน

วารสารวิจัยและวิชาการ เปดรับบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความท่ัวไป ท่ีเปนท้ัง

ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ โดยทุกบทความจะไดรับการคัดกรองจากผูทรงคุณวุฒิ เพ่ือลงตีพิมพใน

วารสารคณิตศาสตร 

กติกาของวารสารคณิตศาสตร 

วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ได

ปฏิบัติตามเกณฑท้ังเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพของศูนยดัชนีการอางอิงวารสารไทย (Thai Journal 
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บทคัดยอ 

ในบทความนี้ เราจะพิสูจนวิธีการแบงแผนไมออกเปน k  สวนเทา ๆ กัน โดยแผนไมมีความกวาง 

a  หนวย และความยาวมากกวา 2 2m a−  หนวย เม่ือ m  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดท่ี

มากกวา a  และ k  หาร m  ลงตัว โดยใชเพียงไมบรรทัดและอุปกรณสําหรับการตัด ซ่ึงเปนการ

ประยุกตใชความรูทางเรขาคณิตชวยในการแกปญหาอยางงาย 

คําสําคัญ:  เสนขนาน ความคลาย  

ABSTRACT 

In this paper, we prove the method for a partition of a plank to be the same  

k  parts where a width of the plank is a  units and its length is greater than 2 2m a−  

units when m  is the least positive integer such that m a>  and m  is divided by k , by 
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using a ruler and an equipment for cutting.  This is an application of a geometrical 

knowledge to solve the problem easily. 

Keywords:  Parallel, Similarity  

1. บทนํา  

บอยครั้งผูท่ีเรียนวิชาคณิตศาสตรมักจะเกิดคําถามวา “เรียนคณิตศาสตรไปเพ่ืออะไร” เพราะ

ไมไดนําไปใชในชีวิตจริง ปญหาตอไปนี้ผูเขียนไดเห็นจากคลิปวิดีโอของอน บานทองกวาว [2]  

ท่ีนําเสนอวิธีแบงชองเทา ๆ กัน ไมตองใชเครื่องคิดเลข ซ่ึงเปนเรื่องราวของชางไมคนหนึ่ง ท่ีตองการ

แบงแผนไมรูปสี่เหลี่ยมผืนผาออกเปนสามสวนเทา ๆ กัน โดยใชเพียงไมบรรทัดและอุปกรณสําหรับ

การตัด ซ่ึงแผนไมดังกลาวมีความกวางมากกวา 20 เซนติเมตร แตไมเกิน 21 เซนติเมตร  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ท้ังนี้ หากแผนไมมีความกวาง 20.57 เซนติเมตร โดยปกติถาใชเครื่องคิดเลขการหาร 20.57  

ดวย 3 จะไดผลลัพธประมาณ 6.8566 เซนติเมตร ซ่ึงไมสามารถกําหนดระยะดังกลาวท่ีแนนอนบนไม

บรรทัดได ชางไมจึงแกปญหาดังกลาวดวยวิธีการดังตอไปนี้  

ข้ันท่ี 1 ใชไมบรรทัดท่ีมีความยาวอยางนอย 21 เซนติเมตร เอียงจากจุด A  ใหไปตัดกับดาน BC  ท่ี

จุด E  โดยท่ีความยาวจากจุด A  ไปยังจุด E  เปน 21 เซนติเมตร พอดี ดังรูป ดังนั้นเราจะสามารถ

แบงสวนของเสนตรง AE  บนไมบรรทัดเปนสามสวนเทา ๆ กัน ไดพอดี ท่ีจุด 1P  และ 2P  โดยท่ีจุด 

1P  เปนจุดท่ีระยะ 7 เซนติเมตร และจุด 2P  เปนจุดท่ีระยะ 14 เซนติเมตร ตามลําดับ ทําเครื่องหมาย

ท่ีจุด 1P  และ 2P   
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ข้ันท่ี 2 เลือกจุดจุดหนึ่งบนดาน AD  เรียกจุดนั้นวาจุด F  ดําเนินการเชนเดียวกันกับข้ันท่ี 1 ท่ี 

จุด F  โดยเอียงไมบรรทัดจากจุด F  ใหไปตัดกับดาน BC  ท่ีจุด H  โดยท่ี FH  ความยาว 21 

เซนติเมตร ดังรูป แบงสวนของเสนตรง FH  ท่ีจุด 1Q  และ 2Q  โดยท่ีจุด 1Q  เปนจุดท่ีระยะ 7 

เซนติเมตร และจุด 2Q  เปนจุดท่ีระยะ 14 เซนติเมตร ตามลําดับใหทําเครื่องหมายท่ีจุด 1Q  และ 2Q  
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ข้ันท่ี 3 ลากเสนตรงผานจุด 1P  และ 1Q  และเสนตรงผานจุด 2P  และ 2Q   

 

 

 

 

 

 

 

 
ข้ันท่ี 4 ใชอุปกรณสําหรับการตัด ตัดตามแนวเสนตรง 1 1P Q  และ 2 2P Q   

ซ่ึงชางไมไดสรุปวา แผนไมท้ัง 3 แผนจะมีขนาดท่ีเทากัน ตามตองการ 

ในหัวขอตอไป จะแสดงการพิสูจน เพ่ือตรวจสอบวิธีดังกลาววา สามารถแบงแผนไมใหมีขนาดเทา ๆ 

กันได จริงหรือไม พรอมท้ังขยายปญหาการแบงแผนไมเปนกรณีท่ัวไป 

2. การพิสูจน 

ในการพิสูจน อาศัยความรูทางเรขาคณิต ในเรื่องตอไปนี้ เสนขนาน เสนตั้งฉาก การเทากัน 

ทุกประการของรูปสามเหลี่ยม และสามเหลี่ยมคลาย  

บทนิยาม 2.1 [1] รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ รูปสี่เหลี่ยมท่ีมีดานตรงขามขนานกันท้ังสองดาน 

บทนิยาม 2.2 [1] รูปสี่เหลี่ยมผืนผา คือ รูปสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีสี่มุมฉาก 

บทนิยาม 2.3 [1] ระยะหางระหวางเสนกับจุดท่ีไมอยูในเสนนั้น คือ ความยาวของสวนของเสนตรง 

ท่ีลากจากจุดนั้นไปตั้งฉากกับเสนตรงดังกลาว 

บทนิยาม 2.4 [1] รูปสามเหลี่ยมสองรูปเทากันทุกประการ ก็ตอเม่ือ มุมท่ีสมนัยกันมีขนาดเทากัน 

และความยาวดานท่ีสมนัยกันเทากัน 
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บทนิยาม 2.5 [1] รูปสามเหลี่ยมสองรูปคลายกัน ก็ตอเม่ือ มุมท่ีสมนัยกันมีขนาดเทากัน และ

อัตราสวนของความยาวดานท่ีสมนัยกันเทากัน 

 

 

 

จากรปู ถารูปสามสามเหลี่ยม ABC  คลายกับรูปสามเหลี่ยม DEF  จะเขียนแทนดวย ABC DEF∆ ∆  

ดังนั้น ABC DEF∆ ∆  ก็ตอเม่ือ   1.    CAB = FDE, ABC = DEF  และ  BC A = EFD  

  2. AB BC CA=
DE EF FD

=  

สัจพจน 2.1 [1] ถาเสนขนานสองเสนมีเสนตัดขวาง แลว มุมท่ีสมนัยกันแตละคูยอมมีขนาดเทากัน 

ทฤษฎีบท 2.2 [1] (มุม-มุม-ดาน) สําหรับ ABC∆  และ DEF∆  กําหนดให  AB = DE, CAB = FDE  

และ  BCA = EFD  แลว ABC∆  เทากันทุกประการกับ DEF∆  

ทฤษฎีบท 2.3 [1] ถามุมท่ีสมนัยกันสองมุมของรูปสามเหลี่ยมสองรูปมีขนาดเทากัน แลว สามเหลี่ยม

สองรูปนั้นจะคลายกัน 

ทฤษฎีบท 2.4 [1] ถาเสนตรงสองเสนตั้งฉากกับเสนเดียวกัน แลว เสนตรงสองเสนนั้นจะขนานกัน 

ทฤษฎีบท 2.5 [1] ถาเสนตรงเสนหนึ่งตัดขวางเสนขนานคูหนึ่ง แลว มุมภายในบนขางเดียวกันของ

เสนตัดขวางรวมกันเปน 180 องศา 

ทฤษฎีบท 2.6 [1] ถาดานสองดานของรูปสี่เหลี่ยมรูปหนึ่งขนานกันและมีความยาวเทากัน แลว  

รูปสี่เหลี่ยมนั้นจะเปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 

ทฤษฎีบท 2.7 [1] ณ จุดจุดหนึ่งท่ีไมอยูบนเสนตรงเสนหนึ่ง จะมีเสนตรงผานจุดนั้นท่ีขนานกับ 

เสนตรงดังกลาวเพียงเสนเดียว  

ทฤษฎีบท 2.8 [1] ดานตรงขามของรูปสี่เหลี่ยมดานขนานยอมมีความยาวเทากัน 

ทฤษฎีบท 2.9 [1] มุมตรงขามของรูปสี่เหลี่ยมดานขนานยอมมีขนาดเทากัน 
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ทฤษฎีบท 2.10 ให 1  และ 2  เปนเสนตรงสองเสนใด ๆ โดยท่ีจุด A  และจุด B  เปนจุดท่ีอยูบน

เสนตรง 2  ถาระยะหางระหวางเสนตรง 1  กับจุด A  และระยะหางระหวางเสนตรง 1  กับจุด 

B  เทากัน แลว 1  ขนานกับ 2  (เขียนแทนดวย 1 2 // ) 

บทพิสูจน สมมติให ระยะหางระหวางเสนตรง 1  กับจุด A  และระยะหางระหวางเสนตรง 1  กับ

จุด B  เทากัน  

โดยบทนิยาม 2.3 จะไดวา สวนของเสนตรง AD  และสวนของเสนตรง BC  ตั้งฉากกับเสนตรง 1  

และ AD = BC เม่ือจุด D  และจุด C  เปนจุดท่ีลากจากจุด A  และจุด B  มาตั้งฉากกับเสนตรง 

1  ตามลําดับ  

 

 

 

 

 

เนื่องจาก AD


 และ BC


 ตั้งฉากกับเสนตรง 1  โดยทฤษฎีบท 2.4 ไดวา AD // BC
 

 ดังนั้น  

รูปสี่เหลี่ยม ABCD  มีดาน AD  ขนานกับดาน BC  และ AD = BC  โดยทฤษฎีบท 2.6 ไดวา 

รูปสี่ เหลี่ยม ABCD  เปนรูปสี่ เหลี่ยมดานขนาน ดังนั้น ดาน AB  และดาน DC  ขนานกัน 

เพราะฉะนั้น 1 2 //             

กําหนดใหรูปสี่เหลี่ยมผืนผา ABCD  มีความกวาง a  หนวย 

กําหนดให k  เปนจํานวนเต็มบวก ให m  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดท่ีมากกวา a  ซ่ึงหาร

ดวย k  ลงตัว และรูปสี่เหลี่ยมผืนผา ABCD  มีความยาวมากกวา 2 2m a−  หนวย 

ถัดไปจะพิสูจนวา สามารถแบงรูปส่ีเหล่ียมผืนผา ABCD  ออกเปน k  สวนท่ีมีขนาดเทา ๆ 

กันได โดยใชวิธีการท่ีไดกลาวไวในบทนํา  

บทพิสูจน ลากเสนตรงจากจุด A  ไปตัดกับดาน BC  ท่ีจุด E  โดยท่ี AE = m  แบงสวนของ 

เสน AE  เปน k  สวนเทา ๆ กัน ท่ีจุด 1 2 1P , P , , Pk−  ซ่ึงจะไดวา  

1 1 2 2 3 1AP P P P P P E = k
m
k−= = = =  
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และไดวา  

( )
2 3 1

12 3AP = , AP = , , AP = , , AP = i k

k mm m i m
k k k k−

− ××
   

สําหรับ 1, 2, , 1i k= −  

โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส จะไดวา 2 2BE = m a−  ดังนั้น 2 2BC > m a−  

ลากสวนของเสนตรงจากจุด F  ใหขนานกับดาน AB  ตัดดาน BC  ท่ีจุด G  (สามารถทําไดโดย

ทฤษฎีบท 2.7) ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยม ABGF  เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน จะไดวา AB = FG  (โดย

ทฤษฎีบท 2.8)  

เนื่องจาก  DA B = 90 = ABC  จึงไดวา  AFG = 90 = BG F  (โดยทฤษฎีบท 2.9) และไดวา 

 FG C = 90 = DFG   
ลากสวนของเสนตรงจากจุด F  ใหขนานกับดาน AE  ตัดดาน BC  ท่ีจุด H   

จาก BC


 เปนเสนตัดขวางของ AE


 และ FH


 ซ่ึง AE // FH
 

 ดังนั้น  AE B = FHG  (โดย

สัจพจน 2.1) จาก  AB = FG, ABE = FG H  และ  AE B = FHG  จะได ABE∆  เทากันทุก

ประการกับ FGH∆  (โดยทฤษฎีบท 2.2) จาก  EAB = H FG  และ FH = AE = m  ดังนั้นสามารถ

แบงสวนของเสนตรง FH  ออกเปน k  สวนเทา ๆ กันไดท่ีจุด 1 2 1Q , Q , , Qk−  ซ่ึงจะไดวา 

1 1 2 2 3 1FQ Q Q Q Q Q H = k
m
k−= = = =  

ให R i  และ Ti  เปนจุดตัดของเสนตรง P Qi i  กับสวนของเสนตรง AB  และ DC  ตามลําดับ 

สําหรับ 1, 2, , 1i k= −   

ลากสวนของเสนตรงจากจุด 1P  และ 1Q  ไปตั้งฉากกับดาน AD  ท่ีจุด M  และจุด N  

ตามลําดับ ดังรูป 
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พิ จ า รณารู ป  1AMP∆  และ  1FNQ∆  จาก   DA B = DFG  และ   EA B = HFG  ดั งนั้ น 

 DA E = DFH   

เนื่องจาก      

1 1 1 1MA P = DA E = DFH = NFQ , AM P = 90 = FNQ  และ 1 1AP  = FQ  จะได 

1AMP∆  และ 1FNQ∆  เทากันทุกประการ (โดยทฤษฎีบท 2.2) ดังนั้น 1 1MP  = NQ  ซ่ึง 1MP  และ 

1NQ  เปนระยะหางระหวางเสนตรง AD


 กับจุด 1P  และ 1Q  ตามลําดับ โดยทฤษฎีบท 2.10 จะได

วา 1 1AD // R T
 

  

จาก AB


 เปนเสนตัดขวางของ AD


 และ 1 1R T


 โดยท่ี DA B = 90  ดังนั้น 

1 1AR P = 90  

(โดยทฤษฎีบท 2.5) ในทํานองเดียวกันสามารถแสดงไดวา AD // R Ti i

 

 และ AR P = 90i i
  สําหรับ 

2, 3, , 1i k= −  

พิจารณารูป 1 1AR P∆  และ ABE∆  เนื่องจาก  

1 1P A R = EA B  และ  AR P = 90 = ABEi i
  

ดังนั้น 1 1AR P ABE∆ ∆  (โดยทฤษฎีบท 2.3) และไดวา 1 1AR AP 1 1
AE

m
a k m k

= = × =  หรือ 1AR a
k

=  

ในทํานองเดียวกันสามารถแสดงไดว า  AR P ABEi i∆ ∆  สําหรับ  2, 3, , 1i k= −  ดังนั้น 

AR AP 1
AE

i i i m i
a k m k

× = = × = 
 

 นั่นคือ AR i
i a

k
×

=  สําหรับ 2, 3, , 1i k= −   

จาก 2 1 1 2AR  = AR R R+  จะได 1 2 2 1
2R R  = AR AR a a a
k k k

− = − =  
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ในทํานองเดียวกัน จะไดวา  

( )
1 1

1
R R  = AR ARi i i i

i a i a a
k k k+ +

+ ×
− = − =  

สําหรับ 2, 3, , 2i k= −  

จาก 1 1AB = AR R Bk ka − −= +  จะไดวา 

( )
1 1

1
R B = ARk k

k a aa a
k k− −

−
− = − =  

ดังนั้น 1 1 2 2 3 1AR = R R = R R = = R B =k
a
k−  

จึงสรุปไดวา แผนไมแตละสวนมีขนาดเทากัน        

หมายเหตุ ในการพิสูจนนี้ จะยกเวนกรณี a m=  เพราะถา a m=  สามารถแบงรูปสี่เหลี่ยมผืนผา

ดังกลาวเปน k  สวนเทา ๆ กัน ไดเลย เชน แผนไมมีความกวาง 20 เซนติเมตร ตองการแบงเปน  

4 สวน เทา ๆ กัน สามารถแบงใหแตละสวนยาว 5 เซนติเมตร บนดาน AB  และ DC  โดยใช 

ไมบรรทัดได ดังรูป 

 

 

 

 

 

3. สรุป  

การแบงแผนไมรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ีมีความกวาง a  หนวย ออกเปน k  สวนเทา ๆ กัน ดวย 

วิธีตามข้ันท่ี 1 – ข้ันท่ี 4 ในบทนํา สามารถทําไดจริง เม่ือแผนไมมีความยาวมากกวา 2 2m a−  

หนวย โดย m  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดท่ีมากกวา a  ซ่ึงหารดวย k  ลงตัว ดังนั้น ปญหานี ้

จึงเปนตัวอยางของการประยุกตใชคณิตศาสตรในชีวิตจริง ซ่ึงผูท่ีประสบปญหาเชนเดียวกันสามารถ

นําวิธีการดังกลาวไปใชได 
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เรื่อง ทฤษฎีบทพีทาโกรัส สาระสําคัญของบทความ ประกอบดวย 1) การจัดการเรียนรูเชิงรุก เปนการจัด 

การเรียนรูท่ีสงเสริมใหนักเรียนมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนรูอยางกระตือรือรน ไดใชความรู ทักษะ 

และกระบวนการคิดข้ันสูง เพ่ือสรางความรูดวยตนเองจากการปฏิสัมพันธทางสังคม ผานกลไกสําคัญ

ของการเรียนรู คือ การดูดซึมประสบการณ และการปรับเปลี่ยนโครงสรางความรูความเขาใจ เพ่ือให

เกิดความสมดุล 2) การจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร มีลักษณะสําคัญ คือ การนําเสนอ

กิจกรรมทางคณิตศาสตรที่เชิญชวนใหนักเรียนมีสวนรวม การมีสวนรวมของนักเรียนในกิจกรรม

เพ่ือตอบสนองตอความสงสัยใครรู การสะทอนผลหลังกิจกรรมการเรียนรู และการเขารวมและ

มีปฏิสัมพันธกับสังคม เพ่ือสื่อสารและอภิปรายเก่ียวกับแนวคิดทางคณิตศาสตรท่ีแฝงอยูในกิจกรรม 

และ 3) ตัวอยางการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร เรื่อง ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ซ่ึงเปนการจัด 

การเรียนรูผานกิจกรรมท่ีมีชื่อวา “เรขาคณิตบนรมแปดเหลี่ยม” เริ่มตนจากการนําเสนอขอมูลท่ีสราง

ความสนใจ การจัดกิจกรรมใหนักเรียนไดใชคณิตศาสตรหาคําตอบท่ีตนเองตั้งไว การสะทอนสิ่งท่ีได

เรียนรู และการอภิปรายเพ่ือสื่อสารแนวคิดทางคณิตศาสตรท่ีตนเองไดรับ 

คําสําคัญ:  การจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร ทฤษฎีบทพีทาโกรัส กิจกรรมเรขาคณิตบน 

รมแปดเหลี่ยม 

ABSTRACT 

Active learning in mathematics goes beyond simply having fun activities, group 

discussions, hands-on activities, transferring knowledge to others, or immediate 

application of knowledge. This academic article aims to present the concept of active 

learning, its characteristics in mathematics education, and example of active learning 

in mathematics, specifically on the Pythagorean theorem. The main points include:  

1 )  Active learning approach encourages students to actively participate in learning 

activities, using their knowledge, skills, and higher-order thinking processes to construct 

their understanding through social interactions. It involves the assimilation of new 

experiences and the accommodation of their existing schemas to achieve 

equilibration; 2) The key features of active learning in mathematics include presenting 

mathematical activities that invite student participation, engaging students in activities 

that respond to their curiosity, reflecting on learning activities, and participating in 
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social interactions to communicate and discuss mathematical concepts embedded in 

the activities; and 3 )  One example of using active learning in mathematics on 

Pythagorean theorem is a lesson called “ Geometry on an Octagonal Umbrella” .  

It starts with presenting engaging information, organizing activities where students use 

mathematics to find answers to their questions, reflecting on what they have learned, 

and discussing to communicate their mathematical ideas. 

Keywords:   Active learning in mathematics, Pythagorean theorem, Geometry on an 

octagonal umbrella activity 

1. บทนํา 

ความมุงหมายประการหนึ่งของหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2551 คือ 

การใหนักเรียนไดเรียนรูคณิตศาสตร เนื่องดวยคณิตศาสตรมีบทบาทสําคัญตอความสําเร็จในการ

เรียนรูในศตวรรษท่ี 21 ชวยใหนักเรียนมีความคิดริเริ่มสรางสรรค คิดอยางมีเหตุผล เปนระบบ มี 

แบบแผน สามารถวิเคราะหปญหาหรือสถานการณไดอยางรอบคอบและถ่ีถวน ชวยใหคาดการณ 

วางแผน ตัดสินใจ แกปญหา ไดอยางถูกตองเหมาะสม และสามารถนําไปใชในชีวิตจริงไดอยาง 

มีประสิทธิภาพ การจัดการเรียนรูคณิตศาสตรท่ีประสบความสําเร็จ จะตองเตรียมนักเรียนใหมี 

ความพรอมท่ีจะเรียนรูสิ่งตาง ๆ พรอมท่ีจะประกอบอาชีพเม่ือสําเร็จการศึกษา หรือสามารถศึกษาตอ

ในระดับท่ีสูงข้ึนได [1]  

แนวการสอนหนึ่งท่ีไดรับความสนใจและเปนจุดเนนในเชิงนโยบายของการจัดการเรียนรู

คณิตศาสตรระดับมัธยมศึกษา ไดแก การเรียนรูเชิงรุก (active learning) ซ่ึงวาทกรรมท่ีไดรับ 

การกลาวถึงเปนอยางมากของการเรียนรูเชิงรุก คือ นักเรียนลงมือปฏิบัติดวยตนเอง และมีสวนรวมใน

บทเรียนอยางกระตือรือรน หลายคนจึงตีความวาเปนความสนุกสนานในการเรียนรูผานกระบวนการ

กลุม ใหนักเรียนเลมเกม รองเพลง มีการแขงขันกัน เพ่ือสรางบรรยากาศท่ีสะทอนถึงความ

กระตือรือรน ในอีกมุมหนึ่งตีความแบงแยกลักษณะของการเรียนรูเชิงรุกและการเรียนรูเชิงรับ 

(passive learning) ไปท่ีพฤติกรรมการสอนของครู ตามกรวยแหงประสบการณการเรียนรู (cone of 

experience)  ของ Dale [4] ท่ี มักถูกนําเสนอเ พ่ืออธิบายการเรียนรู เชิ งรุก ทําให เขาใจว า  

การเรียนรูเชิงรุก เปนการใหนักเรียนไดอภิปรายกลุม ลงมือปฏิบัติ และสอนผูอ่ืนหรือนําไปใชในทันที 
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ในขณะท่ีการเรียนรูเชิงรับเปนการใหนักเรียนฟงบรรยายจากครู อานขอความ ฟง ดู หรือชมการสาธิต

จากครู  

ความเขาใจดังกลาวสงผลสืบเนื่องมาสูการสรางแนวปฏิบัติสําหรับการเรียนรูเชิงรุกในวิชา

คณิตศาสตรท่ีตีความวา การใหนักเรียนลงมือปฏิบัติผานการทําแบบฝกหัดคณิตศาสตร การให

นักเรียนเขากลุมทํางานรวมกันและพูดคุยกันเพ่ือหวังใหเปนการอภิปราย และการใหนักเรียนทํา 

ใบงานดวยกันเปนคูแบบเพ่ือนชวยเพ่ือนเพ่ือใหเกิดการสอนผูอ่ืน เปนการเรียนรูเชิงรุก ซ่ึงเปนแนว

ปฏิบัติท่ีคลาดเคลื่อนและยังไมเพียงพอสําหรับการเรียนรูเชิงรุก เพ่ือพัฒนาการเรียนรูคณิตศาสตร

ของนักเรียน บทความนี้จึงมีวัตถุประสงคเพ่ือนําเสนอแนวคิดการจัดการเรียนรูเชิงรุก ลักษณะการ

จัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร และตัวอยางการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร เรื่อง 

ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ผานกิจกรรมท่ีมีชื่อวา “เรขาคณิตบนรมแปดเหลี่ยม” 

2. แนวคิดการจัดการเรียนรูเชิงรุก 

คําวา “การเรียนรูเชิงรุก” ท่ีใชกันในปจจุบัน พบวา มีความหมายครอบคลุมการปฏิบัติของ

นักเรียนและครู ซ่ึงสื่อความหมายถึงบทบาทของนักเรียนท่ีตองมีการเรียนรูเชิงรุก ในขณะท่ีครูก็ตองมี

บทบาทในการจัดการเรียนรูเชิงรุกดวย ดังนั้น เพ่ือสะทอนใหเห็นถึงบทบาทของครูท่ีชัดเจน บทความ

นี้จะใชคําวา การจัดการเรียนรูเชิงรุกเปนหลัก ซ่ึงอาจมีการใหความหมายไมคงท่ี [2] แตมีสาระสําคัญ

เดียวกัน คือ เปนการจัดการเรียนรูใด ๆ ก็ตามท่ีใหนักเรียนลงมือปฏิบัติสิ่งตาง ๆ และคิดในสิ่งท่ี

ตนเองกระทําอยู [2, 7] ภายใตสมมติฐานพ้ืนฐาน 2 ประการ คือ 1) การเรียนรูเปนความพยายามโดย

ธรรมชาติของมนุษย และ 2) แตละบุคคลมีแนวทางการเรียนรูท่ีตางกัน นักเรียนถูกเปลี่ยนบทบาท

จากผูรับความรู (receive) ไปสูการมีสวนรวมในการสรางความรู (co-creators) [7] นั่นคือ เปด

โอกาสใหนักเรียนเขามามีสวนรวมในการทํากิจกรรมดวยพลังปญญา รางกาย จิตใจ สังคม ไดความรู

ดวยความเขาใจ และสามารถนําความรูไปประยุกตใชในชีวิตจริงได การจัดการเรียนรูเชิงรุกสนับสนุน

ดวยทฤษฎีการสรางความรูดวยตนเอง (constructivism) ท่ีมีสมมติฐานวา บุคคลไมสามารถรับ

ความรูผานประสาทสัมผัสหรือดวยวิธีการบอกเลาและสื่อสารถายทอดความรูจากผูอ่ืน แตความรู 

จะเกิดข้ึนดวยการสรางข้ึนภายในตัวบุคคลเอง จากการปรับโครงสรางความรูความเขาใจ (mental 

structure) ใหสอดคลองหรือนําไปใชงานในสถานการณใหมได [8] ท้ังนี้ การเรียนรูจะเกิดข้ึนจาก

กระบวนการท่ีสราง ข้ึนมาภายในตนเองอยางตอเนื่องผานการดูดซึม (assimilation) และ 

การปรับเปลี่ยนโครงสราง (accommodation) เพ่ือใหเกิดความสมดุล (equilibration) ผาน 
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การไดรับประสบการณใหมท่ีกอใหเกิดความไมสมดุลจากการปฏิสัมพันธทางสังคม ทําใหบุคคลตอง

ปรับเปลี่ยนความรูความเขาใจท่ีมีอยูเดิมใหเขากับประสบการณใหม เพ่ือทําใหตนเองมีโครงสราง

ความรูความเขาใจท่ีมีความสมดุลอีกครั้ง [6] สะทอนใหเห็นวา การจัดการเรียนรูเชิงรุกท่ีอยูภายใต

ทฤษฎีการสรางความรูดวยตนเอง มีลักษณะสําคัญ คือ การจัดประสบการณใหนักเรียนลงมือทํางานท่ี

ตองเผชิญความขัดแยงกับความรูความเขาใจเดิมหรือรับรูวาความรูความเขาใจท่ีมีอยูเดิมไมเพียงพอ 

ซ่ึงอาศัยการปฏิสัมพันธทางสังคมเขามาชวยใหนักเรียนพบกับความขัดแยง เสนอขอมูลใหมเพ่ือให

นักเรียนนําเขาไปปรับ ผสาน หรือสรางความรูความเขาใจใหม จากนั้นใหนักเรียนนําความรูนั้นมาใช

เพ่ือสะทอนใหเห็นถึงการปรับโครงสรางความรูความเขาใจท่ีไดผนวกขอมูลใหมนั้นแลว ท้ังนี้

ปฏิสัมพันธทางสังคมจะเขามามีสวนชวยตรวจสอบวา ความรูความเขาใจถูกตองและสอดคลองกับ 

สิ่งท่ีไดเรียนรูหรือไม รวมท้ังยังชวยในการขยายความรูความเขาใจนั้นในมุมมองท่ีตางออกไป ครูผูสอน

จําเปนตองชวยเหลือและอํานวยความสะดวกใหนักเรียนสรางความรู ท่ีถูกตอง อาจทําไดโดย 

ใชรูปแบบการแสดงแทนความคิดท่ีเหมาะสมกับนักเรียนตามแนวคิดของบรูเนอร ไดแก การแสดง

แทนความคิดดวยการกระทํา (enactive representation) ซ่ึงเปนการเรียนรูผานการสัมผัสจับตอง

กับสิ่งของจริงดวยตัวนักเรียนเอง การแสดงแทนความคิดดวยการนึกภาพ (iconic representation) 

เปนการเรียนรูโดยใชภาพแทนสิ่งของจริง และการแสดงแทนความคิดดวยสัญลักษณ (symbolic 

representation) เปนการเรียนรูผานสิ่งท่ีเปนนามธรรมโดยใชภาษาและสัญลักษณตาง ๆ รวมท้ัง

ปรับบทบาทเปนผูอํานวยความสะดวก ชวยเหลือ แนะนํานักเรียนใหเกิดการเรียนรู เม่ือพบวานักเรียน

ยังไมสามารถทํากิจกรรมท่ีกําหนดได ตามแนวคิดเรื่องพ้ืนท่ีรอยตอพัฒนาการ (zone of proximal 

development) ของไวก็อทสก้ี เพ่ือใหนักเรียนขยายขอบเขตของการทําไดใหกวางข้ึน และเพ่ือเปน

การชวยใหนักเรียนมีสมาธิสนใจกับบทเรียน อาจใชสถานการณท่ีดึงดูดความสนใจเพ่ือใหนักเรียนเกิด

ความใสใจ เม่ือเกิดความใสใจแลว ขอมูลตาง ๆ จะเขาไปอยูในหนวยความจําระยะสั้นและพรอมท่ีจะ

นําไปใชในการทํากิจกรรมการเรียนรูตอไปตามทฤษฎีการประมวลผลขอมูล (cognitive information 

processing) ซ่ึงจะชวยสงเสริมใหเกิดการสรางความรูดวยตนเองไดสําเร็จ [6] 

โดยสรุปแลว การจัดการเรียนรูเชิงรุก เปนการจัดการเรียนรูท่ีสงเสริมใหนักเรียนมีสวนรวมใน

กิจกรรมการเรียนรูอยางกระตือรือรน ไดใชความรู ทักษะ และกระบวนการคิดข้ันสูงเพ่ือสรางความรู

ดวยตนเองจากการปฏิสัมพันธทางสังคม ผานกลไกสําคัญของการเรียนรู คือ การดูดซึม และ 

การปรับเปลี่ยนโครงสรางความรูความเขาใจเพ่ือใหเกิดความสมดุล อยางไรก็ตาม การจัดการเรียนรู
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คณิตศาสตรไดมีการนําแนวคิดการจัดการเรียนรูเชิงรุกมาใชในระยะหนึ่งแลว ซ่ึงจะอธิบายไวในหัวขอ

ถัดไป 

3. การจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร 

การจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร เปนการจัดการเรียนรูท่ีมุงเนนใหนักเรียนมีสวนรวม

อยางกระตือรือรนผานงานทางคณิตศาสตร [3] ซ่ึงเปนกิจกรรมหรือปญหาท่ีออกแบบมาเพ่ือให

นักเรียนมีสวนรวมในการคิดและฝกฝนทักษะพ้ืนฐานทางคณิตศาสตรไปจนถึงการแกปญหาท่ีซับซอน

และไมคุนเคย โดยเปนการเปลี่ยนบทบาทครูจากการใชวิธีการแบบบรรยาย ไปสูหองเรียนท่ีนักเรียน

เปนศูนยกลาง [9] ผานการจัดการเรียนรูท่ีดึงดูดใหนักเรียนมีสวนรวมในกิจกรรมการเรียนรู [12]  

โดยใชประสบการณและการมีปฏิสัมพันธตอโลกหรือสิ่งตาง ๆ ท่ีอยูรอบตัวของนักเรียน มากกวา

อาศัยหนังสือตําราเรียนพ้ืนฐานเปนท่ีมาหรือแหลงขอมูลของการเรียนรู รวมท้ังใชประโยชนจากความ

อยากรูอยากเห็นตามธรรมชาติของนักเรียน เพ่ือกระตุนใหเกิดการเรียนรู มอบประสบการณ 

ท่ีหลากหลาย นาสนใจ โดยใชท้ังสื่อทางกายภาพและสิ่งแวดลอม และสามารถปรับมาเปนการเรียนรู

รายบุคคลเม่ือนักเรียนเกิดความพรอม [9] ลักษณะหนึ่งของการจัดการเรียนรู เชิงรุกในวิชา

คณิตศาสตร คือ นักเรียนจะแสดงบทบาทเชิงรุก (active role) ในการเรียนรูของตนเองมากกวา 

การรับขอมูลจากครู โดยนักเรียนไดสื่อสารความคิดทางคณิตศาสตร ไตรตรอง สะทอนคิด รวมท้ังได

รวมอภิปรายเพ่ือแลกเปลี่ยนมุมมองท่ีตางกันออกไป [5] 

ชวงเวลาท่ีผานมา การจัดการเรียนรูเชิงรุกไดรับความสนใจและเปนจุดเนนสําหรับการพัฒนา 

การรูเรื่องคณิตศาสตรเปนอยางมาก ดังท่ีสภาครูคณิตศาสตรแหงชาติของสหรัฐอเมริกา (National 

Council of Teachers of Mathematics: NCTM) ไดเนนย้ําและชี้ใหเห็นวาการจัดการเรียนรูเชิงรุก 

ชวยปรับปรุงประสิทธิภาพการปฏิบัติงานทางคณิตศาสตรและเพ่ิมขีดความสามารถในการใช

คณิตศาสตรเพ่ือแสวงหาความรูทางวิชาการและวิชาชีพใหกับนักเรียน [10] อยางไรก็ตามการจัดการ

เรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตรเปนแนวคิดท่ีมีมาระยะหนึ่งแลว Smith [13] ไดอธิบายวา ต้ังแต

คริสต ศักราช  1982 หรือพุทธศักราช 2525 ได มีการเนนให ใชการจัดการเรียนรู เชิงรุกใน 

วิชาคณิตศาสตรของโรงเรียนมากข้ึน โดยใหเหตุผลวา คณิตศาสตรสามารถเรียนรูไดอยางมี

ประสิทธิภาพผานการมีสวนรวมในการทดลอง การต้ังคําถาม การไตรตรอง สะทอนคิด การคนพบ 

การประดิษฐ และการอภิปราย ดังนั้น บทบาทหนาท่ีของครูสําหรับการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชา

คณิตศาสตรตามทฤษฎีการสรางความรูดวยตนเอง จึงเปนการเตรียมการและจัดประสบการณตาง ๆ 
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ท่ีชวยใหนักเรียนสรางและพัฒนาความเขาใจในคณิตศาสตรของตนเอง นั่นคือ การอํานวยความ

สะดวกใหนักเรียนมีโครงสรางความรูความเขาใจท่ีขยายและลุมลึกมากข้ึนกวาเดิม ผูเขียนไดนํา

แนวคิดของ Smith [13] ท่ีอธิบายถึงลักษณะสําคัญของการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร 

มาอธิบายเชื่อมโยงใหเห็นถึงแนวทางปฏิบัติท่ีสนับสนุนดวยทฤษฎีการเรียนรู ไดดังนี้  

1. การนําเสนอกิจกรรมทางคณิตศาสตร  (presentation)  ในการจัดการเรียนรู เชิงรุก  

ควรนําเสนอกิจกรรมท่ีเชิญชวนใหนักเรียนมีสวนรวมและใชความสามารถในการคิดอยางเต็มท่ี เชน 

การใชเกม ปริศนา สถานการณท่ีชวนสงสัยและสรางความประหลาดใจ เพ่ือกระตุนความอยากรู

อยากเห็น และดึงความสนใจของนักเรียนออกมาไดอยางเต็มท่ี และท่ีสําคัญกิจกรรมนั้น ควรนําไปสู

ขอมูลท่ีขัดแยงกับความรูความเขาใจเดิม หรือสรางการรับรูวา ความรูความเขาใจเดิมท่ีนักเรียนมีอยู

ไมเพียงพอ อนึ่ง เม่ือนักเรียนไดรับขอมูลท่ีนาสนใจ จะเกิดความใสใจ ซ่ึงทําใหขอมูลนั้นเขาไปอยูใน

หนวยความจําระยะสั้น พรอมท่ีจะใชงานในกิจกรรมการเรียนรูท่ีกําลังจะเกิดข้ึน และนําไปสูกลไก 

การสรางความรูดวยตนเองในลําดับตอไป 

2. การมีสวนรวมในกิจกรรม (pupil activity) ในการจัดการเรียนรูเชิงรุก นักเรียนตองดําเนินการ

หาคําตอบใหกับความสงสัยใครรูของตนเอง สรางความเขาใจในสิ่งท่ีกําลังคิดและทํา ลักษณะสําคัญ

ของกิจกรรมการเรียนรูท่ีจะสรางการมีสวนรวมของนักเรียน คือ เปนกิจกรรมท่ีนักเรียนไดเรียนรูผาน

สถานการณใหม ท่ีไม คุนเคย และไมใช กิจวัตรประจําของการเรียนคณิตศาสตร นอกจากนี้   

เม่ือนักเรียนลงมือทํากิจกรรมแลว จะพบวาสิ่งท่ีกําลังเรียนรูอยูนั้นขัดแยงกับความรูเดิมท่ีมีหรือ

ความรู เดิมไมเพียงพอท่ีจะหาคําตอบได นักเรียนจะดูดซึมขอมูลความรู ท่ีครูนําเสนอเขาไป 

ปรับโครงสรางความรูความเขาใจเก่ียวกับเรื่องนั้น หรือหากเปนขอมูลความรูใหมท่ีไมเก่ียวของกับ

ความรูเดิม นักเรียนจะสรางโครงสรางความรูความเขาใจข้ึนมาอีกโครงสรางหนึ่ง และกลับสู 

ความสมดุลอีกครั้ง 

3. การสะทอนผลหลังกิจกรรมการเรียนรู (reflection) เม่ือทํากิจกรรมหรืองานทางคณิตศาสตร

เสร็จสิ้น ครูควรจัดใหมีการทบทวนการเรียนรูท่ีไดจากการทํากิจกรรมรวมกัน ซ่ึงจะเปนประโยชน

อยางมากในการชวยใหนักเรียนบูรณาการและเชื่อมโยงความคิดทางคณิตศาสตรท่ีไดรับกับความรู

และประสบการณเดิมท่ีมีอยู ท้ังนี้การใหนักเรียนสะทอนผลดวยตนเองเปนรายบุคคลตามลําพังไมได

รับประกันวานักเรียนไดเรียนรูแลว ข้ันตอนนี้ยังเปนการตรวจสอบวา นักเรียนไดสรางความรูท่ีถูกตอง

หรือไม ซ่ึงเปนผลมาจากการลงมือทํากิจกรรมและไดดูดซึมขอมูลความรูเขาไปปรับโครงสรางความรู
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ความเขาใจใหอยูในความสมดุล การสะทอนผลจะชวยใหครูผูสอนทราบวา ขอมูลความรูใหมไดเขาไป

ตอเติมกับโครงสรางความรูความเขาใจท่ีนักเรียนมี และเกิดเปนความรูใหมท่ีถูกตองหรือไม หาก

พบวาไมถูกตอง จะไดทําการแกไขไดในทันที 

4. การเขารวมและปฏิสัมพันธกับสังคม (socialization) หลังรวมกิจกรรมการเรียนรูและ 

ไดพัฒนาความเขาใจทางคณิตศาสตรเรื่องใดเรื่องหนึ่งแลว นักเรียนควรไดรับการสงเสริมใหอภิปราย

หรือสื่อสารแนวคิดทางคณิตศาสตรนั้นกับผูอ่ืน ซ่ึงจะสะทอนใหเห็นถึงความรู ความเขาใจ และการใช

ภาษาท่ีเหมาะสม เปนการขัดเกลาใหนักเรียนมีทักษะการสื่อสารทางคณิตศาสตรท่ีด ีและชวยตอเติม

แนวคิดทางคณิตศาสตรของตนเองใหสมบูรณยิ่งข้ึน และข้ันตอนนี้เอง จะชวยใหนักเรียนรับรูวา

ความรูท่ีสรางข้ึนมีความสอดคลองหรือขัดแยงกับสังคม รวมท้ังยังเปนโอกาสท่ีนักเรียนจะไดขยาย

แนวคิดของตนเองผานการดูดซึม และการปรับเปลี่ยนโครงสรางความรูความเขาใจเพ่ือใหเกิดความ

สมดุลอยางตอเนื่องในระหวางทํากิจกรรม อีกมุมหนึ่ง การปฏิสัมพันธกับสังคมนักเรียนจะไดพบความ

ชวยเหลือในการเรียนรูจากท้ังเพ่ือนและครู และทําใหนักเรียนประสบความสําเร็จในการเรียนรูไดเร็ว

ข้ึน 

โดยสรุปแลว การจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร เปนการจัดการเรียนรูท่ีใชกิจกรรมหรือ

งานทางคณิตศาสตรท่ีเชื่อมโยงกับเรื่องท่ีนักเรียนสนใจมากระตุนใหนักเรียนมีสวนรวมในกิจกรรม 

การเรียนรู สงเสริมใหนักเรียนไดลงมือปฏิบัติกิจกรรมและไดรับประสบการณการใชคณิตศาสตร 

เพ่ือสรางความรูหรือตอบคําถามจากความสงสัยของตนเอง ไดไตรตรอง สะทอนคิด และอภิปราย

เก่ียวกับความรูทางคณิตศาสตร โดยการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตรมีลักษณะสําคัญ คือ 

การนําเสนอกิจกรรมทางคณิตศาสตรท่ีเชิญชวนใหนักเรียนมีสวนรวม การมีสวนรวมของนักเรียนใน

กิจกรรมเพ่ือตอบสนองความสงสัยใครรูของตนเอง การสะทอนผลหลังกิจกรรมการเรียนรู และการ

เขารวมและมีปฏิสัมพันธกับสังคม เพ่ือสื่อสารและอภิปรายเก่ียวกับแนวคิดทางคณิตศาสตรท่ีแฝงอยู

ในกิจกรรม และเพ่ือใหเห็นลักษณะของการจัดการเรียนรูคณิตศาสตร ท่ีชัดเจนยิ่ง ข้ึน ท้ังนี้ 

ขอยกตัวอยางการจัดการเรียนรูเชิงรุกไวในหัวขอถัดไป 

4. ตัวอยางการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร 

การจัดการเรียนรูเชิงรุก เรื่อง ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ในรายวิชาคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 2 

ครูคณิตศาสตรมีความคุนเคยในเนื้อหาเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสเปนอยางดีอยูแลว กิจกรรม

ดังกลาวมีชื่อวา “เรขาคณิตบนรมแปดเหลี่ยม” ออกแบบกิจกรรมการเรียนรูโดยใชฐานคิดจาก
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สถานการณท่ีเสนอโดยสภาครูคณิตศาสตรแหงชาติของสหรัฐอเมริกา (NCTM) [11] ซ่ึงมีจุดประสงค

การเรียนรู  คือ 1) นักเรียนนําทฤษฎีบทพีทาโกรัสไปใชแกปญหาในสถานการณท่ีกําหนดได  

2) นักเรียนมีทักษะการเชื่อมโยงทางคณิตศาสตร สามารถเชื่อมโยงความรูเรื่องทฤษฎีบทพีทาโกรัสกับ

ชีวิตจริงได 3) นักเรียนมีทักษะการสื่อสารและสื่อความหมายทางคณิตศาสตร สามารถอธิบายแนวคิด

ทางคณิตศาสตรของตนเองใหผูอ่ืนเขาใจได และ 4) นักเรียนมีความมุมานะในการทําความเขาใจ

ปญหาและแกปญหาทางคณิตศาสตร ท้ังนี้กิจกรรมดังกลาวสามารถใชในการจัดการเรียนรูหลังจากท่ี

นักเรียนไดเรียนทฤษฎีบทพีทาโกรัสไปแลว หรืออาจจะนําไปปรับใชเพ่ือสอนทฤษฎีบทพีทาโกรัสไป

พรอมกันในชวงของการหาความสูงของรูปสามเหลี่ยมก็ไดเชนกัน ลักษณะการจัดการเรียนรูของ

กิจกรรมเรขาคณิตบนรมแปดเหลี่ยมเปนดังนี้ 

1. ใหนักเรียนชมภาพรมบนหนาจอท่ีครูแสดงดังรูปท่ี 4.1 จากนั้นใชคําถาม “นักเรียนเห็นสิ่งใด

ในภาพนี้บาง” ซ่ึงนักเรียนอาจตอบวา “รมท่ีมีสีตาง ๆ กัน” “รมเหลานี้มีรูปรางเหมือนแปดเหลี่ยม” 

“รูปแปดเหลี่ยมประกอบข้ึนจากรูปสามเหลี่ยมแปดรูป” “มีรมสีฟาแคสองคันในรูปนี้” “ดามจับของ

รมเปนสีดํา” “รมดูเหมือนซีกหนึ่งของโลก” เปนตน และใชคําถาม “นักเรียนมีขอสงสัยใดบาง” ซ่ึง

นักเรียนอาจตอบวา “รมท้ังหมดนี้จะมีขนาดเทากันไหม” “รมท้ังหมดนี้มีรูปรางเปนแปดเหลี่ยมใช

ไหม” “มีรมท้ังหมดอยูก่ีคัน” “วันนี้ฝนจะตกหรือคะ” เปนตน 

 
รูปท่ี 4.1 รมแปดเหลี่ยม (ท่ีมา https://www.nctm.org/Classroom-

Resources/Features/Notice-and-Wonder/Lesson-Plans/downloads/Umbrella-7-10/) 

2. ครูพูดคุยกับนักเรียนและอธิบายวา ทุกคําถามของนักเรียนนาสนใจท้ังสิ้น มีนักเรียนคนใด

สามารถเปลี่ยนคําถามดังกลาวมาเปนคําถามทางคณิตศาสตรไดบาง จากนั้นใหนักเรียนยกมือข้ึนตอบ

คําถามนี้ 3 - 4 คน นักเรียนอาจตั้งคําถามวา “รมแตละคันขนาดเปนเทาไร” “รูปแปดเหลี่ยมนั้น

ขนาดเทาไร” “รูปสามเหลี่ยมแตละรูปมีพ้ืนท่ีเทาไร” หรือ “รมนี้สามารถคลุมพ้ืนท่ีไดท้ังหมดเทาไร” 
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จากคําถามเหลานี้ ครูอธิบายใหนักเรียนทราบวา นักเรียนจําเปนตองมีขอมูลการทํารมมาชวยในการ

หาคําตอบ 

3. ครูนําเสนอขอมูลเก่ียวกับสวนประกอบตาง ๆ ของรมแปดเหลี่ยมใหนักเรียนทราบ ดังนี้ 

“บริษัท Rain Away ซ่ึงทําการผลิตรมออกจําหนาย โดยออกแบบรมท่ีมีดามจับและมีผาดาดเพดาน 

(canopy) แบบแปดเหลี่ยมท่ีประกอบจากรูปสามเหลี่ยมแปดชิ้น รูปสามเหลี่ยมแตละชิ้นเชื่อมตอกัน

ดวยโครงอลูมิเนียม และรูปสามเหลี่ยมแตละชิ้นท่ีประกอบกันเปนผาดาดเพดาน มีฐานยาว 15 นิ้ว 

และความยาวดานขางยาวละ 19.6 นิ้ว” จากนั้น ครูขออาสาสมัคร 1 คน ออกมาวาดภาพประกอบ 

เม่ือนักเรียนวาดภาพบนกระดานไดถูกตองแลว ครูใชภาพนั้นในการจัดการเรียนรูในข้ันตอไป ท้ังนี้

ภาพท่ีนักเรียนวาดควรสอดคลองกับรูปท่ี 4.2 

 
รูปท่ี 4.2 ภาพรมท่ีแสดงความยาวฐานและความยาวดานขางของรูปสามเหลี่ยมท่ีประกอบเปน 

ผาดาดเพดาน (ท่ีมา https://www.nctm.org/Classroom-Resources/Features/Notice-and-

Wonder/Lesson-Plans/downloads/Umbrella-7-10/) 

4. จากภาพท่ีนักเรียนวาดในขอ 3 ครใูหนักเรียนรวมกันตอบคําถามดังนี้ 

4.1 รูปสามเหลี่ยมในภาพเปนรูปสามเหลี่ยมประเภทใด เพราะเหตุใด 

คําถามนี้นักเรียนสามารถตอบไดโดยงายวาเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว แตอาจใหเหตุผลท่ี

แตกตางกัน เชน “เนื่องจากรูปสามเหลี่ยมท้ังแปดรูปเหมือนกันและตองนํามาประกอบเปนรูปแปด

เหลี่ยมไดพอดี แสดงวา ความยาวดานขางอีกขางหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมตองเทากับ 19.6 นิ้ว ดวย” 

หรือ “เนื่องจากสถานการณระบุวารูปสามเหลี่ยมแตละชิ้นท่ีประกอบกันเปนผาดาดเพดานมีดานขาง

ยาว 19.6 นิ้ว แสดงวาท้ังสองขางยาวเทากัน” เปนตน ใหนักเรียนอภิปรายในแงมุมตาง ๆ อยาง

รอบคอบ 

 

15"

19.6"
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4.2 รูปสามเหลี่ยมนั้นมีพ้ืนท่ีเทาใด และนักเรียนมีวิธีการหาพ้ืนท่ีอยางไร  

เพ่ือตอบคําถามนี้ ครูเลือกนักเรียน 1 คน ตอบคําถาม “ในการหาพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม 

นักเรียนคิดวาตองทราบสิ่งใดบาง” (ความยาวฐาน ความสูง และสูตรการคํานวณหาพ้ืนท่ี) และเลือก

นักเรียนอีก 1 คน วาดภาพประกอบและเขียนระบุความยาวฐานและความสูงท่ีนักเรียนหมายถึงวา 

คือสวนใด จากนั้น ครูใหนักเรียนท้ังหองพิจารณาวา ภาพท่ีนักเรียนวาดซ่ึงระบุความยาวฐานและ

ความสูงถูกตองหรือไม และใชคําถาม “สวนของเสนตรงท่ีลากจากจุดยอดลงมาตั้งฉากท่ีฐานของ 

รูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว ทําใหเกิดอะไรข้ึน” ใหนักเรียนรวมกันอธิบาย สุดทาย ครูทําการสรุปให

นักเรียนท้ังหองทราบวา ผลท่ีเกิดข้ึน คือ สวนของเสนตรงนั้นจะแบงครึ่งฐาน ซ่ึงนักเรียนควรเขียน

ภาพท่ีมีลักษณะสอดคลองกับรูปท่ี 4.3 และระบุไดวา AB = 15 นิ้ว AD = BD = 7.5 นิ้ว และ 

AC = 19.6 นิ้ว 

 
รูปท่ี 4.3 รายละเอียดสวนตาง ๆ ในรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วซ่ึงประกอบกัน 

เปนโครงสรางของผาดาดเพดาน 
 

จากนั้น ครูใหนักเรียนอภิปรายรวมกันวา จะหาความสูงของรูปสามเหลี่ยมนี้ หรือหาความยาว

ดาน CD  ไดอยางไร เม่ือนักเรียนเกิดความสงสัยและพยายามคิดหาวิธีสักครูหนึ่งแลวพบวา ขอมูลท่ี

ปรากฏยังไมเพียงพอท่ีจะหาคําตอบได ครูจึงเชื่อมโยงไปสูทฤษฎีบทพีทาโกรัสท่ีนักเรียนไดเรียน 

ไปแลว (หรือครูอาจทําการสอนในข้ันนี้) และใหนักเรียนอธิบายทฤษฎีบทพีทาโกรัส เชน บอกไดวา 

ในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ผลรวมของความยาวดานประกอบมุมฉากยกกําลังสอง เทากับความยาวดาน

ตรงขามมุมฉากยกกําลังสอง ครูเขียนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากและแสดงความสัมพันธของความยาวดาน

ท้ังสามในรูปของตัวแปร หรือทบทวนผานตัวแสดงแทนทางคณิตศาสตรอ่ืน ๆ เพ่ือใหนักเรียนเกิด

ความเขาใจมากข้ึน ตอไปครูใหนักเรียนเชื่อมโยงทฤษฎีบทพีทาโกรัสมาใชกับรูปสามเหลี่ยม ACD  

ซ่ึ งถานักเรียนพิจารณารูปสามเหลี่ยม ACD  ซ่ึ ง มี  D  เปนมุมฉาก จะไดความสัมพันธวา 
2 2 2AD + CD AC=  ทําใหไดวา 2 2 27.5 + CD 19.6=  และไดผลลัพธ คือ CD 18.11≈  ซ่ึงหมายถึง 

D

C

B
A

19.6"

7.5"
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รูปสามเหลี่ยมหนาจั่วรูปนี้ สูงประมาณ 18.11 นิ้ว ครูปลอยเวลาใหนักเรียนแตละคนคํานวณและได

คําตอบดวยตนเองวา รูปสามเหลี่ยมนั้นมีพ้ืนท่ีประมาณ 135.83 ตารางนิ้ว  

5. ครูนํานักเรียนพิจารณาวาจากคําถามทางคณิตศาสตรท่ีนักเรียนสงสัย มีคําถามใดท่ียังไมไดรับ

คําตอบหรือไม ซ่ึงนักเรียนอาจตอบวายังมีคําถามท่ีวา “รมนี้สามารถคลุมพ้ืนท่ีไดท้ังหมดเทาไร”  

ครูใชคําถามนี้เพ่ือใหนักเรียนชวยกันหาคําตอบดวยวิธีการและมุมมองตาง ๆ ในกรณีหนึ่งนักเรียนอาจ

คูณพ้ืนท่ีโดยประมาณของรูปสามเหลี่ยมท่ีคํานวณไดดวยจํานวนรูปสามเหลี่ยม ทําใหไดผลลัพธเปน 

1,086.64 ตารางนิ้ว จุดนี้ ครูอาจใหนักเรียนรวมกันอภิปรายวา พ้ืนท่ีท่ีรมนี้คลุมไดท้ังหมดหมายถึง

สวนใด เปนสวนของพ้ืนท่ีผาดาดเพดาน หรือเปนสวนภาพฉายจากดานบนของรม และสําหรับการใช

งานรม นักเรียนคิดวาพ้ืนท่ีท่ีรมคลุมไดท้ังหมด ควรหมายถึงสวนใด นักเรียนบางคนอาจอภิปรายและ

ชี้ใหเห็นวา “ปกติรมจะใชบังแดดหรือกันฝนในบริเวณศีรษะของเรา ดังนั้น สวนท่ีรมคลุมไดควรจะ

เปนสวนผาท้ังหมดนั่นมากกวา” โอกาสนี้ ครูอาจสอนใหนักเรียนรูจักการสรางขอตกลงเบื้องตน 

(assumption) ของการคํานวณ เชน รมนี้สามารถคลุมพ้ืนท่ีไดประมาณ 1,086.64 ตารางนิ้ว  

เม่ือพ้ืนท่ีในท่ีนี้คือพ้ืนท่ีของผาดาดเพดาน ลําดับถัดมา ใชคําถามกับนักเรียนท้ังหองวา “นักเรียนคิด

วา รมท่ีคลุมพ้ืนท่ีไดขนาด 1,086.64 ตารางนิ้ว นักเรียนสามารถใชงานไดพรอมกันไดท้ังหมดก่ีคน” 

เพ่ือใหนักเรียนคาดคะเนพ้ืนท่ีกับการนํารมไปใช เชนเดียวกันกับคําถามอ่ืน ๆ ท่ีนักเรียนสงสัย และ 

ตั้งคําถามข้ึนในชวงแรก แตยังไมไดรับคําตอบ ครูจะชวยใหนักเรียนไดรับคําตอบท้ังหมด และรวมกัน

อภิปรายถึงวิธีการไดมาซ่ึงคําตอบรวมท้ังความสมเหตุสมผลของคําตอบเหลานั้น  

6. ครูแบงนักเรียนออกเปนกลุม กลุมละ 4 คน ใหแตละกลุมรวมกันพูดคุยทบทวนความรูและ 

สิ่งท่ีไดจากการทํากิจกรรมรวมกัน เขียนสะทอนผลสิ่งท่ีไดเรียนรูท้ังความรูทางคณิตศาสตร มุมมอง

และประสบการณท่ีใชในการแกปญหา หรือสิ่งท่ีไดเรียนรูอ่ืน ๆ ในรูปแบบแผนภาพหรืออินโฟกราฟก 

กลุมละ 5 ประเด็น และนําเสนอหนาชั้นเรียนทุกกลุม โดยกลุมท่ี 1 นําเสนอ 1 ประเด็น และกลุม

ถัดไปจะนําเสนอประเด็นท่ีไมซํ้ากับกลุมกอนหนา ทําเชนนี้จนครบทุกประเด็นท่ีนักเรียนเขียนใน

ข้ันตอนนี้ ท้ังนี้ครูทําการตรวจสอบวาสิ่งท่ีนักเรียนไดเรียนรูมีความถูกตองหรือเปนสิ่งท่ีกอให

ประโยชนกับนักเรียนหรือไม 

7. ครูตั้งคําถามกับนักเรียนท้ังหองวา “นักเรียนเคยเห็นรมท่ีใหญกวานี้หรือไม เห็นท่ีไหน” 

นักเรียนอาจตอบวาเห็นท่ีตลาดนัดหรือชายทะเล เปนตน ครูจึงนําเสนอสถานการณเก่ียวกับรมท่ีมี

ขนาดใหญกวาเดิม ดังนี้ “บริษัท Rain Away ไดออกแบบรมขนาดใหญท่ีใชสําหรับกางบริเวณลาน
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กวาง เชน ตลาดนัดและชายทะเล ซ่ึงมีลักษณะเปนรูปสิบเหลี่ยม ดังรูป” แสดงภาพโครงสรางของรม

สิบเหลี่ยมดังรูปท่ี 4.4  

 
 

รูปท่ี 4.4 รูปเรขาคณิตแทนโครงสรางผาดาดเพดานของรมสิบเหลี่ยม 

(ท่ีมา https://www.nctm.org/Classroom-Resources/Features/Notice-and-

Wonder/Lesson-Plans/downloads/Umbrella-7-10/) 

ครใูหนักเรียนจับคูกับเพ่ือนและใชขอมูลนี้รวมกันตอบคําถามตอไปนี้ 

7.1 รูปสามเหลี่ยมในภาพเปนรูปสามเหลี่ยมประเภทใด (รูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว) 

7.2 กานอลูมิเนียมแตละชิ้นยาวก่ีฟุต แลวนักเรียนมีวิธีการหาอยางไร (ยาวประมาณ 4.21 

ฟุต หาไดจากการคํานวณตามทฤษฎีบทพีทาโกรัส) 

7.3 ปริมาณผาท่ีใชทําผาดาดเพดานรูปสามเหลี่ยมแตละชิ้นเปนเทาใด (ประมาณ 5.2 ตาราง

ฟุต) 

7.4 การทํารมนี้หนึ่งคัน ตองใชผาดาดเพดานประมาณเทาใด (ประมาณ 52 ตารางฟุต) 
 

จากการจัดการเรียนรู เรื่อง ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ดวยกิจกรรม “เรขาคณิตบนรมแปดเหลี่ยม”  

ท่ีอธิบายไวขางตน สะทอนใหเห็นถึงการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตรดังนี้ 

1. ครูใหนักเรียนเชื่อมโยงคณิตศาสตรกับสถานการณรมแปดเหลี่ยมผานการตั้งคําถามของตนเอง 

จะเห็นวาในการจัดการเรียนรู ครูไดใหนักเรียนตั้งคําถามท่ีตนเองสงสัย สวนมากเปนคําถามท่ัวไป 

ท่ีไมจําเปนตองใชคณิตศาสตรในการหาคําตอบ แตหลังจากนั้น ครูใหนักเรียนเปลี่ยนคําถามใหเปน

คําถามทางคณิตศาสตร จุดนี้นักเรียนจะเชื่อมโยงคณิตศาสตรกับสถานการณไดเอง ซ่ึงครูคาดหวังให

ชั้นเรียนเกิดคําถามท่ีสําคัญคือ “รูปสามเหลี่ยมแตละรูปมีพ้ืนท่ีเทาไร” ซ่ึงจะตองใชความรูเรื่องทฤษฎี

บทพีทาโกรัสในการหาคําตอบ อยางไรก็ตาม ทุกคําถามทางคณิตศาสตรท่ีนักเรียนตั้งข้ึนเปนความ 

ทาทายนักเรียนในการหาคําตอบและเกิดความสนใจท่ีจะเรียนรูมากข้ึน สอดคลองกับลักษณะการ

จัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร ท่ีควรนําเสนอกิจกรรมทางคณิตศาสตรใหนักเรียนมีสวนรวม

2.6 ft

4 ft
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และใชความสามารถในการคิด เชน การใชเกม ปริศนา หรือการใชสถานการณท่ีชวนสงสัยหรือสราง

ความประหลาดใจเพ่ือสรางความใสใจในบทเรียน และสนับสนุนดวยทฤษฎีการประมวลผลขอมูล  

ท่ีอธิบายวาเม่ือเกิดความใสใจแลวขอมูลนั้นจะเขาไปอยูในหนวยความจําระยะสั้นและพรอมท่ีจะนํา 

ไปใชในการทํากิจกรรมการเรียนรูตอไป  

2. การหาความสูงของรูปสามเหลี่ยม เม่ือนักเรียนเกิดความสงสัยและพยายามคิดหาวิธีสักครูหนึ่ง

แลวพบวาขอมูลท่ีปรากฏยังไมเพียงพอท่ีจะหาคําตอบได ครูจึงชี้แนะใหใชทฤษฎีบทพีทาโกรัสมาชวย

ในการหาคําตอบ ข้ันนี้จะเห็นวาจากการท่ีครูจัดกิจกรรมและใหประสบการณตาง ๆ เก่ียวกับรมแปด

เหลี่ยม จนสุดทายนักเรียนจําเปนตองหาความสูงของรูปสามเหลี่ยม แตกลับพบวาไมสามารถทําได

เนื่องจากความรูท่ีมีไมเพียงพอ ครูจึงชี้แนะ (หรืออาจทําการสอนทฤษฎีบทพีทาโกรัส) และทายท่ีสุด

นักเรียนสามารถนําความรูเรื่องทฤษฎีบทพีทาโกรัสไปใชหาความสูงและหาพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมได

สําเร็จ สอดคลองกับลักษณะการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร ท่ีควรใหนักเรียนมีสวนรวม

ในกิจกรรม ดําเนินการเพ่ือหาคําตอบใหกับความสงสัยใครรู สรางความเขาใจในสิ่งท่ีกําลังคิดและทํา 

และเปนไปตามกลไกการสรางความรูดวยตนเอง นั่นคือ ชวงท่ีนักเรียนใชความรูและประสบการณเดิม

เก่ียวกับการหาพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก พบความขัดแยง คือ ความรูท่ีมีไมเพียงพอ ซ่ึงนักเรียน

กําลังอยูในสภาวะท่ีไมสมดุล เนื่องจากยังไมสามารถแกปญหานี้ในสถานการณการเรียนรูท่ีเผชิญอยูได 

นักเรียนจึงนําความรูเรื่องทฤษฎีบทพีทาโกรัสท่ีครูชี้แนะมาใช พรอมท้ังปรับโครงสรางความรู 

ความเขาใจใหมวา สามารถนําทฤษฎีบทพีทาโกรัสมาชวยหาความสูงของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากได 

และทําการแกปญหาไดสําเร็จ ทําใหปญหาท่ีเผชิญอยูหมดไปและโครงสรางความรูความเขาใจของ

นักเรียนกลับสูความสมดุลอีกครั้ง อีกมุมหนึ่งจะเห็นวา เม่ือนักเรียนพบอุปสรรคในการเรียนรู นั่นคือ 

ไมสามารถหาความสูงของรูปสามเหลี่ยมได ครูไดเขาไปชวยชี้แนะ (หรือสอน) วาสามารถใชความรู

เรื่องทฤษฎีบทพีทาโกรัสหาคําตอบได เปนการชวยเหลือใหนักเรียนสามารถทําได เปนไปตามแนวคิด

เรื่องพ้ืนท่ีรอยตอพัฒนาการ ท่ีอธิบายวา นักเรียนสามารถเรียนรูและกาวขามขีดจํากัดไดหากไดรับ

ความชวยเหลือ และในข้ันตอนเดียวกันนี้ ครูไดใหนักเรียนอธิบายทฤษฎีบทพีทาโกรัส เชน บอกไดวา

ในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ผลรวมของความยาวดานประกอบมุมฉากยกกําลังสอง เทากับความยาวดาน

ตรงขามมุมฉากยกกําลังสอง ในประเด็นเดียวกันนี้ ครูเขียนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากและแสดง

ความสัมพันธของความยาวดานท้ังสามในรูปตัวแปร เริ่มตนเปนการใหนักเรียนแสดงความเขาใจผาน

การใชภาษา ซ่ึงอาจมีนักเรียนหลายคนในหองท่ีไมเขาใจ ครูจึงใชการเขียนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
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มาชวยในการอธิบาย เปนไปตามการใชรูปแบบการแสดงแทนความคิดท่ีเหมาะสมกับนักเรียน ซ่ึงครู

เลือกท่ีจะใชการแสดงแทนความคิดดวยการนึกภาพมาชวยนักเรียนท่ียังไมเขาใจการแสดงแทน

ความคิดดวยสัญลักษณ 

3. การแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 4 คน โดยใหแตละกลุมรวมกันทบทวนความรูและสิ่งท่ีได

จากการทํากิจกรรม และนําเสนอใหครูฟงทีละกลุม เปนการใหนักเรียนไดสะทอนในสิ่งท่ีไดเรียนรู

เก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสและการนําไปใชเปนเครื่องมือในการหาความสูงของรูปสามเหลี่ยม 

สอดคลองกับลักษณะการจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตรท่ีควรจัดใหมีการสะทอนผลการ

เรียนรู ซ่ึงชวยใหนักเรียนบูรณาการเชื่อมโยงความคิดทางคณิตศาสตรท่ีไดรับกับความรูและ

ประสบการณเดิมท่ีมี และยังเปนการตรวจสอบวานักเรียนไดสรางความรูท่ีถูกตองหรือไม  

4. หลังจากนักเรียนประสบความสําเร็จในการทํากิจกรรมเก่ียวกับรมแปดเหลี่ยมแลว นักเรียน

ไดรับขอมูลสถานการณรมสิบเหลี่ยมและจับคูกับเพ่ือนเพ่ือรวมกันตอบคําถามท่ีกําหนด ซ่ึงครู

ออกแบบคําถามใหมีการใชทฤษฎีบทพีทาโกรัสในสถานการณท่ีคลายคลึงกัน สอดคลองกับลักษณะ

การจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร ท่ีหลังจากนักเรียนรวมกิจกรรมการเรียนรูและไดพัฒนา

ความเขาใจทางคณิตศาสตรเรื่องใดเรื่องหนึ่งแลว นักเรียนควรไดรับการสงเสริมใหอภิปรายและ

สื่อสารแนวคิดกับผูอ่ืน ในกิจกรรมการเรียนรูนี้ไดใชสถานการณท่ีคลายคลึงกันเปนจุดเริ่มตนของการ

อภิปราย ซ่ึงจะสะทอนใหเห็นถึงความรู ความเขาใจ และการสื่อสารทางคณิตศาสตรของนักเรียน อีก

ท้ังชวยตอเติมแนวคิดทางคณิตศาสตรของตนเองใหสมบูรณยิ่งข้ึน เปนไปตามกลไกของการสราง

ความรูดวยตนเอง ท่ีใชปฏิสัมพันธทางสังคมในการปรับโครงสรางความรูความเขาใจใหมีความสมดุล 

ข้ันตอนนี้จะชวยใหนักเรียนรับรูวา ความรูท่ีสรางข้ึนสอดคลองหรือขัดแยงกับความรูของเพ่ือนหรือไม 

รวมท้ังยังเปนโอกาสท่ีนักเรียนไดขยายแนวคิดของตนเองจากความรูของเพ่ือนผานการดูดซึม และ

การปรับเปลี่ยนโครงสรางความรูความเขาใจเพ่ือใหเกิดความสมดุลอยางตอเนื่องในระหวางทํา

กิจกรรมคู อีกมุมหนึ่ง นักเรียนจะไดรับความชวยเหลือในการเรียนรูจากเพ่ือน ทําใหนักเรียนประสบ

ความสําเร็จในการเรียนรูไดเร็วข้ึน 

5. สรุป 

การจัดการเรียนรูเชิงรุกในวิชาคณิตศาสตร ครูควรใหความสําคัญกับงานทางคณิตศาสตรท่ีจะ

กระตุนใหนักเรียนเชื่อมโยงระหวางสถานการณท่ีเก่ียวของกับชีวิตจริงกับเนื้อหาทางคณิตศาสตรดวย

ความสงสัยใครรูของนักเรียนเอง สงเสริมใหนักเรียนไดปฏิบัติงานทางคณิตศาสตรท่ีตองอาศัยการคิด 
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ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตรดวยตนเอง แสดงการมีสวนรวมในการอภิปราย แลกเปลี่ยน

มุมมอง สํารวจ ตรวจสอบ ตอเติมแนวคิด และสื่อสารเพ่ือสะทอนความเขาใจแนวคิดทางคณิตศาสตร 

ท้ังนี้เปาหมายสําคัญ คือ การพัฒนาแนวคิดและการปฏิบัติงานทางคณิตศาสตร รวมท้ัง เพ่ิมขีด

ความสามารถในการใชคณิตศาสตรเปนเครื่องมือแสวงหาความรูดวยตนเอง ซ่ึงเปนพ้ืนฐานสําคัญและ

จําเปนของความพรอมท่ีจะเรียนรูสิ่งตาง ๆ พรอมท่ีจะประกอบอาชีพเม่ือสําเร็จการศึกษา หรือ

สามารถศึกษาตอในระดับท่ีสูงข้ึนได 
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บทคัดยอ 

สําหรับแตละ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ และกราฟเชื่อมโยง 𝐺𝐺 ท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก  

ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมีขนาด 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 และเรียกกราฟ 3-ไซคลิก วา กราฟไตรไซคลิก  

ในบทความนี้จะเปนการแสดงวิธีการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก โดยพิจารณา

                                                             
 

∗ ผูเขียนหลัก 
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กราฟไตรไซคลิกเปน 4 รูปแบบ ตามจํานวนของวัฏจักรของกราฟ จากนั้นใชหลักการนับในการหา

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิกในแตละรูปแบบ  

คําสําคัญ:  ตนไมแบบแผท่ัว จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ กราฟไตรไซคลิก 

ABSTRACT 

For each 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ and a connected graph 𝐺𝐺 of order 𝑛𝑛, 𝐺𝐺 is said to be a 𝑘𝑘-cyclic 

graph if 𝐺𝐺 is a graph with size 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 and a 3-cyclic graph is said to be a 

tricyclic graph. In this paper, we find the number of spanning trees on the tricyclic 

graph, considering 4 types from the number of cycles. Then use the counting 

techniques to find the number of spanning trees on the tricyclic graph of each type. 

Keywords:  Spanning tree, Number of spanning trees of graph, Tricyclic  

1. บทนําและความรูพ้ืนฐาน 

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ คือ การหาจํานวนกราฟยอยแบบแผท่ัวท่ีเปนรูปตนไม

ท้ังหมดในกราฟ ซ่ึงในป ค.ศ. 1847 Gustav Kirchhoff [5] ไดแสดงวิธีการหาโดยใชตัวกําหนดของ

เมทริกซบางประการของกราฟ ตอมาในป ค.ศ. 1889 Arthur Cayley [4] ไดขยายสูตรไปใน

หลากหลายทิศทาง โดยการใชระดับข้ันของจุดมาพิจารณา จากท้ังสองแนวคิดนี้สงผลใหมี 

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟออกมาอยางตอเนื่อง เชน ในป ค.ศ. 1990 Moh’d Z. Abu-

Sbeih [3] ไดแนะนําวิธีการแบบใหมในการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟบริบูรณ 𝐾𝐾𝑛𝑛 และ

ก ร า ฟ ส อ ง ส ว น แ บ บ บ ริ บู ร ณ  𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑚𝑚 ใ น ป  ค . ศ .  2 0 1 0  Jianxi Li, Wai Chee Shiu แ ล ะ  

An Chang [7] ไดแสดงขอบเขตบนของจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟโดยใชอันดับ ขนาด ระดับ

ข้ันคามากท่ีสุด-นอยท่ีสุด จํานวนของสภาพเชื่อมโยง และรงคเลขของกราฟในการพิจารณา  

ในป ค.ศ. 2014 Jianxi Li และ Wai Chee Shiu [6] ไดแสดงสูตรการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

การดําเนินการบวกของกราฟ และในป ค.ศ. 2020 ปฐยา มีสุข และ นิรุตต์ิ พิพรรธนจินดา [2] ได

แสดงการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ และการหา

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไบไซคลิก  
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สําหรับในบทความนี้จะเปนการขยายวงคของกราฟท่ีจะนํามาพิจารณาจํานวนตนไมแบบแผท่ัว

ของกราฟ กลาวคือ การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก หรือกราฟ 3-ไซคลิก ซ่ึงมี

วิธีการท่ีซับซอนกวากราฟไบไซคลิก 

ตอไปจะกลาวถึงความรูพ้ืนฐานท่ีเก่ียวกับทฤษฎีกราฟท่ีจําเปนตองใชในท่ีนี้ จะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 

เม่ือ 𝐺𝐺 = �𝑉𝑉(𝐺𝐺),𝐸𝐸(𝐺𝐺)� โดยท่ีเซต 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ≠ ∅ เปนเซตจํากัด จะเรียกวา เซตของจุด เรียกสมาชิก 

𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) วา จุดของกราฟ 𝐺𝐺 และเรียกเซต 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เซตของเสน ซ่ึงเปนเซตท่ีประกอบดวย 

เซตยอยท่ีมีสองสมาชิกใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺) นั่นคือ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) ⊆ {{𝑢𝑢, 𝑣𝑣} | 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺)} เรียกสมาชิก 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา 

เสนของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝑒𝑒 = {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) เขียนอยางงายในรูป 𝑒𝑒 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 และจะเรียกวา 𝑢𝑢  ประชิดกับ 

𝑣𝑣 ท้ังนี้จะเรียกจํานวนจุดและจํานวนเสนในกราฟ 𝐺𝐺 วา อันดับและขนาดของกราฟ 𝐺𝐺 ตามลําดับ 

สําหรับกราฟ 𝐺𝐺 = �𝑉𝑉(𝐺𝐺),𝐸𝐸(𝐺𝐺)� และกราฟ 𝐻𝐻 = �𝑉𝑉(𝐻𝐻),𝐸𝐸(𝐻𝐻)� จะเรียกกราฟ 𝐻𝐻 วา กราฟ

ยอยของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝐻𝐻 เปนกราฟท่ี 𝑉𝑉(𝐻𝐻) ⊆ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐻𝐻) ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และใชสัญลักษณ 𝐻𝐻 ⊆ 𝐺𝐺 

แทน  𝐻𝐻 เปนกราฟยอยของ 𝐺𝐺 และจะเรียกกราฟยอย 𝐻𝐻 ของ 𝐺𝐺 วา กราฟยอยแบบแผท่ัวของกราฟ 

𝐺𝐺 ถา 𝐻𝐻 เปนกราฟยอยของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 𝑉𝑉(𝐻𝐻) = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 

ให 𝐺𝐺 เปนกราฟ โดยท่ี 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 𝐺𝐺\𝑒𝑒 จะหมายถึง กราฟยอยแบบแผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีไดจาก

การลบเสน 𝑒𝑒 จากกราฟ 𝐺𝐺 นั่นคือ 𝑉𝑉(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝐸𝐸(𝐺𝐺) − {𝑒𝑒} ทํานองเดียวกัน  

ถา 𝑇𝑇 = { 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑠𝑠 } ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 𝐺𝐺\𝑇𝑇 จะหมายถึง กราฟยอยแบบแผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการ

ลบเสน 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑠𝑠 จากกราฟ 𝐺𝐺 

เรียกวิถีปด 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 ท่ีมีความยาวมากกวาหรือเทากับ 3 วา วัฏจักร เรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา กราฟ

เช่ือมโยง ถาแตละ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) จะไดวา 𝐺𝐺 บรรจุวิถี 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 และเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา กราฟไม

เช่ือมโยง ถากราฟ 𝐺𝐺 ไมเปนกราฟเชื่อมโยง 

สําหรับกราฟเชื่อมโยง 𝐺𝐺 จะเรียกเสน 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เสนตัด ถา 𝐺𝐺\𝑒𝑒 เปนกราฟไมเชื่อมโยง  

จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา ตนไม ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีไมบรรจุวัฏจักร จะเรียกกราฟยอยแบบแผท่ัว 

𝑇𝑇 ของกราฟ 𝐺𝐺 วา ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ถา 𝑇𝑇 เปนตนไม กําหนดสัญลักษณ 𝜏𝜏(𝐺𝐺) แทน

จํานวนตนไมแบบแผท่ัวท่ีแตกตางกันท้ังหมดของกราฟ 𝐺𝐺 

ให 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา 𝑘𝑘-ไซคลิก เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ ถา 𝐺𝐺 เปน

กราฟเชื่อมโยงและมีขนาด 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 ยิ่งไปกวานั้นจะเรียก 𝐺𝐺 วา กราฟ 𝒌𝒌-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน  

ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก ซ่ึงแตละ 2 วัฏจักร 𝐶𝐶𝑖𝑖 และ 𝐶𝐶𝑗𝑗 ใด ๆ ในกราฟ 𝐺𝐺 จะเปนวัฏจักรท่ีมี 
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เสนแตกตางกัน นั่นคือ 𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖) ∩ 𝐸𝐸�𝐶𝐶𝑗𝑗� = ∅ ในกรณีท่ี 𝑘𝑘 ∈ {1, 2, 3} จะกําหนดชื่อเรียกเฉพาะ

สําหรับกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก คือ กราฟยูนิไซคลิก กราฟไบไซคลิก และ กราฟไตรไซคลิก ตามลําดับ 

สําหรับโครงสรางของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกันจะมีไดหลายแบบ ซ่ึงจะแสดงตัวอยางของ

แผนภาพของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน จํานวน 1 แบบ ดังรูปท่ี 1.1 

 
รูปท่ี 1.1 ตัวอยางของแผนภาพของกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน 

หมายเหตุ สําหรับกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิก 𝐺𝐺 ท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 จะหมายความวา 𝐺𝐺 ท่ีมีขนาดเปน 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 − 1 แต

ไมสามารถสรุปไดวา 𝐺𝐺 บรรจุจํานวน 𝑘𝑘 วัฏจักรได เชน ให 𝐺𝐺 เปนกราฟดังรูปท่ี 1.2 จะไดวากราฟ 𝐺𝐺  

มีอันดับ 7 และมีขนาดเปน 8 ดังนั้น 𝐺𝐺 จะเปนกราฟไบไซคลิก แตจะเห็นวา 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมี 3 วัฏ

จักร ไดแก 𝐶𝐶1: 𝑠𝑠, 𝑡𝑡, 𝑣𝑣,𝑦𝑦, 𝑥𝑥, 𝑠𝑠, 𝐶𝐶2: 𝑡𝑡,𝑢𝑢, 𝑧𝑧,𝑦𝑦, 𝑣𝑣, 𝑡𝑡 และ 𝐶𝐶3: 𝑠𝑠, 𝑡𝑡,𝑢𝑢, 𝑧𝑧,𝑦𝑦, 𝑥𝑥, 𝑠𝑠 

 
รูปท่ี 1.2 กราฟไบไซคลิก 

สําหรับกราฟไบไซคลิกในรูปท่ี 1.2 จะเขียนเปนแผนภาพท่ัวไปเปนวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักร

ติดกัน โดยระหวาง 2 วัฏจักรจะมีเสนรวมกันอยางนอย 1 เสน ดังรูปท่ี 1.3 

 
รูปท่ี 1.3 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไบไซคลิกท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 1.2 

ในกรณีท่ีกราฟบรรจุวัฏจักร 2 วัฏจักรท่ีแตกตางกัน โดยจะมีเพียงวิถีจํานวน 1 วิถีเชื่อมระหวาง 

2 วัฏจักร ซ่ึงวิถีท่ีเชื่อมดังกลาวอาจมีวิถีอ่ืน ๆ เชื่อมโยงกับวิถีนั้นไดดวย จะเขียนเปนแผนภาพท่ัวไป
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เปนวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักร ท่ีมีเสนเชื่อม 1 เสน เนื่องจากแตละเสนบนวิถีจะเปนเสนตัด ในการหา

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟจึงไมสามารถลบเสนใด ๆ บนวิถีได สําหรับการเขียนแผนภาพท่ัวไปของ

กราฟดังกลาวนี้มีดังรูปท่ี 1.4 

 
รูปท่ี 1.4 แผนภาพ 𝐺𝐺1 และ 𝐺𝐺2 สามารถเขียนเปนแผนภาพท่ัวไปไดรูปแบบเดียวกัน 

ตอไปจะเปนบทตั้งท่ีจําเปนในการพิสูจนในบทความนี้ โดยบทตั้ง 1.1 – 1.2 เปนบทตั้งท่ีทราบกัน

ดีอยูแลว ผูอานสามารถพบไดจากหนังสือทฤษฎีกราฟเบื้องตนท่ัวไป เชน ทฤษฎีกราฟเบื้องตน ของนิ

รุตติ์ พิพรรธนจินดา [1] และบทตั้ง 1.3 – 1.5 เปนบทตั้งท่ีเก่ียวกับจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 

𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน กราฟยูนิไซคลิก และกราฟไบไซคลิก ตามลําดับ 

บทตั้ง 1.1 [1] สําหรับกราฟเชื่อมโยง 𝐺𝐺 จะไดวาเสน 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) จะเปนเสนตัดในกราฟ 𝐺𝐺 ก็ตอเม่ือ 𝑒𝑒 

ไมเปนเสนท่ีอยูบนวัฏจักรของกราฟ 𝐺𝐺 

บทตั้ง 1.2 [1] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมีอันดับ 𝑛𝑛 และขนาด 𝑚𝑚 ถา 𝐺𝐺 มีสมบัติ 2 ขอใด ๆ จาก 3 ขอ

ตอไปนี้  

(1) 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยง 

(2) 𝐺𝐺 ไมบรรจุวัฏจักร 

(3) 𝑚𝑚 =  𝑛𝑛 –  1  

แลว 𝐺𝐺 จะเปนตนไม 

บทตั้ง 1.3 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑘𝑘-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน เม่ือ 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍+ ท่ีมี 𝐶𝐶𝑖𝑖 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 

เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑘𝑘  ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 แลว 𝜏𝜏(𝐺𝐺) = ∏ 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑘𝑘
𝑖𝑖=1  

บทตั้ง 1.4 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟยูนิไซคลิกท่ีมี 𝐶𝐶 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶)| = 𝑞𝑞 แลว 
𝜏𝜏(𝐺𝐺) =  𝑞𝑞 

บทตั้ง 1.5 [2] ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไบไซคลิกท่ีมี 𝐶𝐶1 และ 𝐶𝐶2 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 

และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 แลว τ(G) =  𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2 
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2. การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก  

จากท่ีไดกลาวไวในหัวขอท่ีผานมาวา จะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 อันดับ 𝑛𝑛 วา กราฟไตรไซคลิก ถากราฟ 𝐺𝐺 

เปนกราฟเชื่อมโยงและมีขนาดเปน 𝑛𝑛 + 2 ในท่ีนี้เพ่ือใหงายตอการพิสูจนทฤษฎีบทตาง ๆ จะแบง

กราฟไตรไซคลิคเปน 4 กลุม ตามรูปแบบโครงสรางของวัฏจักรท่ีปรากฏในกราฟ โดยพิจารณาจาก

รูปแบบของวัฏจักรจํานวน 3 วัฏจักร ดังนี้  

รูปแบบ A ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีอยูในรูปแบบของกราฟ 3-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน โดยวัฏจักร  

 ท้ัง 3 วัฏจักรไมใชเสนรวมกันเลย มีแผนภาพท่ัวไปดังรูปท่ี 2.1 

รูปแบบ B ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีมีวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักรใชเสนรวมกัน มีแผนภาพท่ัวไป 

 ดังรูปท่ี 2.2 

รูปแบบ C ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท่ี 1 ใชเสนรวมกับวัฏจักรท่ี 2 และวัฏจักรท่ี 2 ใช 

 เสนรวมกับวัฏจักรท่ี 3 แตวัฏจักรท่ี 1 และวัฏจักรท่ี 3 ไมใชเสนรวมกัน  

 มีแผนภาพท่ัวไปดังรูปท่ี 2.3  

รูปแบบ D ไดแก กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท้ัง 3 วัฏจักรใชเสนรวมกันท้ังหมด มีแผนภาพท่ัวไป 

 ดังรูปท่ี 2.4 

 
รูปท่ี 2.1 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ A  

 
รูปท่ี 2.2 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B 
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รูปท่ี 2.3 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ C 

 
รูปท่ี 2.4 แผนภาพท่ัวไปของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ D 

สําหรับกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ A เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกันสามารถหาจํานวนตนไม

แบบแผท่ัวของกราฟไดดังทฤษฎบีทตอไปนี ้

ทฤษฎีบท 2.1 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกัน รูปแบบ A ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรใน

กราฟ 𝐺𝐺 ท่ี |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 =  1, 2, 3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑞𝑞𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

บทพิสูจน เห็นไดชัดจากบทตั้ง 1.3         

การหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B, C และ D จะแสดงโดยทฤษฎีบท

ตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = (𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3 

บทพิสูจน ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ B ดังรูปท่ี 2.2 

เนื่องจากตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 เกิดจากการลบเสน 1 เสนของแตละวัฏจักร  

ถา 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3) แลว 𝐺𝐺\𝑒𝑒 จะเปนกราฟไบไซคลิก จากบทตั้ง 1.5 จะได 𝜏𝜏(𝐺𝐺\𝑒𝑒) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2 
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เนื่องจาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞3 ดังนั้น 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = � τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) =
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

(𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3  

ทฤษฎีบท 2.3 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ C ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3, 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 
𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) +  𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) 

บทพิสูจน สําหรับการพิสูจนจะแบงออกเปน 4 กรณี ประกอบดวย กรณี 1 ไมลบเสนรวมระหวาง 2 

วัฏจักรเลย และ กรณี 2 – 4 การลบเสนบนเสนรวมระหวาง 2 วัฏจักร จํานวนไมเกิน 2 เสน จากนั้น

จึงทําการพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสนรวม ดังรูปท่ี 2.5 (ก) - (ค)  

 
         (ก)          (ข)       (ค) 

รูปท่ี 2.5 แผนภาพท่ัวไปของการแบงกรณีตามการลบเสนบนเสนรวมระหวาง 2 วัฏจักร  

กรณี 1 ถาตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คือกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2), 

𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)  

จาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3 

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คํานวณไดจากผลคูณของ 𝑞𝑞1,𝑞𝑞2 

และ 𝑞𝑞3 นั่นคือ τ(𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 

กรณี 2 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)  

เพ่ือไมใหเกิดกรณีการลบเสนท่ีซํ้ากับกรณีตามรูปท่ี 2.5 (ค) จะพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสน

รวมจํานวน 2 เสน ไดแก 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) หรือ 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ 

𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ดังรูปท่ี 2.6 
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รูปท่ี 2.6 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) 

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒1) = (𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 

เนื่องจาก |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1 ดังนั้น 

� τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) = 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶1)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶2)

 

กรณี 3 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

จะสามารถพิสูจนไดทํานองเดียวกับกรณี 2 ดังนั้น 

� τ(𝐺𝐺\𝑒𝑒i) = 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶2)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

 

กรณี 4 ถา 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) และ 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

จะพิจารณาลบเสนบนวัฏจักรท่ีไมใชเสนรวมจํานวน 1 เสน ไดแก 𝑒𝑒3 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� −

�𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� ดังรูปท่ี 2.8 

 
รูปท่ี 2.8 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑒𝑒1 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2), 𝑒𝑒2 ∈ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)  

โดยหลักการนับเบื้องตน จะไดวา τ(𝐺𝐺{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2}) = 𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3  

เนื่องจาก|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 ดังนั้น 

� τ�𝐺𝐺{𝑒𝑒i, 𝑒𝑒𝑗𝑗}� = 𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)
𝑒𝑒𝑖𝑖∈𝐸𝐸(𝐶𝐶1)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶2)
𝑒𝑒𝑗𝑗∈𝐸𝐸(𝐶𝐶2)∩𝐸𝐸(𝐶𝐶3)

 

จากกรณี 1 – 4 จะได 
 𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) + 𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3)  
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ทฤษฎีบท 2.4 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก รูปแบบ D ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ซ่ึง 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑟𝑟𝑖𝑖 + Σ
1≤𝑗𝑗≤3
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

𝑠𝑠𝑗𝑗 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠3, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠1,

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 , 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

เม่ือ 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1  

บทพิสูจน ให 𝑆𝑆1 = 𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3), 𝑆𝑆2 = 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3), 𝑆𝑆3 =  𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)    

ถา  {𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} ⊆ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 จะได 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เปนกราฟยอยของกราฟ 𝐺𝐺 (1) ถาแตละ 

𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3 เปนเสนท่ีบรรจุอยูในเซต 𝑆𝑆1,𝑆𝑆2,𝑆𝑆3 ท่ีแตกตางกันท้ังหมด จะไดวามีจุด 𝑣𝑣 และ 𝑣𝑣′ ในกราฟ 

𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}  ไมเชื่อมโยงกัน เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3) และ 𝑣𝑣′ เปนจุดภายในบางวัฏจักร 

𝐶𝐶𝑘𝑘 ท่ีไมมีเสนรวมกับวัฏจักรอ่ืน ดังรูปท่ี 2.9 (2) ถา 𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑗𝑗 ∈ 𝑆𝑆𝑘𝑘 สําหรับบาง 𝑘𝑘 ∈ {1, 2, 3} จะไดวา 

มีจุด 𝑣𝑣 และ 𝑣𝑣′ ในกราฟ 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3}  ไมเชื่อมโยงกัน เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3) และ 𝑣𝑣′ 

เปนจุดปลายของเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 หรือ 𝑣𝑣′ เปนจุดท่ีประชิดกับเสนรวมของเซต 𝑆𝑆𝑘𝑘 ท่ีอยูระหวางเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 

และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 ดังรูปท่ี 2.10 

 
รูปท่ี 2.9 แผนภาพของกราฟไมเชื่อมโยง 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3)  

และ 𝑣𝑣′ เปนจุดภายในบางวัฏจักร 𝐶𝐶𝑘𝑘 ท่ีไมมีเสนรวมกับวัฏจักรอ่ืน 
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รูปท่ี 2.10 แผนภาพของกราฟไมเชื่อมโยง 𝐺𝐺\{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3} เม่ือ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐶𝐶1) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶2) ∩ 𝑉𝑉(𝐶𝐶3)  

และ 𝑣𝑣′ เปนจุดท่ีประชิดกับเสนรวมของเซต 𝑆𝑆𝑘𝑘 ท่ีอยูระหวางเสน 𝑒𝑒𝑖𝑖 และ 𝑒𝑒𝑗𝑗 

ดังนั้น ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 คือ กราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เม่ือ 𝐸𝐸′ = {𝑒𝑒1′ , 𝑒𝑒2′ , 𝑒𝑒3′ } โดยท่ี 𝐸𝐸′ ⊄ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 

จะมี 3 กรณี ดังนี้ 

กรณี 1 ถา 𝑒𝑒𝑖𝑖′ ∉ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 สําหรับ 𝑖𝑖 ∈ {1, 2, 3} โดยท่ี 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1) − (𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3),   

𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − (𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)) และ 𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปนตนไม

แบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.11 

 
รูปท่ี 2.11 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 1 

โดยหลักการนับ จะได 𝜏𝜏1(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2𝑟𝑟3 เม่ือ 𝜏𝜏1(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี

ไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 1 

กรณี 2 พิจารณาเปน 3 กรณียอย ไดแก  

กรณี 2.1 ถา 𝑒𝑒3′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒3′ ∈  𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2, 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

 𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปนตนไมแบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.12 
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รูปท่ี 2.12 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 2.1 

โดยหลักการนับ จะได 𝜏𝜏2.1(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) เม่ือ 𝜏𝜏2.1(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวนตนไมแบบแผท่ัวของ

กราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 2.1 

กรณี 2.2 ถา 𝑒𝑒2′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒2′ ∈  𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆3, 𝑒𝑒1′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได 𝜏𝜏2.2(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟3(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠3) เม่ือ 𝜏𝜏2.2(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน 

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ 

กรณี 2.3 ถา 𝑒𝑒1′ ∈ 𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 โดยท่ี 𝑒𝑒1′ ∈  𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3 𝑒𝑒2′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)� และ

𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐶𝐶3) − �𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∪ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)� จะได 𝜏𝜏2.3(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟2𝑟𝑟3(𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3) เม่ือ 𝜏𝜏2.3(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ 

กรณี 3 ถา 𝑒𝑒1′ ∈  𝑆𝑆𝑖𝑖 , 𝑒𝑒2′ ∈  𝑆𝑆𝑗𝑗 โดยท่ี 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 และ 𝑒𝑒3′ ∈  𝐸𝐸(𝐺𝐺) − (𝑆𝑆1 ∪ 𝑆𝑆2 ∪ 𝑆𝑆3) จะได 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ เปน

ตนไมแบบแผท่ัวท่ีมีลักษณะดังรูปท่ี 2.13 

 
รูปท่ี 2.13 แผนภาพท่ัวไปของกราฟ 𝐺𝐺\𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 3 

โดยหลักการนับ จะได 𝜏𝜏3(𝐺𝐺) = (𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟3) ��𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1 � เม่ือ 𝜏𝜏3(𝐺𝐺) หมายถึง จํานวน

ตนไมแบบแผท่ัวของกราฟ 𝐺𝐺 ท่ีไดจากการลบเสนใน 𝐸𝐸′ ท่ีไดจากกรณี 3 

จากกรณี 1, 2 และ 3 จะได 
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𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟1𝑟𝑟2𝑟𝑟3 + 𝑟𝑟1𝑟𝑟2(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) + 𝑟𝑟1𝑟𝑟3(𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠3) + 𝑟𝑟2𝑟𝑟3(𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3)

+ (𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟3)��
𝑠𝑠
2� −��

𝑠𝑠𝑖𝑖
2�

3

𝑖𝑖=1
� 

 ให 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1  จะได 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

  

3. สรุป 

ในการศึกษาการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิก ไดแบงการศึกษาออกเปน 4 

รูปแบบตามโครงสรางของวัฏจักรท่ีปรากฏในกราฟ ดังนี้ 

รูปแบบ A ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีอยูในรูปแบบของกราฟ 3-ไซคลิกท่ีแตกตางกัน โดยวัฏจักร  

ท้ัง 3 วัฏจักรไมใชเสนรวมกันเลย  

รูปแบบ B ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีมีวัฏจักรจํานวน 2 วัฏจักรใชเสนรวมกัน  

รูปแบบ C ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท่ี 1 ใชเสนรวมกับวัฏจักรท่ี 2 และวัฏจักรท่ี 2 ใช 

เสนรวมกับวัฏจักรท่ี 3 แตวัฏจักรท่ี 1 และวัฏจักรท่ี 3 ไมใชเสนรวมกัน 

รูปแบบ D ไดแก  กราฟไตรไซคลิกท่ีวัฏจักรท้ัง 3 วัฏจักรใชเสนรวมกันท้ังหมด  

ซ่ึงไดสูตรของการหาจํานวนตนไมแบบแผท่ัวของกราฟไตรไซคลิกท้ัง 4 กรณี ดังนี้ 

รูปแบบ A ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิกท่ีแตกตางกัน ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 เม่ือ 𝑖𝑖 =  1, 2, 3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑞𝑞𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

รูปแบบ B ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ท่ี |𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑞𝑞𝑖𝑖 

เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = (𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 𝑠𝑠2)𝑞𝑞3 
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รูปแบบ C ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺  

ถา |𝐸𝐸(𝐶𝐶1)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)|= 𝑞𝑞1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶1) − 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑞𝑞2, |𝐸𝐸(𝐶𝐶3)− 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑞𝑞3, 

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠1, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 0 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = 𝑞𝑞1𝑞𝑞2𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠1(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2)𝑞𝑞3 + 𝑠𝑠2𝑞𝑞1(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) +  𝑠𝑠1𝑠𝑠2(𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) 

รูปแบบ D ให 𝐺𝐺 เปนกราฟไตรไซคลิก ท่ีมี 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 และ 𝐶𝐶3 เปนวัฏจักรในกราฟ 𝐺𝐺 ซ่ึง  

|𝐸𝐸(𝐶𝐶𝑖𝑖)| = 𝑟𝑟𝑖𝑖 + Σ
1≤𝑗𝑗≤3
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

𝑠𝑠𝑗𝑗 เม่ือ 𝑖𝑖 = 1, 2, 3 และ |𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶2)| = 𝑠𝑠3, |𝐸𝐸(𝐶𝐶2) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠1,

|𝐸𝐸(𝐶𝐶1) ∩ 𝐸𝐸(𝐶𝐶3)| = 𝑠𝑠2 , 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠3 แลว 

𝜏𝜏(𝐺𝐺) = �𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

+ � 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑟𝑟𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑗𝑗�
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,2,3}

𝑖𝑖≠𝑗𝑗

+ 𝑡𝑡�𝑟𝑟𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1

 

เม่ือ 𝑡𝑡 = �𝑠𝑠2� − ∑ �𝑠𝑠𝑖𝑖2�
3
𝑖𝑖=1  
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บทคัดยอ 

บทความนี้ จะแสดงวา อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ตอ 

ผลรวมของพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มีคาเทากับ 3 เม่ือ 

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส และอัตราสวนนี้มีคาเทากับ 3
4  เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขาง

เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ีดานอิสระมีขนาดเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ 

คําสําคัญ:  สี่เหลี่ยมขนาบขาง 

                                                             
 

∗ ผูเขียนหลัก 
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ABSTRACT 

In this paper, we show that if the rectangle flanks of triangle are squares, then the 

ratio of the sum of the areas of the 2nd order rectangle flanks to the sum of the areas 

of the 1st order rectangle flanks is 3. On the other hand, the ratio equal to 3
4  if the 

length of the free side is half of the length of the flank side.  

Keywords:  Rectangle flanks 

1. บทนํา 

กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีดานรวมกับ ABC∆  วา 

รูปส่ีเหล่ียมขนาบขาง (Rectangle flanks) อันดับท่ี 1 ของ ABC∆  

 
รูปท่ี 1.1 รูปสี่เหลี่ยมขนาบขาง อันดับท่ี 1 ของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.1 จะเห็นวา ,ACDE BAFG   และ CBHI  เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 

ของ ABC∆  เรียกดานของรูปสี่ เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  ท่ีเปนดานรวมกับ 

รูปสามเหลี่ยมวา ดานขนาบ (Flank side) และเรียกดานท่ีประชิดกับดานขนาบวา ดานอิสระ (Free 

side) 

เรียกรูปสามเหลี่ยมท่ีเกิดจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 วา รูปสามเหล่ียมขนาบขาง 

(Triangle flank) ของ ABC∆   

I

H

G

F

D
E

B

A

C



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 69 เลมที่ 712 กันยายน – ธันวาคม 2567 

45 

  
รูปท่ี 1.2 รูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.2 จะไดวา ,AEF BGH∆ ∆  และ CID∆  เปนรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  

ในป ค.ศ. 2005 Gilbey [1] ไดแสดงใหเห็นวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  เปนรูป

สี่เหลี่ยมจัตุรัส แลวรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  แตละรูปจะมีพ้ืนท่ีเทากับพ้ืนท่ีของ ABC∆  

นั่นคือ [ ] [ ] [ ] [ ]AEF BGH CID ABC= = =  

ในป ค.ศ. 2018 Syawaludin และคณะ [2] ไดแสดงวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของ ∆ABC ท้ัง

สามรูปมีความยาวดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบ แลวรูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ 

ABC∆  ท้ังสามรูปจะมีพ้ืนท่ีเทากัน นั่นคือ [ ] [ ] [ ]AEF BGH CID= =  

พิจารณารูปสามเหลี่ยมขนาบขางของ ABC∆  จะเรียก รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางของรูปสามเหลี่ยม

ขนาบขางของ ABC∆  ท่ีไมใชรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  วา รูปส่ีเหล่ียมขนาบ

ขางอันดับท่ี 2 ของ ABC∆  

จากรูปท่ี 1.3 จะเห็นวา ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 

2 ของ ABC∆  

Syawaludin และคณะ [2] ยังไดแสดงใหเห็นอีกดวยวา ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางท้ังสองอันดับ

เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส แลวรูปสี่เหลี่ยมท่ีเกิดจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 เปนรูปสี่เหลี่ยม 

คางหมู ซ่ึงมีพ้ืนท่ีเทากัน และมีพ้ืนท่ีเปน 5 เทาของ ABC∆  นั่นคือ ,GFMN IHOJ   และ 

EDKL  เปนรูปสี่เหลี่ยมคางหมู และ [ ] [ ] [ ] [ ]5GFMN IHOJ EDKL ABC= = =  ดังรูปท่ี 1.4  
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รูปท่ี 1.3 รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ของ ABC∆  

  
รูปท่ี 1.4 รูปสี่เหลี่ยมคางหมูของ Syawaludin และคณะ 

ในบทความนี้ เราสนใจความสัมพันธของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2 

เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส และเม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ี

มีความยาวของดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวของดานขนาบ 
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2. ส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาบขาง  

ในหัวขอนี้ จะแสดงความสัมพันธของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2  

เม่ือรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยเริ่มจากบทตั้งตอไปนี้ 

บทตั้ง 2.1 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  เปน

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ซ่ึงเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส  

ถา ,A B′ ′และ C′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ แลว 

,
2 2

BC ACAA BB′ ′= =  และ 
2

ABCC′ =  

   
รูปท่ี 2.1 ภาพประกอบบทตั้ง 2.1 

บทพิสูจน ให P เปนจุดท่ีทําให AEPF เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ดังรูปท่ี 2.2 

 
รูปท่ี 2.2 ภาพประกอบการพิสูจนบทตั้ง 2.1 
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เนื่องจาก A′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง EF  ซ่ึงเปนเสนทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยมดาน

ขนาน AEPF จะได A′  อยูบนเสนทแยงมุม AP  และ 
2

APAA′ =  

พิจารณาท่ีจุด A  จะได ( )180 FAE CAB FAP PAE CAB= ∠ +∠ = ∠ +∠ +∠   

เนื่องจาก / /PE FA  จะได FAP APE∠ =∠  ดังนั้น 180 APE PAE CAB= ∠ +∠ +∠  นั่นคือ 

( )180CAB APE PAE∠ = − ∠ +∠  ดังนั้น CAB AEP∠ =∠   

เนื่องจาก ,AC AE CAB AEP= ∠ = ∠  และ AB PE=  จะได ABC EPA∆ ≅ ∆  ดังนั้น AP BC=  

นั่นคือ 
2

BCAA′ =  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
2

ACBB′ =  และ 
2

ABCC′ =       

ตอไปจะแสดงวา อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 ตอผลรวมของ

พ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  มีคาเทากับ 3 ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.2 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และมี ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยม

ขนาบขางอันดับท่ี 2  

ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางทุกรูปเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส แลว [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
 

บทพิสูจน ให ,A B′ ′และ C′  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ 

ดังรูปท่ี 2.3 

โดยทฤษฎีบทของสจวรต (Stewart's theorem) และบทตั้ง 2.1 จะไดวา  

( )
2

2 2 21
2 2

EFAA AE AF
 

′ = + − 
 

 

นั่นคือ 
2 2 2 2

4 2 2 4
BC AC AB EF

= + −  ดังนั้น 2 2 2 22 2BC AB AC EF= + −  

นั่นคือ 2 2 2 22 2EF AB AC BC= + −  

ในทํานองเดียวกัน จะไดวา 2 2 2 22 2GH BA BC AC= + −  และ 2 2 2 22 2DI CA CB AB= + −  

ดังนั้น [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

2 2 2

2 2 2

FELM HGNO DIJK EF GH DI
ACDE BAFG CBHI AC AB BC

+ + + +
=

+ + + +
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รูปท่ี 2.3 ภาพประกอบการพิสูจนทฤษฎีบท 2.2 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3

3

AB AC BC BA BC AC CA CB AB
AC AB BC

AB AC BC
AC AB BC

+ − + + − + + −
=

+ +
+ +

=
+ +

=

 

 

3. ส่ีเหล่ียมผืนผาขนาบขาง 

ในหัวขอนี้ จะแสดงวา เม่ือสี่เหลี่ยมขนาบขางเปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ีมีความยาวดานอิสระเปน

ครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบแลว อัตราสวนของผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 2 

ตอผลรวมของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ของ ABC∆  มีคาเทากับ 3
4  ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.1 กําหนดให ABC∆ เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และมี ,FELM HGNO   และ DIJK  เปนรูปสี่เหลี่ยม

ขนาบขางอันดับท่ี 2 
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ถารูปสี่เหลี่ยมขนาบขางมีความยาวดานอิสระเปนครึ่งหนึ่งของความยาวดานขนาบ แลว  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
4

FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
 

บทพิสูจน พิจารณา AEF∆  ดังรูปท่ี 3.1 

 
รูปท่ี 3.1 ภาพประกอบการพิสูจนทฤษฎีบท 3.1 

โดยกฎของโคไชน จะได ( )( ) ( )2 2 2 2 cosEF AE AF AE AF FAE= + − ∠   

นั่นคือ ( )( ) ( )2 2 2 2 cosEF AE AF AE AF CAB= + + ∠  

เนื่องจากรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางมีดานอิสระยาวเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ จะได 
2

ACAE =  

และ 
2

ABAF =  ดังนั้น 

( )( ) ( )2 2 24 2 cosEF AC AB AC AB CAB= + + ∠    (1) 

พิจารณา ABC∆  โดยกฎของโคไชน จะได  

( )( ) ( )2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC CAB= + − ∠     (2) 

จาก (1) และ (2) จะได 2 2 2 24 2 2EF BC AB AC+ = +  

นั่นคือ 
2 2 2

2

2 2 4
AB AC BCEF = + −  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
2 2 2

2

2 2 4
BA BC ACGH = + −  และ 

2 2 2
2

2 2 4
CA CB ABDI = + −   

ดังนั้น  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4 2 2 4 2 2 4

FELM HGNO DIJK EF GH DI
ACDE BAFG CBHI AC AB BC

AB AC BC BA BC AC CA CB AB

AC AB BC

+ + + +
=

+ + + +

     
+ − + + − + + −     

     =
+ +
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( )2 2 2

2 2 2

3
4

3
4

AB AC BC

AC AB BC

+ +
=

+ +

=

 

นั่นคือ [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

3
4

FELM HGNO DIJK
ACDE BAFG CBHI

+ +
=

+ +
       

จากการพิสูจนขางตน ยังสามารถหาความสัมพันธของขนาดของเสนมัธยฐานของรูปสามเหลี่ยม

ขนาบขางกับดานของรูปสามเหลี่ยมตั้งตนได ดังบทแทรกตอไปนี้ 

บทแทรก 3.2 กําหนดให ABC∆  เปนรูปสามเหลี่ยมใด ๆ มี ,ACDE BAFG   และ CBHI  

เปนรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 ซ่ึงดานอิสระยาวเปนครึ่งหนึ่งของดานขนาบ ถา ,A B′ ′และ C′  

เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง ,EF GH  และ ID  ตามลําดับ แลว ,
4 4

BC ACAA BB′ ′= =  

และ 
4

ABCC′ =  

 
รูปท่ี 3.2 ภาพประกอบทฤษฎีบท 3.2 

บทพิสูจน จากบทพิสูจนขางตน ไดวา 
2 2 2

2

2 2 4
AB AC BCEF = + −   

เนื่องจาก 
2

ACAE =  และ 
2

ABAF =  จะได  

2
2 2 28

2
EFBC AE AF

 
= + − 

 
     (3) 

พิจารณา AEF∆  โดยทฤษฎีบทของสจวรต จะได ( )
2

2 2 21
2 2

EFAA AE AF
 

′ = + − 
 

 หรือ 
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( )
2

2 2 22
2

EFAA AE AF′ = + −      (4) 

จาก (3) และ (4) จะได ( )22 16BC AA′=  นั่นคือ 
4

BCAA′ =  

ในทํานองเดียวกัน จะได 
4

ACBB′ =  และ 
4

ABCC′ =       

4. สรุป 

จากขางตนพบวา การศึกษาเก่ียวกับความสัมพันธระหวางรูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และ

อันดับท่ี 2 ของรูปสามเหลี่ยมนั้นคอนขางเรียบงายและนาสนใจ ซ่ึงนาพิจารณาตอไปวา ในกรณีท่ี 

ดานอิสระและดานขนาบมีความสัมพันธกันเปนอัตราสวน k  แลวความสัมพันธระหวางพ้ืนท่ีของ 

รูปสี่เหลี่ยมขนาบขางอันดับท่ี 1 และอันดับท่ี 2 ของรูปสามเหลี่ยมนั้นจะข้ึนอยูกับคาคงท่ี k  หรือไม 

อยางไร 

เอกสารอางอิง 

[1]  Gilbey, J.  (2005).  Responding to Geoff Fauxs Challenge. Mathematics Teaching,  

190, p. 16 

[2]  Syawaludin, M. R., Mashadi, M. and Gemawati, S.  (2018).  Modification Cross’ Theorem 

on Triangle with Congruence. Pekanbaru Indonesia,  4 (5), p. 40 - 44 
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ขอกําหนดในการจัดทําเอกสารเพ่ือลงตีพิมพใน 

วารสารคณติศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

1. กระดาษและเลขหนา 

 ตั้งคาขนาดกระดาษ และระยะขอบดังน้ี  ขนาดของกระดาษ : 19.05 ซม. x 26.03 ซม.  

 ระยะก้ันขอบซาย (left margin) : 2.22 ซม.  ระยะก้ันขอบขวา (right margin) : 2.22 ซม. 

 ระยะก้ันขอบบน (top margin) : 2.69 ซม.  ระยะก้ันขอบลาง (bottom margin) : 2.69 ซม. 

 การยอหนา ระยะละ 0.64 ซม.   เลขหนา อยูก่ึงกลางหนากระดาษดานลาง 

2. อักษร 

 ฟอนตของอักษร ท้ังภาษาไทยและภาษาอังกฤษกําหนดเปน TH Sarabun New (ดาวน โหลด  ไดที่  

http://www.f0nt.com/release/th-sarabun-new/) และกําหนดขนาดและลักษณะของอักษร ในสวนตาง ๆ ดังน้ี  

ช่ือบทความใชอักษรขนาด 20 ตัวหนา ช่ือหัวขอและช่ือหัวขอยอยใชอักษรขนาด 16 ตัวหนา สําหรับเน้ือหา คํา

บรรยาย และท่ีมาของตารางและรูปภาพ ใชอักษรขนาด 16 ตัวปกติ  

3. หัวขอท่ีตองมีในบทความ 

 ช่ือบทความ ช่ือผูเขียน ท่ีอยู : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 อีเมล : ภาษาอังกฤษ 

 บทคัดยอ คําสําคัญ : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 บทนํา เน้ือหา  สรุป : ภาษาไทย หรือ ภาษาอังกฤษ อยางใดอยางหน่ึง 

 เอกสารอางอิง : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

4. การพิมพบทคัดยอ 

 บทคัดยอมีเพียงหน่ึงยอหนา โดยเปนการเขียนอยางกะทัดรัด ไดใจความ และไมมีรายการอางอิง 

5. การพิมพคําสําคัญ   

 คําสําคัญภาษาไทย แตละคําใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยไมมีจุลภาคคั่น และเริ่มตนบรรทัดดวยคําวา  

“คําสําคัญ:” 

 คําสําคัญภาษาอังกฤษ แตละคําใหข้ึนตนดวยอักษรตัวพิมพใหญ ใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยมีจุลภาคคั่น และ

เริ่มตนบรรทัดดวยคําวา “Keywords:”  

6. ช่ือ ท่ีอยู และอีเมลของผูเขียน 

 ระบุช่ือผูเขียนทุกคน และหนวยงานหรือท่ีอยูสําหรับติดตอ รวมท้ังอีเมลของทุกคน โดยพิมพชิดขอบขวาของ

กระดาษ 
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7. การพิมพหัวขอ หรือ หัวขอยอย  

ตําแหนงการพิมพใหพิมพชิดขอบซายของกระดาษ และการลําดับหัวขอ ใหใชตัวเลขในการลําดับหัวขอ และ 

ตอดวยจุด เชน  1.  2.  สําหรับหัวขอยอยใหใชตัวเลขหัวขอ ตอดวยจุด และตามดวยตัวเลขลําดับหัวขอยอย เชน 

2.1  2.2 

8. คําแนะนําอ่ืน ๆ 

 คําศัพทวิชาการภาษาไทย ใหใชตามศัพทบัญญตัิของสํานักงานราชบัณฑิตยสถาน ดูไดท่ี 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 

 การเวนวรรค ใหใชระยะชองวาง 1 ชอง  

 ตัวแปร ใหพิมพดวยตัวเอียง 

 สมการ ใหใชการพิมพ ไมอนุญาตใหใชในลักษณะรูปภาพ สําหรับลําดับหมายเลขกํากับสมการ ใหเขียน

หมายเลขอยูในวงเล็บเล็ก และวางชิดขอบขวาของกระดาษ  

 รูปภาพ ตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับใตรูป โดยพิมพในรูปแบบ : “รูปท่ี หมายเลขรูป คําบรรยายรูป” 

เชน รูปท่ี 1 แผนภาพแสดงความสัมพันธ ท้ังน้ีกรณีมีรูปยอย ใหใช  (ก)  (ข)  (ค) ... ตอจากหมายเลขรูป 

เชน รูปท่ี 1(ก)  รูปท่ี 1(ข)  

 ตาราง ใหใชเสนตารางเปนเสนสีดํา โดยตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับเหนือตาราง โดยพิมพในรูปแบบ 

“ตารางท่ี หมายเลขตาราง คําบรรยายตาราง”  

 ท้ังน้ีตําแหนงของ รูปภาพ ตาราง และคําบรรยาย ใหจัดไวก่ึงกลางของหนากระดาษ และหากนํารูปภาพ หรือ

ตาราง มาจากแหลงอ่ืน โปรดระบุแหลงท่ีมาดวย โดยระบุไวใตรูปภาพหรือตารางน้ัน 

9. เอกสารอางอิง 

 การพิมพรายการเอกสารอางอิงใชตามหลักเกณฑ APA (American Psychological Association) ฉบับท่ี 6 

(ศึกษาเพ่ิมเติมไดท่ี https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) การเรียงลําดับเอกสารอางอิง

ใหเรียงตามลําดับตามอักษรแรกท่ีปรากฏของเอกสารอางอิง โดยเริ่มตนจากเอกสารอางอิงภาษาไทยกอนจนครบ 

แลวตอดวยเอกสารอางอิงภาษาอังกฤษ โดยเอกสารอางอิงภาษาไทยจะตองเขียนเปนภาษาอังกฤษดวย 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวงัใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 

โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 
 

 

วัตถุประสงคของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 
  1. เพ่ือสงเสรมิและสนับสนุนการศกึษา และงานวิจัยทางคณติศาสตร 

2. เพ่ือพัฒนาและแลกเปลี่ยนความรูทางการสอนคณติศาสตร 

3. เพ่ือเผยแพรความรูทางคณติศาสตร 

4. เพ่ือสงเสรมิวิชาชีพท่ีเก่ียวกับคณิตศาสตร 

5. เพ่ือสรางความสัมพันธกับองคกรทางคณิตศาสตรในประเทศและตางประเทศ 

สมาชิกของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

มี  2  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  และสมาชิกสามญั  

สมาชิกสามัญ  ไดแก ผูที่มีความสนใจทางคณิตศาสตร หรือผูที่มีวิชาชีพเก่ียวกับคณิตศาสตร  

  สิทธิและหนาท่ีของสมาชิกสามัญ 
1. มีสิทธิประดับเครื่องหมายของสมาคมฯ เมื่อไดรบัหนังสืออนุญาตจากสมาคมฯ เปนลายลักษณอักษร 

2. มีสิทธิเขาถึงวารสารคณิตศาสตร ฉบับเต็มในรูปแบบออนไลน 

3. มีสิทธิเขารวมประชุมสามญัประจาํป และรวมกิจกรรมท่ีสมาคมฯ จดัข้ึน 

4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 

5. มีสิทธิไดรับการเสนอช่ือ เพ่ือรับการเลือกตั้งเปนกรรมการบริหารสมาคมฯ 

6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเก่ียวกับกิจการของสมาคมฯ ตอคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 

7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพ่ือตนเอง หรือบุตรของสมาชิก 

8. มีหนาท่ีรักษาไวซึ่งเกียรติและมารยาทอันดีงามของสมาชิก 

9. มีหนาท่ีปฏิบัตติามระเบียบขอบังคับของสมาคมฯ  

คาสมัครสมาชิก ประกอบดวย  

1. คาลงทะเบียนในการสมัครครั้งแรก 30 บาท 

2. ค่าสมาชิกสามัญ ตลอดชีพ 3,000 บาท และ รายปี 250 บาท  

วาระการเปนสมาชิกสามัญรายป เร่ิมตั้งแตวันที่ 1 มกราคม ถึงวันที่ 31 ธันวาคม ของป 

กรอกใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ไดที่  

        https://www.mathassociation.or.th หัวขอ “สมาชิกสมาคม”  
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ใบสมัครสมาชิก 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

วันท่ี ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ขาพเจา (ช่ือ - สกุล) ................................................................................................... อาชีพ ...................................... 

เบอรโทรศัพท ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงคจะสมคัรเปนสมาชิกสมาคมคณติศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามญัตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามญัรายป (250 บาท) 

พรอมใบสมัครน้ีไดชําระ คาสมาชิกและ/หรือ   คาลงทะเบียนสมัครครั้งแรก จํานวน 30  บาท 

          รวมเปนเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังบัญชีเลขท่ี  162-0-25671-1 ธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจรุีสแควร    

              ช่ือบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีท่ีมาตดิตอดวยตนเองท่ีสมาคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

        ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย) 

ท่ีอยูสําหรับการจัดสงเอกสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 
 

ช่ือ................................................................................................................................................................ 

เลขท่ี ............................. ซอย ....................................... หมูท่ี ....................................... 

ถนน .............................................. ตําบล ....................................... อําเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณยี ...............................  
 

 

 

ลงนาม............................................................ ผูสมัคร 

 (..............................................................................) 

 

(สําหรับเจาหนาท่ี)  เลขท่ีใบเสร็จ.......................... 
รับเงินคาสมาชิกจํานวน..................................... 
วันท่ี.................................................. 

 สมาชิกใหม 

 ตออายุ  เลขสมาชิกเดิม................. 

สมัครสมาชิก โดย (1) สแกน QR-Code หรือเขาลิงค https://bit.ly/37yC835 
หรือ (2) สงใบสมัครสมาชกิ พรอมหลักฐานการโอนเงิน มาท่ี 

(ก)  สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์   
      ตู้ ป.ณ. 2022 ปณฝ.จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย กรุงเทพมหานคร 10332   หรือ   
(ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com  

แล้วทางสมาคมฯ จะแจ้งยืนยันการสมัครสมาชิกให้ท่านทราบต่อไป 
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การสอบแขงขันคณิตศาสตร ประจําป 2567 

โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

การสอบแขงขันคณิตศาสตร ประจําป 2567 โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย  

ในพระบรมราชูปถัมภ เปนการสอบแขงขันในสามระดับ คือ ระดับประถมศึกษา ระดับมัธยมศึกษา

ตอนตน และระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย โดยมีการแขงขันสองประเภท คือ ประเภทบุคคลและ

ประเภททีม 

กําหนดการสอบ ในวันอาทิตยท่ี 10 พฤศจิกายน พ.ศ. 2567 เวลา 9:00 – 12:00 น. 

 ระดบัประถมศึกษา เวลาสอบ 2 ชั่วโมง  

ระดับมัธยมศึกษาตอนตนและมัธยมศึกษาตอนปลาย เวลาสอบ 3 ชั่วโมง 

สนามสอบ มีท้ังหมด 8 แหง ดังนี้ 

1. มหาวิทยาลัยรามคําแหง กรุงเทพมหานคร 

2. โรงเรียนพระปฐมวิทยาลยั จังหวัดนครปฐม 

3. มหาวิทยาลัยเชียงใหม จังหวัดเชียงใหม 

4. โรงเรียนเฉลิมขวัญสตรี จังหวัดพิษณุโลก 

5. โรงเรียนสาธิตมหาวิทยาลัยราชภัฎนครราชสีมา จังหวัดนครราชสีมา 

6. โรงเรียนเบ็ญจะมะมหาราช จังหวัดอุบลราชธานี 

7. โรงเรียนธิดาแมพระ จังหวัดสุราษฎรธานี 

8. โรงเรียนหาดใหญวิทยาลัย จังหวัดสงขลา 

รางวัลในการแขงขันในแตละระดับ แบงเปน 

 ประเภทบุคคล ประเภททีม 

ระดับประเทศ 3 รางวัล 2 รางวัล 

ระดับภูมิภาค 

(5 กลุม) 
3 รางวัล 2 รางวัล 

ระดับท่ัวไป นักเรียนท่ีไดคะแนนสอบตามเกณฑ จะไดรับเกียรติบัตร 
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ระดับภูมิภาค แบงเปน 5 กลุม ตามโรงเรียนดังนี้ 

กลุมท่ี 1 โรงเรียนในกรุงเทพมหานคร โรงเรียนมหิดลวิทยานุสรณ และโรงเรียนกําเนิดวิทย 

กลุมท่ี 2 โรงเรียนในภาคเหนือ 

กลุมท่ี 3 โรงเรียนในภาคตะวนัออกเฉียงเหนือ 

กลุมท่ี 4 โรงเรียนในภาคกลาง ยกเวนโรงเรียน ในกลุมท่ี 1 

กลุมท่ี 5 โรงเรียนในภาคใต 

หมายเหตุ  ผูแขงขันแตละคนจะไดรับเงินรางวัลเฉพาะรางวัลสูงสุดเทานั้น 

 

 ขอสอบและเฉลยแนวคิด การสอบแขงขันคณิตศาสตร ประจําป 2567 

          สามารถอานไดท่ี https://www.mathassociation.or.th/bookshelf/examStore 

 ผลการสอบแขงขันคณิตศาสตร ประจําป 2567  

สามารถเขาดูผลการสอบไดท่ี https://www.mathassociation.or.th/exam2567 
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การประชุมวิชาการทางคณิตศาสตรระดับชาติ คร้ังท่ี 29 ประจําป 2568 

The 29th Annual Meeting in Mathematics (AMM2025) 

ภายใตหัวขอ “Lead a better future with mathematics” 

จัดโดย ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
 

  



กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

60 

การประชุมวิชาการระดับปริญญาตรีดานคณิตศาสตรประยุกตคร้ังท่ี 13  

ประจําป 2568 

The 13th Undergraduate in Applied Mathematics Conference 

(UAMC 2025) 

จัดโดย ภาควิชาคณิตศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง 
 

 



สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330

โทรศัพท และโทรสาร 02–252-7980

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ประจําป พ.ศ. 2567 – 2568 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมตาง ๆ เพื่อกระตุนใหเกิดความตื่นตัวทางวิชาการใน

วงการคณิตศาสตร ระดับตาง ๆ ท้ังใหบริการทางวิชาการแกสังคม เพื่อใหบรรลุวัตถุประสงคของสมาคม

ท่ีตั้งไว ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารวิชาการทางคณิตศาสตร 

o วารสารคณิตศาสตร (TCI) จํานวน 3 ฉบับตอป 

o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จํานวน 4 ฉบับตอป

2. อบรมความรูคณิตศาสตร

ดูขอมูล รายละเอียด และกําหนดการ ไดท่ี https://www.mathassociation.or.th ในหัวขอ กิจกรรมสมาคม

3. สอบแขงขันคณิตศาสตรประจําป ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนตน และมัธยมศึกษาตอนปลาย

จัดสอบแขงขัน ประจําป พ.ศ. 2567 วันอาทิตยท่ี 10 พฤศจกิายน พ.ศ. 2567

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตรประจําป ครั้งท่ี 29 ประจาํป 2568

(The 29th Annual Meeting in Mathematics : AMM2025) 

ระหวางวันท่ี 21 - 23 พฤษภาคม พ.ศ. 2568 โดยศูนยสงเสริมการวิจัยคณิตศาสตรแหงประเทศไทย 

ภายใตสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ รวมกับ ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร

มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ เปนเจาภาพ

5. รวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ในการจัดสงผูแทนประเทศไทย

เขารวมการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ 

6. สนับสนุนและรวมมือกับหนวยงานอ่ืนในกิจกรรมสงเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร
o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนตน และมัธยมศึกษาตอนปลาย    

โดยรวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.)  

ดูขอมูลและกําหนดการไดท่ี https://www.mathassociation.or.th ในหัวขอ กิจกรรมสมาคม

o ประชุมวิชาการระดับปริญญาตรี ดานคณิตศาสตรประยุกต ครั้งท่ี 13 ประจาํป 2568

(The 13th Undergraduate in Applied Mathematics Conference : UAMC2025)

ในวันท่ี 30 มีนาคม พ.ศ. 2568 โดย ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร  

สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง เปนเจาภาพ

www.mathassociation.or.th MathThaiOrg@gmail.com 
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