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คุยกับกองบรรณาธิการฝายบริหาร 

สวัสดี ทานผูอานวารสารคณิตศาสตรทุกทาน 

ยินดีตอนรับทุกทานสูวารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย  

ในพระบรมราชูปถัมภ ฉบับที่ 715 ประจําเดือนพฤษภาคม ถึง สิงหาคม 2569 วารสารฉบับน้ี 

ไดรวบรวมบทความวิชาการซึ่งเปนองคความรูทั้งเชิงทฤษฎีและการประยุกต ในสาขาคณิตศาสตร 

คณิตศาสตรประยุกต และคณิตศาสตรศึกษา โดยมุงหวังใหเปนรากฐานสําคัญในการตอยอดงานวิจัย 

และรวมพัฒนาการเรยีนการสอนใหเทาทันตอการเปลี่ยนแปลงของโลกยุคปจจุบันตอไป  

ในชวงเวลาน้ี สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ อยูระหวาง

เปดรับสมัครเพื่อเขารวมการสอบแขงขันคณิตศาสตร ประจําป 2569 ซึ่งจะจัดการสอบใน 

วันอาทิตยที่ 1 พฤศจิกายน 2569 ณ สนามสอบทั่วประเทศ รวม 15 แหง จึงขอเชิญชวนสมาชิก 

ทุกทานรวมสงบุตรหลานและนักเรียนเขารวมการสอบแขงขันในครั้งน้ี เพื่อประเมินศักยภาพทาง

คณิตศาสตรของตนเอง และพัฒนาตอยอดตอไป 

ในนามของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ขอขอบพระคุณคณะผูจัดทํา  

ผูทรงคุณวุฒิ และนักวิชาการทุกทาน ที่ไดรวมกันสรางสรรคบทความอันมีคุณคา และหวังเปน 

อยางย่ิงวาบทความในวารสารฉบับน้ี จะเปนประโยชนและสรางแรงบันดาลใจในการขับเคลื่อนสังคม

แหงการเรียนรูที่ย่ังยืนสืบไป 
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กติกาและคําแนะนําสําหรับผูประสงคสงบทความเพ่ือลงตีพิมพในวารสารคณิตศาสตร 

 วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ เปน

วารสารวิจัยและวิชาการ เปดรับบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความทั่วไป ที่เปนทั้ง

ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ โดยทุกบทความจะไดรับการคัดกรองจากผูทรงคุณวุฒิ เพื่อลงตีพิมพใน

วารสารคณิตศาสตร 

กติกาของวารสารคณิตศาสตร 

วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ได

ปฏิบัติตามเกณฑทั้งเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพของศูนยดัชนีการอางอิงวารสารไทย (Thai Journal 

Citation Index Center : TCI) อยางเครงครัด ดังน้ัน จึงกําหนดกติกาและแนวทางในการบริหาร

จัดการวารสารคณิตศาสตร ดังน้ี 

ช่ือวารสาร 
(ภาษาไทย) 

วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย  
ในพระบรมราชูปถัมภ 

ช่ือวารสาร 
(ภาษาอังกฤษ) 

Mathematical Journal by The Mathematical  
Association of Thailand Under The Patronage of  
His Majesty The King 

กําหนดการเผยแพร ปละ 3 ฉบับ ฉบบัที่ 1  มกราคม – เมษายน 
                ฉบับที่ 2  พฤษภาคม – สิงหาคม 
                ฉบับที่ 3  กันยายน – ธันวาคม 

ขอบเขตของ
บทความที่จะรบั
ตีพิมพในวารสาร 

บทความจะตองเกี่ยวของกับคณิตศาสตร คณิตศาสตรศึกษา หรือ
คณิตศาสตรประยุกตในสาขาตาง ๆ เชน 

• วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
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บทคัดยอ 

บทความนี้จะสํารวจเมทริกซจาโคเบียนจากทั ้งมุมมองทางเรขาคณิตและเชิงวิเคราะห  

โดยเนนที่การเกิดขึ้นของเมทริกซจากการแปลงองคประกอบปริมาตรกณิกนันต หลังจากนั้น 

จะสาธิตวิธ ีการใชเมทริกซจาโคเบียน เพื ่อแปลงตัวดําเนินการแคลคูลัสเวกเตอรหลักจาก 

พิกัดคารทีเซียนเปนพิกัดทรงกลม 

คําสําคัญ:  เมทริกซจาโคเบียน ฟลดเวกเตอร เกรเดียนต ไดเวอรเจนซ เคิรล 
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ABSTRACT 

This paper will explore the Jacobian matrix from both geometric and analytical 

perspective, focusing on how it arises from the transformation of infinitesimal volume 

elements. Then, as a practical application, we will demonstrate how the Jacobian can 

be used to transform key vector calculus operators from Cartesian to spherical 

coordinates. 

Keywords:  Jacobian matrix, Vector field, Gradient, Divergence, Curl 
 

1. Introduction 

The Jacobian matrix is a mathematical tool that shows how a set of variables 

changes with respect to another set. Each entry in the matrix corresponds to a partial 

derivative. Its structure allows powerful ways to handle coordinate transformations 

and analyze local behavior of functions [1]. 

One particular application of the Jacobian is in vector calculus, where there are 

serval key operators such as the gradient, divergence, and curl. While these operators 

are typically expressed in Cartesian coordinates, many problems—especially where 

spherical symmetry occurs—are easier to solve using spherical coordinates [3]. 

Therefore, to work effectively in spherical coordinates, these operators need to be 

transformed accordingly. 

While it is possible to derive these transformations using the multivariable chain 

rule, such derivations are rarely fully shown in most calculus textbooks. The steps are 

often abbreviated or spread out across different topics, making it difficult for readers 

to grasp the full transformation process. The Jacobian approach therefore aims to offer 

a more systematic and unified method that ties together geometry, linear algebra, and 

differential calculus [4]. 
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2. Spherical Coordinates 

Before going into the derivations, let us review about the spherical coordinates.  

A problem featuring a spherical shape (a sphere, or a hemispherical shell) is often 

easier to solve using spherical coordinates [3]. 

Compared to the Cartesian coordinates of (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) , spherical coordinates are 

expressed as (𝑟𝑟, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑) where 𝑟𝑟 is the radial distance from the origin, 𝜃𝜃 is the polar 

angle, and 𝜑𝜑 is the azimuthal angle [2]. Note that in this paper, we will use the physics 

convention as specified by the ISO standard 80000-2:2019. 

 
Figure 2.1 3D diagram of spherical coordinates.  

From Figure 2.1, we can use the Cartesian coordinates to express spherical 

coordinates [2].  

𝑟𝑟 = �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 (1) 

cos 𝜃𝜃 = 𝑧𝑧
𝑟𝑟
  (2) 

tan 𝜑𝜑 = 𝑦𝑦
𝑥𝑥
  (3) 

On the contrary, we can also express Cartesian coordinates in terms of spherical 

coordinates by the following expressions:  

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 (4) 

𝑦𝑦 = 𝑟𝑟 sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃  (5) 

𝑧𝑧 = 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃  (6) 

In spherical coordinates, the unit vectors 𝒓𝒓� , 𝜽𝜽� , and 𝝋𝝋�  point in directions of 

increasing 𝒓𝒓, 𝜽𝜽, and 𝝋𝝋, respectively. Unlike Cartesian unit vectors, these are not fixed 
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and vary with position. They are defined relative to the geometry of a sphere. However, 

their orientation can be expressed in terms of Cartesian unit vectors as follows [3]: 

𝒓𝒓� = 𝒊̂𝒊 cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 + 𝒋̂𝒋 sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 + 𝒌𝒌� cos 𝜃𝜃 (7) 

𝜽𝜽� = 𝒊̂𝒊 cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 +𝒋̂𝒋 sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 − 𝒌𝒌� sin 𝜃𝜃  (8) 

𝝋𝝋� = −𝒊̂𝒊 sin 𝜑𝜑 + 𝒋̂𝒋 cos 𝜑𝜑 (9) 

Geometrically, the radial unit vector 𝒓𝒓�  points directly outward away from the 

origin. The polar unit vector 𝜽𝜽� is tangent to a vertical circle centered at the origin with 

a diameter on the 𝑧𝑧-axis. The azimuthal unit vector 𝝋𝝋�  is tangent to a horizontal circle 

in the 𝑥𝑥𝑥𝑥 plane and centered on the 𝑧𝑧-axis in an anticlockwise sense (just as in  

2D polar coordinates) [3]. Remember that these unit vectors are of magnitude one.  

3. The Jacobian  

The Jacobian matrix and determinant are used when transitioning between 

coordinate systems occurs. Geometrically, they can represent the factor by which 

areas or volumes are scaled when changing coordinates. Suppose we have a density 

function 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) and want to calculate its mass. We have to use an integral as the 

density of each point can vary. To simplify our calculation, we can switch to a different 

coordinate system 𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤 with a scale factor 𝐉𝐉 (Jacobian). This can be represented 

below as:  

∭ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∭ 𝑓𝑓�𝛼𝛼(𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤), 𝛽𝛽(𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤), 𝛾𝛾(𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤)�𝐉𝐉𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (10) 

Here, we have expressed (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) in terms of our new coordinates as functions of 

(𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤) denoted below.  

𝑥𝑥 = 𝛼𝛼(𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤)   
𝑦𝑦 = 𝛽𝛽(𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤)      
𝑧𝑧 = 𝛾𝛾(𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤)     

We know that 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 represents the infinitesimal volume element (a rectangular 

prism) in Cartesian coordinates. However, after applying the transformation, this 

volume element is distorted and becomes a shape called a parallelepiped.  
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Figure 3.1 A rectangular prism and a parallelepiped. 

We can label each side of the parallelepiped with a vector.  

 
Figure 3.2 Parallelepiped labelled with vectors 𝐚𝐚, 𝐛𝐛, 𝐜𝐜. 

We know that the volume of the parallelepiped is calculated by: 

𝑉𝑉 = area of base ⋅ height 

          = (|𝐚𝐚||𝐛𝐛| sin 𝜃𝜃) ∙ |𝐜𝐜| cos 𝜙𝜙 
          = |(𝐚𝐚 × 𝐛𝐛) ∙ 𝐜𝐜| 

In order to find the vectors 𝐚𝐚, 𝐛𝐛, 𝐜𝐜, we can use the relationship between our 

coordinates system. In Figure 3.1, we consider the sides of the infinitesimal volume 

element of the rectangular prism to be vectors 𝑑𝑑𝑑𝑑𝒊̂𝒊, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝒋̂𝒋, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝒌𝒌� respectively. Once we 

have changed into our new coordinates, the vectors will be shifted. Given that 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 

are functions of 𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤, the transformed vectors could have components in the 𝒊̂𝒊, 𝒋̂𝒋, 𝒌𝒌� 

directions after applying the transformation. We can represent these changes with the 

following expressions.  

𝑑𝑑𝑑𝑑 → 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒊̂𝒊 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒋̂𝒋 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒌𝒌�  

𝑑𝑑𝑑𝑑 → 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒊̂𝒊 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒋̂𝒋 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒌𝒌�  

𝑑𝑑𝑑𝑑 → 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒊̂𝒊 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒋̂𝒋 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛿𝛿𝛿𝛿𝒌𝒌�  
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These new vectors now represent the vectors 𝐚𝐚, 𝐛𝐛, 𝐜𝐜 respectively. To find the 

volume of the parallelepiped, we will take the triple product of 𝐚𝐚, 𝐛𝐛 and 𝐜𝐜. This can 

be computed by finding the determinant of a 3×3 matrix (Jacobian matrix) arranged 

in the order below. Note that we have factored out 𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 →
�

�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�

�
𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐉𝐉𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 

We have now shown how the volume element has been transformed under our 

new coordinates. Furthermore, as the infinitesimal quantities 𝛿𝛿𝛿𝛿, 𝛿𝛿𝛿𝛿, 𝛿𝛿𝛿𝛿 approaches 

zero, they will converge to their differential forms of 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑑𝑑. Hence, our new 

volume integral can be written as: 

� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝐉𝐉𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

Going back to equation (10), since we have already parameterized our density 

function using the new coordinates, we can now calculate the mass using the 

transformed volume integral. Thus, we have finally showed how the Jacobian (the 

determinant of the 3×3 matrix in the previous page) behaves like a factor when 

changing between coordinate systems. 

Lastly, the Jacobian matrix can be generally expressed as: 

𝐉𝐉 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝐹𝐹1

𝜕𝜕𝑥𝑥1
⋯

𝜕𝜕𝐹𝐹1

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑥𝑥1
⋯

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

4. The Gradient 

The gradient operator defined by the symbol ∇��⃗  (del, nabla) and has partial 

derivatives as its components [2]. In Cartesian coordinates, it is represented as:  

∇��⃗  = 𝒊̂𝒊 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝒋̂𝒋 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝒌𝒌� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 (11) 
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We can apply the gradient operator to a multivariable function, resulting in the 

gradient vector.  

∇��⃗ 𝑓𝑓 = 𝒊̂𝒊
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝒋̂𝒋

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝒌𝒌�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕  

Similar to how taking the derivative of a function would give the rate of change at 

any point, the gradient operator not only gives the rate of change but also indicates 

the direction of the fastest increase for a multivariable function. 

5. The Divergence  

The divergence of a vector function is the scalar product between the gradient 

operator and a vector function [2]. In Cartesian coordinates, it is represented as:  

∇��⃗ ∙ 𝐹⃗𝐹 = �𝒊̂𝒊
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝒋̂𝒋
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝒌𝒌�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� ∙ �𝐹𝐹𝑥𝑥𝒊̂𝒊 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝒋̂𝒋 + 𝐹𝐹𝑧𝑧𝒌𝒌��  

=
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕 +
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕 +
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕  (12) 

You can think of the divergence as a way to represent the rate at which a vector 

field spreads out or converges into a given point in space. A value greater than zero 

would mean that the field lines (flux) are radiating outwards, while a value less than 

zero would mean that the field lines (flux) are converging inwards [2].  

6. The Curl 

The curl of a vector function is the vector product between the gradient operator 

and a vector function [2]. We can carry out this operation by setting up a 3×3 matrix 

and calculating its determinant. The result of calculating the curl is a vector. In 

Cartesian coordinates, it is represented as:  

∇��⃗ × 𝐹⃗𝐹 = ��

𝒊̂𝒊 𝒋̂𝒋 𝒌𝒌�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐹𝐹𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑦𝑦 𝐹𝐹𝑧𝑧

�� = 𝒊̂𝒊 �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐹𝐹𝑦𝑦 𝐹𝐹𝑧𝑧

� − 𝒋̂𝒋 �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐹𝐹𝒙𝒙 𝐹𝐹𝑧𝑧

� + 𝒌𝒌� �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐹𝐹𝒙𝒙 𝐹𝐹𝑦𝑦

�  

= �
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝒊̂𝒊 − �
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝒋̂𝒋 + �
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝒌𝒌�  
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You can think of the curl as a measure of the net circulation of field lines at a 

point. For example, when an electric current is running through a wire, it creates a 

magnetic field around the wire. By calculating the curl, we can determine both the 

direction in which the magnetic field rotates and its rate (magnitude) at any given 

point.  

7. Gradient Operator in Spherical Coordinates  

Now that we have familiarize ourselves with the Jacobian and all the vector 

calculus operators, let’s see how the Jacobian matrix can be used to transform the 

gradient from Cartesian to spherical.  

Firstly, the gradient operator in Cartesian is represented by equation (11). However, 

we want it to be in terms of 𝑟𝑟, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑. We can use the chain rule which will give us: 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (13) 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (14) 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 (15) 

We can now use matrix notation to represent equations (13), (14), and (15) 

altogether. The matrix on the right side is the Jacobian matrix (𝐉𝐉).  

�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� = �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

Going back to equations (4), (5), and (6). We can take the partial derivative with 

respect to each variables, giving us: 
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�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�

= �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� �
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 𝑟𝑟 cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 −𝑟𝑟 sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃
sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 𝑟𝑟 sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 𝑟𝑟 cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃

cos 𝜃𝜃 −𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 0
� 

 

�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� = �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐉𝐉 = ∇��⃗   

Here, the Jacobian is acting as a scaling factor to the gradient in Cartesian. Solving 

for 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 , we can take the inverse of the Jacobian matrix.  

�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐉𝐉−1 = �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�  

Although the detailed steps for computing the inverse of a 3×3 matrix especially 

one involving trigonometric functions are complicated and requires lots of algebraic 

manipulation, the final result is provided for completeness. The detailed calculations 

are omitted to maintain focus on the primary analysis.  

𝐉𝐉−1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 cos 𝜃𝜃
cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃

𝑟𝑟
sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃

𝑟𝑟 −
sin 𝜃𝜃

𝑟𝑟

−
sin 𝜑𝜑

𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃
cos 𝜑𝜑
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

  

One property of the dot product is that when two perpendicular vectors are dotted 

together, the answer will be zero. We can utilize this property to find the coefficients 

of each of the components by multiplying the transformed gradient operator with the 

spherical unit vectors 𝒓𝒓� , 𝜽𝜽�, 𝝋𝝋�  respectively. 
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∇��⃗ ∙ 𝒓𝒓� = �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐉𝐉−1 �
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃
sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃

cos 𝜃𝜃
� = �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� �

1
0
0

� =
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 

∇��⃗ ∙ 𝜽𝜽� = �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐉𝐉−1 �
cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃
sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃

− sin 𝜃𝜃
� = �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� �

0
1
𝑟𝑟
0

� =
1
𝑟𝑟

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 

∇��⃗ ∙ 𝝋𝝋� = �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐉𝐉−1 �
− sin 𝜑𝜑
cos 𝜑𝜑

0
� = �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� �

0
0
1

𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃

� =
1

𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 

We have finally derived the gradient operator in spherical coordinates using the 

Jacobian matrix and applying its inverse. Thus, the gradient in spherical coordinates is 

expressed as:  

∇��⃗  =  
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒓𝒓� +
1
𝑟𝑟

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜽𝜽� +

1
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝝋𝝋�   

Compare to just using the chain rule, using the Jacobian matrix provides a more 

structured and organized approach. By encapsulating all the partial derivatives into a 

single matrix, it shows how each component changes across coordinate systems. 

8. The Divergence in Spherical Coordinates  

We know that the divergence in Cartesian coordinates is defined by equation (12). 

It is the dot product between the gradient operator and a vector field. In order to 

transform it into spherical coordinates, we can first take the same approach as we did 

for the gradient (equations (13), (14), and (15)).  

�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 cos 𝜃𝜃
cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃

𝑟𝑟
sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃

𝑟𝑟 −
sin 𝜃𝜃

𝑟𝑟

−
sin 𝜑𝜑

𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃
cos 𝜑𝜑
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

= �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 

Here, we have used the inverse of the Jacobian matrix to obtain 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 in terms 

of 𝑟𝑟, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑. Next, let us express 𝐹𝐹𝑥𝑥 , 𝐹𝐹𝑦𝑦, 𝐹𝐹𝑧𝑧 in terms of 𝐹𝐹𝑟𝑟 , 𝐹𝐹𝜃𝜃, 𝐹𝐹𝜑𝜑 . This can be done by 

manipulating the unit vectors.  
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Firstly, writing equations (7), (8), and (9) in matrix notation.  

�
𝒓𝒓�
𝜽𝜽�
𝝋𝝋�

� = �
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 cos 𝜃𝜃
cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 − sin 𝜃𝜃

− sin 𝜑𝜑 cos 𝜑𝜑 0
� �

𝒊̂𝒊
𝒋̂𝒋
𝒌𝒌�

�  

As before, in order to express 𝒊̂𝒊, 𝒋̂𝒋, 𝒌𝒌� in terms of 𝒓𝒓� , 𝜽𝜽�, 𝝋𝝋� , we can take the inverse of 

the matrix. However, since this is an orthogonal matrix, the inverse is simply its 

transpose.  

�
𝒊̂𝒊
𝒋̂𝒋
𝒌𝒌�

� = �
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 − sin 𝜑𝜑
sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 cos 𝜑𝜑

cos 𝜃𝜃 − sin 𝜃𝜃 0
� �

𝒓𝒓�
𝜽𝜽�
𝝋𝝋�

� 

We can now use this relationship to express 𝐹𝐹𝑥𝑥 , 𝐹𝐹𝑦𝑦 , 𝐹𝐹𝑧𝑧 in terms of 𝐹𝐹𝑟𝑟 , 𝐹𝐹𝜃𝜃, 𝐹𝐹𝜑𝜑.  

�
𝐹𝐹𝑥𝑥
𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑧𝑧

� = �
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 − sin 𝜑𝜑
sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 cos 𝜑𝜑

cos 𝜃𝜃 − sin 𝜃𝜃 0
� �

𝐹𝐹𝑟𝑟
𝐹𝐹𝜃𝜃
𝐹𝐹𝜑𝜑

� 

Multiplying out the matrix will give us:  
𝐹𝐹𝑥𝑥 = cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝑟𝑟 + cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃𝐹𝐹𝜃𝜃 − sin 𝜑𝜑 𝐹𝐹𝜑𝜑 
𝐹𝐹𝑦𝑦 = sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝑟𝑟 + sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜃𝜃 + cos 𝜑𝜑 𝐹𝐹𝜑𝜑 
𝐹𝐹𝑧𝑧 = cos 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝑟𝑟 − sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜃𝜃 

Putting this altogether will give us:  

∇��⃗ ∙ 𝐹⃗𝐹 = �
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝐉𝐉−1 �
cos 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝑟𝑟 cos 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜃𝜃 − sin 𝜑𝜑𝐹𝐹𝜑𝜑
sin 𝜑𝜑 sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝑟𝑟 sin 𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜃𝜃 cos 𝜑𝜑 𝐹𝐹𝜑𝜑

cos 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝑟𝑟 − sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜃𝜃 0
� 

Again, we shall omit the algebraic manipulation in order to maintain focus on the 

primary analysis. Thus, after all of the tedious algebraic manipulation, we are left with:  

∇��⃗ ∙ 𝐹⃗𝐹 = �
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 +
2
𝑟𝑟 𝐹𝐹𝑟𝑟� + �

1
𝑟𝑟

𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 +
cos 𝜃𝜃

𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜃𝜃� + �
1

𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕 �  

Notice that the first two terms come from the product rule for derivatives. We can 

reverse this to help simplifying the first two terms. Hence, the divergence in spherical 

coordinates is given as:  

∇��⃗ ∙ 𝐹⃗𝐹 =
1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑟𝑟2𝐹𝐹𝑟𝑟 +

1
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝐹𝐹𝜃𝜃sin 𝜃𝜃 +

1
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝐹𝐹𝜑𝜑  
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9. The Curl in Spherical Coordinates  

Before we start deriving the curl in spherical coordinates, let us look at another 

notation of the curl involving unit vectors first in Cartesian coordinates.  

∇��⃗ × 𝐹⃗𝐹 = �𝒊̂𝒊 ×
𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕� + �𝒋̂𝒋 ×

𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕� + �𝒌𝒌� ×

𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕 �  

This notation helps us visualize how each component of the curl is related to the 

changes in the vector field in the directions of the coordinate axes. It highlights how 

the curl is constructed from partial derivatives in different directions. 

Now, suppose we have a vector field in spherical coordinate expressed as:  

𝐹⃗𝐹 = 𝐹𝐹𝑟𝑟𝒓𝒓� + 𝐹𝐹𝜃𝜃𝜽𝜽� + 𝐹𝐹𝜑𝜑𝝋𝝋�   

From Section 7, we have already found the coefficients of the unit vectors when 

it is transformed into spherical coordinates. Thus, we can write the following: 

∇��⃗ × 𝐹⃗𝐹 = �𝒓𝒓� ×
𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕 � + �

𝜽𝜽�
𝑟𝑟 ×

𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕� + �

𝝋𝝋�
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 ×

𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�  

In order to make our derivation easier, let us work with each component 

separately. Starting with 𝒓𝒓� component: 

𝒓𝒓� ×
𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝒓𝒓� ×

𝜕𝜕�𝐹𝐹𝑟𝑟𝒓𝒓� + 𝐹𝐹𝜃𝜃𝜽𝜽� + 𝐹𝐹𝜑𝜑𝝋𝝋��
𝜕𝜕𝜕𝜕   

We shall use the product rule on the second term. This will give us: 

𝜕𝜕�𝐹𝐹𝑟𝑟𝒓𝒓� + 𝐹𝐹𝜃𝜃𝜽𝜽� + 𝐹𝐹𝜑𝜑𝝋𝝋��
𝜕𝜕𝜕𝜕 =  𝒓𝒓�

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜽𝜽�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝝋𝝋�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕   

Note that we have referred to equations (7), (8), and (9) for the partial derivatives 

of 𝒓𝒓� , 𝜽𝜽�, 𝝋𝝋�  with respect to 𝑟𝑟. Next, we will cross it with the unit vector 𝒓𝒓� . 

𝒓𝒓� ×
𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝒓𝒓� × �𝒓𝒓�

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜽𝜽�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝝋𝝋�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕 �  

= 𝝋𝝋�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜽𝜽�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕  (16) 

 



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 71 เลมที่ 715 พฤษภาคม – สิงหาคม 2569 

13 

Moving on to the 𝜽𝜽� component. 

𝜽𝜽�
𝑟𝑟 ×

𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜽𝜽�
𝑟𝑟 ×

𝜕𝜕�𝐹𝐹𝑟𝑟𝒓𝒓� + 𝐹𝐹𝜃𝜃𝜽𝜽� + 𝐹𝐹𝜑𝜑𝝋𝝋��
𝜕𝜕𝜕𝜕   

Using the product rule again on the second term.  

𝜕𝜕�𝐹𝐹𝑟𝑟𝒓𝒓� + 𝐹𝐹𝜃𝜃𝜽𝜽� + 𝐹𝐹𝜑𝜑𝝋𝝋��
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝒓𝒓�

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝜽𝜽� + 𝜽𝜽�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝐹𝐹𝜃𝜃𝒓𝒓� + 𝝋𝝋�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕   

Note that we have referred to equations (7), (8), and (9) again for the partial 

derivatives of 𝒓𝒓� , 𝜽𝜽�, 𝝋𝝋�  with respect to 𝜃𝜃. Next, we will cross it with the unit vector 𝜽𝜽�. 

𝜽𝜽�
𝑟𝑟 ×

𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜽𝜽�
𝑟𝑟 × �𝒓𝒓�

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝜽𝜽� + 𝜽𝜽�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝐹𝐹𝜃𝜃𝒓𝒓� + 𝝋𝝋�
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕 �  

= −
𝝋𝝋�
𝑟𝑟

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 +
𝝋𝝋�
𝑟𝑟 𝐹𝐹𝜃𝜃 +

𝒓𝒓�
𝑟𝑟

𝜕𝜕𝐹𝐹𝜑𝜑

𝜕𝜕𝜕𝜕  (17) 

Lastly, consider the 𝝋𝝋�  component. Since this requires a lot more algebraic 

manipulation and space, we shall omit the working out and skip to the final answer. 

𝝋𝝋�
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 ×

𝜕𝜕𝐹⃗𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜽𝜽�
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 −
𝒓𝒓�

𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃
𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝐹𝐹𝜑𝜑
𝜽𝜽�
𝑟𝑟 + 𝐹𝐹𝜑𝜑 cos 𝜃𝜃

𝒓𝒓�
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 (18) 

Combine equations (16), (17), and (18) together and group all the 𝒓𝒓� , 𝜽𝜽�, 𝝋𝝋�  together, 

respectively.  

1
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 sin 𝜃𝜃𝐹𝐹𝜑𝜑 −

𝜕𝜕𝐹𝐹𝜃𝜃

𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝒓𝒓� −
1
𝑟𝑟 �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑟𝑟𝐹𝐹𝜑𝜑 −

1
sin 𝜃𝜃

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝜽𝜽� +
1
𝑟𝑟 �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑟𝑟𝐹𝐹𝜃𝜃 −

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕 � 𝝋𝝋�  

Here we have taken out the common factors and use the product rule for 

derivatives to simplify things. To finalize our derivation, we can write it in the 

conventional matrix form (determinant of a 3×3 matrix). 

∇��⃗ × 𝐹⃗𝐹 =
�
�

𝒓𝒓�
𝑟𝑟2 sin 𝜃𝜃

𝜽𝜽�
𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃

𝝋𝝋�
𝑟𝑟

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝐹𝐹𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜑𝜑

�
�

=
1

𝑟𝑟2 sin 𝜃𝜃 ��

𝒓𝒓� 𝑟𝑟𝜽𝜽� 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 𝝋𝝋�
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐹𝐹𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟𝑟𝜃𝜃 𝑟𝑟 sin 𝜃𝜃 𝐹𝐹𝜑𝜑

�� 

Thus, we have finally derived the curl in spherical coordinates.  
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10. Conclusion 

In this paper, we have explored the Jacobian and its role in deriving vector calculus 

operators from Cartesian to spherical coordinates [3]. By visualizing how the Jacobian 

arises from the deformation of infinitesimal volume elements, we provided a clear 

and intuitive framework for understanding coordinate transformations [1]. This 

approach allowed us to derive the gradient, divergence, and curl in spherical 

coordinates, offering an alternative approach to the abbreviated derivations often seen 

in traditional calculus textbooks. Future work could extend this framework to more 

complex coordinate systems such as the curvilinear systems, or integrate them with 

numerical methods for even broader applications [4]. 
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บทคัดยอ 

การคิดวิเคราะหเปนทักษะสําคัญสําหรับการเรียนรูคณิตศาสตร และสามารถสงเสริมใหเกิดข้ึนได

ผานการจัดกิจกรรมการเรียนรูที่เหมาะสม บทความน้ีมีวัตถุประสงคเพื่อนําเสนอแนวคิดและแนวทาง 

การจัดกิจกรรมการเรียนรู เรื่อง การหาพจนทั่วไปของจํานวนเชิงรูปตัวเอส ที่สงเสริมทักษะ 

การคิดวิเคราะห ซึ่งทักษะการคิดวิเคราะห หมายถึง ความสามารถของบุคคลในการแยกแยะ 

สวนตาง ๆ  ของขอมูลออกเปนสวนยอยเพื่อเขาใจหลักการหรือความสัมพันธของสิ่งที่วิเคราะห และ

ขยายความรูอยางมีเหตุผลเพื่อนําไปสูการสรางขอมูลหรือขอสรุปใหม โดยผูเขียนไดเลือกใชแนวคิด

ของ Marzano และ Kendall ที่จําแนกทักษะการคิดวิเคราะห เปน 5 ดาน ไดแก  การจับคู   
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การแบงประเภท การวิเคราะหขอผิดพลาด การสรางหลักการทั่วไป และการระบุ มาใช 

ในการออกแบบกิจกรรมการเรียนรูผานการต้ังคําถามของครูและการทํากิจกรรมกลุมที่เกี่ยวของกับ

จํานวนเชิงรูปตัวเอส ซึ่งเปนจํานวนประเภทหน่ึงที่สามารถแสดงแทนดวยการจัดเรียงรูปสี่เหลี่ยม

จัตุรัสบนระนาบ ใหมีลักษณะเปนตัวอักษร “S” ในภาษาอังกฤษ  

คําสําคัญ:  ทักษะการคิดวิเคราะห การหาพจนทั่วไป จํานวนเชิงรูปตัวเอส 
 

ABSTRACT 

Analytical thinking is a critical skill for learning mathematics and can be fostered 

through appropriately designed learning activities. This article aims to present concepts 

and approaches for organizing learning activities on finding the general term of S-pattern 

numbers that promote analytical thinking skills. The key content includes the concept 

of analytical thinking, refers to an individual’s ability to dissect information into smaller 

components to understand principles or relationships and to rationally expand knowledge, 

leading to the creation of new information or conclusions. In this article, the authors 

adopt the framework of Marzano and Kendall, which categorizes analytical thinking 

skills into five aspects: matching, classifying, analyzing errors, generalizing, and specifying. 

These aspects are used to design learning activities involving teacher questioning and 

group tasks related to S-shaped figurate numbers, numbers represent a specific type of 

arrangement of square tiles on a plane forming the shape of the letter “S” in English. 

Keywords:  Analytical thinking skills, Finding general term, S-Pattern numbers 
 

1. บทนํา 

การคิดวิเคราะห (Analytical Thinking) เปนทักษะสําคัญที่ชวยใหนักเรียนสามารถตรวจสอบ

แนวคิดและขอเท็จจริงผานองคประกอบที่เช่ือมโยงสมัพันธกันอยู ทําใหเขาใจสถานการณและข้ันตอน

วิธีการทํางานที่ เปนลําดับข้ันตอนได ชัดเจนย่ิงข้ึน [14] สะทอนให เห็นวานักเรียนที่มีทักษะ 

การคิดวิเคราะหที่ดี ยอมมีความชาญฉลาดในการแกปญหาและมีพื้นฐานสําหรับการฝกทักษะสาํคัญ

อื ่น ๆ ที ่จําเป นไดดวยตนเองในอนาคต เชน ทักษะการคิดสรางสรรค ทักษะการคิดอยางมี

วิจารณญาณ และทักษะการแกปญหา [9, 11] ในมุมมองทางคณิตศาสตรศึกษา การคิดวิเคราะหเปน
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ทักษะที่สําคัญสําหรับการเรียนรูคณิตศาสตรของนักเรียนเชนกัน เน่ืองจากเปนพื้นฐานของการคิด

แกปญหาทางคณิตศาสตร โดยเฉพาะปญหาที่ไมคุนเคย (non-routine problem) การมีทักษะ 

การคิดวิเคราะหที ่ด ีจะชวยใหนักเร ียนเขาใจส วนตาง ๆ ของสถานการณป ญหา แยกแยะ 

กลั่นกรอง และแจกแจงขอเท็จจริง พิจารณาวิธีการที่เหมาะสม รวมทั้งสรางขอสรุปที่สมเหตุสมผล

และสอดคลองกับบริบทปญหา [13, 18] อยางไรก็ตาม นักเรียนจะมีทักษะการคิดวิเคราะหที่ดีไดน้ัน 

ตองอาศัยการสั่งสมประสบการณการเรียนรู รวมทั้งการฝกฝนจากกิจกรรมการเรียนรูที่มุงเนน

พัฒนาการคิด [1]  

บทความน้ีมีวัตถุประสงคเพื่อนําเสนอแนวคิดและแนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู เรื่อง การหา

พจนทั่วไปของจํานวนเชิงรูปตัวเอสที่สงเสริมทักษะการคิดวิเคราะห สําหรับนักเรียนช้ันมัธยมศึกษา

ที่กําลังศึกษาในเรื่อง ลําดับและอนุกรม หรือใชเปนกิจกรรมสงเสริมทักษะการคิดนอกเวลาเรียน  

เพื่อเปนแนวทางการออกแบบและจัดการเรียนรูคณิตศาสตรใหกับผูที่สนใจตอไป 

2. ทักษะการคิดวิเคราะห 

ทักษะการคิดวิเคราะห (Analytical Thinking Skills) มีการใหความหมายโดยนักวิชาการหลายทาน 

แตโดยสวนมากจะใชแนวคิดจากอนุกรมวิธานของ Bloom ซึ่งเปนแนวคิดด้ังเดิมที่มี ช่ือเสียง 

ทางดานการศึกษา แนวคิดของ Anderson และ Krathwohl และแนวคิดของ Marzano และ Kendall 

โดยมีคําที่ใชรวมกันคือ การแยกแยะออกเปนสวนยอย และตรวจสอบความสัมพันธของสิ่งเหลาน้ัน  

ตามแนวคิดของ Bloom [7] ใหความหมายของการคิดวิเคราะหวาเปนการแยกเน้ือหาของสิ่งที ่

ทําการวิเคราะหออกเปนสวนประกอบยอย ๆ  และพิจารณาวาสวนเหลาน้ันมีความสัมพันธกันอยางไร  

มีองคประกอบ 3 ดาน ดังน้ี 

1) การวิเคราะหสวนประกอบ (Analysis of Elements) เปนความสามารถในการแยกแยะ

เน้ือหาออกเปนสวนประกอบยอย เพื่อระบุหรือจําแนกองคประกอบของสิ่งน้ัน 

2) การวิเคราะหความสัมพันธ  (Analysis of Relations) เปนความสามารถในการระบุ

ความสัมพันธที่ทําใหสวนประกอบเหลาน้ันเช่ือมโยงกัน 

3) การ วิ เ คร าะหหลั กการจัดระบบ (Analysis of Organizational Principles)  เ ป น

ความสามารถในการระบุหลักการ หรือวิธีการเรียงลําดับ ที่ทําใหสวนประกอบเหลาน้ันรวมกันเปน 

หน่ึงเดียว ซึ่งรวมถึงเจตนาของผูที่สรางสิ่งน้ันใช 
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Anderson และ Krathwohl [4] ไดนําแนวคิดของ Bloom มาปรับปรุงใหม โดยใหความหมาย

ของการคิดวิเคราะหเชนเดียวกัน แตมีการปรับคําที่ใชเรียกองคประกอบ 3 ดาน ดังน้ี 

1)  การแยกแยะ (Differentiating) เปนความสามารถในการจําแนกสวนประกอบ 

ของโครงสรางทั้งหมด โดยพิจารณาความเกี่ยวของหรือความสําคัญแตละสวน เชน การแยกขอมูล 

ที่เกี่ยวของออกจากขอมูลที่ไมเกี่ยวของ หรือขอมูลสําคัญออกจากขอมูลที่ไมสําคัญและใหความสนใจ

กับขอมูลที่สําคัญ  

2)  การจัดระบบ (Organizing) เปนความสามารถในการระบุองคประกอบหรือจัดกลุมสิ่งที ่

มีลักษณะเหมือนกันหรืออยูภายใตเงื่อนไขเดียวกันเขาเปนกลุมเดียวกัน  

3) การระบุคุณลักษณะ (Attributing) เปนความสามารถในการพิจารณามุมมอง อคติ คานิยม 

หรือเจตนาที่อยูเบื้องหลังของสิ่งที่ถูกนําเสนอ สวนมากจะเกี่ยวของกับกิจกรรมการอานบทความและ

ตีความมุมมองของผูเขียนบทความน้ัน  

ขณะที่ Marzano และ Kendall [15] ไดอธิบายวา การคิดวิเคราะหเปนความสามารถในการแยกแยะ

สวนตาง ๆ ในโครงสรางของขอมูลที่สัมพันธกัน เพื่อการขยายความรูอยางมีเหตุผล ซึ่งนําไปสู 

การสรางขอมูลหรือขอสรุปใหม โดยจําแนกเปน 5 องคประกอบ ดังน้ี 

1) การจับคู (Matching) เปนความสามารถในการระบุความเหมือนหรือความแตกตางของ

ขอมูล มีพฤติกรรมที่สาํคัญ ไดแก การจัดหมวดหมู การระบุความแตกตาง การแยกแยะ การเรยีงลาํดับ 

และการเปรียบเทียบ  

2) การแบงประเภท (Classifying) เปนความสามารถในการระบุหลักการที่ทําใหขอมูลถูกจัด

อยูในกลุมเดียวกัน มีพฤติกรรมที่สําคัญ ไดแก การระบุประเภท การระบุหมวดหมูสําหรับขอมูลแตละ

กลุมไดอยางครบถวน และระบุหมวดหมูที่ทําใหลดหรือเพิ่มจํานวนกลุมขอมูลได 

3) การวิเคราะหขอผิดพลาด (Analyzing Errors) เปนความสามารถในการระบุขอผิดพลาด

เกี่ยวกับความรูและกระบวนการที่ใช มีพฤติกรรมที่สําคัญ ไดแก การระบุปญหา การระบุสิง่ที่เขาใจผดิ 

การวิพากษวิจารณ และการปรับปรุงแกไข  

4) การสรางหลักการทั่วไป (Generalizing) เปนความสามารถในการสรุปหลักการทั่วไปจาก

ขอมูลที่ทราบ มีพฤติกรรมที่สําคัญ ไดแก การระบุสิง่ที่สรุปได การระบุสิง่ทีส่ามารถอนุมานได การระบุ

หลักการ และการสรางกฎ 
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5) การระบุ (Specifying) เปนความสามารถในการคาดการณและสรางขอตกลงเบื้องตน

เกี่ยวกับการนําความรูและกระบวนการไปใช มีพฤติกรรมที่สําคัญ ไดแก การระบุสิ่งที่คาดวาจะเกดิข้ึน 

การระบุเงื่อนไขของการนําไปใช และการสรางขอโตแยงเพื่อยืนยันความถูกตองของขอมูล 

แมวาจะมีการนิยามความหมายของการคิดวิเคราะหไวคลายคลึงกัน แตแนวคิดของ Marzano 

และ Kendall จะเนนไปที่การเรียนรูในตนเองและการแกปญหา สวนแนวคิดของ Bloom และ 

Anderson และ Krathwohl จะเนนพฤติกรรมการเรียนรูทั่วไปที่สามารถปรับใชไดในทุกวิชา [10]  

ในปจจุบันมีงานวิจัยที่คนพบแนวทางการพัฒนาทักษะการคิดวิเคราะหของนักเรียนอยางหลากหลาย 

เชน การสงเสริมผานการต้ังคําถามของครูในกิจกรรมการเรียนรู [17] การปฏิสัมพันธระหวางนักเรียน

หรือการทํากิจกรรมกลุม [16] การจัดการเรียนรูแบบสะเต็มศึกษา [12] การจัดการเรียนรูแบบสืบ

เสาะหาความรู [3, 16] การใชกลยุทธการใหขอมูลปอนกลับ [5] การจัดการเรียนรูโดยใชสมองเปน

ฐานรวมกับแผนผังความคิด [2]  

โดยสรุปแลว ทักษะการคิดวิเคราะหเปนความสามารถของบุคคลในการแยกแยะสวนตาง ๆ  

ของขอมูลออกเปนสวนยอย เพื่อเขาใจหลักการหรือความสัมพันธของสิ่งที่วิเคราะห และขยาย

ความรูอยางมีเหตุผล เพื่อนําไปสูการสรางขอมูลหรือขอสรุปใหม ในบทความน้ีผูเขียนเลือกใชแนวคิด

ของ Marzano และ Kendall มาใชในการออกแบบกิจกรรมการเรียนรูผานการต้ังคําถามของครูและ

การทํากิจกรรมกลุมที่เกี่ยวของกับจํานวนเชิงรูปตัวเอส เนื่องจากมีองคประกอบที่แสดงพฤติกรรม

การปฏิบัติที่ชัดเจน ตอเน่ือง เปนลําดับ และเนนไปที่การแกปญหา 

3. จํานวนเชิงรูปตัวเอส 

จํานวนเชิงรูปภาพ (Figurate Numbers) หรือเรียกอีกช่ือหน่ึงวา จํานวนเชิงรูปหลายเหลี่ยม 

(Polygonal Numbers) หมายถึง จํานวนซึ่งเขียนแทนดวยจุดที่เรียงตัวกันบนระนาบในลักษณะของ

รูปหลายเหลี่ยมปกติ โดยจํานวนแรกจะเปน 1 เสมอ หรือจุดหน่ึงจุดน่ันเอง สวนจํานวนที่สองจะ

เทากับจํานวนจุดยอดมุมของรูปหลายเหลี่ยมปกติน้ัน [6] 

สําหรับจํานวนเชิงรูปตัวเอส (S-Pattern Numbers) ในบทความน้ี เปนจํานวนประเภทหน่ึงที่

ดัดแปลงมาจากจํานวนเชิงรูปภาพ ซึ่งแสดงแทนดวยการจัดเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเดียวกัน 

บนระนาบใหมีลักษณะเปนตัวอักษร “S” ในภาษาอั งกฤษ การ ศึกษาเกี่ ยวกับจํานวนน้ี   

มีความเดนชัดดานการเช่ือมโยงระหวางเรขาคณิต เลขคณิต และพีชคณิต เพื่อสรางตัวแสดงแทน 

เชิงคณิตศาสตรในสิ่งเดียวกัน และเช่ือมโยงระหวางความรูสึกเชิงจํานวน (number sense) กับ
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ความ รู สึ ก เ ชิ ง ป ริ ภู มิ  ( spatial sense) Chandler, Gyamfi แล ะ  Preston [8 ] ไ ด นํ า เ ส นอ 

จํานวนเชิงรูปตัวเอสน้ีในรูปของกิจกรรมการเรยีนการสอนคณิตศาสตรระดับมัธยมศึกษา โดยใชช่ือวา 

S-Pattern Task จํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 1–5 เขียนแทนดวย S1, S2, S3, S4 และ S5 ตามลําดับ 

โดยสามารถแสดงการจัดเรียงรูปสี่ เหลี่ยมจัตุรัสที่แทนจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 1–5  

ไดดังรูปที่ 3.1 

 
 

รูปที่ 3.1 การจัดเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสของจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 1 – 5  

จากรูปที่ 3.1 ผูเขียนนิยามจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ n คือ จํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด

เดียวกันซึ่งเรียงกันเปนรูปตัวเอส วิธีการเขียนรูปแสดงแทนจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ n ทําได

โดยการเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเดียวกันประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากในแนวต้ัง ขนาดกวาง 

n – 1 หนวย และสูง n + 1 หนวย จากน้ันตอเติมรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มุมลางซายและมุมบนขวา มุมละ 

1 รูป  

สําหรับแตละจํานวนนับ n ให Sn แทน จํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ n จะไดวา Sn = n2 + 1  

ในอีกมุมหน่ึง สามารถเขียนจํานวนเชิงรูปตัวเอสในรูปอนุกรม ไดเปน  

Sn = 1 + [ 1 + 3 + 5 + 7 + ⋯ + (2n – 1) ] 

ซึ่งจะไดวา  

S1 = 1 + 1 = 2 

S2 = 1 + [ 1 + 3 ] = 5 

S3 = 1 + [ 1 + 3 + 5 ] = 10 

S4 = 1 + [ 1 + 3 + 5 + 7 ] = 17 

S5 = 1 + [ 1 + 3 + 5 + 7 + 9 ] = 26 
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โดยสรุป จะไดวา จํานวนเชิงรูปตัวเอส มีพื้นฐานมาจากจํานวนเชิงรูปภาพ ซึ่งสามารถแสดงแทน

ดวยการจัดเรียงรูปสี่ เหลี่ยมจั ตุรัสบนระนาบใหมีลักษณะเปนตัวอักษร “S” ในภาษาอังกฤษ  

การศึกษาจํานวนเชิงรูปตัวเอส จะสรางการเช่ือมโยงระหวางเรขาคณิต เลขคณิต และพีชคณิต สะทอน

ใหเห็นถึงการใชตัวแสดงแทนเชิงคณิตศาสตรที่หลากหลาย การนําจํานวนเชิงรูปตัวเอสไปใชในการ

จัดการเรียนรูเพื่อสงเสรมิใหนักเรยีนเกิดทักษะการคิดวิเคราะห ครูผูสอนจําเปนตองลําดับข้ันตอนและ

ออกแบบกิจกรรมที่เปดโอกาสใหนักเรียนไดจับคู แบงประเภท วิเคราะหขอผิดพลาด สรางหลักการ

ทั่วไป และระบุเงื่อนไขการนําไปใช ดังตัวอยางที่จะไดอธิบายไวในหัวขอถัดไป 

4. แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู 

การจัดกิจกรรมการเรียนรู เรื่อง การหาพจนทั่วไปของจํานวนเชิงรูปตัวเอส ใหบรรลุเปาหมายที่ต้ังไว 

ซึ่งคือ การสงเสริมทักษะการคิดวิเคราะหของนักเรียน มีกุญแจสําคัญ คือ ตองเปนการจัดกิจกรรม

ที่สงเสริมความสามารถทั้ง 5 องคประกอบของทักษะการคิดวิเคราะห ซึ่งสามารถใชรูปแบบ วิธีการ หรือ

เทคนิคการจัดการเรียนรูที่เหมาะสมและสนองตอศักยภาพของนักเรียนที่แตกตางกันไดอยางหลากหลาย 

หรืออาจใชแนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรูที่เนนการต้ังคําถามของครูและการทํากิจกรรมกลุมที่

สืบสวนหาคําตอบไปตามองคประกอบทั้ง 5 ดาน  

ข้ันตอนการจัดการเรียนรู เรื่อง การหาพจนทั่วไปของจํานวนเชิงรูปตัวเอส ประกอบดวย 6 กิจกรรม 

ดังน้ี 

1. กิจกรรมเตรียมความพรอม 

1) ครูทบทวนความหมายและการหาพจนทั่วไปของลําดับ โดยใหนักเรียนรวมกันอภิปราย และ

ยกตัวอยางการหาพจนทั่วไปของลําดับ 2–3 ตัวอยาง เพื่อตรวจสอบความเขาใจ 

2) ครูแสดงภาพจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 5 บนหนาจอ เปนเวลา 3 วินาที แลวซอนภาพ 

จากน้ัน ใหนักเรียนบอกจํานวนของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่เห็นบนหนาจอ (ทําซ้ําสองครั้ง หากนักเรียนยังไม

สามารถตอบไดในการดูครั้งแรก) และอภิปรายวิธีการไดมาซึ่งคําตอบรวมกัน เชน นักเรียนคนที่ 1 

อาจจะตอบวา มี 26 รูป โดยเห็นวา สวนกลางของรูปมี 6 แถว 4 หลัก ทําใหไดจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส

เปน 6 x 4 = 24 รูป และนํามารวมกับรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทางซายและทางขวา ซึ่งมีอีก 2 รูป จึงทําใหได

คําตอบเปน 26 รูป นักเรียนคนที่ 2 อาจไดคําตอบเทากัน แตเกิดจากการมองวา เกิดจากการแบงครึ่งรูป

ในแนวนอนเปนสองสวน ซึ่งทําใหไดรูปที่เหมือนกันภายใตการหมุน แตละสวนมีจํานวนรูปสี่เหลี่ยม

จัตุรัสจํานวน 13 รูป ดังน้ัน เมื่อนับทั้งสองสวนรวม จึงไดวามีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจํานวน 26 รูป  
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3) ใหนักเรียนพิจารณาและอภิปรายรวมกันวา รูปที่แสดงน้ัน มีลักษณะเหมือนตัวอักษรใด จากน้ัน 

อธิบายใหนักเรียนทราบวา รูปที่แสดงน้ันมีลักษณะเหมือนตัวเอส ซึ่งเปนรูปที่แสดงแทนจํานวนที่ 5 

ของจํานวนเชิงรูปตัวเอส ที่เราจะนํามาทํากิจกรรมในวันน้ี 

2. กิจกรรมสํารวจความสัมพันธระหวาง S6 และ S7 

1) ครูนําเสนอจํานวนเชิงรูปตัวเอส ดังรูปที่ 3.1 จากน้ันอธิบายใหนักเรียนเขาใจวา สิ่งน้ีเรียกวา

จํานวนเชิงรูปตัวเอส ซึ่งสามารถแสดงแทนดวยการจัดเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเดียวกันบนระนาบให

มีลักษณะเปนตัวอักษร “S” ในภาษาอังกฤษ และใชสัญลักษณ Sn แทน จํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 

n ซึ่งนักเรียนจะเห็นวา ในรูปที่ 1 ตัวเอสเกิดจากการจัดเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจํานวน 2 รูป ดังน้ัน  

S1 = 2 ในรูปที่ 2 ตัวเอสเกิดจากการจัดเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจํานวน 5 รูป ดังน้ัน S2 = 5 และ

เชนเดียวกันกับเมื่อสักครูน้ี ที่นักเรียนพบวา S5 = 26 

2) ใหนักเรียนแตละคนรางภาพแสดงแทนจํานวนเชิงรูปตัวเอสสองจํานวนถัดไป น่ันคือ S6 และ 

S7 ลงในกระดาษที่แจกให เพื่อใหงานน้ีสําเร็จ นักเรียนจะอาศัยการสังเกตและเปรียบความเหมือนและ 

ความแตกตางของจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 1–5 ทั้งน้ีครูควรใชคําถามเพื่อกระตุนการคิดวา 

“นักเรียนคิดวา จํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 1–5 มีความเหมือนและความแตกตางกันอยางไรบาง” 

ซึ่งนักเรียนคนที่ 1 อาจสังเกต เห็นวา ภาพที่แสดงแทนจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 2–5 มี 

ความเหมือนกันตรงที่แถวบนสุดและแถวลางสุดของแตละรูป โดยจะมีจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทากนั 

และเทากับจํานวนที่แสดงลําดับของจํานวนเชิงรูปตัวเอส เชน รูปที่ 4 มีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสแถวบนสุด

และแถวลางสุด แถวละ 4 รูป และเห็นวามีความตางกันในรูปที่ 1 ซึ่งไมมีสวนตรงกลางเหมือนรปูที ่2–5 

นักเรียนคนที่ 2 อาจเพิ่มเติมวา สิ่งที่เหมือนกัน คือ ถาสนใจการจัดเรียงที ่เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

ตรงสวนกลางของจํานวนเชิงรูปตัวเอสแตละจํานวน จะมีรูปสี ่เหลี่ยมจัตุร ัสเปนเศษอยู 2 รูป  

แตตางกันตรงที่รูปที่ 1 ที่ไมมีรูปสี่ เหลี่ยมมุมฉากในสวนตรงกลาง หากครูนําใหนักเรียนเกิด 

การอภิปรายในลักษณะดังกลาวน้ีได จะเปนการสงเสริมใหนักเรียนเกิดความสามารถในการจับคู  

พรอมทั้งเกิดมุมมองการคิดที่หลากหลาย ซึ่งอาจปรับใหเปนการคิดเด่ียวหรือคิดเปนคูไดตามความพรอม

ของนักเรียน จากน้ันครูทําการเฉลยโดยแสดงแทนจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 6 และ 7 ดังรูปที่ 4.1 

บนหนาจอ ใหนักเรียนเปรียบเทียบกับรูปที่ตนเองรางวาเหมือนกันหรือไม 
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รูปที่ 4.1 จํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 6 และ 7 

3. กิจกรรมการหาคาของ S99 

ใหนักเรียนอธิบาย การหาคาของจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 99 และสรุปคําตอบวาคาของ S99 

เทากับเทาไร เพื่อใหงานน้ีสําเร็จ นักเรียนจะตองพิจารณาแบบรูปของจํานวนผานการหาความสัมพันธ

ระหวางลําดับที่และสวนประกอบตาง ๆ ในรูปที่รวมกันเปนจํานวนเชิงรูปตัวเอส จุดน้ี ครูควรใชคําถาม

เพื่อกระตุนการคิดของนักเรียนวา “นักเรียนคิดวา จํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 1–7 มีสวนประกอบ

ใดบาง และสวนประกอบเหลาน้ีสัมพันธกับลําดับที่อยางไร” เพื่อชวยใหนักเรียนเห็นความสัมพันธ

และหาคําตอบได 

จากน้ันครูสุมนักเรียนตอบคําถาม 2–3 คน และใหเพื่อนในหองแลกเปลี่ยนมุมมองแนวคิด 

ที่ตางกันออกไป เชน นักเรียนคนที่ 1 อาจมองวามี 3 สวนประกอบ คือ สวนบน สวนลาง และ

สวนกลางรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ซึ่งสัมพันธกับลําดับที่ โดยจํานวนลําดับที่ 6 สวนบนและสวนลางมี

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส แถวละ 6 รูป สวนกลางมีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 5 × 5 

ตารางหนวย หรือเขียนไดเปน ( 6 – 1 ) × ( 6 – 1 ) ตารางหนวย ดังรูปที่ 4.2 ซายมือ นักเรียนคนที่ 2  

อาจมองวา จํานวนเชิงรูปตัวเอส แตละรูปมีเพียง 2 สวนประกอบ คือ สวนที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสจัดเรียง

เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากตรงกลาง กับสวนที่เปนเศษรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสอีก 2 รูป สวนที่เปนเศษน้ีจะ

เทากับ 2 ไมวาจะเปนจํานวนใดก็ตาม หากพิจารณาจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 7 สวนที่ 

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากตรงกลางจะมีขนาด 6 × 8 ตารางหนวย หรือเขียนได

เปน ( 7 – 1 ) × ( 7 + 1 ) ตารางหนวย ดังรูปที่ 4.2 ขวามือ ซึ่งทายที่สุดแลว นักเรียนจะสามารถคํานวณ

และบอกไดวา จํานวนเชิงรูปดวยเอส จํานวนที่ 99 มีคาเทากับ 9,802 โดยนักเรียนคนที่ 1 คํานวณมา

จาก 99 + 99 + ( 98 × 98) และนักเรียนคนที่ 2 คํานวณมาจาก 2 + [ ( 99 – 1 ) × ( 99 + 1 ) ]  
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จากน้ันใหนักเรียนออกมาอธิบายแนวคิดของตนเองหนาช้ันเรียน ขั้นตอนนี้จะสงเสริมใหนักเรียน 

เกิดความสามารถในการแบงประเภท เชื่อมโยงความรูสึกเชิงปริภูมิกับความรูสึกเชิงจํานวน พรอม

กับไดแสดงใหนักเรียนคนอื่น ๆ เห็นวา คําตอบหน่ึงอาจเกิดจากวิธีการและมุมมองที่แตกตางกันออกไป 

 
รูปที่ 4.2 การระบุสวนประกอบของจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ 6 และ 7 

4. กิจกรรมการคนหาจุดผิดพลาด 

ครูยกประเด็นการหาคาจํานวนเชิงรูปตัวเอส โดยใชภาพแสดงแทนของจํานวนที่ 5 เปนกรณีตัวอยาง 

และอธิบายใหนักเรียนเขาใจ แนวคิดที่ใชการแบงครึ่งรูปในแนวนอนเปนสวนบนและสวนลาง ซึ่งมีจํานวน

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากเทากัน และเทากับ 1 + [ ( 5 – 1 ) × ( 5 – 2 ) ] = 13 ทําใหไดวา S5 = 2 × 13 = 

26 แลวใหนักเรียนรวมกันพิจารณาวา สามารถใชแนวคิดน้ีในการหากับจํานวนเชิงรูปตัวเอสไดทุก

จํานวนไดหรือไม เพราะเหตุใด ซึ่งนักเรียนอาจตอบวา “ไมได เน่ืองจากภาพที่แสดงจํานวนเชิงรูป 

ตัวเอส จํานวนที่ 4 เราไมสามารถแบงครึ่งในแนวนอนได” หรือ “ไมได ลองดูจํานวนเชิงรูปตัวเอส 

จํานวนที่ 3 ถึงแมจะแบงครึ่งได แตการคํานวณแตละสวน ไมใช 1 + [ ( 3 – 1 ) × ( 3 – 2 ) ] แนนอน” 

ข้ันน้ีจะสงเสริมใหนักเรียนเกิดความสามารถในการวิเคราะหขอผิดพลาด ซึ่งนักเรียนสามารถระบุปญหา

หรือขอผิดพลาดจากการใชแนวคิดที่ครูเสนอได 

5. กิจกรรมการคนหาพจนท่ัวไป 

ใหนักเรียนแบงกลุม กลุมละ 4–5 คน ชวยกันเขียนสูตรสําหรับการหาพจนทั่วไป หรือ Sn ของ

จํานวนเชิงรูปตัวเอส พรอมทั้งอธิบายแนวคิดลงในกระดาษที่แจกให ข้ันตอนน้ีนักเรียนจะนําหลักการ

ที่ไดจากข้ันกอนหนามาใชในการหาพจนทั่วไปในมุมมองที่หลากหลาย ตัวอยางสูตรการหาพจนทั่วไป

ที่อาจเกิดข้ึนในช้ันเรียนแสดงดังตารางที่ 4.1 
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ตารางที่ 4.1 ตัวอยางสูตรพจนทั่วไปของจํานวนเชิงรปูตัวเอส 

กลุม แนวคิดของนักเรียน ภาพประกอบ สูตรพจนท่ัวไป 

ของจํานวนเชิงรูปตัวเอส 

1 แถวบนและแถวลาง 

มีจํานวนเทากับ n ซ่ึงรวมกันได 2n  

ตรงกลางคดิไดเปน 

( n – 1 ) × ( n – 1 )  

ทําใหไดวา จํานวนรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส 

ที่นํามาจัดเรียงเทากับ  

[ ( n – 1 ) × ( n – 1 ) ] + 2n 

กรณี n = 5 

 
 

Sn = [ ( n – 1 ) × ( n – 1 ) ] + 2n 

2 ตอเติมรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสสีแดง  

เพ่ือใหการจัดเรียงทั้งหมดเปน 

รูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 

( n + 1 ) × ( n + 1 ) ตารางหนวย 

แตรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่เติมเขาไปเปน

สวนที่ไมตองการ ซ่ึงมีคาเทากับ 

n + n = 2n  

ทําใหไดวา จํานวนรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส 

ที่นํามาจัดเรียงเทากับ  

[ ( n + 1 ) × ( n + 1 ) ] - 2n 

กรณี n = 5 

 
 

Sn = [ ( n + 1 ) × ( n + 1 ) ] - 2n 

3 หมุนและเล่ือนแถวบนสุดลงมาเปน 

หลักที่ส่ีดานขวามือ (สีน้าํเงิน)  

ทําใหไดการจัดเรียงเปนรูปส่ีเหล่ียม

จัตุรัสขนาด n × n = n2 

เมื่อนํามารวมกับรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส 

ที่เปนเศษอีก 1 รูป  

ทําใหไดวา จํานวนรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัส 

ที่นํามาจัดเรียงเทากับ n2 + 1  

กรณี n = 4 

 

Sn = n2 + 1 

สําหรับนักเรียนที่มีความรูเรื่องอนุกรมเลขคณิต อาจตอยอดแนวคิดของนักเรียนกลุมที่ 3 

โดยมองวา รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด n × n ตารางหนวย ที่ไดน้ี สามารถเขียนใหอยูในรูปอนุกรมไดเปน  

1 + 3 + 5 + 7 + ⋯ + (2n – 1) และเขียน Sn ในรูปอนุกรมไดเปน  

Sn = 1 + [ 1 + 3 + 5 + 7 + ⋯ + (2n – 1) ] = n2 + 1 

แสดงแนวคิดน้ี ดังรูปที่ 4.3 
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รูปที่ 4.3 การหาพจนทัว่ไปของจํานวนเชิงรปูตัวเอส โดยใชอนุกรม 

ใหนักเรียนแตละกลุมถายภาพผลงานลงในกลุมสงงานออนไลนที่ต้ัง ข้ึน จากน้ันครูแสดง 

ภาพผลงานเหลาน้ันบนหนาจอทีละภาพ พรอมกบัใหนักเรียนรวมกันศึกษาแนวคิดของเพื่อน ๆ  จาก

ภาพที่แสดง ข้ันตอนการจัดกิจกรรมการหาพจนทั่วไปของจํานวนเชิงรูปตัวเอสน้ี จะสงเสริม 

ใหนักเรียนเกิดความสามารถในการสรางหลักการทั่วไป ซึ่งเกิดจากการที่นักเรียนสรุปหลักการ 

จากลักษณะการจัดเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเปนรูปตัวเอส จํานวนที่ 1-7 และสรางสูตรที่สอดคลองกัน

ข้ึนมา 

6. กิจกรรมการตรวจสอบสูตรพจนท่ัวไป 

1) ครูและนักเรียนพูดคุยถึงสิ่งที่ทํารวมกันมาทั้งหมดวา มีลําดับข้ันตอนอยางไร แลวสุดทาย

นักเรียนไดรับแนวคิดใดที่เปนประโยชนตอการเรียนคณิตศาสตรอยางไรบาง 

2) ครูยกประเด็นการหาสูตรพจนทั่วไปที่นักเรียนแตละกลุมสรางข้ึน ซึ่งจะพบวา มีความ

แตกตางกันในการเขียน และใชคําถามกับนักเรียนวา “นักเรียนคิดวาสูตรการคํานวณของนักเรียน 

แตละกลุมเหมือนหรือตางกัน” จากน้ันใหนักเรียนใชการจัดรูปพีชคณิต เพื่อทําใหสูตรพจนทั่วไปของ

นักเรียนอยูในรูปอยางงาย ซึ่งจะพบวาสูตรในรูปอยางงาย คือ Sn = n2 + 1 ข้ันตอนน้ี นอกจากจะ

สงเสริมใหเกิดความสามารถในการสรางหลักการทั่วไปแลว ยังจะเปนการสงเสริมใหนักเรียนใชความรู 

ทางพีชคณิตมาชวยในการสรางขอสรุป และสรางการเช่ือมโยงระหวางมุมมองทางเรขาคณิต เลขคณิต 

และพีชคณิต ไดเปนอยางดี 

3) ครูใชคําถามกับนักเรียนวา “นักเรียนคิดวา สามารถแทนคา n เปน -10 หรือ 0.5 ลงในสูตรของ

นักเรียนไดหรือไม เพราะเหตุใด” นักเรียนอาจตอบไดโดยงายวา “ไมได เพราะ n เปนจํานวนแทน

ลําดับที่ จะเริ่มต้ังแต 1, 2, 3, …” หรือ “ไมได เพราะ n ตองเปนจํานวนนับ” จากน้ันครูใชคําถาม

กับนักเรียนวา “นักเรียนคิดวาการนําสูตรของนักเรียนไปใช ควรระบุเงื่อนไขใดบาง” นักเรียนอาจตอบวา 



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 71 เลมที่ 715 พฤษภาคม – สิงหาคม 2569 

27 

“ตองระบุวา n เปนจํานวนนับ” หรือ “ใชสําหรับจํานวนเชิงรูปตัวเอสเทาน้ัน” และครูใชคําถามตอวา 

“จํานวนเชิงรูปตัวเอสที่ใชกับสูตรของนักเรียนตองการมีเขียนรูปตัวเอสอยางไร” ครูควรปลอย

เวลาใหนักเรียนคิดหาคําอธิบายวิธีการเขียนจํานวนเชิงรูปตัวเอส เพื่อใหสามารถใชงานสูตรของนักเรียน

ได ซึ่งนักเรียนอาจตอบวา “วิธีการเขียนรูปแสดงแทนจํานวนเชิงรูปตัวเอส จํานวนที่ n ทําไดโดย 

การเรียงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาดเดียวกันประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากในแนวต้ังขนาดกวาง  

n – 1 หนวย และสูง n + 1 หนวย จากน้ันตอเติมรูปสี่เหลี่ยมจตุัรัสที่มมุลางซายและมุมบนขวา มุมละ 

1 รูป” ลําดับถัดไปครูถามนักเรียนวา “อยางน้ัน แสดงวาถาจะนําสูตรของนักเรียนไปใชจะตองเขียน 

ร ูปตัวเอสตามวิธีการนี ้เท านั ้นใชหร ือไม” นักเร ียนควรตอบวา “ใช” ข้ันตอนน้ี จะสงเสริม

ความสามารถในการระบ ุโดยนักเรียนจะไดสรางขอโตแยง เพื่อยืนยันความถูกตอง รวมทั้งระบุเงื่อนไข

ของการนําสูตรการหาพจนทั่วไปของจํานวนเชิงรูปตัวเอสไปใชไดดวยตนเอง 

โดยสรุปแลว การจัดกิจกรรมการเรียนรู เรื่อง การหาพจนทั่วไปของจํานวนรูปตัวเอส ที่สงเสริม

ทักษะการคิดวิเคราะหจะสอดแทรกกิจกรรมยอย ๆ ที่ฝกฝนองคประกอบของทักษะการคิดวิเคราะห 

ไดแก การจับคู การแบงประเภท การวิเคราะหขอผิดพลาด การสรางหลักการทั่วไป และการระบุ โดยครู

จะเปนผูต้ังคําถาม ยกกรณีตาง ๆ ข้ึนมากระตุนใหนักเรียนเกิดการคิดและการทํากิจกรรมกลุม รวมทั้ง

จัดกิจกรรมการเรียนรูอยางเปนลําดับข้ันตอน เพื่ออํานวยความสะดวกในการคิดของนักเรียน 

5. สรุป 

การจัดกิจกรรมการเรียนรู เรื่อง การหาพจนทั่วไปของจํานวนรูปตัวเอส ที่สงเสริมทักษะการคิด

วิเคราะห นอกจากชวยใหนักเรียนไดฝกฝนทุกองคประกอบของทักษะการคิดวิเคราะหที่จะเปนพื้นฐาน

สําคัญของการคิดข้ันสูงอื่น ๆ แลว นักเรียนยังไดฝกคิดผานมุมมองตาง ๆ ที่เช่ือมโยงสัมพันธกัน

ทั้งเรขาคณิต เลขคณิต และพีชคณิต น่ันคือ ไดสรางความเขาใจผานตัวแสดงแทนเชิงคณิตศาสตรที่ 

แตกตางกัน และสะทอนใหเหน็วาหากครตูองการพัฒนาทักษะการคิดวิเคราะห สามารถออกแบบกจิกรรม

โดยคํานึงถึงการพัฒนาการคิดใหครบทั้ง 5 องคประกอบผานการต้ังคําถามของครูและการใชกิจกรรม

กลุมไดอีกแนวทางหน่ึง ดังที่แสดงตัวอยางไวในบทความน้ี 
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ขอกําหนดในการจัดทําเอกสารเพ่ือลงตีพิมพใน 

วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชปูถัมภ 

1. กระดาษและเลขหนา 

 ตั้งคาขนาดกระดาษ และระยะขอบดังน้ี  ขนาดของกระดาษ : 19.05 ซม. x 26.03 ซม.  

 ระยะก้ันขอบซาย (left margin) : 2.22 ซม.  ระยะก้ันขอบขวา (right margin) : 2.22 ซม. 

 ระยะก้ันขอบบน (top margin) : 2.69 ซม.  ระยะก้ันขอบลาง (bottom margin) : 2.69 ซม. 

 การยอหนา ระยะละ 0.64 ซม.   เลขหนา อยูก่ึงกลางหนากระดาษดานลาง 

2. อักษร 

 ฟอนตของ อักษรทั้ งภาษาไทยและภาษาอังกฤษกําหนด เปน  TH Sarabun New (ดาวน โหลด  ไดที่  

http://www.f0nt.com/release/th-sarabun-new/) และกําหนดขนาดและลักษณะของอักษร ในสวนตาง ๆ ดังน้ี  

ช่ือบทความใชอักษรขนาด 20 ตัวหนา ช่ือหัวขอและช่ือหัวขอยอยใชอักษรขนาด 16 ตัวหนา สําหรับเน้ือหา คํา

บรรยาย และที่มาของตารางและรูปภาพ ใชอักษรขนาด 16 ตัวปกต ิ 

3. หัวขอท่ีตองมีในบทความ 

 ช่ือบทความ ช่ือผูเขียน ที่อยู : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 อีเมล : ภาษาอังกฤษ 

 บทคัดยอ คําสําคัญ : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 บทนํา เน้ือหา  สรุป : ภาษาไทย หรือ ภาษาอังกฤษ อยางใดอยางหน่ึง 

 เอกสารอางอิง : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

4. การพิมพบทคัดยอ 

 บทคัดยอมีเพียงหน่ึงยอหนา โดยเปนการเขียนอยางกะทัดรัด ไดใจความ และไมมีรายการอางอิง 

5. การพิมพคําสําคัญ   

 คําสําคัญภาษาไทย แตละคําใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยไมมีจุลภาคคั่น และเริ่มตนบรรทัดดวยคําวา  

“คําสําคัญ:” 

 คําสําคัญภาษาอังกฤษ แตละคําใหขึ้นตนดวยอักษรตัวพิมพใหญ ใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยมีจุลภาคคัน่ และ

เริ่มตนบรรทัดดวยคําวา “Keywords:”  

6. ชื่อ ท่ีอยู และอีเมลของผูเขียน 

 ระบุช่ือผูเขียนทุกคน และหนวยงานหรือที่อยูสําหรับติดตอ รวมทั้งอีเมลของทุกคน โดยพิมพชิดขอบขวาของ

กระดาษ 
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7. การพิมพหัวขอ หรือ หัวขอยอย  

ตําแหนงการพิมพใหพิมพชิดขอบซายของกระดาษ และการลําดับหัวขอ ใหใชตัวเลขในการลําดับหัวขอ และ 

ตอดวยจุด เชน  1.  2.  สําหรับหัวขอยอยใหใชตัวเลขหัวขอ ตอดวยจุด และตามดวยตัวเลขลําดับหัวขอยอย เชน 

2.1  2.2 

8. คําแนะนาํอ่ืน ๆ 

 คําศัพทวิชาการภาษาไทย ใหใชตามศัพทบัญญัติของสํานักงานราชบัณฑิตยสถาน ดูไดที่ 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 

 การเวนวรรค ใหใชระยะชองวาง 1 ชอง  

 ตัวแปร ใหพิมพดวยตัวเอียง 

 สมการ ใหใชการพิมพ ไมอนุญาตใหใชในลักษณะรูปภาพ สําหรับลําดับหมายเลขกํากับสมการ ใหเขียน

หมายเลขอยูในวงเล็บเล็ก และวางชิดขอบขวาของกระดาษ  

 รูปภาพ ตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับใตรูป โดยพิมพในรูปแบบ : “รูปที่ หมายเลขรูป คําบรรยายรูป” 

เชน รูปที่ 1 แผนภาพแสดงความสัมพันธ ทั้งน้ีกรณีมีรูปยอย ใหใช  (ก)  (ข)  (ค) ... ตอจากหมายเลขรูป 

เชน รูปที่ 1(ก)  รูปที่ 1(ข)  

 ตาราง ใหใชเสนตารางเปนเสนสีดํา โดยตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับเหนือตาราง โดยพิมพในรูปแบบ 

“ตารางที ่หมายเลขตาราง คําบรรยายตาราง”  

 ทั้งน้ีตําแหนงของ รูปภาพ ตาราง และคําบรรยาย ใหจัดไวก่ึงกลางของหนากระดาษ และหากนํารูปภาพ หรือ

ตาราง มาจากแหลงอ่ืน โปรดระบุแหลงที่มาดวย โดยระบุไวใตรูปภาพหรือตารางน้ัน 

9. เอกสารอางอิง 

 การพิมพรายการเอกสารอางอิงใชตามหลักเกณฑ APA (American Psychological Association) ฉบับที่ 6 

(ศึกษาเพิ่มเติมไดที่ https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) การเรียงลําดับเอกสารอางอิง

ใหเรียงตามลําดับตามอักษรแรกที่ปรากฏของเอกสารอางอิง โดยเริ่มตนจากเอกสารอางอิงภาษาไทยกอนจนครบ 

แลวตอดวยเอกสารอางอิงภาษาอังกฤษ โดยเอกสารอางอิงภาษาไทยจะตองเขียนเปนภาษาอังกฤษดวย 

 



วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ปริมา 71 เลมที่ 715 พฤษภาคม – สิงหาคม 2569 

33 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จฬุาลงกรณมหาวิทยาลยั 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 

โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 
 

 

วัตถุประสงคของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 
  1. เพื่อสงเสริมและสนับสนุนการศึกษา และงานวิจัยทางคณิตศาสตร 

2. เพื่อพัฒนาและแลกเปล่ียนความรูทางการสอนคณิตศาสตร 

3. เพื่อเผยแพรความรูทางคณิตศาสตร 

4. เพื่อสงเสริมวิชาชีพที่เก่ียวกับคณิตศาสตร 

5. เพื่อสรางความสัมพันธกับองคกรทางคณิตศาสตรในประเทศและตางประเทศ 

สมาชิกของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชปูถัมภ 

มี  2  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  และสมาชิกสามัญ  

สมาชิกสามัญ  ไดแก ผูท่ีมีความสนใจทางคณิตศาสตร หรือผูท่ีมีวิชาชีพเก่ียวกับคณิตศาสตร  

  สิทธิและหนาท่ีของสมาชิกสามัญ 
1. มีสิทธิประดับเครื่องหมายของสมาคมฯ เม่ือไดรับหนังสืออนุญาตจากสมาคมฯ เปนลายลักษณอักษร 

2. มีสิทธิเขาถึงวารสารคณิตศาสตร ฉบับเต็มในรูปแบบออนไลน 

3. มีสิทธิเขารวมประชุมสามัญประจําป และรวมกิจกรรมที่สมาคมฯ จัดขึ้น 

4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 

5. มีสิทธิไดรับการเสนอช่ือ เพื่อรับการเลือกตั้งเปนกรรมการบริหารสมาคมฯ 

6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเก่ียวกับกิจการของสมาคมฯ ตอคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 

7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพื่อตนเอง หรือบุตรของสมาชิก 

8. มีหนาที่รักษาไวซ่ึงเกียรติและมารยาทอันดีงามของสมาชิก 

9. มีหนาที่ปฏิบัติตามระเบียบขอบังคับของสมาคมฯ  

คาสมัครสมาชิก ประกอบดวย  

1. คาลงทะเบียนในการสมัครครั้งแรก 30 บาท 

2. ค่าสมาชิกสามัญ ตลอดชีพ 3,000 บาท และ รายปี 250 บาท  

วาระการเปนสมาชิกสามัญรายป เร่ิมตั้งแตวันท่ี 1 มกราคม ถงึวันท่ี 31 ธันวาคม ของป 

กรอกใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ไดท่ี  

        https://www.mathassociation.or.th หัวขอ “สมาชิกสมาคม”  
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ใบสมัครสมาชิก 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

วันที่ ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ขาพเจา (ช่ือ - สกุล) ................................................................................................... อาชีพ ...................................... 

เบอรโทรศัพท ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงคจะสมัครเปนสมาชิกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามัญตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามัญรายป (250 บาท) 

พรอมใบสมัครน้ีไดชําระ คาสมาชิกและ/หรือ   คาลงทะเบียนสมัครครั้งแรก จํานวน 30  บาท 

          รวมเปนเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังบัญชีเลขที่  162-0-25671-1 ธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจุรีสแควร    

              ช่ือบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีที่มาติดตอดวยตนเองที่สมาคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

        ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย) 

ท่ีอยูสําหรับการจัดสงเอกสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 
 

ช่ือ................................................................................................................................................................ 

เลขที่ ............................. ซอย ....................................... หมูที่ ....................................... 

ถนน .............................................. ตําบล ....................................... อําเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณีย ...............................  
 

 

 

ลงนาม............................................................ ผูสมัคร 

 (..............................................................................) 

 

(สําหรับเจาหนาที่)  เลขที่ใบเสร็จ.......................... 
รับเงินคาสมาชิกจํานวน..................................... 
วันที่.................................................. 

 สมาชิกใหม 

 ตออายุ  เลขสมาชิกเดิม................. 

สมัครสมาชิก โดย (1) สแกน QR-Code หรือเขาลิงค https://bit.ly/37yC835 
หรือ (2) สงใบสมัครสมาชิก พรอมหลักฐานการโอนเงิน มาที่ 

(ก)  สมาคมคณิตศาสตร์แห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์   
      ตู้ ป.ณ. 2022 ปณฝ.จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย กรุงเทพมหานคร 10332   หรือ   
(ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com  

แล้วทางสมาคมฯ จะแจ้งยืนยันการสมัครสมาชิกให้ท่านทราบต่อไป 
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ประกาศ!! สอบแขงขันคณิตศาสตร ประจําป 2569 

โดย สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

ในวันอาทิตยท่ี 1 พฤศจิกายน 2569 

เตรียมตัวใหพรอม แลวพบกันในสนามสอบคะ 

 



สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330

โทรศัพท และโทรสาร 02–252-7980

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ประจําป พ.ศ. 2568 – 2570 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมตาง ๆ เพื่อกระตุนใหเกิดความต่ืนตัวทางวิชาการ

ในวงการคณิตศาสตร ระดับตาง ๆ ท้ังใหบริการทางวิชาการแกสังคม เพื่อใหบรรลุวัตถุประสงคของสมาคม

ท่ีต้ังไว ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารวิชาการทางคณิตศาสตร 

o วารสารคณิตศาสตร โดยสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ จํานวน 3 ฉบับตอป 

o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จํานวน 4 ฉบับตอป

2. อบรมความรูคณิตศาสตร

ดูขอมูล รายละเอียด และกําหนดการ ไดที่ https://www.mathassociation.or.th ในหัวขอกิจกรรมสมาคม

3. สอบแขงขันคณิตศาสตรประจําป ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนตน และมัธยมศึกษาตอนปลาย

การสอบแขงขันคณิตศาสตร ประจําป 2569 วันอาทิตยที่ 1 พฤศจิกายน พ.ศ. 2569

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตรประจําป 

การประชุมวิชาการทางคณิตศาสตร ครั้งที่ 30 ประจําป พ.ศ. 2569

(The 30th Annual Meeting in Mathematics : AMM 2026) 

ระหวางวันที่ 28 - 30 พฤษภาคม พ.ศ. 2569 โดยศูนยสงเสริมการวิจัยคณิตศาสตรแหงประเทศไทย 

ภายใตสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ รวมกับ สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร

มหาวิทยาลัยขอนแกน

5. รวมมือกับสถาบันสงเสรมิการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ในการจัดสงผูแทนประเทศไทย

เขารวมการแขงขันคณิตศาสตรโอลมิปกระหวางประเทศ 

6. สนับสนุนและรวมมือกับหนวยงานอื่นในกิจกรรมสงเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร
o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดับประถมศึกษา มัธยมศึกษาตอนตน และมัธยมศึกษาตอนปลาย    

โดยรวมมือกับสถาบันสงเสรมิการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.)  

ดูขอมูลและกําหนดการไดที ่https://www.mathassociation.or.th ในหัวขอกิจกรรมสมาคม

o ประชุมวิชาการระดับปริญญาตร ีดานคณิตศาสตรประยุกต ครั้งที่ 14

(The 14th Undergraduate in Applied Mathematics Conference : UAMC 2026)

วันที่ 29 มีนาคม พ.ศ. 2569 โดยศูนยสงเสริมการวิจัยคณิตศาสตรแหงประเทศไทย 

ภายใตสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ รวมกับ ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร  

มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลาธนบุรี

www.mathassociation.or.th MathThaiOrg@gmail.com 
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