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บทคัดย่อ 

ในงานวิจัยนี้ได้แสดงว่าสองสมการไดโอแฟนไทน์ 16𝑥 + 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 และ 16𝑥 − 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 
เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) และ 𝑞 ≡ 3(mod 4) ไมม่ีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก  

คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์  ผลเฉลยจำนวนเต็มบวก  ข้อความคาดการณ์ของกาตาลัน 
    

Abstract 
In this paper, we show that two Diophantine equations 16𝑥 + 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 and 16𝑥 − 𝑞𝑝𝑦 =

𝑧4 , where 𝑝 and 𝑞 are prime numbers with 𝑝 ≡ 3(mod 4) and 𝑞 ≡ 3(mod 4), have no positive 
integer solution.  

Keywords: Diophantine equation, Positive integer solution, Catalan’s conjecture  
 
1. ที่มาและความสำคัญ 

สมการไดโอแฟนไทน์เป็นอีกสมการหนึ่งที่ได้รับความสนใจอย่างกว้างขว้าง เนื่องจากความรู้ ที่ได้จาก
การศึกษาเกี่ยวกับสมการไดโอแฟนไทน์สามารถนำไปใช้แก้ปัญหาได้อย่างมากมาย [1], [2], [3], [4] เช่น สมดุล
สมการเคมี (Balancing chemical equation), การไหลในเคลือข่าย (Network flow) และโจทย์ปัญหาที่
เกี่ยวกับธุรกิจ (Word problem on business) เป็นต้น โดยที่สมการไดโอแฟนไทน์จะพิจารณาเฉพาะผลเฉลย
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ที่เป็นจำนวนเต็มเท่านั้น ตัวอย่างงานวิจัยที่เกี่ยวกับสมการไดโอแฟนไทน์ เช่น Chotchaisthit [5] ได้แสดงว่า 
ผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการ 4𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะอยู่ในรูป (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈

{(2, 3, 2, 5)} ∪ {(𝑟, 2𝑟+1 + 1, 1,  2𝑟 + 1): 𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}} ∪ {(𝑟, 2, 2𝑟 + 3, 3 ∙  2𝑟): 𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}} ต ่อมาใน
ปี ค.ศ. 2015 Chotchaisthit & Worawiset [6], [7], [8] ได้ศึกษาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็น
ลบของสมการ 323𝑥 + 3232𝑠𝑛𝑦 = 𝑧2𝑡, 143𝑥 + 1432𝑠𝑛𝑦 = 𝑧2𝑡 และ483𝑥 + 4832𝑠𝑛𝑦 = 𝑧2𝑡 เมื่อ 𝑠, 𝑡, 𝑛 
เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ 𝑛 ≡ 5(mod 20) หลังจากนั้น Rabago [9] ได้พิสูจน์ว่าสมการ 4𝑥 − 𝑝𝑦 =

3𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑝 ≡ 3(mod 4) มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย
คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(0, 0, 0), (1, 0, 1)} ในปีต่อมา Laipaporn et al. [10] ได้พบว่าสมการ 3𝑥 + 𝑝5𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 
𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 5(mod 24) หรือ 𝑝 ≡ 7(mod 24) ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
และในปี ค.ศ. 2020 Elshahed & Kamarulhaili [11] ได้แสดงว่าสมการ (4𝑛)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื ่อ 𝑝 เป็น
จำนวนเฉพาะคี่ และ 𝑛 เป็นจำนวนเต็มบวก มีผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบอยู่ในรูปต่อไปนี้   
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝) ∈ {(𝑘, 1, 2𝑛𝑘 − 1, 2𝑛𝑘+1 − 1) ∶ 𝑘 ∈ ℕ} ∪ {(0, 0, 0, 𝑝)} 

ในงานวิจัยนี้จะศึกษาผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสองสมการไดโอแฟนไทน์รูปแบบใหม่ 
กล่าวคือ สมการไดโอแฟนไทน์ 16𝑥 + 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 และ 16𝑥 − 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ 
 
2. วัตถุประสงค์ 

เพ่ือพิสูจน์ว่าสองสมการไดโอแฟนไทน์ 16𝑥 + 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 และ 16𝑥 − 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็น
จำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) และ 𝑞 ≡ 3(mod 4) ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก 

 
3. ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

ทฤษฎีบท 1 (ข้อความคาดการณ์ของกาตาลัน) ([12]) สมการไดโอแฟนไทน์  𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 1 มีผลเฉลย
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦) = (3, 2, 2, 3) เมื่อ 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 เป็นจำนวนเต็มโดยที่ min{𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦} > 1 

ทฤษฎีบท 2 ([5]) ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะคี่ จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 4𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลย
ท ั ้ งหมดท ี ่ เ ป ็ นจำนวน เต ็ มท ี ่ ไ ม ่ เป ็ นลบอย ู ่ ในร ู ป  (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) = (2, 3, 2, 5) หร ื อ  (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) =

(𝑟, 2𝑟+1 + 1, 1,  2𝑟 + 1)เมื่อ 𝑟 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ 2𝑟+1 + 1 เป็นจำนวนเฉพาะ 
บทแทรก 3 ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 4𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2                                      

มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงสองผลเฉลย คือ (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) ∈ {(2, 3, 2, 5), (0, 3, 1, 2)} 
พิสูจน์  ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และเป็นผลเฉลยของสมการ 4𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 ดังนั้น

จากทฤษฎีบท 2 จะพบว่ามี 2 กรณีต่อไปนี้ 
กรณีท่ี 1 (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) = (2, 3, 2, 5) การพิสูจน์เสร็จสิ้น 
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กรณีที่ 2 (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) = (𝑟, 2𝑟+1 + 1, 1,  2𝑟 + 1)  โดยที่ 𝑟 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ 𝑝 = 2𝑟+1 + 1 
เป็นจำนวนเฉพาะ ถ้า  𝑟 ≥ 1 และจาก 𝑝 = 2𝑟+1 + 1 จะได้ว่า  𝑝 ≡ 1(mod 4) ซึ ่งเป็นไปไม่ได้ เนื ่องจาก 
𝑝 ≡ 3(mod 4) ดังนั้น 𝑟 = 0 จะได้ว่า (𝑥, 𝑝, 𝑦, 𝑧) = (0, 3, 1, 2)                                                            

ทฤษฎีบท 4 ([9]) ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า ผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจำนวน
เต ็ มท ี ่ ไม ่ เป ็ นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์  4𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 จะอย ู ่ ในร ู ป  (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {( 0, 0, 0)} ∪

{(𝑘 − 1,1, 2𝑘−1 − 1)} เมื่อ 𝑝 = 2𝑘 − 1 และ 𝑘 เป็นจำนวนเฉพาะ และถ้า 𝑝 ไม่ได้อยู่ในรูป 2𝑘 − 1 จะได้ว่า 
สมการไดโอแฟนไทน์นี้มีผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) 
 
4. วิธีดำเนินการวิจัย 

ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ ในงานวิจัยนี้จะเริ่มศึกษาผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ 16𝑥 + 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 หลังจากนั้นจะศึกษาผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสมการไดโอแฟน
ไทน์ 16𝑥 − 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 

ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) และ 𝑞 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า 
สมการไดโอแฟนไทน์ 

 16𝑥 + 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4        (1) 
ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก 

พิสูจน์  สมมติว่า 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มบวกและเป็นผลเฉลยของสมการ (1) จะได้ว่า  𝑧 เป็น
จำนวนคีด่ังนั้น 𝑧2 ≡ 1(mod 4) และ 

(𝑧2 − 4𝑥)(𝑧2 + 4𝑥) = 𝑞𝑝𝑦     (2) 
และจาก 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั้น จะมีจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢 และ 𝑣 โดยที่ 𝑢 ∈ {0, 1} ที่ทำให้ 
 𝑧2 − 4𝑥 = 𝑞𝑢𝑝𝑣                             (3) 
และ 𝑧2 + 4𝑥 = 𝑞1−𝑢𝑝𝑦−𝑣                                        (4) 
กรณีท่ี 𝑢 = 0 จาก (3) จะได้ว่า 
4𝑥 +  𝑝𝑣 = 𝑧2                                                           (5) 
และจากบทแทรก 3 และ 𝑥 เป็นจำนวนเต็มบวก จะได้ว่า (𝑥, 𝑝, 𝑣, 𝑧) = (2, 3, 2, 5) ดังนั้นจาก (4) 

จะได้ว่า 41 = 𝑞3𝑦−2 เพราะฉะนั้น 𝑞 = 41 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑞 ≡ 3(mod 4) 
กรณีท่ี 𝑢 = 1 จาก (3) และ (4) จะได้ว่า 
𝑧2 − 4𝑥 = 𝑞𝑝𝑣                                                             (6) 
และ 𝑧2 + 4𝑥 = 𝑝𝑦−𝑣                                                      (7) 
จาก (6) และ (7) จะได้ว่า  𝑦 > 2𝑣 และ 
22𝑥+1 = 𝑝𝑣(𝑝𝑦−2𝑣 − 𝑞)                         (8) 



 

Rattanakosin Journal of Science and Technology: RJST Vol. 4 No.3 2022 43 
 

ถ้า 𝑣 > 0 จะได้ว่า 𝑝|2 และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั ้น 𝑝 = 2 ซึ ่งเป็นไปไม่ได้ เนื ่องจาก
 𝑝 ≡ 3(mod 4) เพราะฉะนั้น 𝑣 = 0 และจาก (6) จะได้ว่า 𝑧2 − 4𝑥 = 𝑞 และเนื่องจาก 𝑥 เป็นจำนวนเต็ม
บวก ดังนั้น 4𝑥 ≡ 0(mod 4) และจาก 𝑞 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า 𝑧2 ≡ 3(mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 
𝑧2 ≡ 1(mod 4)     

ทฤษฎีบท 6 ให้ 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) และ 𝑞 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า 
สมการไดโอแฟนไทน์ 

16𝑥 − 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4       (9) 
ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก 
พิสูจน์  สมมติว่า 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มบวกและเป็นผลเฉลยของสมการ (9) จะได้ว่า 𝑧 เป็น

จำนวนคี่ ดังนั้น 𝑧2 ≡ 1(mod 4) และ 
  (4𝑥 − 𝑧2)(4𝑥 + 𝑧2) = 𝑞𝑝𝑦     (10) 
และจาก 𝑝 และ 𝑞 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั้นจะมีจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢 และ 𝑣 โดยที่ 𝑢 ∈ {0, 1} ที่ทำให้ 
4𝑥 − 𝑧2 = 𝑞𝑢𝑝𝑣                                             (11) 
และ 4𝑥 + 𝑧2 = 𝑞1−𝑢𝑝𝑦−𝑣                                               (12) 
กรณีท่ี 𝑢 = 0 จาก (11) และ (12) จะได้ว่า 
4𝑥 − 𝑧2 =  𝑝𝑣                                                                    (13) 
และ 4𝑥 + 𝑧2 = 𝑞𝑝𝑦−𝑣                                                         (14) 
จาก (13) และ ทฤษฎีบท 4 และ 𝑥 เป็นจำนวนเต็มบวก ดังนั ้นจะมีจำนวนเฉพาะ 𝑘 ซึ ่งทำให้  

𝑝 = 2𝑘 − 1 
และ (𝑥, 𝑣, 𝑧) = (𝑘 − 1,1, 2𝑘−1 − 1) และจาก (14) จะได้ว่า 
22𝑘−1 − 2𝑘 + 1 = 𝑞(2𝑘 − 1)

𝑦−1
                     (15) 

ดังนั้น (2𝑘 − 1)
2

+ 1 = 2𝑞(2𝑘 − 1)
𝑦−1

                     (16) 
สมมติว่า 𝑦 − 1 ≥ 2 จะได้ว่า (2𝑘 − 1)

2
+ 1 < 2𝑞(2𝑘 − 1)

𝑦−1
 ดังนั ้น 𝑦 − 1 = 0 หรือ 1 ถ้า 

𝑦 − 1 = 0 จาก (15) จะได้ว ่า 𝑞 = 22𝑘−1 − 2𝑘 + 1 ดังนั ้น 𝑞 ≡ 1(mod 4) ซึ ่งเป็นไปไม่ได้ เนื ่องจาก 
𝑞 ≡ 3(mod 4) และถ้า 𝑦 − 1 = 1 จาก (16) จะได้ว่า (2𝑘 − 1)|1  ซึ่งเป็นไปไม่ได้เช่นกัน เนื่องจาก 𝑘 เป็น
จำนวนเฉพาะ ดังนั้น 𝑘 ≥ 2 เพราะฉะนั้น 2𝑘 − 1 ≥ 3   

กรณีท่ี 𝑢 = 1 จาก (11) และ (12) จะได้ว่า 
4𝑥 − 𝑧2 = 𝑞𝑝𝑣                                      (17) 
และ 4𝑥 + 𝑧2 = 𝑝𝑦−𝑣                                       (18) 
จาก (17) และ (18) จะได้ว่า  𝑦 > 2𝑣 และ 
22𝑥+1 = 𝑝𝑣(𝑝𝑦−2𝑣 + 𝑞)                   (19) 
และจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) ดังนั้น 𝑣 = 0 ดังนั้น จาก (18) จะได้ว่า 
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4𝑥 + 𝑧2 = 𝑝𝑦                                                 (20) 
และเนื่องจาก 𝑥 เป็นจำนวนเต็มบวก ดังนั้น 4𝑥 ≡ 0(mod 4) และจาก 𝑧2 ≡ 1(mod 4) จะได้ว่า 

4𝑥 + 𝑧2 ≡ 1(mod 4) และจาก (20) จะได ้ว ่า  𝑝𝑦 ≡ 1(mod 4) และเน ื ่องจาก 𝑝 ≡ 3 ≡ −1(mod 4) 
เพราะฉะนั้น(−1)𝑦 ≡ 1(mod 4) ดังนั้น 𝑦 เป็นจำนวนเต็มคู่ จะมีจำนวนเต็มบวก 𝑛 ซึ่งทำให้ 𝑦 = 2𝑛 และ
จาก (20) จะได้ว่า (𝑝𝑛 − 𝑧)(𝑝𝑛 + 𝑧) = 22𝑥 ดังนั้นจะมีจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑡 ที่ทำให้ 𝑝𝑛 − 𝑧 = 2𝑡 และ 
𝑝𝑛 + 𝑧 = 22𝑥−𝑡 จะได้ว่า 2𝑥 > 2𝑡 และ 2𝑝𝑛 = 2𝑡(22𝑥−2𝑡 + 1) ดังนั้น 𝑡 = 1 จะได้ว่า 

𝑝𝑛 − 22𝑥−2 = 1                                    (21) 
และจาก 𝑥 เป็นจำนวนเต็มบวก ดังนั้น  2𝑥 − 2 ≠ 1 เพราะฉะนั้น 2𝑥 − 2 > 1   

ถ้า 𝑛 = 1  จาก (21) และ 2𝑥 − 2 > 1 จะได้ว ่า 𝑝 ≡ 1(mod 4) ซ ึ ่งเป ็นไปไม่ได ้ เน ื ่องจาก 
𝑝 ≡ 3(mod 4) ดังนั้น 𝑛 > 1 และจาก (21) และทฤษฎีบท 1 จะได้ว่า 2𝑥 − 2 = 3 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 
𝑥 เป็นจำนวนเต็มบวก                                                                                                                 
 
5. สรุปผลและวิจารณ์  

ในงานวิจัยนี้พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 16𝑥 + 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 และ 16𝑥 − 𝑞𝑝𝑦 = 𝑧4 เมื่อ 𝑝 และ 𝑞 เป็น
จำนวนเฉพาะ โดยที่ 𝑝 ≡ 3(mod 4) และ 𝑞 ≡ 3(mod 4) ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวก และสิ่งที่น่าสนใจ
ในการศึกษาต่อไป คือ ถ้า 𝑝 ≡ 1(mod 4) หรือ 𝑞 ≡ 1(mod 4) แล้ว สมการไดโอแฟนไทน์ทั้งสองมีผลเฉลย 
ที่เป็นจำนวนเต็มบวกหรือไม่ 
 
6. กิตติกรรมประกาศ 
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