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Abstract 

For a graph 𝐺, automorphisms and strong endomorphisms on graph 𝐺 refer to functions of 
vertex set on graph 𝐺 with preserving strong connectivity, the property allows the set of these 
functions, along with the composition operation, to exhibit group and monoid, respectively. This 
research aims to identify the characteristics of automorphism and strong endomorphism functions on 
tree graphs with diameters less than 4. 
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1. บทน า 
ส าหรับการศึกษาด้านพีชคณิตบนกราฟ จะเป็นการศึกษาที่เกี่ยวกับโครงสร้างทางพีชคณิตของกราฟด้วยสมาชิก 

ที่เป็นฟังก์ชันบนเซตของจุดของกราฟกับการด าเนินการคอมโพสิท โดยฟังก์ชันที่ใช้ในการศึกษาจะประกอบด้วยฟังก์ชัน
หลายแบบ เช่น ฟังก์ชันออโตมอร์ซิฟึม เอ็นโดมอร์ฟิซึม และสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึม ด้วยหลักความรู ้พื ้นฐานว่า 
ส าหรับกราฟใด ๆ เซตของออโตมอร์มอร์ฟิซึมบนกราฟจะมีสมบัติ เป็นกรุป และเซตของ (สตรอง) เอ็นโดมอร์ฟิซึม 
บนกราฟจะมีสมบัติเป็นโมนอยด์ ตามล าดับ ทฤษฎีบทที่แสดงความสัมพันธ์ระหว่างกรุปใด ๆ ในสาขาพีชคณิตนามธรรม
กับทฤษฎีกราฟ ได้แก่ ผลงานของ Frucht ที่ได้แสดงไว้ในปี ค.ศ. 1938 และ ค.ศ. 1949 [1 – 2] ซึ่งได้แสดงทุกกรุปจ ากัด
จะไอโซมอร์ฟิคกับกรุปออโตมอร์ฟิซึมของบางกราฟจ ากัด และผลงานของ Hedrllın และ Pultr ได้แสดงความสัมพันธ์
ระหว่างโมนอยด์กับทฤษฎีกราฟซึ ่งได้แสดงไว้ในปี  ค.ศ. 1964 - 1965 [3 – 5] เป็นการแสดงว่าแต่ละโมนอยด์   
จะมีกราฟที่มีเซตของเอ็นโดมอร์ฟิซึมไอโซมอร์ฟิคกับโมนอยด์นั้นเสมอ  ซึ ่งหากโมนอยด์นั ้น ๆ เป็นโมนอยด์จ ากัด  
กราฟดังกล่าวจะเป็นกราฟจ ากัดด้วยเช่นกัน ส าหรับฟังก์ชันสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟได้ถูกนิยามขึ้นโดย Culik  
ในปี ค.ศ. 1958 [6] ซึ ่งมีสมบัติเป็นโมนอยด์กับการด าเนินการคอมโพสิท  นอกจากนี้ ในปี ค.ศ. 1983 Knauer  
และ Nieporte [7] และ ในปี ค.ศ. 1993 Li [8] ได้แสดงว่าสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟจ ากัดจะเป็นโมนอยด์ปรกติ  
และในปี ค.ศ. 2019 Pipattanajinda และคณะ [9] ยังได้มีการศึกษาการเป็นเซตอันดับบางส่วนแบบธรรมชาติของ
ฟังก์ชันสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟใด ๆ   

ส าหรับกราฟทรีเป็นกราฟที่สามารถน ามาปรับใช้เป็น แผนผังในองค์กร แผนผังแสดงความสัมพันธ์ในเครือญาติ 
ซึ ่งได้มีการถูกน ามาใช้เป็นครั ้งแรกในปี ค.ศ. 1847 เกี ่ยวกับวงจรไฟฟ้า จากงานของ Kirchhoff จนเกิดเป็นทฤษฎี 
บทการเป็นเมทริกซ์-ทรี การน ามาประยุกต์ใช้กับการหาทรีแผ่ทั่วที่น้อยที่สุดบนกราฟทรีเพื่อค้นหาเส้นทางรวมที่สั้นที่สุด
บนกราฟเชื ่อมโยงและเป็นกราฟที่มีน ้าหนัก และในปี ค.ศ. 1857 Cayley ได้น ามาใช้ทางด้านเคมี เกี ่ยวกับการนับ 
จ านวนของคาร์บอนและไฮโดรเจนที่สามารถเกิดได้เป็นพันธะต่าง ๆ ซึ่งผู้อ่านสามารถศึกษาองค์ความรู้เกี่ยวกับกราฟทรี
และการประยุกต์ได้จากเอกสารอ้างอิง [10] นอกจากนี ้ย ังม ีการประยุกต์กราฟทรีก ับสาขาพ ีชคณิตเชิงเส้น  
ด้วยการแสดงวิธีการหาดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ประชิดของ กราฟทรีและกราฟคอมพลีเมนต์ของทรีจากเอกสาร  
อ้างอิง [11 – 15] ส าหรับการศึกษาฟังก์ชัน (สตรอง) เอ็นโดมอร์ฟิซึมและออโตมอร์ฟิซึมของกราฟทรีในรูปแบบต่าง ๆ  
ได้แก่ ปี ค.ศ. 1990 Knauer [16] ได้ศึกษาเอ็นโดมอร์ฟิซึมไทป์ของกราฟทรี ซึ ่งเป็นการพิจารณาความสัมพันธ์ของ  
จ านวนฟังก์ชันประเภทต่าง ๆ บนกราฟทรี ส าหรับความรู้ด้านทฤษฎีกราฟและผลการศึกษาที่เกี่ยวกับการศึกษาฟังก์ชัน 
(สตรอง) เอ็นโดมอร์ฟิซึมและออโตมอร์ฟิซึมบนกราฟอื่น ๆ ที่ไม่ได้กล่าวไว้ในบทความฉบับนี้ ผู้อ่านสามารถศึกษาได้
เพิ่มเติมจากเอกสารอ้างอิง [17 – 21] เป็นต้น 

จากการศึกษางานวิจัยที ่เกี ่ยวข้อง คณะผู้จ ัดท าจึงมีความสนใจที ่จะศึกษาลักษณะเฉพาะของฟังก์ชันออโต 
มอร์ฟิซึมและสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟทรี โดยจะพิจารณากราฟทรีที่มีไดเมเตอร์น้อยกว่า 4 เพื่อแสดงว่าออโต 
มอร์ฟิซึมกรุป และสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมโมนอยด์บนกราฟทรีมีโครงสร้างทางพีชคณิตแบบเดียวกับกรุปและโมนอยด์  
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ชนิดใด และใช้เป็นแนวทางในการศึกษาลักษณะเฉพาะของฟังก์ชันออโตมอร์ฟิซึมและสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟทรี 
ที่มีไดเมเตอร์ที่มากยิ่งขึ้นต่อไป 
 
2. ความรู้พ้ืนฐาน 

ส าหรับการหาลักษณะเฉพาะของออโตมอร์ฟิซึม และสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์น้อยกว่า 4 
จ าเป็นจะต้องใช้ความรู้เกี ่ยวกับทฤษฎีกราฟ กราฟทรี ฟังก์ชันออโตมอร์ฟิซึม และสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟ  
รวมไปถึงความรู้ด้านพีชคณิตนามธรรมในเรื ่องของกรุปและโมนอยด์  ส าหรับกราฟที่จะใช้ในการศึกษาในบทความนี้  
จะเป็นกราฟที่มีจ านวนจุดเป็นจ านวนจ ากัด (กราฟจ ากัด) โดยจะเรียก 𝐺 ว่าเป็นกราฟเมื ่อ 𝐺 = (𝑉, 𝐸) โดยที่ 𝑉  
จะเรียกว่าเซตของจุดซึ่งเป็นเซตจ ากัดที่ไม่เป็นเซตว่าง เรียก 𝑣 ∈ 𝑉 ว่าจุดของกราฟ 𝐺 และ 𝐸 จะเรียกว่าเซตของเส้น 
ซึ่งเป็นเซตที่ประกอบด้วยสับเซตที่มีสองสมาชิกใน 𝑉 กล่าวคือ 𝑒 ∈ 𝐸 เมื่อ 𝑒 = (𝑢, 𝑣) ส าหรับบางสมาชิก 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 
เรียกสมาชิก 𝑒 ∈ 𝐸 ว่าเส้นของกราฟ 𝐺 เพื่อความสะดวกจะเขียน {𝑢, 𝑣} = 𝑢𝑣 และเรียกว่าจุด 𝑢 และ 𝑣 ประชิดกัน  
ก าหนดเซต 𝑁(𝑣) = (𝑢 ∈ 𝑉 ∣ 𝑢𝑣 ∈ 𝐸) ดีกรีของจุด 𝑣 คือจ านวนของจุด 𝑢 ∈  𝑉 ทั้งหมดที่ประชิดกับจุด 𝑣 เขียน
แทนด้วย 𝑑𝑒𝑔(𝑣) นั ่นคือ 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = |𝑁(𝑣)| ถ้า 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 1 แล ้วจะเร ียก 𝑣 ว่าเป ็นจุดปลายของกราฟ 𝐺  
ถ้า 𝑢, 𝑣 ∈  𝑉 แล้วจะเรียกว่าจุด 𝑢 และ 𝑣 เช่ือมโยงกัน ถ้ามีจุด 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘 ∈  𝑉 ที่แตกต่างกันทั้งหมด ที่ท าให้ล าดับ 
𝑢, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘, 𝑣 เป็นล าดับของจุดที่ประชิดกัน (เมื่อ 𝑘 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ) จ านวนเส้นของล าดับที่สั้นที่สุด 
ที่ท าให้  𝑢 และ 𝑣 เชื่อมโยงกันจะเรียกว่าระยะทางของจุด 𝑢 และ 𝑣 เขียนแทนด้วย 𝑑(𝑢, 𝑣) ไดเมเตอร์ของกราฟ 𝐺  
จะใช้สัญลักษณ์ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) หมายถึงค่าที ่มากที ่สุดของระยะทางของสองจุดใด ๆ ในกราฟ 𝐺 นั ่นคือ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) =
𝑚𝑎𝑥(𝑑(𝑢, 𝑣) ∣  𝑢, 𝑣 ∈  𝑉 กราฟ 𝐺 จะเรียกว่ากราฟเชื่อมโยง ถ้าทุกสองจุดใด ๆ  ในกราฟ 𝐺 ประชิดกัน ถ้า 𝑣 ∈  𝑉 
และ 𝑘 ∈ ℤ+ แล้วจะเรียกว่า 𝐺 บรรจุ ไซเคิล 𝑣, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘, 𝑣 ถ้า 𝑣, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘 , 𝑣 เป็นล าดับของจุดที่ประชิด
กันทั้งหมดที่ซึ่ง 𝑢𝑖 ≠ 𝑢𝑗 ทุก ๆ 𝑖 ≠  𝑗 กราฟ 𝐺 จะเรียกว่าทร ีถ้า 𝐺 เป็นกราฟเช่ือมโยงที่ไม่บรรจุไซเคิล 

ส าหรับจ านวนเต็มบวก 𝑚 และ 𝑛 จะก าหนดสัญลักษณ์ของกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์น้อยกว่า 4 ดังนี ้
1. 𝑇1 หมายถึง กราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 1 ซึ่งมีลักษณะทั่วไป ดังรูปที่ 1 

 
รูปท่ี 1 แผนภาพของกราฟ 𝑇1 

 
2. 𝑇2:𝑚 หมายถึง กราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 2 ซึ่งมีลักษณะทั่วไป ดังรูปที่ 2 

 
รูปท่ี 2 แผนภาพของกราฟ 𝑇2:𝑚  
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ในรูปที่ 2.2 จะเรียกว่า 𝑇2:𝑚 เป็นกราฟทรีที่มีจุด 𝑤 เป็นจุดศูนย์กลาง 
3. 𝑇3:𝑚,𝑛 หมายถึง กราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 3 ซึ่งมีลักษณะทั่วไป ดังรูปที่ 3 

 
รูปท่ี 3 แผนภาพของกราฟ 𝑇3:𝑚,𝑛  

 
ในรูปที่ 2.3 จะเรียกว่า 𝑇3:𝑚,𝑛 เป็นกราฟทรีที่มีจุด 𝑥 และ 𝑦 เป็นจุดศูนย์กลาง 
ส าหรับกราฟ 𝐺 จะเรียกฟังก์ชัน 𝑓: 𝑉 →  𝑉 ว่าเป็น สตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึม ถ้าส าหรับทุก ๆ 𝑢, 𝑣 ∈  𝑉 

𝑢𝑣 ∈  𝐸 ⇔  𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈  𝐸     (2.1) 

 และจะเรียกฟังก์ชันสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึม 𝑓 ∶  𝑉 →  𝑉 ว่าเป็นออโตมอร์ฟิซึม ถ้า 𝑓 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 และ

ทั่วถึง ใช้สัญลักษณ์ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝐺) และ 𝐴𝑢𝑡(𝐺) แทนเซตของฟังก์ชันสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมและออโตมอร์ฟิซึมบนกราฟ 𝐺 
ตามล าดับ 

หมายเหตุ 2.1 เรียกฟังก์ชัน 𝑓 ที่สอดคล้องกับ (2.1) ว่าการมีสมบัตกิารคงสภาพของการมีเส้นเชื่อมแบบเข้ม 
ตัวอย่างของการส่งของฟังก์ชัน 𝑓, 𝑔 และ ℎ บนกราฟ 𝑇2:3 ที ่ท  าให้ 𝑓, 𝑔, ℎ ∈  𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:3) และ ℎ ∈

 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:3) แสดงไว้ดังรูปที่ 4 – 6 

 
รูปท่ี 4 แผนภาพการสง่ของฟงัก์ชัน 𝑓 

 

 
รูปท่ี 5 แผนภาพการส่งของฟังก์ชัน 𝑔 
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รูปท่ี 6 แผนภาพการสง่ของฟงัก์ชัน ℎ 

ล าดับถัดไป จะกลาวถึงเนื้อหาทางพีชคณิตนามธรรม ได้แก่ กรุป กรุปการเรียงสับเปลี่ยน โมนอยด์ โมนอยด์ 
การแปลง ผลคูณตรง รวมถึงฟังก์ชันไอโซมอร์ฟิซึมบนกรุปและโมนอยด์ ซึ่งมีดังนี้ 

ส าหรับกรุปจะหมายถึงเซต 𝐺 ≠  ∅  กับการด าเนินการทวิภาค ∗ เขียนแทนด้วยคู่อันดับ (𝐺,∗) ที่มีสมบัติ 3 ข้อ
ได้แก่ (1) สมบัติการเปลี่ยนหมู่ (2) สมบัติการมีเอกลักษณ์ และ (3) สมบัติการมีตัวผกผัน ในกรณีที่ (𝐺,∗) มีสมบัติ
เฉพาะข้อที่ 1 จะเรียก (𝐺,∗) ว่ากึ่งกรุป และในกรณีที่ (𝐺,∗) มีสมบัติข้อที่ 1 และข้อที่ 2 จะเรียก (𝐺,∗) ว่าโมนอยด์  
ให้ (𝐺1,∘) และ (𝐺2,⋅) เป ็นกรุป (หร ือโมนอยด์) ก  าหนดการด าเนินการทวิภาค ∗ บน 𝐺1 × 𝐺2 ดังนี้  (𝑎, 𝑏) ∗
 (𝑐, 𝑑)  =  (𝑎 ∘  𝑐 , 𝑏 ⋅  𝑑) จะได้ว่า (𝐺1 × 𝐺2,∗) เป็นกรุป (หรือโมนอยด์ตามล าดับ)  

ให้ 𝑋 ≠  ∅ และเป็นเซตจ ากัด ก าหนดให้ 𝑆𝑋  =   (𝛼 ∣ 𝛼 ∶  𝑋 →  𝑋  เป็นฟังก์ชัน 1− 1 แบบทั่วถึง) แล้ว 𝑆𝑋  เป็น
กรุปภายใต้การด าเนินการคอมโพสิท เรียกว่ากรุปการเรียงสับเปลี่ยนและสมาชิก 𝛼 ใน 𝑆𝑋 จะเรียกว่า วิธีสับเปลี่ยนของ 
𝑋 นอกจากนี้ ก าหนดให้ 𝒯𝑋   =  (𝛽 ∣ 𝛽 ∶  𝑋 →  𝑋 เป็นฟังก์ชัน ) แล้ว 𝒯𝑋 เป็นโมนอยด์ภายใต้การด าเนินการคอมโพสิท 
เรียกว่า โมนอยด์การแปลง ส าหรับกรณี 𝑋 =  (1,2,… , 𝑛) เขียนแทน 𝑆𝑋  และ 𝒯𝑋 ด้วย 𝑆𝑛  และ 𝒯𝑛 ตามล าดับ  
โดยหลักการนับเบื้องต้น จะได ้|𝑆𝑛|  =  𝑛! และ |𝒯𝑛|  =  𝑛𝑛 

ให้ (𝐺1,∗) และ (𝐺2,∘ ) เป็นกรุป (หรือเป็นโมนอยด์ทั้งคู่) และ 𝜑 ∶  𝐺1 → 𝐺2 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 และทั่วถึง 
แล้วจะเรียก 𝜑 ว่าเป็นไอโซมอร์ฟิซึม ถ้า 𝜑 มีสมบัติการคงภาพของการด าเนินการ นั่นคือ ส าหรับแต่ละ 𝑎, 𝑏 ∈  𝐺1  

จะได้ว่า 𝜑(𝑎 ∗  𝑏) = 𝜑(𝑎) ∘ 𝜑(𝑏) ถ้ามี 𝜑 ∶  𝐺1  →  𝐺2 ที่เป็นไอโซมอร์ฟิซึม จะเรียกว่า 𝐺1 ไอโซมอร์ฟิคกับ 
𝐺2 เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝐺1 ≅ 𝐺2 

บทตั้งต่อไปนี ้ เป็นบทตั้งที ่จ  าเป็นต้องน าไปใช้ในการหาลักษณะเฉพาะของฟังก์ชันออโตมอร์ฟิซึมและ 
สตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์น้อยกว่า 4 ซึ่งมีดังต่อไปนี้ 

บทตั ้ง 2.1 [16] ให้ 𝐺 เป ็นกราฟ แล้ว 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝐺) = 𝐴𝑢𝑡(𝐺) ก็ต่อเมื ่อ 𝑁(𝑢) ≠ 𝑁(𝑣) ส าหร ับทุก ๆ 
𝑢 ≠ 𝑣 ∈ 𝑉 

บทตั้ง 2.2 [7] ให้ 𝐺 เป็นกราฟ และ 𝑢, 𝑣 ∈  𝑉 แล้วจะมีสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึม 𝑓 ∈  𝑆𝐸𝑛𝑑(𝐺)  ส าหรับ  
𝑓(𝑢)  =  𝑓(𝑣)  ก็ต่อเมื่อ 𝑁(𝑢)  =  𝑁(𝑣) 
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3. ออโตมอร์ฟิซึมบนกราฟทรี 

ส าหรับหัวข้อนี้ จะแสดงการหาลักษณะเฉพาะของออโตมอร์ฟิซ ึมบนกราฟทรีที ่ม ีไดเมเตอร์น้อยกว่า  4  
ซึ่งมีวัตถุประสงค์ในการแสดงว่าว่าออโตมอร์ฟิซึมของกราฟทรีมีโครงสร้างทางพีชคณิตแบบเดียวกันกับกรุป การเรียง
สับเปลี่ยน โดยอันดับแรกจะแสดงสมบัติบางประการของออโตมอร์ฟิซึมกับการส่งจุดปลายบนกราฟทั่วไป ดังนี้ 

ทฤษฎีบท 3.1 ส าหรับกราฟ 𝐺 ใด ๆ ก าหนดให้ 𝑓 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝐺) โดยที่ 𝑓(𝑢)  =  𝑣  แล้ว 𝑢 จะเป็นจุดปลาย 
ก็ต่อเมื่อ 𝑣 เป็นจุดปลายด้วย 

พิสูจน ์ ให้ 𝑢, 𝑣 ∈  𝑉(𝐺) โดยที่ 𝑢 เป็นจุดปลาย จะได้ว่ามีเพียง 𝑢1 ∈  𝑉 เพียงจุดเดียวเท่านั ้นที ่ท  าให้  
𝑢𝑢1 ∈  𝐸 สมมุติให้ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)  >  1 ดังนั้นจะมี 𝑣1 ≠ 𝑣2 ∈  𝑉 อย่างน้อย 2 จุด ที่ซึ่ง 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2 ∈  𝐸 

 เนื ่องจาก 𝑓(𝑢)  =  𝑣 และ 𝑓 เป ็นฟังก์ชัน 1− 1 และทั ่วถึง ดังนั ้น 𝑓(𝑢1) = 𝑣1 หร ือ 𝑓(𝑢1) = 𝑣2  
เพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง ถ้า 𝑓(𝑢1)  =  𝑣1 จะได้ว่ามี 𝑢1 ≠ 𝑤 ∈ 𝑉 ที่ซึ่ง 𝑓(𝑤)  =  𝑣2 
 นั่นคือ จะมี 𝑢𝑤 ∉  𝐸 ที่ท าให้ 𝑓(𝑢)𝑓(𝑤) =  𝑣𝑣2 ∈  𝐸 เกิดข้อขัดแย้งกับการมีสมบัติการคงสภาพของ 
การมีเส้นเชื่อมแบบเข้ม ในท านองเดียวกับ ถ้า 𝑓(𝑢2)  =  𝑣1 จะท าให้เกิดข้อขัดแย้งเช่นเดียวกัน ดังนั้น 𝑣 จะต้องเป็น 
จุดปลายส าหรับการพิสูจน์บทกลับ จะสามารถพิสูจน์โดยการขัดแย้งได้ในท านองเดียวกัน    

ส าหรับออโตมอร์ฟิซึมบนกราฟทรีไดเมเตอร์ 1 จะมีสมบัติเช่นเดียวกับ 𝑆2 ซึ่งสามารถแสดงได้ดังนี้ 
ทฤษฎีบท 3.2 ส าหรับกราฟทรีที ่มีไดเมเตอร์ 1 ใด ๆ จะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇1) ≅  𝑆2 เมื ่อ 𝑆2 คือกรุปการเรียง

สับเปลี่ยนของเซตที่มีสมาชิกจ านวน 2 
พิสูจน ์ เนื่องจากกราฟ 𝑇1 เป็นกราฟที่ประกอบด้วย 𝑉 = {𝑤1, 𝑤2} และ 𝐸 = {𝑤1𝑤2}  

ดังนั้น |𝐴𝑢𝑡(𝑇1)| = 2 โดยที่ 𝐴𝑢𝑡(𝑇1)  = {𝑓1 = (
𝑤1 𝑤2
𝑤1 𝑤2

) , 𝑓2 = (
𝑤1 𝑤2
𝑤2 𝑤1

)}  

ให้ 𝜑 ∶  𝐴𝑢𝑡(𝑇1) →  𝑆2 ฟังก์ชัน 1− 1 และทั ่วถึง โดยที ่ 𝜑(𝑓1) = (
1 2
1 2

) และ 𝜑(𝑓2) = (
1 2
2 1

)  

จะได้ว่า 𝜑 มีสมบัติคงสภาพของการด าเนินการ นั่นคือ 𝜑 จะเป็นไอโซมอร์ฟิซึม     
 จากทฤษฎีบท 3.2 จะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇1) ≅  𝑆2 ซึ่งจาก 𝑆2 เป็นกรุปที่มีสมาชิกจ านวน 2 ดังนั้น |𝐴𝑢𝑡(𝑇1)| =
|𝑆2| = 2 ซึ่งสามารถสรุปได้ตามบทแทรก 3.3 ดังต่อไปนี้ 

บทแทรก 3.3 ส าหรับกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 1 ใด ๆ จะได้ว่า |𝐴𝑢𝑡(𝑇1)| = 2 

 ส าหรับออโตมอร์ฟิซึมบนกราฟทรีไดเมเตอร์ 2 จะมีสมบัติเช่นเดียวกับกรุปการเรียงสับเปลี่ยน ซึ่งการแสดงบท
พิสูจน์จะใช้บทตั้งที่เกี่ยวกับการส่งของฟังก์ชันออโตมอร์ฟิซึมซึ่งแสดงได้ดังนี้ 

บทต้ัง 3.4 ถ้า 𝑓 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) แล้ว 𝑓(𝑤) = 𝑤 และ 𝑓(𝑤𝑖)  =  𝑤𝑗  ส าหรับบาง 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,… ,𝑚} 
พิสูจน ์ ให้ 𝑓 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) จาก 𝑤𝑖 เป็นจุดปลายของ 𝑇2:𝑚 ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่า 𝑓(𝑤𝑖)  =

 𝑤𝑗  ส าหรับบาง 𝑗 ∈ {1, 2,… ,𝑚} และ 𝑓(𝑤) = 𝑤           

ทฤษฎีบท 3.5 ให้ 𝑚 ∈ ℤ+ และ 𝑇2:𝑚  เป็นกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 2 แล้วจะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) ≅  𝑆𝑚 เมื่อ
  𝑆𝑚 เป็นกรปุการเรยีงสบัเปลีย่นของเซตที่มีสมาชิกจ านวน 𝑚  
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พิสูจน ์ ให้ 𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) × 𝑆𝑚 
 โดยที่ 𝜑(𝑓)  = 𝛼 ∈  𝑆𝑚  ที่ซึ่ง 𝛼(𝑖)  =  𝑗 ถ้า 𝑓 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) โดยที่ 𝑓(𝑤𝑖)  =  𝑤𝑗  

จะแสดงว่า 𝜑 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 จาก 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) ทั่วถึง 𝑆𝑚  ดังนี ้
(1) จะแสดงว่า 𝜑 เป็นฟังก์ชัน ให้ 𝑓, 𝑔 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) โดยที่  𝑓 = 𝑔  
นั่นคือ ถ้า 𝑓 = (𝑤 𝑤1 𝑤2

𝑤 𝑓(𝑤1) 𝑓(𝑤2)
   
… 𝑤𝑚
… 𝑓(𝑤𝑚)

) และ 𝑔 = (𝑤 𝑤1 𝑤2
𝑤 𝑔(𝑤1) 𝑔(𝑤2)

   
… 𝑤𝑚
… 𝑔(𝑤𝑚)

) 
แล้วจะได ้𝑓(𝑤𝑖)  =  𝑔(𝑤𝑖) เมื่อ 𝑖 ∈ {1, 2,… ,𝑚} 
สมมต ิ𝜑(𝑓)  = 𝛼 และ 𝜑(𝑔)  = 𝛽  
จะได ้𝛼(𝑖)  =  𝑗 และ 𝛽(𝑖)  =  𝑘  เมื่อ 𝑓(𝑤𝑖)  =  𝑤𝑗  และ 𝑔(𝑤𝑖)  =  𝑤𝑘  ตามล าดับ 
จาก 𝑓(𝑤𝑖)  =  𝑔(𝑤𝑖) จะได้ 𝑤𝑗  =  𝑤𝑘  นั่นคือ 𝑗 = 𝑘  ดังนั้น 𝜑(𝑓)  = 𝛼 = 𝛽 = 𝜑(𝑔)   
เพราะฉะนั้น 𝜑 เป็นฟังก์ชัน 

(2) จะแสดงว่า 𝜑 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 ให้ 𝑓, 𝑔 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) โดยที่  𝑓 ≠  𝑔 (จะแสดงว่า  𝜑(𝑓) ≠ 𝜑(𝑔))  
สมมุติให้ 𝜑(𝑓)  = 𝛼  และ 𝜑(𝑔)  = 𝛽 เนื่องจาก 𝑓 ≠  𝑔 จะได้ว่ามีบาง 𝑤𝑖 ∈  𝑉 ที่ซึ่ง 𝑓(𝑤𝑖) ≠  𝑔(𝑤𝑖) นั่น

คือ 𝛼(𝑖) ≠ 𝛽(𝑖) ดังนั้น  𝛼 ≠ 𝛽  เพราะฉะนั้น 𝜑 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 
(3) จะแสดงว่า 𝜑 เป็นฟังก์ชันทั่วถึง ให้ 𝛼 ∈  𝑆𝑚  จะแสดงว่ามี 𝑓 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) ที่ซึ่ง 𝜑(𝑓)  = 𝛼  
พิจารณา 𝑓: 𝑉 →  𝑉 โดยที่ 𝑓(𝑤) = 𝑤 และ 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤𝛼(𝑖) จะได้ว่า 𝑓 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) โดยที่ 𝜑(𝑓)  = 𝛼 

เพราะฉะนั้น 𝜑 เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 

จากข้อ 1 - 3 จะได้ว่า  𝜑 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 จาก 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) ทั่วถึง 𝑆𝑚   
อันดับต่อไป จะแสดงว่า 𝜑 มีสมบัติคงสภาพการด าเนินการ 
ก าหนดให้ 𝑓, 𝑔 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) โดยที่ 𝜑(𝑓)  = 𝛼 และ 𝜑(𝑔) = 𝛽  
นั่นคือ ส าหรับ 𝑤𝑖 ∈  𝑉 ถ้า 𝑓(𝑤𝑖)  =  𝑤𝑗 และ 𝑔(𝑤𝑖)  =  𝑤𝑘  แล้ว 𝛼(𝑖)  =  𝑗 และ 𝛽(𝑖)  =  𝑘 ตามล าดับ 
ถ้า 𝑓 ∘  𝑔 =  ℎ แล้ว 𝛼 ∘ 𝛽 = 𝛾 เมื่อ ℎ(𝑤𝑖) = 𝑤𝑗  แล้ว 𝛾(𝑖) = 𝑗 ด้วย  
โดยการนิยามฟังก์ชัน 𝜑 จะได้ว่า 𝜑(ℎ) = 𝛾  
นั่นคือ  𝜑(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝜑(ℎ) = 𝛾 = 𝛼 ∘ 𝛽 = 𝜑(𝑓) ∘ 𝜑(𝑔) 

 เพราะฉะนั้น 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) ≅  𝑆𝑚            

 จากทฤษฎีบท 3.5 จะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚) ≅  𝑆𝑚  ซึ ่งจาก 𝑆𝑚 เป็นกรุปที่มีสมาชิกจ านวน 𝑚! นั ่นคือจ านวน
ฟังก์ชัน |𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚)|  =  |𝑆𝑚|  =  𝑚! ซึ่งสามารถสรุปได้ตามบทแทรก 3.6 ดังต่อไปนี้ 
บทแทรก 3.6 ให้ 𝑚 ∈ ℤ+ และ 𝑇2:𝑚  เป็นกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 2 แล้วจะได้ว่า |𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚)| = 𝑚! 

ส าหรับกราฟ 𝑇3:𝑚,𝑛 จะเป็นกราฟทรีที่มีจุด 𝑥 และ 𝑦 เป็นจุดศูนย์กลางและ 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 เมื่อ 𝑖 ∈ {1, 2,… ,𝑚} และ 
𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑛} เป็นจุดปลายทั้งหมดใน 𝑇3:𝑚,𝑛 ถ้า 𝑓 ∈ (𝑇3:𝑚,𝑛) จากทฤษฎีบท 3.1 จะท าให้ 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑦) =

𝑦 หรือ 𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑓(𝑦) = 𝑥 เพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง  ในกรณีที่ 𝑚 ≠  𝑛 เนื่องจาก 𝑓 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 จะท าให้ได้



Rattanakosin Journal of Science and Technology: RJST Vol.7 No.2 2025 158 
 

ว่ามี 𝑓(𝑥) = 𝑥 และ 𝑓(𝑦) = 𝑦 เพียงกรณีเดียว ดังนั้นในการพิจารณาลักษณะเฉพาะของ 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) จึงจะพิจารณา

เป็นสองกรณี ได้แก่ (i) 𝑚 ≠  𝑛 และ (ii) 𝑚 =  𝑛 ดังต่อไปนี ้
ทฤษฎีบท 3.7 ให้ 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ และ 𝑇3:𝑚,𝑛  เป็นกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 3 ถ้า 𝑚 ≠ 𝑛 แล้ว 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) ≅

𝑆𝑚 × 𝑆𝑛  เมื่อ  𝑆𝑚  และ 𝑆𝑛  เป็นกรุปการเรียงสับเปลี่ยนของเซตที่มีสมาชิกจ านวน 𝑚 และ 𝑛 ตามล าดับ 

พิสูจน ์ ดังที่ได้กล่าวไว้แล้วว่าส าหรับกรณีที่  𝑚 ≠  𝑛 ถ้า 𝑓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) แล้วจะท าให้ได้ว่ามี 𝑓(𝑥) = 𝑥 

และ 𝑓(𝑦) = 𝑦 เพียงกรณีเดียว ซึ ่งท  าให้ 𝑓(𝑥𝑖) =  𝑥𝑗 และ 𝑓(𝑦𝑘) =  𝑦𝑙 เม ื ่อ 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, … ,𝑚} และ 𝑘, 𝑙 ∈
{1, 2,… , 𝑛}   

ดังนั้นจึงสามารถพิสูจน์โดยท านองเดียวกับทฤษฎีบท 3.5 โดยการก าหนดความสัมพันธ์ 𝜑 ∶  𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) →
 𝑆𝑚 × 𝑆𝑛 โดยที่ 𝜑(𝑓) = (𝛼, 𝛽) เมื่อ (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑆𝑚 × 𝑆𝑛 ที่ซึ่ง 𝛼(𝑖)  =  𝑗 และ 𝛽(𝑘) = 𝑙 ถ้า 𝑓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) 
ที่ซึ่ง 𝑓(𝑥𝑖) =  𝑥𝑗 และ 𝑓(𝑦𝑘) =  𝑦𝑙    

จะได้ว่า 𝜑 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 จาก 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) ทั่วถึง 𝑆𝑚 × 𝑆𝑛   
ต่อไปจะแสดงว่า 𝜑 มีสมบัติคงสภาพการด าเนินการ 
ก าหนดให้ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) โดยที่ 𝜑(𝑓) = (𝛼1, 𝛽1) และ 𝜑(𝑔) = (𝛼2, 𝛽2)  
นั่นคือ ถ้า 𝑓(𝑥𝑖1) = 𝑥𝑗1, 𝑓(𝑦𝑘1) = 𝑦𝑙1 และ 𝑔(𝑥𝑖2) = 𝑥𝑗2, 𝑔(𝑦𝑘2) = 𝑦𝑙2  แล้ว (𝛼1(𝑖1), 𝛽1(𝑘1)) =

(𝑗1, 𝑙1) และ (𝛼2(𝑖2), 𝛽2(𝑘2)) = (𝑗2, 𝑙2) ตามล าดับ 
ถ้า 𝑓 ∘  𝑔 = ℎ แล้ว (𝛼1, 𝛽1) ∘ (𝛼2, 𝛽2) = (𝛾1, 𝛾2) เมื่อ ℎ(𝑥𝑖) = 𝑥𝑗, ℎ(𝑦𝑘) = 𝑦𝑙  แล้ว 𝛾1(𝑖) =

𝑗, 𝛾2(𝑘) = 𝑙 ด้วย 
โดยการนิยามฟังก์ชัน 𝜑 จะได้ว่า 𝜑(ℎ) = (𝛾1, 𝛾2)  
นั่นคือ 𝜑(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝜑(ℎ) = (𝛾1, 𝛾2) = (𝛼1, 𝛽1) ∘ (𝛼2, 𝛽2) = 𝜑(𝑓) ∘ 𝜑(𝑔) 
เพราะฉะนั้น 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) ≅  𝑆𝑚 × 𝑆𝑛  เมื่อ 𝑚 ≠  𝑛        
ตัวอย่าง 3.1 พิจารณาฟังก์ชันออโตมอร์ฟิซึมของกราฟ 𝑇3:1,3 ดังรูปที่ 7 

 
รูปท่ี 7 แผนภาพของกราฟ 𝑇3:1,3 

 

ถ้า 𝑓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:1,3) จากทฤษฎีบท 3.1  จะได ้ว ่า 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑦) = 𝑦 และ 𝑓(𝑥1) = 𝑥1, 𝑓(𝑦𝑖) ∈
{𝑦1, 𝑦2, 𝑦3} ส าหรับแต่ละ 𝑖 ∈ {1,2,3} 

ดังนั้น 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:1,2) จะมีจ านวน 6 สมาชิก ได้แก่  
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𝐴𝑢𝑡(𝑇3:1,2) =

{
 
 

 
 (
𝑥1 𝑥 𝑦
𝑥1 𝑥 𝑦      

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑦1 𝑦2 𝑦3

) , (
𝑥1 𝑥 𝑦
𝑥1 𝑥 𝑦      

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑦1 𝑦3 𝑦2

) ,

(
𝑥1 𝑥 𝑦
𝑥1 𝑥 𝑦      

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑦2 𝑦1 𝑦3

) , (
𝑥1 𝑥 𝑦
𝑥1 𝑥 𝑦      

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑦2 𝑦3 𝑦1

) ,

(
𝑥1 𝑥 𝑦
𝑥1 𝑥 𝑦      

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑦3 𝑦1 𝑦2

) , (
𝑥1 𝑥 𝑦
𝑥1 𝑥 𝑦      

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑦3 𝑦2 𝑦1

) }
 
 

 
 

 

ดังนั้นจากทฤษฎีบท 3.7 จะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:1,3) ≅ 𝑆1 × 𝑆3 เมื่อ 𝑆1 × 𝑆3 = 

{((1), (1,2,3)), ((1), (1,3,2)), ((1), (2,1,3)), ((1), (2,3,1)), ((1), (3,1,2)), ((1), (3,2,1))} 

ด้วยฟังก์ชัน 𝜑 ∶  𝐴𝑢𝑡(𝑇3:1,3) →  𝑆1 × 𝑆3 ซึ่งนิยามโดย  

𝜑 (
𝑥1 𝑥 𝑦
𝑥1 𝑥 𝑦      

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑦𝑖 𝑦𝑗 𝑦𝑘

) = ((1), (𝑖, 𝑗, 𝑘))   

ส าหรับกรณีที่ 𝑚 = 𝑛 จะได้ผลลัพธ์ดังต่อไปนี้ 
ทฤษฎีบท 3.8 ให ้  𝑛 ∈ ℤ+ และ 𝑇3:𝑛,𝑛  เป ็นกราฟทรีท ี ่ม ี ไดเมเตอร์  3 แล ้วจะได้ว ่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛) ≅

 𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛  เมื่อ 𝑆𝑛  เป็นกรุปการเรียงสับเปลี่ยนของเซตที่มีสมาชิกจ านวน 𝑛 

พิสูจน์  ส าหรับกราฟทรี 𝑇3:𝑛,𝑛 ถ้า 𝑓 ∈  𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛) แล้วจะได้ 𝑓(𝑥) = 𝑥 หรือ 𝑓(𝑥) = 𝑦 เพียงอย่างใด
อย่างหนึ่ง 

 ให้ 𝑆2 = {𝜎1 = (
1 2
1 2

) , 𝜎2 = (
1 2
2 1

)} 
 ก าหนดความสัมพันธ์ 𝜑 ∶  𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛) →  𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛 โดยที่ 

𝜑(𝑓) = {
(𝜎1, 𝛼, 𝛽) โดยที ่𝛼(𝑖) = 𝑗, 𝛽(𝑘) = 𝑙 ถ้า 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑗, 𝑓(𝑦𝑘) = 𝑦𝑙
(𝜎2, 𝛼, 𝛽) โดยที่ 𝛼(𝑖) = 𝑗, 𝛽(𝑘) = 𝑙 ถ้า 𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑗, 𝑓(𝑦𝑘) = 𝑥𝑙

 

 ท านองเดียวกับทฤษฎีบท 3.5 จะได้ว่า 𝜑 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 จาก 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛)  ทั่วถึง 𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛   และ
มีสมบัติคงสภาพการด าเนินการ 
 เพราะฉะนั้น 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛) ≅  𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛          

ตัวอย่าง 3.2 พิจารณาฟังก์ชันออโตมอร์ฟิซึมของกราฟ 𝑇3:2,2 ดังรูปที่ 8 

 
รูปท่ี 8 แผนภาพของกราฟ 𝑇3:2,2 

 

ถ้า 𝑓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:2,2)  จากทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่า 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑦) = 𝑦  และ 𝑓(𝑥𝑖) ∈ {𝑥1, 𝑥2}, 𝑓(𝑦𝑗) ∈
{𝑦1, 𝑦2}  หรือ 𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑓(𝑦) = 𝑥  และ 𝑓(𝑥𝑖) ∈ {𝑦1, 𝑦2}, 𝑓(𝑦𝑗) ∈ {𝑥1, 𝑥2} ส าหรับแต่ละ 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2} 

ดังนั้น 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:2,2) จะมีจ านวน 8 สมาชิก ได้แก่  
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𝐴𝑢𝑡(𝑇3:2,2) = {
(
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑥2 𝑥1 𝑥      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑦 𝑦1 𝑦2

) , (
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑥1 𝑥2 𝑥      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑦 𝑦1 𝑦2

) ,

(
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑥2 𝑥1 𝑥      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑦 𝑦2 𝑦1

) , (
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑥1 𝑥2 𝑥      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑦 𝑦2 𝑦1

)
} 

⋃{
(
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑦2 𝑦1 𝑦      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑥 𝑥1 𝑥2

) , (
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑦1 𝑦2 𝑦      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑥 𝑥1 𝑥2

) ,

(
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑦2 𝑦1 𝑦      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑥 𝑥2 𝑥1

) , (
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑦1 𝑦2 𝑦      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑥 𝑥2 𝑥 )

} 

ดังนั้นจากทฤษฎีบท 3.8 จะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:2,2) ≅ 𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛  เมื่อ 𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛 = 

{
((1,2), (1,2), (1,2)), ((1,2), (2,1), (1,2)), ((1,2), (1,2), (2,1)), ((1,2), (2,1), (2,1)),

((2,1), (1,2), (1,2)), ((2,1), (2,1), (1,2)), ((2,1), (1,2), (2,1)), ((2,1), (2,1), (2,1))
} 

ด้วยฟังก์ชัน 𝜑 ∶  𝐴𝑢𝑡(𝑇3:2,2) →  𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛 ซึ่งนิยามโดย  

𝜑 (
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑥𝑖 𝑥𝑗 𝑥      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑦 𝑦𝑘 𝑦𝑙

) = ((1,2), (𝑖, 𝑗), (𝑘, 𝑙))   

และ 𝜑 (
𝑥2 𝑥1 𝑥
𝑦𝑖 𝑦𝑗 𝑦      

𝑦 𝑦1 𝑦2
𝑥 𝑥𝑘 𝑥𝑙

) = ((2,1), (𝑖, 𝑗), (𝑘, 𝑙)) 

ให้ 𝑚,𝑛 ∈ ℤ+ 𝑇3:𝑚,𝑛  เป็นกราฟทรีที่มีไดเมเตอร ์3 และ  𝑆𝑚 , 𝑆𝑛  เป็นกรุปการเรียงสบัเปลี่ยนของเซตทีม่ีสมาชิก
จ านวน 𝑚 และ 𝑛 ตามล าดับ จากทฤษฎีบท 3.7 จะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛) ≅ 𝑆𝑚 × 𝑆𝑛  เมื่อ 𝑚 ≠  𝑛 และจากทฤษฎีบท 
3.8 จะได้ว่า 𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛) ≅  𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛  ซึ่งจาก 𝑆𝑚 และ 𝑆𝑛  เป็นกรุปการเรียงสับเปลี่ยนที่มีสมาชิกจ านวน 𝑚! 
และ 𝑛! ตามล  าด ับ น ั ่นค ือจ  านวนฟังก ์ช ัน |𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛)| = |𝑆𝑚 × 𝑆𝑛| = |𝑆𝑚| × |𝑆𝑛| =  𝑚! ×  𝑛! และ 
|𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛)| = |𝑆2 × 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛| = |𝑆2| × |𝑆𝑛| × |𝑆𝑛| =  2 × 𝑛! × 𝑛! = 2(𝑛!)

2 ซึ ่งสามารถสรุปได้ตามบท
แทรก 3.9 ดังต่อไปนี ้ 

บทแทรก 3.9 ให้ 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ ถ้า 𝑚 ≠  𝑛 แล้ว 
1. |𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑚,𝑛)| =  𝑚! ×  𝑛! 
2. |𝐴𝑢𝑡(𝑇3:𝑛,𝑛)|  =  2(𝑛!)2 

 
4. สตรองเอ็นโดมอร์ฟึซึมบนกราฟทร ี

ส าหรับหัวข้อนี้จะแสดงการหาลักษณะเฉพาะของสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์น้อยกว่า 4  
โดยจะใช้ทฤษฎีบทจากออโตมอร์ฟิซมึหัวข้อที่ผ่านมาเป็นแนวทางในการศึกษา  

ทฤษฎีบท 4.1 ส าหรับกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 1 ใด ๆ จะได้ว่า 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇1) ≅ 𝑆2 
พิสูจน ์ ส าหรับกราฟ 𝑇1 ซึ ่งมี 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑉 และ 𝑤1𝑤2 ∈ 𝐸 จะได้ว่า 𝑁(𝑤1) = 𝑤2 และ 𝑁(𝑤2) = 𝑤1  

นั่นคือ 𝑁(𝑤1) ≠  𝑁(𝑤2) ดังนั้นจากบทตั้ง 2.1 และทฤษฎีบท 3.2 จะได้ว่า 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇1)  =  𝐴𝑢𝑡(𝑇1)  
เพราะฉะนั้น 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇1) ≅ 𝑆2            

 จากทฤษฎีบท 4.1 จะได้ว่า 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇1) ≅ 𝑆2 ซึ่งจาก 𝑆2 เป็นกรุปที่มีสมาชิกจ านวน 2 นั่นคือจ านวนฟังก์ชัน 
|𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇1)|  =  |𝑆2|  =  2  จะได้จ านวนฟังก์ชันของ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇1) ดังบทแทรก 4.2 ต่อไปนี ้
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บทแทรก 4.2 ส าหรับกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 1 ใด ๆ จะได้ว่า |𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇1)| = 2 
 ส  าหร ับกราฟ 𝑇2:𝑚 จะเป ็นสตาร ์กราฟ ท ี ่ ม ี จ ุด 𝑤 เป ็นจ ุดศ ูนย ์กลางและม ีจ ุดปลายเป ็นจ ุด  𝑤𝑚   

เมื ่อ  2 ≤ 𝑚 ∈ ℕ  การพิจารณาสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมบนกราฟทรีไดเมเตอร์  2 จะแตกต่างจากออโตมอร์ฟิซึม  
เนื่องจาก 𝑓 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑇2:𝑚)  จะมีเพียงกรณีเดียวที่ 𝑓(𝑤) = 𝑤 และ 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤𝑗 เมื่อ 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,… ,𝑚}  ซึ่งฟังก์ชัน

ใน 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) ไม่จ าเป็นต้องเป็นฟังก์ชัน 1− 1 และทั่วถึง จึงท าให้เกิดกรณีของการส่งที่แตกต่างกันได้ ดังนี้ 
ทฤษฎีบท 4.3 ส าหรบักราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 2 ใด ๆ จะได้ว่า 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) ≅  𝒯m ∪ 𝒯 เมื่อ 𝒯m เป็นโมนอยด์

การแปลงของเซตที่มสีมาชิกจ านวน 𝑚 และ 𝒯 เป็นเซตที่มี |𝒯| = 𝑚 
พิสูจน ์ เนื่องจากแต่ละ 𝑤𝑖 , 𝑤𝑗 ∈ 𝑉 เมื่อ 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … ,𝑚}  มี 𝑁(𝑤𝑖) = 𝑤 = 𝑁(𝑤𝑗) 

 ดังนั้นโดยบทตัง้ 2.2 จะได้ว่ามี 𝑓 ∈  𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) ที่ซึ่ง 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑓(𝑤𝑗) 
 จะได้ว่ามี 𝑓 ∈ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2) ที่เป็นไปได ้2 กรณี ได้แก่ 
 (1) 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤, 𝑓(𝑤) = 𝑤𝑗 และ (2) 𝑓(𝑤) = 𝑤, 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤𝑗  เมื่อ 𝑖, 𝑗 =  1,2,… ,𝑚 

 ให้ 𝜑 ∶ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) →  𝒯𝑚 ∪  𝒯 โดยที่ 

𝜑(𝑓) =  {

𝛼   โดยที ่𝛼 ∈  𝒯𝑚 ทีซ่ึ่ง 𝛼(𝑖) = 𝑗                                                      
  ถ้า 𝑓(𝑤) = 𝑤 และ 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤𝑖  สำหรับ 𝑖, 𝑗 = {1, 2,… ,𝑚}

𝛽   โดยที ่𝛽 ∈ 𝒯 ถ้า 𝑓(𝑤) = 𝑤𝑖  สำหรับ 𝑖 = {1,2,… ,𝑚}                
                

 จะได้ว่า 𝜑 เป็นฟังก์ชัน 1− 1 จาก 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) ทั่วถึง 𝒯𝑚 ∪ 𝒯  
 ต่อไป จะแสดงว่า 𝜑 มีสมบัติคงสภาพการด าเนินการ 

กรณีท่ี 1 𝜑(𝑓) = 𝛼1 และ 𝜑(𝑔) = 𝛼2 โดยที่ 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝒯𝑚 , 𝛼1(𝑖) = 𝑗, 𝛼2(𝑘) = 𝑙 
 เมื่อ 𝑓(𝑤) = 𝑤, 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤𝑗 และ 𝑔(𝑤) = 𝑤,𝑔(𝑤𝑘) = 𝑤𝑙 

 ถ้า 𝑓 ∘ 𝑔 = ℎ จะได้ว่า𝜑(ℎ) = 𝛼3โดยที่ 𝛼1 ∘ 𝛼2 = 𝛼3, 𝛼3(𝑟) = 𝑠 ส าหรับ ℎ(𝑤) = 𝑤, ℎ(𝑤𝑟) = 𝑤𝑠 
กรณีท่ี 2 𝜑(𝑓) = 𝛽1 และ 𝜑(𝑔) = 𝛽2 โดยที่ 𝛽1, 𝛽2 ∈ 𝒯   

 เมื่อ 𝑓(𝑤) = 𝑤𝑖 , 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤 และ 𝑔(𝑤) = 𝑤𝑘 , 𝑔(𝑤𝑙) = 𝑤 

 ถ้า 𝑓 ∘ 𝑔 = ℎ จะได้ว่า ℎ(𝑤𝑖) = 𝑓 ∘ 𝑔(𝑤𝑖) = 𝑔(𝑓(𝑤𝑖)) = 𝑔(𝑤) = 𝑤𝑘  ส าหรับทุก 𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚}  
และ 𝜑(ℎ) = 𝛼 โดยที่ 𝛽1 ∘ 𝛽2 = 𝛼 ∈  𝒯𝑚 เมื่อ 𝑓 ∘ 𝑔(𝑤) = 𝑔(𝑓(𝑤)) =  𝑔(𝑤𝑖) = 𝑤 = ℎ(𝑤) และ 𝑓 ∘
𝑔(𝑤𝑖) = 𝑔(𝑓(𝑤𝑖)) = 𝑔(𝑤) = 𝑤𝑘 = ℎ(𝑤𝑖) 

 จะได ้𝜑(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝜑(ℎ) = 𝛼 = 𝛽1 ∘ 𝛽2 = 𝜑(𝑓) ∘ 𝜑(𝑔) 

กรณีท่ี 3 𝜑(𝑓) = 𝛼 และ 𝜑(𝑔) = 𝛽 โดยที่ 𝛼 ∈ 𝒯𝑚 , 𝛽 ∈ 𝒯, 𝛼(𝑖) = 𝑗 
 เมื่อ 𝑓(𝑤) = 𝑤, 𝑓(𝑤𝑖) = 𝑤𝑗 และ 𝑔(𝑤) = 𝑤𝑘 , 𝑔(𝑤𝑙) = 𝑤 

 ถ้า 𝑓 ∘ 𝑔 = ℎ จะได้ว่า 𝜑(ℎ) = 𝛽2 โดยที่ 𝛼 ∘ 𝛽 = 𝛽2 ∈  𝒯 เมื่อ 𝑓 ∘ 𝑔(𝑤) = 𝑔(𝑓(𝑤)) =  𝑔(𝑤) =

𝑤𝑘 = ℎ(𝑤) และ 𝑓 ∘ 𝑔(𝑤𝑖) = 𝑔(𝑓(𝑤𝑖)) = 𝑔(𝑤𝑗) = 𝑤 = ℎ(𝑤𝑖) 

 จะได ้𝜑(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝜑(ℎ) = 𝛽2 = 𝛼 ∘ 𝛽 = 𝜑(𝑓) ∘ 𝜑(𝑔) 
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กรณีท่ี 4 𝜑(𝑓) = 𝛽 และ 𝜑(𝑔) = 𝛼 โดยที่  𝛼 ∈  𝒯𝑚 , 𝛽 ∈  𝒯, 𝛼(𝑖) = 𝑗 
  เมื่อ 𝑓(𝑤) = 𝑤𝑘 , 𝑓(𝑤𝑙) = 𝑤 และ 𝑔(𝑤) = 𝑤, 𝑔(𝑤𝑖) = 𝑤𝑗 

  ถ้า 𝑓 ∘ 𝑔 = ℎ จะได้ 𝜑(ℎ)  = 𝛽2 โดยที่ 𝛽 ∘ 𝛼 = 𝛽2 ∈  𝒯 เพราะว่าแต่ละ 𝑤𝑘  จะม ี𝑤𝑟  ที่ท าให้  
𝑔(𝑤𝑘) = 𝑤𝑟  จะได้ ℎ(𝑤) = 𝑓 ∘ 𝑔(𝑤) = 𝑔(𝑓(𝑤)) = 𝑔(𝑤𝑘) = 𝑤𝑟  จะได้ 𝑓 ∘ 𝑔(𝑤) = 𝑔(𝑓(𝑤)) =

 𝑔(𝑤𝑘) = 𝑤𝑟 = ℎ(𝑤) และ 𝑓 ∘ 𝑔(𝑤𝑖) = 𝑔(𝑓(𝑤𝑖)) = 𝑔(𝑤) = 𝑤 = ℎ(𝑤𝑖) 

 จะได ้𝜑(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝜑(ℎ) = 𝛽2 = 𝛽 ∘ 𝛼 = 𝜑(𝑓) ∘ 𝜑(𝑔) 

 เพราะฉะนั้น 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) ≅  𝒯𝑚 ∪  𝒯            

 จากทฤษฎีบท 4.3 จะได้ว่า 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) ≅  𝒯m ∪ 𝒯 เมื่อ 𝒯m เป็นโมนอยด์การแปลงของเซตที่มีสมาชิกจ านวน 
𝑚 และ 𝒯 เป็นเซตที่มี |𝒯| = 𝑚 ซึ ่งจาก |𝒯m| = 𝑚𝑚 จะได้จ านวนฟังก์ชันของ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚) คือ |𝒯m| + |𝒯| =

𝑚𝑚 +𝑚 ซึ่งสรุปเป็นบทแทรกได้ดังนี้ 
บทแทรก 4.4 ส าหรบักราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 2 ใด ๆ จะได้ว่า |𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇2:𝑚)| =  𝑚𝑚 +  𝑚 

 ส าหรับกราฟ 𝑇3:𝑚,𝑛 เป็นกราฟทรีทีม่ีจุด 𝑥 และ 𝑦 เป็นจุดศูนย์กลางและ 𝑚,𝑛 เป็นจ านวนของจุดปลายทัง้หมด
ใน 𝑇3:𝑚,𝑛 ในหัวข้อที่ผ่านมา เราทราบว่าฟงัก์ชันออโตมอร์ฟซิึมของ 𝑇3:𝑚,𝑛 ที่ซึ่ง 𝑓(𝑥) = 𝑦 และ 𝑓(𝑦) = 𝑥 ถ้า 𝑚 = 𝑛 

เท่านั้น ซึ่งต่างจากฟงัก์ชันสตรองเอ็นโดมอร์ฟซิึมของ 𝑇3:𝑚,𝑛 จะมี 𝑓 ∈ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛) ที่ซึ่ง 𝑓(𝑥) = 𝑦 และ 𝑓(𝑦) = 𝑥 

ได้ทั้งในกรณีที่ 𝑚 = 𝑛 และ 𝑚 ≠ 𝑛 และจะพบว่า 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛) จะไม่สอดคลอ้งกับโมนอยด์การแปลง 𝒯x  
ดังนั้นจะแสดงเพียงการหาจ านวนสตรองเอ็นโดมอร์ฟซิึมโมนอยด์ของกราฟ 𝑇3:𝑚,𝑛  ดังนี ้

ทฤษฎีบท 4.5 ส าหรบักราฟทรีที่มีไดเมเตอร์ 3 ใด ๆ จะได้ว่า 
|𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛)|  =  (𝑚

𝑚 × 𝑛𝑛) + (𝑚𝑛 × 𝑛𝑚) 

พิสูจน ์ ก าหนดให้ 𝑓 ∈ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛) จะสามารถพจิารณาได้เป็น 2 กรณี ดังนี ้
(1) ถ้า 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑦) = 𝑦 แล้ว 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑗, 𝑓(𝑦𝑘) = 𝑦𝑙 เมื่อ 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,… ,𝑚} และ 

 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑛}     
 โดยหลกัการนบัเบื้องต้น จะได้ว่า แต่ละ 𝑥𝑖  จะสามารถเลือกสง่ไปยัง 𝑥𝑗 ได้ทั้งหมด 𝑚 วิธี 
 จะได้ว่า แต่ละ 𝑦𝑘 จะสามารถเลอืกส่งไปยงั 𝑦𝑙  ได้ทั้งหมด 𝑛 วิธี 
 ดังนั้นโดยใช้หลักการคูณจะได้ว่ามี 𝑓 ∈ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛) ที่ซึ่ง 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑦) = 𝑦 ทั้งหมด  𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 วิธี 

(2) ถ้า 𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑓(𝑦) = 𝑥 แล้ว 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑙 , 𝑓(𝑦𝑘) = 𝑥𝑗 เมือ่ 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,… ,𝑚} และ 
 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑛}     

โดยหลกัการนบัเบื้องต้น จะได้ว่า แต่ละ 𝑥𝑖 จะสามารถเลอืกสง่ไปยัง 𝑦𝑙  ได้ทั้งหมด 𝑛 วิธี 
 จะได้ว่า แต่ละ 𝑦𝑘  จะสามารถเลือกสง่ไปยัง 𝑥𝑗 ได้ทั้งหมด 𝑚 วิธี 
 ดังนั้นโดยใช้หลักการคูณจะได้ว่ามี 𝑓 ∈ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛) ที่ซึ่ง 𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑓(𝑦) = 𝑥 ทั้งหมด 
 𝑚𝑛 × 𝑛𝑚 วิธี 
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 จาก (1) และ (2) จะได้ว่า จ านวนฟังก์ชันทั้งหมดของ 𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛) จะเปน็ผลรวมของ 
𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 และ 𝑚𝑛 × 𝑛𝑚  
 เพราะฉะนั้น |𝑆𝐸𝑛𝑑(𝑇3:𝑚,𝑛)|  =  (𝑚𝑚 × 𝑛𝑛) + (𝑚𝑛 × 𝑛𝑚)        
 

5. สรุปผลงานวิจัย 
งานวิจัยน้ีมุ่งเน้นไปที่การศึกษาออโตมอร์ฟิซึมกรุปและสตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมโมนอยด์บนกราฟทรีที่มี ไดเมเตอร์

น้อยกว่า 4 ซึ่งผลการศึกษาพบว่าออโตมอร์ฟิซึมกรุปบนกราฟทรีเหล่านี้จะมีสมบัติเป็นผลคูณตรงของกรุปการเร ียง
สับเปลี่ยน ในทางกลับกัน สตรองเอ็นโดมอร์ฟิซึมโมนอยด์บนกราฟทรีเหล่านี้จะมีสมบัติเป็นผลคูณตรงของโมนอยด์ 
การแปลง ซึ่งผลลัพธ์เหล่านี้มีประโยชน์ต่อความเข้าใจโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ของกราฟทรีที่มี ไดเมเตอร์น้อยกว่า 4  
และสามารถน าไปประยุกต์บนกราฟกราฟทรีที่มีไดเมเตอร์มากกว่าหรือเท่ากับ 4 เป็นต้นไปได้  
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