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พลังงานของผลคูณคาร์ทีเชียนของกราฟ 𝑲𝟐 และกราฟ 𝑮 ท่ีมีเซลฟ์ลูป 
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บทคัดย่อ 

ให้ 𝐺𝜎 เป ็นกราฟที ่ได้จากกราฟ 𝐺 ที ่ม ีอ ันดับ 𝑛 โดยการเพิ ่มเซลฟ์ล ูปบนจ ุดที ่ เล ือกจ านวน 𝜎 จุด 
พลังงานของกราฟ 𝐺𝜎 เขียนแทนด้วย 𝐸(𝐺𝜎) ก าหนดโดย 

𝐸(𝐺𝜎) = ∑ |𝜆𝑖(𝐺𝜎) −
𝜎

𝑛
|

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่ 𝜆𝑖(𝐺𝜎) เป็นค่าลกัษณะเฉพาะของกราฟ 𝐺𝜎 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  
ในงานวิจัยนี้เราได้ศึกษาพลังงานของผลคูณคาร์ทีเชียนของกราฟบริบูรณ์  𝐾2 และกราฟเชิงเดียวจ ำกัดไม่ระบุ

ทิศทำง 𝐺 ที่มีเซลฟ์ลูป ซึ่งเขียนแทนด้วย 𝐾2 × 𝐺𝑙 และได้ผลลัพธ์ดังนี้ 

𝐸(𝐾2 × 𝐺𝑙) =  ∑ (|𝜆𝑖(𝐺) +
√5

2
| + |𝜆𝑖(𝐺) −

√5

2
|)

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่ 𝜆𝑖(𝐺) เป็นค่าลักษณะเฉพาะของ 𝐺 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  
นอกจำกนี้ เรำยังได้ศึกษำพลงังำนของผลคูณโคโรน่ำของกรำฟ 𝐺 และ  𝐾1 ที่มีเซลฟล์ูปอกีด้วย 

ค าส าคัญ: ผลคูณคาร์ทีเชียน  พลังงานของกราฟ  พลังงานของกราฟที่มเีซลฟ์ลปู  ผลคูณโคโรนำ 
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Abstract 

Let  𝐺𝜎 be the graph obtained from the simple graph 𝐺 of order 𝑛 , by attaching self-loops to  
𝜎 vertices. The energy of the graph 𝐺𝜎 denoted by 𝐸(𝐺𝜎) is defined by 

𝐸(𝐺𝜎) = ∑ |𝜆𝑖(𝐺𝜎) −
𝜎

𝑛
|

𝑛

𝑖=1

 

where 𝜆𝑖(𝐺𝜎) are the eigenvalues of 𝐺𝜎 for 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.  
In this paper, we study the energy of the Cartesian product of the complete graph 𝐾2  and the 

undirected finite simple graph 𝐺 with self-loops denoted by 𝐾2 × 𝐺𝑙 and we have 

𝐸(𝐾2 × 𝐺𝑙) =  ∑ (|𝜆𝑖(𝐺) +
√5

2
| + |𝜆𝑖(𝐺) −

√5

2
|)

𝑛

𝑖=1

 

where 𝜆𝑖(𝐺) are the eigenvalues of 𝐺 for 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 
Moreover, we obtained the energy of the corona product of the graph 𝐺 and the complete 

graph 𝐾1 with self-loops. 
Keywords: Cartesian product, Energy of graphs, Energy of graphs with self-loops, Corona product 
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1. บทน า  
ในงำนวิจัยนี้จะพิจำรณำเฉพำะกรำฟจ ำกัดที่ไม่ระบุทิศทำง ส ำหรับค ำศัพท์และสัญลักษณ์ที่เกี่ยวข้องกับทฤษฎี

กรำฟเรำอ้ำงอิงตำม Balakrishnan และ Ranganthan [1] ส ำหรับเนื้อหำทำงพีชคณิตเรำอ้ำงอิงตำม Lang [2] 
ให้ 𝐺 เป็นกรำฟเชิงเดียวอันดับ 𝑛 ประกอบด้วยจุด  𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 เมทริกซ์ประชิดของกราฟ 𝐺 เขียนแทน

ด้วย 𝐴(𝐺) เป็นเมทริกซ์มิติ 𝑛 ×  𝑛 ที่ซึ่ง  𝐴(𝐺)  =  [𝑎𝑖𝑗] โดยที่ 

𝑎𝑖𝑗 = {
1 ; 𝑣𝑖 ประชิดกับ 𝑣𝑗

0 ; กรณีอื่น ๆ           
 

พหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ์ประชิดของกราฟ 𝐺 (Characteristic polynomial of the adjacency 
matr ix of a graph 𝐺)  เขียนแทนด้วย 𝜙(𝐺 ∶  𝑥) รำกของพหุนำมลักษณะเฉพำะ 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 เรียกว่ำ  
ค่าลักษณะเฉพาะของกราฟ 𝐺 (eigenvalues of the graph 𝐺) เซตของค่ำลักษณะเฉพำะของกรำฟ 𝐺 และภำวะซ ้ำ 
จะเรียกว่ำ สเปกตรัมของกราฟ 𝐺 (spectrum of the graph) เขียนแทนดว้ย 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐺) โดย 

𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐺) = (
𝜆1 𝜆2 
𝑚1 𝑚2

   
… 𝜆𝑛

… 𝑚𝑛
) 

เมื่อ 𝑚𝑖 คือ ภำวะซ ้ำ (multiplicity) ของ 𝜆𝑖 ส ำหรับทุก 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

ในปี 1978 Gutman [3] ได้นิยำม พลังงานของกราฟ 𝐺 (energy of a graph 𝐺) เป็นผลรวมของค่ำสัมบูรณ์
ของค่ำลักษณะเฉพำะของกรำฟ 𝐺 และเขียนแทนดว้ย 𝐸(𝐺) ดังนั้น 

𝐸(𝐺) = ∑|𝜆𝑖|

𝑛

𝑖=1

 

 ในปี 2019  Prapha และ Vadivukkarasi [4] ได้พจิำรณำผลคูณคำร์ทีเชียนของกรำฟ 𝐾2  และ กรำฟ 𝐺 และ
ได้พลังงำนของกรำฟดังนี้ 

𝐸(𝐾2 × 𝐺) =  ∑(|𝜆𝑖(𝐺) + 1| + |𝜆𝑖(𝐺) − 1|)

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่ 𝜆𝑖(𝐺) เป็นค่ำลักษณะเฉพำะของกรำฟ 𝐺 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  
ในปี 2022 Gutman และคณะ [5] ได้แนะน ำแนวคิดเกี่ยวกับพลังงำนของกรำฟที่มีเซลฟ์ลูป ให้ 𝐺𝜎  

เป็นกรำฟที่ไดจ้ำกกรำฟ 𝐺 โดยกำรเพิ่มเซลฟ์ลปูบนจุดทีเ่ลือกจ ำนวน 𝜎 จุด เมทริกซ์ประชิดของกรำฟ 𝐺𝜎 เขียนแทนดว้ย 
𝐴(𝐺𝜎) เ ป็ น เ มทริ กซ์ สมมำตรขนำด  𝑛 ×  𝑛 ค่ ำ ลั กษณะ เ ฉพำะของ เมท ริ กซ์  𝐴(𝐺𝜎) เ ขี ยนแทน ด้วย
𝜆1(𝐺𝜎), 𝜆2(𝐺𝜎), . . . , 𝜆𝑛(𝐺𝜎) พลังงำนของกรำฟ 𝐺𝜎 เขียนแทนดว้ย 𝐸(𝐺𝜎) และ 

𝐸(𝐺𝜎) = ∑ |𝜆𝑖(𝐺𝜎) −
𝜎

𝑛
|

𝑛

𝑖=1
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โดยที่ 𝜆𝑖(𝐺𝜎) เป็นค่าลักษณะเฉพาะของ 𝐺𝜎 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

บทนิยาม 1.1 [6] ให้ 𝐹 เป็นฟิลด์และ 𝑝 ∶  𝐹 →  𝐹 เป็นพหุนำมที่มีดีกรี 𝑚 ≥ 1 เรำกล่ำวว่ำ 𝜆 ∈  𝐹  
เป็นราก (root) ของ 𝑝 ก็ตอ่เมื่อ 𝑝(𝜆)  =  0  

บทนิยาม 1.2 [6] ให้ 𝐴 เป็นเมทริกซ์ที่มีมิติิ 𝑛 ×  𝑛 ให้ 𝑚 เป็นจ ำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ เรำเรียก 𝑝(𝐴)  
ว่ำ พหุนามของเมทรกิซ์ 𝐴 ท่ีมีดีกร ี𝑚 (matrix polynomial in 𝐴 of degree 𝑚) ก็ต่อเมื่อ  

𝑝(𝐴)  =  𝑎0𝐼𝑛  +  𝑎1𝐴 +  𝑎2𝐴2   + · · ·  + 𝑎𝑚𝐴𝑚 

เมื่อ 𝐼𝑛 เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 เป็นสเกลำร์ และ 𝑎𝑚 ≠ 0  
ทฤษฎีบท 1.1 [6] ให้ A เป็นเมทริกซ์ที่มีมิติิ 𝑛 ×  𝑛 และ 𝑝(𝐴) เป็นพหุนำมของเมทริกซ์ 𝐴 ถ้ำ 𝜆 เป็นค่ำ 

ลักษณะเฉพำะของ 𝐴 แล้ว 𝑝(𝜆) เป็นค่ำลักษณะเฉพำะของ 𝑝(𝐴) 
ทฤษฎีบท 1.2 [7] (Schur formula) ให้ 

 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]               (1)  

โดยที่ 𝐴, 𝐷 เป็นเมทริกซ์จัตุรัส และ 𝐴 มีตัวผกผัน จะได้ว่ำ 

 det [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] = det (𝐴)det (𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)        (2) 

หมายเหต ุ1.3 จำก (1) ถ้ำ 𝐴𝐶 = 𝐶𝐴 แล้ว 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 เป็นเมทริกซ์จัตรัสที่มีขนำดเท่ำกนั และ 

det [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] = det (𝐴𝐷 − 𝐶𝐵) 

บทนิยาม 1.4  ให้ 𝐺 และ 𝐻 เป็นกรำฟเชิงเดียว ผลคูณคาร์ทีเชียนของกราฟ  𝑮 และ 𝑯 เขียนแทนด้วย 
𝐺 × 𝐻 ก ำหนดโดย 𝑉(𝐺 × 𝐻)  =  𝑉(𝐺) × 𝑉(𝐻) และจุด (𝑔, ℎ) และ (𝑔′ , ℎ′) ในกรำฟ 𝐺 × 𝐻 จะประชิดกนั 
ก็ต่อเมื่อ 

1. 𝑔 =  𝑔′ และ ℎ ประชิด ℎ′ หรือ  
2. ℎ = ℎ′ และ 𝑔 ประชิด 𝑔′ อยำ่งใดอย่ำงหนึง่ 
บทนิยาม 1.5  ให้ 𝐺 และ 𝐻 เป็นกรำฟเชิงเดียวที่มี ผลคูณโคโรนาของกราฟ  𝑮 และ 𝑯 เขียนแทนด้วย  

𝐺 ∘ 𝐻 คือกรำฟที่มี 𝑛 + 𝑚𝑛 จุด ซึ่งสร้ำงจำกกรำฟ 𝐺 และ 𝑛 ก็อปปี้ของ 𝐻 โดยกำรเชื่อมจุดที่ 𝑖 ของ 𝐺 กับทุกจุด 
ในก็อปปี้ที่ 𝑖 ของ 𝐻 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
 

2. ผลลัพธ์หลัก 

ในงำนวิจัยน้ีเรำได้แนะน ำกรำฟผลคูณคำร์ทีเชียนของกรำฟบริบูรณ์  𝐾2  และกรำฟ 𝐺 ที่มีเซลฟ์ลปู และผลคูณ

โคโรนำของกรำฟ 𝐺 และ 𝐾1 ที่มีเซลฟ์ลปู ดังนยิำมต่อไปนี ้
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บทนิยาม 2.1  ให้ 𝐺 เป็นกรำฟเชิงเดียว ผลคณคาร์ทีเช ียนของกราฟ 𝑲𝟐 และกราฟ 𝑮 ที ่มีเซลฟ์ลูป  
เขียนแทนดว้ย 𝐾2  × 𝐺𝑙 คือกรำฟที่ไดจ้ำกกรำฟ 𝐾2  ×  𝐺 โดยกำรเพิ่มเซลฟ์ลูปบนก๊อปปี้ที่สองของกรำฟ 𝐺 ทุกจุด  

ทฤษฎีบท 2.1  ให้ 𝐺 เป็นกรำฟอันดับ 𝑛 จะได้ว่ำพลังงำนของกรำฟ 𝐾2  ×  𝐺𝑙 มีค่ำดังนี้ 

𝐸(𝐾2 × 𝐺𝑙) =  ∑ (|𝜆𝑖(𝐺) +
√5

2
| + |𝜆𝑖(𝐺) −

√5

2
|)

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่ 𝜆𝑖(𝐺) เป็นค่าลักษณะเฉพาะของ 𝐺 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
พิสูจน ์ให้ 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 เป็นจุดของกรำฟ  𝐺 ดังนั้น เมทริกซ์ประชิดของกรำฟ  𝐺 จะก ำหนดโดย 

 
 

ให้ ℎ1, ℎ2 เป็นจุดของกรำฟ 𝐾2  ก ำหนดให้ 𝑢𝑖𝑗 = (ℎ𝑖  , 𝑣𝑗 ) โดยที่ 𝑖 ∈  {1, 2} และ 𝑗 ∈  {1, 2, . . . , 𝑛} 

ดังนั้น 𝑉(𝐾2  × 𝐺𝑙) =  {𝑢𝑖𝑗 ∶  𝑖 ∈ {1, 2}, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}} และจะได้เมทริกซ์ประชิดของกรำฟ  𝐾2  × 𝐺𝑙 
ดังนี ้

 
นั่นคือ 

𝐴(𝐾2 × 𝐺𝑙) = [
𝐴(𝐺) 𝐼𝑛

𝐼𝑛 𝐴(𝐺) + 𝐼𝑛
] 
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พหุนำมลักษณะเฉพำะของเมทรกิซ์ 𝐴(𝐾2 × 𝐺𝑙) ก ำหนดโดย 

𝜙(𝐾2 × 𝐺𝑙: 𝑥) = |
𝑥𝐼𝑛 − 𝐴(𝐺) 𝐼𝑛

𝐼𝑛 𝑥𝐼𝑛 − (𝐴(𝐺) + 𝐼𝑛)
| 

จำกทฤษฎีบท 1.2 จะได ้

𝜙(𝐾2 × 𝐺𝑙 : 𝑥) = ∏((𝑥𝐼𝑛 − 𝐴(𝐺))(𝑥𝐼𝑛 − (𝐴(𝐺) + 𝐼𝑛)) − 𝐼𝑛
2)

𝑛

𝑖=1

 

จำกทฤษฎีบท 1.1. จะได้ว่ำ  

𝜙(𝐾2 × 𝐺𝑙 : 𝑥) = ∏[(𝑥 − 𝜆𝑖)(𝑥 − (𝜆𝑖 + 1)) − 12]

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่   𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 เป็นค่ำลักษณะเฉพำะของเมทริกซ์ 𝐺  
ดังนั้น ค่ำลักษณะเฉพำะของกรำฟ 𝐾2  ×  𝐺𝑙 คือ 

𝑥 = 𝜆𝑖 +
1 + √5

2
, 𝜆𝑖 +

1 − √5

2
   

เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

เพรำะฉะนั้น พลังงำนของกรำฟ 𝐾2  ×  𝐺𝑙 คือ 

 𝐸(𝐾2 × 𝐺𝑙) = ∑ |𝜆𝑖 +
1+√5

2
−

𝑛

2𝑛
| +𝑛

𝑖=1 ∑ |𝜆𝑖 +
1−√5

2
−

𝑛

2𝑛
|𝑛

𝑖=1  

  = ∑ |𝜆𝑖 +
√5

2
| +𝑛

𝑖=1 ∑ |𝜆𝑖 −
√5

2
|𝑛

𝑖=1  

  =  ∑ (|𝜆𝑖 +
√5

2
| + |𝜆𝑖 −

√5

2
|)𝑛

𝑖=1  ∎ 

ตัวอย่าง 2.1 พิจำรณำกรำฟ 𝐶4 และ 𝐾2  × 𝐶4
𝑙  ดังรปูด้ำนล่ำง เรำทรำบว่ำ 𝐸(𝐶4)  =  4 และ 

𝑠𝑝𝑒𝑐 (𝐶4) = (
−2 2 0
1 1 2

) 

 

 
รูปท่ี 1 กรำฟ 𝐶4 และ 𝐾2  ×  𝐶4

𝑙    
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จะได้เมทริกซ์ประชิดของ 𝐾2  ×  𝐶4
𝑙  ดังนี้ 

 
ดังนั้น  

𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐾2  ×  𝐶4
𝑙) = (

−3 + √5

2

−3 − √5

2

5 + √5

2
1 1 1

    
5 − √5

2

1 + √5

2

1 − √5

2
1 2 2

) 

จำกทฤษฎีบท 2.1 จะได้ว่ำ  

 𝐸(𝐾2 × 𝐶4
𝑙) =  ∑ (|𝜆𝑖(𝐶4) +

√5

2
| + |𝜆𝑖(𝐶4) −

√5

2
|)4

𝑖=1  

  =  |−2 +
√5

2
| + |−2 −

√5

2
| + |2 +

√5

2
| + |2 −

√5

2
| 

     + 2 |0 +
√5

2
| + 2 |0 −

√5

2
| 

  = 8 + 2√5 

ซึ่งจะมีค่ำเท่ำกบัผลบวกของค่ำสมับูรณ์ของค่ำลักษณะเฉพำะของกรำฟ 𝐾2  × 𝐶4
𝑙  ที่ไดจ้ำกกำรค ำนวณโดยปกต ิ ∎ 

บทนยิาม 2.2  ให้ 𝐺 เป็นกรำฟเชิงเดยีว ผลคณูโคโรนาของกราฟ 𝐺 และกราฟบรบิูรณ์ 𝐾1 ท่ีมีเซลฟ์ลปู  
เขียนแทนดว้ย 𝐺 ∘  𝐾1

𝑙 คือกรำฟที่ไดจ้ำกกรำฟ 𝐺 ∘  𝐾1 โดยกำรเพิ่มเซลฟ์ลปูบนจุดที่มีดีกรี 1 ทุกจุด  
ทฤษฎีบท 2.2 ให้ 𝐺 เป็นกรำฟอันดับ 𝑛 จะได้ว่ำพลังงำนของกรำฟ 𝐺 ∘  𝐾1

𝑙 มีค่ำดังนี้ 

𝐸(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙) =  

1

2
∑ (|𝜆𝑖(𝐺) + √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5| + |𝜆𝑖(𝐺) − √𝜆𝑖
2 − 2𝜆𝑖 + 5|)

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่ 𝜆𝑖(𝐺) เป็นค่าลักษณะเฉพาะของ 𝐺 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
พิสูจน ์เรำพบว่ำ ถ้ำ 𝐴(𝐺) เป็นเมทรกิซป์ระชิดของกรำฟ  𝐺   แล้ว เมทริกซ์ประชิดของกรำฟ 𝐺 ∘  𝐾1

𝑙  คือ 

𝐴(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙) = [

𝐴(𝐺) 𝐼𝑛

𝐼𝑛 𝐼𝑛
] 

พหุนำมลักษณะเฉพำะของเมทรกิซ์ 𝐴(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙) ก ำหนดโดย 

𝜙(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙: 𝑥) = |

𝑥𝐼𝑛 − 𝐴(𝐺) 𝐼𝑛

𝐼𝑛 𝑥𝐼𝑛 − 𝐼𝑛
| 
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จำกทฤษฎีบท 1.2 จะได ้

𝜙(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙: 𝑥) = ∏((𝑥𝐼𝑛 − 𝐴(𝐺))(𝑥𝐼𝑛 − 𝐼𝑛) − 𝐼𝑛

2)

𝑛

𝑖=1

 

จำกทฤษฎีบท 1.1. จะได้ว่ำ  

𝜙(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙: 𝑥) = ∏[(𝑥 − 𝜆𝑖)(𝑥 − 1) − 12]

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่   𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 เป็นค่ำลักษณะเฉพำะของเมทริกซ์ 𝐺  
ดังนั้น ค่ำลักษณะเฉพำะของกรำฟ 𝐺 ∘  𝐾1

𝑙 คือ 

𝑥 =
1

2
(𝜆𝑖 + 1 + √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5) ,
1

2
(𝜆𝑖 + 1 − √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5) 

เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
เพรำะฉะนั้น พลังงำนของกรำฟ 𝐺 ∘  𝐾1

𝑙 คือ 

𝐸(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙) = ∑ |

1

2
(𝜆𝑖 + 1 + √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5) −
𝑛

2𝑛
|𝑛

𝑖=1   

                  + ∑ |
1

2
(𝜆𝑖 + 1 − √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5) −
𝑛

2𝑛
|𝑛

𝑖=1  

                  =  
1

2
∑ (|𝜆𝑖 + √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5| + |𝜆𝑖 − √𝜆𝑖
2 − 2𝜆𝑖 + 5|)𝑛

𝑖=1         ∎ 

ตัวอย่าง 2.2 พิจำรณำพลังงำนของกรำฟ  𝐶4 ∘ 𝐾1
𝑙  เรำสำมำรถตรวจสอบได้ไม่ยำกว่ำ 

𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐶4 ∘ 𝐾1
𝑙) = (

3 + √5

2

3 − √5

2

−1 + √13

2
1 1 1

    
−1 − √13

2

1 + √5

2

1 − √5

2
1 2 2

) 

จำกทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่ำ  

𝐸(𝐶4 ∘ 𝐾1
𝑙) =  

1

2
∑ (|𝜆𝑖(𝐶4) + √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5| + |𝜆𝑖(𝐶4) − √𝜆𝑖
2 − 2𝜆𝑖 + 5|)4

𝑖=1  

                   =  
1

2
(|−2 + √13| + |−2 − √13| + |2 + √5| + |2 − √5| + 2|√5| + 2|−5|) 

                   = 3√5 + √13 

ซึ่งจะมีค่ำเทำ่กับพลงังำนที่ได้จำกกำรค ำนวณ ∑ |𝜆𝑖 −
1

2
|4

𝑖=1  เมื่อ 𝜆𝑖  คือ ค่ำลักษณะเฉพำะของกรำฟ 𝐶4 ∘ 𝐾1
𝑙 ∎ 

 
3. สรุปอภิปรายผล 

ในงานวิจัยนี ้ ได้ศึกษำเกี ่ยวกับพลังงานของผลคูณคาร์ท ีเชียนของกราฟ 𝐾2 และกราฟ 𝐺 ที ่มีเซลฟ์ลูป  
และพลังงำนของผลคูณโคโรนำของกรำฟ 𝐺 และ  𝐾1 ที่มีเซลฟ์ลูป ผลลัพธ์ที่ได้มีดังนี ้
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𝐸(𝐾2 × 𝐺𝑙) =  ∑ (|𝜆𝑖(𝐺) +
√5

2
| + |𝜆𝑖(𝐺) −

√5

2
|)

𝑛

𝑖=1

 

และ 

𝐸(𝐺 ∘  𝐾1
𝑙) =  

1

2
∑ (|𝜆𝑖(𝐺) + √𝜆𝑖

2 − 2𝜆𝑖 + 5| + |𝜆𝑖(𝐺) − √𝜆𝑖
2 − 2𝜆𝑖 + 5|)

𝑛

𝑖=1

 

โดยที่ 𝜆𝑖(𝐺) เป็นค่าลักษณะเฉพาะของ 𝐺 เมื่อ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
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