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บทคัดย่อ 

บทความนี้น าเสนอการวิเคราะห์ทางสถิติศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม 
ที่มีความหนาแปรเปลี่ยนรับแรงดันน ้าสถิต การก าหนดรูปทรงเรขาคณิตของโครงสร้างเปลอืกบางที่มีความหนาแปรเปลี่ยน
ตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนจะอาศัยเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ การสร้างฟังก์ชันพลังงานจะใช้หลักการงานเสมือน  
โดยพิจารณาค่าการเสียรูปของโครงสร้าง การหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขแบบไม่เป็นเชิงเส้นสามารถท าได้โดยใช้วิธี  
ไฟไนต์เอลิเมนต์ร่วมกับกระบวนการท าซ ้าโดยตรง จากผลการศึกษาพบว่า ค่าการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบาง 
ร ูปทรงกลมที ่มีความหนาแปรเปลี ่ยนมีค่าการเสียรูปในแนวเส้นสัมผัสและแนวตั ้งฉากที ่บริเวณของฐานรองรับ 
จะมีค่าลดลง ในขณะที่ค่าแรงเมมเบรนและโมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนและเส้นรอบวงมีค่าใกล้เคียงกัน 
เมื ่อเปรียบเทียบกับกรณีความหนามีค่าคงที่  ผลการศึกษาดังกล่าวแสดงให้เห็นถึงความคุ ้มค่าของการออกแบบ  
โครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนรับแรงดันน ้าสถิต  นอกจากนี้ยังพบว่าแรงเมมเบรนตามแนว 
พิกัดเส้นรอบวงจะมีค่าสูงสุดในช่วง 0   70o จากนั้นจะลดลงอย่างรวดเร็ว ในขณะที่ค่าโมเมนต์ดัดตามแนวพิกัด  
เส้นเมอร์ริเดียนและเส้นรอบวงจะมีค่าสูงสุดในช่วง 60o   90o และมีค่าสูงสุดที่ต าแหน่งฐานรองรับ  
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Abstract 

This paper presents a nonlinear static analysis of spherical shells with variable thickness under 

hydrostatic pressure. The shell geometry with variable thickness along the meridian coordinate can be 

defined using differential geometry. The energy functional is formulated in terms of shell displacements 

based on the principle of virtual work. Nonlinear numerical results can be obtained by finite element 

method and direct iterative procedure. The results indicate that the spherical shells with variable 

thickness exhibit reduced tangential and normal displacements near the support condition  when 

compared to those with constant thickness. However, the membrane forces and bending moments along 

the meridian and circumferential coordinates show only minor differences. Consequently, the present 

results are applicable to the design of spherical shells with variable thickness. Moreover, the maximum 

circumferential membrane force is occurred in the range of 0   70o, and then decreases rapidly. The 

maximum meridian and circumferential bending moments are occurred in the range of 60o   90o, 

and the maximum bending moments is occurred at the support. 
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1. ท่ีมาและความส าคัญ  
โครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม (Spherical Shells) เป็นโครงสร้างที่มีประสิทธิภาพสูงสามารถต้านทานแรงดัน

จากภายในและภายนอกขนาดใหญ่ได้ จึงนิยมน ามาใช้ในงานวิศวกรรมโยธาและเครื่องกล เป็นต้น [1-2] งานวิจัยที่ผ่านมา
ในอดีตจะมุ่งเน้นไปที่การวิเคราะห์การสั่นและเสถียรภาพของโครงสร้างเปลือกบาง ดังแสดงในงานวิจัยของ Artioli and 
Viola [3] ได้เสนอวิธี Generalized Differential Quadrature (G.D.Q.) ส าหรับวิเคราะห์การสั่นอิสระของโครงสร้าง
เปลือกบางรูปทรงกลม จากนั้น Jiammeepreecha and Chucheepsakul [4] และ Jiammeepreecha และคณะ [5] 
เสนอการใช้ทฤษฎีเมมเบรน (Membrane Theory) ในการหาค่าความถี่ธรรมชาติของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม
ส าหรับบรรจุของเหลวโดยใช้ชิ้นส่วนหนึ่งมิติและสองมิติ ตามล าดับ นอกจากนี้ Al-Gahtani และคณะ [6] ได้ทดสอบ
โครงสร้างเปลือกบางรับแรงดันรูปทรงกลม (Spherical Vessels) ภายใต้แรงดันเฉพาะที่ Evkin and Lykhachova [7] 
และ Wang และคณะ [8] เสนอวิธีการหาค่าการโก่งเดาะส าหรับโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรับแรงดันภายนอก  
แบบสม ่าเสมอที ่รวมผลของความไม่สมบูรณ์ทางเรขาคณิต (Geometrical Imperfections) Zhang และคณะ [9]  
ทดสอบโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมภายใต้แรงดันน ้าสถิตจากภายนอกแบบจุด  

ส าหรับงานวิศวกรรมนอกชายฝั่งทะเล (Offshore Engineering) ในปัจจุบันได้มีการใช้งานโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงกลมส าหรับโครงสร้างชายฝั ่งและนอกชายฝั ่งทะเล [10 -11] โดยงานวิจัยในอดีตจะนิยมใช้ทฤษฎีเมมเบรน 
(Membrane Theory) ในการวิเคราะห์ปัญหาทางสถิตศาสตร์ (Static Analysis) ซึ่งทฤษฎีดังกล่าวจะเรียกว่าทฤษฎี 
ไร ้แรงดัด (Momentless Theory) ดังแสดงในงานวิจ ัยของ Phadke and Cheung [12] ซ ึ ่งได้ศึกษาผลของการเสีย 
รูปแบบไม่เป็นเชิงเส้น (Nonlinear Response) ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรับแรงกระท าจากคลื่นในทิศทาง 
แรงโน้มถ่วง (Gravity Waves) จากนั ้น Wang และคณะ [13] ได้ค านวณหาขนาดความหนาที ่เหมาะสมส าหรับ 
โครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรับแรงดันน ้าสถิตเพื่อให้เกิดประสิทธิภาพสูงสุด Jiammeepreecha และคณะ [14-15] 
ท าการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาคงที่รับแรงดัน 
น ้าสถิตจากภายนอกโดยใช้ทฤษฎีเมมเบรน  

จากงานวิจัยดังกล่าวข้างต้นแสดงให้เห็นว่าโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมเป็นโครงสร้างที่มีประสิทธิภาพสูง  
ถูกใช้ในงานวิศวกรรมหลายสาขา รวมถึงโครงสร้างทางทะเล (Ocean Structures) และที่ผ่านมาพบว่าการใช้ทฤษฎี 
เมมเบรนในการวิเคราะห์โครงสร้างเปลือกบางรับแรงดันน ้าสถิต (Hydrostatic Pressure) เพียงอย่างเดียวจะลด 
ความซับซ้อนของการวิเคราะห์ปัญหา แต่ไม่ครอบคลุมแรงดัดที่เกิดขึ้น เนื่องจากมีข้อจ ากัดส าหรับโครงสร้างเปลือกบาง  
ที่มีความซับซ้อนสูง (Complex Shells) ดังแสดงในงานวิจัยของ Zingoni [16-17] และ Zingoni และคณะ [18]  
ดังนั้นจึงจ าเป็นต้องพัฒนา แบบจ าลองใหม่ที่รองรับผลของความแข็งแกร่งเนื่องจากโมเมนต์ดัด (Bending Rigidity)  
และความหนาแปรเปลี่ยน (Variable Thickness) ส าหรับการวิเคราะห์ปัญหาเชิงลึกเพื่อให้ผลการค านวณมีความถูกต้อง
แม่นย าสูงขึ้น ดังแสดงในงานวิจัยของ Jiammeepreecha และคณะ [19-22] ซึ่งจะเป็นกรณีที่โครงสร้างเปลือกบาง 
มีความหนาคงที่ตลอดแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน แต่ในทางปฏิบัติพบว่าค่าแรงภายในที่เกิดขึ้นในโครงสร้างเปลือกบาง
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เนื่องจากโมเมนต์ดัดจะมีค่าสูงสุดที่บริเวณฐานรองรับจากนั้นจะลดลงจนกระทั่งเป็นศูนย์ที ่ต าแหน่งจุดยอด (Apex)  
ดังแสดงในงานวิจัยของ Sekhon and Bhatia [23] โดยได้น าเสนอสมการเพื ่อหาค่าแรงเมมเบรนและโมเมนต์ดัด 
ที่เกิดขึ้นกับโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาคงที่รับแรงดันภายในสม ่าเสมอ ดังนั้นงานวิจัยนี้จะก าหนดให้
โครงสร้างเปลือกบางมีความหนาแปรเปลี่ยนตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน เพื่อให้เกิดความเหมาะสมกับการใช้งาน
โครงสร้างเปลือกบางในงานวิศวกรรมนอกชายฝั่งทะเลดังกล่าว 
 
2. วัตถุประสงค์  

ส าหรับวัตถุประสงค์ของบทความนี้  คือการน าเสนอผลการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้น  
ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี ่ยนรับแรงดันน ้าสถิตโดยใช้ทฤษฎีเชลล์ ( Shell Theory)  
ที่มีการพิจารณาผลของเมมเบรนและโมเมนต์ดัด การก าหนดรูปทรงเรขาคณิตของโครงสร้างเปลือกบางที่มีความหนา
แปรเปลี ่ยนตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนจะอาศัยทฤษฎีเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (Differential Geometry) [24-26] 
ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเสียรูปจะสามารถนิยามได้โดยใช้ความเครียดลากรองจ์ (Lagrangian Strains) 
[27] และสร้างฟังก์ชันพลังงาน (Energy Functional) ของระบบโครงสร้างโดยอาศัยหลักการของงานเสมือน (Principle 
of Virtual Work) [28] ในเทอมของค่าการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบาง การหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขแบบไม่เป็น  
เชิงเส้นสามารถท าได้โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element Method) [29-30] ร่วมกับกระบวนการท าซ ้าโดยตรง 
(Direct Iterative Procedure) [31] เพื่อหาค่าการเสียรูปขนาดใหญ่และแรงภายในที่เกิดข้ึนส าหรับโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงกลม 
 

3. ทฤษฎีท่ีใช้ในการวิเคราะห์ 
3.1 สมมติฐานที่ใช้ในการวิเคราะห์ 
โครงสร้างเปลือกบางจะมีคุณสมบัติยืดหยุ่นแบบเป็นเชิงเส้นสามารถนิยามค่าพลังงานความเครียด (Strain Energy) 

ได้ในรูปแบบของความเครียดลากรองจ์ [27] โดยที่ความหนาของโครงสร้างจะนิยามเป็นฟังก์ชัน โดยมีการแปรเปลี่ยน 
ตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนเท่านั ้น และมีค่าคงที ่ไม่มีการเปลี ่ยนแปลงภายหลังรับแรงดันน ้าสถิตจากภายนอก  
ค่าการเสียรูปและแรงภายในที่เกิดข้ึนเนื่องจากน ้าหนักของโครงสร้างจะไม่น ามาพิจารณาเนื่องจากมีค่าน้อยมากเมื่อเทียบ
กับแรงดันน ้าสถิตจากภายนอก และเงื ่อนไขของฐานรองรับจะสมมติให้เป็นแบบยึดแน่น ( Clamped Support)  
อย่างสมบูรณ์แบบที่บริเวณพื้นทะเล 

3.2 รูปทรงเรขาคณิตของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยน 
ก าหนดให้รูปทรงเรขาคณิตของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมมีความยาวรัศมี a  ดังแสดงในรูปที่ 1 สามารถ

นิยามได้โดยเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง (Position Vector) ของพื ้นผิวอ้างอิงที ่ต าแหน่งกึ ่งกลางความหนา (Middle 
Reference Surface) ของโครงสร้างเปลือกบาง ดังสมการที่ (1) 
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 ˆ ˆsin cos sin sin os ˆca a a    = ++i jR k   (1) 

 เมื ่อ ( , )   คือ พารามิเตอร์ของพื้นผิว (Surface Parameters) อ้างอิงตามแนวเส้นพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน 

และลองจิจูด ตามล าดับ ในที ่นี ้ก าหนดให้ ˆ( , , )ˆ ˆi j k คือ เวคเตอร์หนึ ่งหน่วย (Unit Vectors) อ้างอิงตามแนวพิกัด 
คาร์ทีเซียน (Cartesian Coordinate) โดยที่ฟังก์ชันความหนาของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมจะมีค่าเปลี่ยนแปลง
ตามแนวเส้นเมอร์ริเดียน ดังสมการที่ (2) 

 ( ) b a
a

h h
h h 



− 
= +  

 
  (2) 

 เมื่อ   คือ ค่ามุมที่รองรับส่วนโค้ง และ ( , )a bh h  คือ ความหนาที่ต าแหน่งจุดยอดและที่ฐานรองรับแบบยึดแน่น 
ตามล าดับ จากทฤษฎีเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (Differential Geometry) [24-26] จะสามารถค านวนหาค่าองค์ประกอบ
เมตริกซ์เทนเซอร์ (Metric Tensor Components) ของพื้นผิวอ้างอิง ได้ดังสมการที่ (3) 

 2E a =  =R R    (3ก) 
 2 2sinG a  =  =R R    (3ข) 

ในที ่น ี ้ต ัวห ้อย ( , )   แสดงถึงอนุพันธ์ย ่อยตามแนวระบบพิก ัดของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม  
เมื่อโครงสร้างเปลือกบางรับแรงดันน ้าสถิตจากภายนอกจะสามารถนิยามหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่งของพื้นผิวภายหลัง 
การเสียรูปที่ต าแหน่งกึ่งกลางความหนา (Middle Deformed Surface) ของโครงสร้างเปลือกบาง ดังสมการที่ (4) 

 v w
E G

u
  

 


    

= +            

+ +
R R RR

R R
R R

  (4) 

เมื ่อ u  และ w  คือ ค่าการเสียรูปอ้างอิงตามแนวเส้นสัมผัสกับเส้นตั ้งฉากกับเส้นเมอร์ริเดียน ตามล าดับ  
ในขณะที่ค่าการเสียรูปอ้างอิงตามแนวเส้นสัมผัสกบัเสน้ลองจิจูด v  จะไม่น ามาพิจารณาเนื่องจากเป็นปัญหาแบบสมมาตร

ตามแนวแกน (Axisymmetric Problem) ดังนั้น 0v =  ถ้าก าหนดให้ A E=  และ B G=  ดังนั้น ค่าองค์ประกอบ
เมตริกซ์ความโค้ง (Metric Curvature Components) ของพื้นผิวอ้างอิงจะสามารถค านวณหาได้ดังสมการที่ (5) 

 L a
 



 


=  = −



R R
R

R R
   (5ก) 

 2sinN a
 



 




=  = −


R R
R

R R
   (5ข) 
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จากความสัมพันธ์ของความเครียดกับระยะการเสียรูปตามนิยามความเครียดเป็นแบบลากรองจ์ (Lagrangian 
Strains) [27] จะสามารถนิยามได้โดยก าหนดให้ { }T u w u w u w   =   g  ดังสมการที่ (6) 

 1
{ } { } { } [ ]{ }

2

L N T T

i i i= + += i iε ε ε L g g H g   (6) 

เมื่อ { }iL  และ [ ]iH  คือ เวคเตอร์และเมตริกซ์ความเครียด ตามล าดับ ซึ่งสามารถนิยามได้ดังสมการที่ (7) และ (8) 

  
1

0 1 1 0 0 0
T

a
=   1L            (7ก) 

  
1

cot 1 0 0 0 0
T

a
=   2L             (7ข) 

   2

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 01

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

a

− 
 
 
 

=  
− 
 
 
 

1H           (8ก) 

  

2

2

cot cot 0 0 0 0

cot 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 01

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

a

 



 
 
 
 

=  
 
 
 
  

2H           (8ข) 

ส าหรับค่าการเปลี่ยนแปลงค่าความโค้งของพื ้นผิวที่กึ ่งกลางความหนาของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม
เนื่องจากผลของการดัด [20] จะสามารถค านวณได้ดังสมการที่ (9)  

 { } { }T

i = iκ S g   (9) 

  เมื่อ { }iS  คือ เวคเตอร์ค่าความโค้งหลัก ซึ่งสามารถนิยามได้ดังสมการที่ (10) 

    2

1
0 0 0 0 0 1

T

a
= −  1S   (10ก) 

    2

1
0 0 0 cot 0 0

T

a
=   2S   (10ข) 
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รูปท่ี 1 โครงสร้างเปลือกบางรปูทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนติดตั้งในทะเลลกึ 

 
3.3 ผลรวมงานเสมือน 
ผลรวมงานเสมือน (Total Virtual Work) ของระบบโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยน 

รับแรงดันน ้าสถิตจากภายนอกจะมีค่าเท่ากับผลรวมของพลังงานความเครียดเนื ่องจากผลของเมมเบรนและแรงดัด  
และงานเสมือนเนื่องจากแรงดันน ้าสถิตจากภายนอก ส าหรับโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยน 
ท าจากวัสดุที่มีสมบัติยืดหยุ่นแบบเชิงเส้นจะสามารถค านวณหาค่าพลังงานความเครียดเนื่องจากผลของเมมเบรน [28]  
ได้ดังสมการที่ (11) 

  
2

1

2

0
{ } { }

1
 
2

T

mU ABd d
 


 =   ε C ε   (11) 

เมื่อ  C  คือ เมตริกซ์ความแข็งแกร่งเนื่องจากการยืดหดตัว (Extensional Rigidity) ซึ่งจะมีค่าดังสมการที่ (12) 

   2

1( )

11

E h 



  
 =  

−  
C              (12) 

เมื่อ E  คือ มอดุลัสยืดหยุ่น (Young’s Modulus) และ   คือ อัตราส่วนปัวส์ซอง (Poisson’s Ratio) แทนค่า
สมการที่ (6) ลงในสมการที่ (11) จะสามารถเขียนสมการพลังงานความเครียดเนื่องจากผลของเมมเบรนได้ดังสมการ  
ที่ (13) 

 

Z



k̂

ˆ
ri

a bh

ah





r

H

w wg Z 

S.W.L.

wZ

cosa 

/ 2h

(1 cos )a −

oz

iz
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 2

1

1 1 1
{ } [ ] [ ] [ }  {]

2 6 12

T

mU d





 
+ +

 
=   





 m 1m 2mg k n n g  (13) 

เมื่อ [ ]mk , [ ]1mn , และ [ ]2mn  คือ เมตริกซ์สมมาตร ซึ่งสามารถนิยามได้ดังสมการที่ (14) 

 ( )
2 2

1 1

[ ] { }{ }T

ij

i j

C
= =

=m i jk L L           (14ก) 

 ( ) ( ) ( )
2 2

1 1

[ ] { }{ } [ ] { } { } [ ] [ ] { }{ }T T T

ij

i j

C
= =

 = + +
 1m i j i j i jn L g H g L H H g L                        (14ข) 

 ( ) ( )
2 2

1 1

1
[ ] [ ] { }{ } [ ] { } [ ]{ } [ ]

2

T

ij

i j

TC
= =

 
+ 


 

=2m i j j in H g g H g H g H                                   (14ค) 

จากสมการที ่ (13) จะสามารถเขียนสมการแปรผันของพลังงานความเครียดเนื ่องจากผลของเมมเบรน 
ได้ดังสมการที่ (15) 

 2

1

1 1
{ } [ ] [ ] [ ] }

2
  {

3

T

mU d



  

  
+ +  

 


= 


 m 1m 2mg k n n g              (15) 

ส าหรับค่าพลังงานความเครียดเนื ่องจากผลของแรงดัดของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนา
แปรเปลี่ยนจะสามารถนิยามได้ดังสมการที่ (16) 

 
2

1

2

0
{ } { }

1
 
2

T

bU ABd d
 


 =   κ D κ   (16) 

เมื่อ  D  คือ เมตริกซ์ความแข็งแกร่งเนื่องจากการดัด (Bending Rigidity) ซึ่งจะมีค่าดังสมการที่ (17) 

  
3

2

1( )

112(1 )

E h 



  
 =  

−  
D             (17) 

แทนค่าสมการที่ (9) ลงในสมการที่ (16) จะสามารถเขียนสมการพลังงานความเครียดเนื่องจากผลของแรงดัด 
ได้ดังสมการที่ (18) 

 2

1

{ } [  }{]T

bU d



 =   bg k g                       (18) 

เมื่อ [ ]bk  คือเมตริกซ์สมมาตร ซึ่งสามารถนิยามได้ดังสมการที่ (19) 

 ( )
2 2

1 1

[ ] { }{ }T

ij

i j

D
= =

=b i jk S S                 (19) 

จากสมการที่ (18) จะสามารถเขียนสมการแปรผันของพลังงานความเครียดเนื่องจากผลของแรงดัดได้ดังสมการ 
ที่ (20) 
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 2

1

{ } [ ] }  {b

TU d



   =   bg k g                          (20) 

ส าหรับค่าแรงดันน ้าสถิตแบบเชิงเส้น (Linearly Hydrostatic Pressure ) ดังแสดงในรูปที่ 1 จะสามารถ

ค านวณหาค่าแรงดันน ้าสถิตที่กระท าต้ังฉากกับพื้นผิวของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม ได้ดังสมการที่ (21) 

 
w w wp g Z =               (21) 

เมื่อ w  คือ ความหนาแน่นจ าเพาะของน ้าทะเล g  คือ ค่าแรงโน้มถ่วงของโลก และ 
wZ  คือ ระยะทางในแนวดิ่ง 

ณ ต าแหน่งที่พิจารณา ซึ่งสามารถนิยามได้ดังสมการที่ (22) 

 (cos cos )wZ H a  = + −         (22) 

เมื่อ H  คือ ระดับความลึกของน ้าทะเลวัดจากต าแหน่งฐานรองรับ ดังนั้นจะสามารถค านวณหาค่างานเสมอืน

เนื่องจากแรงดันที่กระท าต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนได้ดังสมการที่ (23) 

 2

1

{ }w wg Z ABd



    =  w             (23) 

จากหลักการของงานเสมือน (Principle of Virtual Work) [28] จะสามารถเขียนผลรวมงานเสมือนของระบบ

โครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนรับแรงดันน ้าสถิตจากภายนอกได้ดังสมการที่ (24) 

 m bU U   = + +              (24) 

แทนค่าสมการที่ (15), (20) และ (23) ลงในสมการที่ (24) จะได้ดังสมการที่ (25) 

 2 2

1 1
1 2

1 1
{ } [ ] [ ] [ ] [ ] }

2 3
    { { }m b m m

T

w Ag k k n n g d p Bd
 

 
    

 
+ + + = +

 
  w       (25) 

 
4. วิธีด าเนินการวิจัย 

การหาผลเฉลยแบบแม่นตรงของผลรวมงานเสมือนของระบบโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนา
แปรเปลี ่ยนรับแรงดันน ้าสถิตจากภายนอก ดังแสดงในสมการที ่ (25) ไม่สามารถท าได้เนื ่องจากประกอบไปด้วย 
เทอมไร้มิติค่อนข้างสูง ดังนั ้นการหาค าตอบเชิงตัวเลขจะใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ [29-30] ร่วมกับกระบวนการท าซ ้า 
โดยตรง [31] โดยท าการแบ่งชิ้นส่วนของโครงสร้างเปลือกบางเป็นชิ ้นส่วนย่อยตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนโดยใช้  
เอลิเมนต์คานที่มีค่าประมาณการเสียรูปด้วยฟังก์ชันโพลิโนเมียลอันดับที่ห้าในการประมาณค่าการเสียรูปในแนวเส้นสัมผัส
และแนวเส้นต้ังฉาก ดังสมการที่ (26) 

     g = ψ d               (26) 
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เมื่อ   g  คือ เวคเตอร์การเคลื่อนที่ที่จุดต่อ,   d  คือ เวคเตอร์ของดีกรีอิสระที่จุดต่อ และ [ψ]  คือ เมตริกซ์
ฟังก์ชันรูปร่างฟังก์ชันโพลิโนเมียลอันดับที่ห้า ซึ่งมีค่าดังสมการที่ (27) 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

u w u w u w        =   g                 (27ก) 

   
(0) (0) (0) (0) (0) (0) ...

... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T u w u w u w

u w u w u w

   

        

 
=  
 

d               (27ข) 

  

1 2 3

1 2 6

1, 2, 3,

1, 2, 6,

1, 2, 3,

1, 2, 6,

0 0 ... 0

0 0 0 ...

0 0 ... 0

0 0 0 ...

0 0 ... 0

0 0 0 ...

N N N

N N N

N N N

N N N

N N N

N N N

  

  

  

  



 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 (27ค) 

เมื่อ ( 1,2,...,6)iN i =  คือ ค่าฟังก์ชันรูปร่างในเทอมของโพลิโนเมียลอันดับที่ห้า [29-30] แทนค่าสมการที่ (26) 
ลงในสมการที่ (25) จะได้สมการที่ (28) 

                   
2

1

1 1
 

2 3

T T

m b m m d



  

 
= + + + + 

 
 1 2

d ψ k k n n ψ d f  (28) 

เมื่อ    f  คือ เวคเตอร์ของแรงเนื่องจากแรงดันน ้าสถิตจากภายนอก จะมีค่าดังสมการที่ (29) 

       
2

1

2
T

wp ABd



 = f δw ψ   (29) 

เนื่องจากดีกรีอิสระเฉพาะที่ { }d  มีทิศทางเหมือนกับดีกรีอิสระรวม { }D  ดังนั้นสมการที่ (28) จะอยู่ในสภาวะ
สมดุลได้โดยก าหนดให้ผลรวมงานเสมือนของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรับแรงดันน ้าสถิตมีค่าเท่ากับศูนย์  
ดังสมการที่ (30) 

              
1 1

2 3
m b m m

 
+ + + + = 

 
1 2

K K N N Q F 0              (30) 

เนื ่องจากเป็นปัญหาแบบสมมาตร (Axisymmetric Problem) ดังนั ้นเงื ่อนไขขอบเขตที่ต  าแหน่งบนสุด 
ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมจะมีค่าดังสมการที่ (31) 

 0u w= =                     (31) 

ส าหรับเงื่อนไขที่บริเวณฐานรองรับจะพิจารณาเป็นแบบยึดแน่นอย่างสมบูรณ์ (Clamped Support) จะมีค่า 
ดังสมการที่ (32) 

 0u w w= = =               (32) 
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ดังนั้นสมการที่ (30) เป็นระบบสมการไม่เปน็เชิงเส้น (Nonlinear Equation System) ต้องท าการก าหนดเงื่อนไข

ขอบเขตเนื ่องจากความสมมาตรตามแนวแกนจากสมการที ่ (31) พร ้อมทั ้งเงื ่อนไขของฐานรองรับแบบยึดแน่น  

จากสมการที่ (32) จึงจะสามารถค านวนหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขได้ด้วยวิธีกระบวนการท าซ ้าโดยตรง (Direct Iterative 

Procedure) [31] 

 
5. ผลการวิเคราะห์ 

ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขส าหรับการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนรับแรงดันน ้าสถิตสามารถหาค าตอบได้โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  [29-30] ร่วมกับ
กระบวนการท าซ ้าโดยตรง [31] เริ่มต้นจากการทดสอบค่าการค านวณเพื่อหาจ านวนชิ้นส่วนย่อยที่มีความเหมาะสม  
โดยใช้ค่าพารามิเตอร์คุณสมบัติของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลีย่นดังแสดงในตารางที่ 1 พบว่า
เมื่อจ านวนช้ินส่วนย่อยมีค่าสูงข้ึนจะสง่ผลท าให้การลู่เข้าของค าตอบส าหรบัค่าการเสยีรูปที่ต าแหน่งจุดยอด ( 0o = )  แรง
เมมเบรนและโมเมนต์ดัดที ่ต าแหน่งฐานรองรับ ( 90o = ) ดีขึ ้น ดังนั ้นงานวิจัยชิ้นนี ้จ ึงได้ก าหนดให้ใช้แบบจ าลอง 
ไฟไนต์เอลิเมนต์ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนมีจ านวนชิ้นส่วนย่อยเท่ากับ 24 ชิ้นส่วน  
ซึ่งจะมีค่าความแตกต่างน้อยกว่าร้อยละ 0.10 เมื่อเปรียบเทียบกับกรณีที่ใช้จ านวนชิ้นส่วนย่อยเท่ากับ 28 ชิ้นส่วน  
ดังแสดงในตารางที่ 2  

เนื ่องจากงานวิจัยที ่ผ่านมาในอดีตส าหรับการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้าง  
เปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนยังไม่ได้มีการศึกษา ดังนั้นการตรวจสอบความถูกต้องของแบบจ าลอง  
ไฟไนต์เอลิเมนต์ในงานวิจัยนี้จะแบ่งออกเป็น 2 ส่วน คือ การตรวจสอบความถูกต้องของค่าการเสียรูปและโมเมนต์ดัด 
ที่เกิดขึ้น โดยเริ่มต้นจากการเปรียบเทียบค่าการเสียรูปกับสูตรของ Roark [32] ส าหรับกรณีของโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงกลมแบบเต็มใบที่มีความหนาคงที่รับแรงดันภายในสม ่าเสมอขนาด 1 เมกะปาสคาล โดยในกรณีนี้จะใช้ความหนา
ของโครงสร้างเปลือกบางเท่ากับความหนาเฉลี่ยของโครงสร้างและคุณสมบัติทางกลของโครงสร้าง ดังแสดงในตารางที่ 1 
ส าหรับการพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตที่ต าแหน่งบนสุดของโครงสร้างเปลือกบางจะใช้ตามสมการที่ (31) ในขณะที่เงื่อนไข 
ที่บริเวณฐานรองรับจะก าหนดให้เป็น 0u w= =  ดังนั้นจะพบว่าค าตอบที่ได้มีความละเอียดแม่นย าถึงทศนิยมต าแหน่ง 
ที่ 6 นั่นคือมค่ีาการเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอด ( 0o = ) และระนาบอิเควเตอร์ ( 90o = ) มีค่าเท่ากับ 0.0021875 เมตร  

จากนั้นท าการตรวจสอบค่าโมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนและเส้นรอบวงของโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงกลมที่มีฐานรองรับแบบยึดแน่นรับแรงสม ่าเสมอภายในสม ่าเสมอขนาด 1 กิโลกรัมต่อตารางเซนติเมตร   
โดยที่โครงสร้างมีค่าความหนาคงที่ 0.01 เมตร ค่ามอดุลัสยืดหยุ่น 2x106 กิโลกรัมต่อตารางเซนติเมตร และอัตราส่วน 
ปัวส์ซอง 0.30 ดังแสดงในงานวิจัยของ Sekhon and Bhatia [23] พบว่าความสัมพันธ์ระหว่างค่าโมเมนต์ดัดตามแนว
พิกัดเส้นเมอร์ริเดียนและพิกัดเส้นรอบวงของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมเทียบกับระยะพิกัด   จะมีค่าใกล้เคียงกัน 
ดังแสดงในรูปที่ 2 
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ตารางท่ี 1 ข้อมลูและสมบัติที่ใช้ในการวิเคราะห ์

รายการ ปริมาณ 
ความยาวรัศมี ( )a    5 เมตร 
ความหนาของโครงสร้างทีจุ่ดยอด ( )ah    0.01 เมตร 
ความหนาของโครงสร้างทีฐ่านรองรบั ( )bh    0.03 เมตร 
ความหนาเฉลี่ยของโครงสร้างเปลือกบาง ( )h  0.02 เมตร 
ความสูงของระดับน ้าทะเล ( )H    50 เมตร 
ความหนาแน่นของน ้าทะเล ( )w  1025 กิโลกรัมต่อลูกบาศก์เมตร 
มุมทีร่องรับส่วนโค้ง ( )    90 องศา 
มอดุลสัยืดหยุ่น ( )E    200×103 เมกะปาสคาล 
อัตราส่วนปัวส์ซอง ( )    0.3 

 

ตารางท่ี 2 การทดสอบการลูเ่ข้าของระยะการเสียรปูที่ปลายด้านบน แรงเมมเบรนและโมเมนต์ดัดที่บริเวณฐานรองรบั 

ของโครงสร้างเปลอืกบางรปูทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนรับแรงดันน ้าสถิต 

จ านวนช้ิน
ส่วนย่อย 

aw  
(เมตร) 

N   
(นิวตัน/เมตร) 

N   
(นิวตัน/เมตร) 

M   
(นิวตัน-เมตร) 

M   
(นิวตัน-เมตร) 

4 -0.001854 -1388449.05 -416534.71 5812.46 1743.74 
8 -0.001881 -1202076.64 -360622.99 8734.61 2620.38 
12 -0.001883 -1174711.14 -352413.34 8961.19 2688.36 
16 -0.001883 -1171339.93 -351401.98 8956.96 2687.09 
20 -0.001882 -1170984.26 -351295.28 8942.45 2682.74 
24 -0.001882 -1171009.75 -351302.93 8933.22 2679.97 
28 -0.001882 -1171060.46 -351318.14 8927.90 2678.37 
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(ก) โมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นเมอร์รเิดียน          (ข) โมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นรอบวง 

รูปท่ี 2 การเปรียบเทียบโมเมนต์ดัดของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรบัแรงสม ่าเสมอภายใน 
 

5.1 พฤติกรรมของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนรับแรงดันน ้าสถิต 
การศึกษาพฤติกรรมทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนา

แปรเปลี่ยนและความหนาคงที่รบัแรงดันน ้าสถิตโดยใช้ค่าพารามิเตอร์ในตารางที่ 1 ซึ่งเป็นวัตถุประสงค์หลักของบทความนี้ 
โดยที ่ค่าแรงดันน ้าสถิตจากภายนอกจะมีค่าแปรเปลี ่ยนตามความลึกของระดับน ้า ดังสมการที ่ (21) และ (22)  
ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงก าหนดให้ความหนาของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมมีค่าไม่คงที่และแปรเปลี่ยนตลอดแนวพิกัด 
เส้นเมอร์ริเดียนโดยที่ความหนาของโครงสร้างที่จุดยอด ( )ah  จะมีค่าเพิ่มสูงขึ้นจะกระทั่งถึงต าแหน่งของฐานรองรับ 
จะมีค่าความหนาสูงสุด ( )bh  ดังนั้นค่าแรงดันน ้าสถิตจะสอดคล้องกับฟังก์ชันความหนาของโครงสร้าง ดังแสดงในสมการ
ที่ (2) โดยการศึกษาในครั้งนี้จะแตกต่างจากงานวิจัยที่ผ่านมาในอดีตที่เป็นการวิเคราะห์โครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม  
ที่มีความความหนาคงที่สม ่าเสมอตลอดแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนรับแรงดันสม ่าเสมอจากภายนอก  

จากผลการศึกษาพบว่า ค่าการเสียรูปในช่วงประมาณ 0   50o จะมีค่าสูงมากกว่ากรณีของโครงสร้าง 

เปลือกบางที่มีความหนาคงที่ จากนั้นค่าการเสียรูปจะมีค่าน้อยกว่า ดังแสดงในรูปที่ 3 สอดคล้องกับผลของค่าการเสียรูป

ตามแนวเส้นต้ังฉากกับเส้นเมอรร์ิเดียน ดังแสดงในรูปที่ 4(ข) ซึ่งพบว่าค่าการเสียรูปตามแนวเส้นต้ังฉากกับเสน้เมอร์ริเดียน

ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนจะมีค่าลดลงตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน จนกระทั่ง 

มีค่าน้อยกว่ากรณีโครงสร้างเปลือกบางที่มีความหนาคงที่ ในช่วงประมาณ 50   90o ดังนั้นรูปร่างของโครงสร้าง

เปลือกบางดังแสดงในรูปที่ 3 จะมีค่าขึ้นอยู่กับผลของค่าการเสียรูปตามแนวเส้นตั ้งฉากกับเส้นเมอร์ริเดียนเป็นหลัก 

ในขณะที่ค่าการเสียรูปตามแนวเส้นสัมผัสกับเส้นเมอร์ริเดียนของโครงสร้างเปลือกบางรูปที่มีความหนาแปรเปลี่ยนจะมีค่า

น้อยกว่ากรณีโครงสร้างเปลือกบางที่มีความหนาคงที่ตลอดแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน ดังแสดงในรูปที่ 4(ก) 
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รูปท่ี 3 การเปรียบเทียบรปูร่างของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรบัแรงดันน ้าสถิต 

  
(ก) การเสียรูปตามแนวเส้นสัมผัสกับเส้นเมอร์รเิดียน  (ข) การเสียรปูตามแนวเส้นต้ังฉากกบัเส้นเมอร์รเิดียน 

รูปท่ี 4 การเปรียบเทียบการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรบัแรงดันน ้าสถิต 
 

รูปที่ 5(ก) และ 5(ข) แสดงผลของแรงเมมเบรนตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนและเส้นรอบวงเทียบกับระยะพิกัด 
  ตามล าดับ ซึ่งจะพบว่าแรงเมมเบรนตามแนวพิกัดเสน้เมอร์รเิดียนจะมค่ีาแตกต่างเล็กน้อยเมื่อเทียบกับกรณีที่ความหนา
ของโครงสร้างเปลือกบางมีค่าคงที่ ณ ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้าง นอกจากนี้ยังพบว่าแรงเมมเบรนตามแนวพิกัดเส้น  
รอบวงจะมีค่าสูงสุดในช่วงประมาณ 0   70o จากนั้นจะลดลงอย่างรวดเร็ว ส าหรับการเปรียบเทียบค่าโมเมนต์ดัด 
ตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนกับเส้นรอบวงจะมีค่าแตกต่างในช่วง 60o   90o ซึ่งจะพบว่าค่าโมเมนต์ดัดของโครงสร้าง
เปลือกบางที่มีความหนาแปรเปลี่ยนจะมีค่าสูงกว่ากรณีที่ความหนามีค่าคงที่ ดังแสดงในรูปที่ 6 (ก) และ 6(ข) ตามล าดับ
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นอกจากนี้เมื่อเปรียบเทียบกับงานวิจัยของ Sekhon and Bhatia [23] ส าหรับกรณีที่ค่าแรงดันภายในเป็นค่าคงที่
สม ่าเสมอตลอดแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน พบว่าความสัมพันธ์ระหว่างค่าโมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนและ 
พิกัดเส้นรอบวงของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมเทียบกับระยะพิกัด   จะมีค่าใกล้เคียงกัน โดยจะมีค่าแตกต่างกัน
เพียงเล็กน้อยที่บริเวณฐานรองรับ ดังแสดงในรูปที่ 2 และ 6 ส าหรับกรณีที่เป็นแรงดันภายในสม ่าเสมอและแรงดันน ้าสถิต
จากภายนอก ตามล าดับ 

  
(ก) แรงเมมเบรนตามแนวพิกัดเส้นเมอรร์ิเดียน  (ข) แรงเมมเบรนตามแนวพิกัดเส้นรอบวง 

รูปท่ี 5 การเปรียบเทียบแรงเมมเบรนของโครงสร้างเปลือกบางรปูทรงกลมรับแรงดันน ้าสถิต 

  
(ก) โมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นเมอร์รเิดียน  (ข) โมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นรอบวง 

รูปท่ี 6 การเปรียบเทียบโมเมนต์ดัดของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรบัแรงดันน ้าสถิต 
 
 
 

deg)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

N
(M

N
/m

)

-1.20

-1.18

-1.16

-1.14

-1.12
Constant thickness
Variable thickness

deg)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

N
(M

N
/m

)

-1.60

-1.20

-0.80

-0.40

0.00
Constant thickness
Variable thickness

deg)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

M
(N

-m
)

-4000

0

4000

8000

12000
Constant thickness
Variable thickness

deg)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

M
(N

-m
)

-1000

0

1000

2000

3000
Constant thickness
Variable thickness



80 คมกร ไชยเดชาธร และคณะ 
 
 

5.2 ผลของการแปรเปลี่ยนความสูงของระดับน ้าทะเลที่มีต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม 
  การศึกษาจะเป็นผลของการแปรเปลีย่นความสูงของระดับน ้าทะเลโดยเริ่มท าการท าการเปลีย่นแปลงตั้งแต่ 10 ถึง 
50 เมตร โดยที่ค่าพารามิเตอร์อื่น ๆ ดังแสดงในตารางที ่ 1 เป็นค่าคงที่ไม่มีการเปลี ่ยนแปลง พบว่าค่าการเสียรูป  
ที่ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้างเปลือกบางจะแปรผันตรงกับความสูงของระดับน ้าทะเล นั่นคือเมื่อค่าความสูงของ
ระดับน ้าทะเลมีค่าสูงขึ ้นจะท าให้ค่าการเสียรูปที ่ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้างเปลือกบางมีค่าสูงขึ ้น ดังแสดง  
ในรูปที่ 7(ก) สอดคล้องกับงานวิจัยที่ผ่านมาในอดีตส าหรับกรณีของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาคงที่  
รับแรงดันน ้าสถิตโดยใช้ทฤษฎีเมมเบรนเพียงอย่างเดียวในงานวิจัยของ Jiammeepreecha และคณะ [14-15] นอกจากนี้
ยังพบว่าแรงเมมเบรนและโมเมนต์ดัดที่เกิดขึ้น ณ ต าแหน่งฐานรองรับ จะมีค่าแปรผันตรงกับความสูงของระดับน ้าทะเล
เช่นเดียวกันกับค่าการเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้างเปลือกบาง ดังแสดงในรูปที่ 7(ข) และ 7(ค) ตามล าดับ 

 
(ก) การเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอด 

  
(ข) แรงเมมเบรนที่ฐานรองรบั    (ค) โมเมนต์ดัดที่ฐานรองรบั 

รูปท่ี 7 ผลของการแปรเปลี่ยนระดบัน ้าทะเลทีม่ีต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรบัแรงดันน ้าสถิต 
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5.3 ผลของการแปรเปลี่ยนอัตราส่วนความหนาที่มีต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม 
ส าหรับผลของการแปรเปลี ่ยนอัตราส่วนความหนาที่มีต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนา

แปรเปลี ่ยนซึ่งเป็นค่าพารามิเตอร์ที ่มีความส าคัญในบทความนี้ เนื ่องจากการใช้ค่าอัตราส่วนความหนาที่เหมาะสม  
จะท าให้โครงสร้างมีความคุ้มค่าทางวิศวกรรม ในการศึกษาน้ีจะท าการเปลี่ยนแปลงค่าอัตราส่วนความหนาของโครงสร้าง 
ที่ฐานรองรับต่อความหนาที่จุดยอด ( /b ah h ) ตั้งแต่ 1 ถึง 5 โดยที่ค่าความหนาที่จุดยอด ( ah ) และค่าพารามิเตอร์อื่น ๆ 
ในตารางที ่ 1 เป็นค่าคงที ่ไม่มีการเปลี ่ยนแปลง พบว่าค่าการเสียรูปที ่ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้างเปลือกบาง  
จะมีค่าสูงขึ ้นอย่างรวดเร็วในช่วงแรก จากนั้นจะเริ ่มลดลงเล็กน้อยเมื ่ออัตราส่วน /b ah h >4 ดังแสดงในรูปที่ 8(ก)  
ดังนั้นการเลือกใช้อัตราส่วน /b ah h  มากกว่า 4 จึงไม่ส่งผลท าให้ค่าการเสียรูปที่บริเวณจุดยอดลดลงอย่างมีนัยส าคัญ 
ในขณะที่การเลือกใช้ค่าอัตราส่วน /b ah h  เท่ากับ 2 จะท าให้ค่าการเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้างเปลือกบาง 
มีค่าลดลงประมาณร้อยละ 6 เมื่อเทียบกับกรณีที่ใช้ค่าอัตราส่วน /b ah h  เท่ากับ 1 ในทางกลับกันเมื่อใช้ค่าอัตราส่วน 

/b ah h  เท่ากับ 5 จะท าให้ค่าการเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้างเปลือกบางมีค่าเพิ่มสูงขึ้นประมาณร้อยละ 0.3 
เมื่อเทียบกับกรณีที่ใช้ค่าอัตราส่วน /b ah h  เท่ากับ 4 ดังนั้นในงานวิจัยน้ีจึงแนะน าให้ใช้ค่าอัตราส่วน /b ah h  อยู่ที่ 2 ถึง 3 
จึงจะท าให้เกิดประสิทธิภาพสูงสุดส าหรับการพิจารณาค่าการเสียรูป ต่อมาเป็นการศึกษาแรงเมมเบรนและโมเมนต์ดัด  
ที่เกิดขึ้น ณ ต าแหน่งฐานรองรับ พบว่าการเปลี่ยนแปลงค่าอัตราส่วนความหนา ( /b ah h ) จะส่งผลต่อค่าแรงเมมเบรน 
น้อยมากแต่จะส่งผลโดยตรงต่อค่าโมเมนต์ดัดที่ฐานรองรับ นั่นคือเมื่ออัตราส่วนความหนา ( /b ah h ) มีค่าสูงขึ้นจะส่งผล 
ท าให้ค่าโมเมนต์ดัดมีค่าเพิ่มสูงข้ึน ดังแสดงในรูปที่ 8(ข) และ 8(ค) ตามล าดับ  

5.4 ผลของการแปรเปลี่ยนมุมที่รองรับส่วนโค้งที่มีต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม 
 ส าหรับค่าพารามิเตอร์สุดท้ายที่จะท าการศึกษาในบทความนี้คือผลของการแปรเปลี่ยนมุมที่รองรับส่วนโค้งที่มีต่อ

โครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยน (  ) ซึ่งมีความส าคัญอย่างมาก เนื่องจากการใช้งานโครงสร้าง
เปลือกบางสามารถใช้งานได้อย่างหลากหลายทางวิศวกรรมหลากหลายแขนง ดังนั้นการใช้งานโครงสร้างเปลือกบาง  
รูปทรงกลมแบบทรงตื้น (Shallow Spherical Shells) ในบางกรณีอาจจะเหมาะกับงานทางวิศวกรรมโยธาและโครงสร้าง
นอกชายฝั่งทะเล ซึ่งไม่มีความจ าเป็นต้องเลือกใช้โครงสร้างที่มีขนาดมุมที่รองรับเท่ากับ 90o โดยท าการแปรเปลี่ยนในช่วง 
30 90o o  และค่าพารามิเตอร์อื่น ๆ  ในตารางที่ 1 จะเป็นค่าคงที่ไม่มีการเปลี่ยนแปลง พบว่าค่าการเสียรูปจะมีค่า
ลดลงเมื่อมุมที่รองรับสว่นโค้ง (  ) มีค่าเพิ่มสูงข้ึน เนื่องจากช้ินส่วนโครงสร้างเปลือกบางบริเวณฐานรองรับมีค่าแรงดันน ้า
สถิตเพิ่มสูงข้ึนเมื่อมุมที่รองรบัสว่นโค้ง (  ) มีค่าเพิ่มสูงข้ึน ท าให้ค่าการเสียรูปที่บริเวณฐานรองรับมีค่าเพิ่มสงูข้ึน จึงส่งผล
ท าให้จุดยอดของโครงสร้างยกขึ้น ดังนั้นค่าการเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอดจึงมีค่าลดลง ดังแสดงในรูปที่ 9(ก) ในขณะที่ 
แรงเมมเบรนและโมเมนต์ดัดที่เกิดขึ้น ณ ต าแหน่งฐานรองรับจะมีค่าการเปลี่ยนแปลงเล็กน้อย ดังแสดงในรูปที่  9(ข)  
และ 9(ค) ตามล าดับ 
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(ก) การเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอด 

  
(ข) แรงเมมเบรนที่ฐานรองรบั    (ค) โมเมนต์ดัดที่ฐานรองรบั 

รูปท่ี 8 ผลของการแปรเปลี่ยนอัตราส่วนความหนาที่มีต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรบัแรงดันน ้าสถิต 
 
6. สรุปผลการศึกษา  

งานวิจัยนี้น าเสนอผลการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม  
ที่มีความหนาแปรเปลี่ยนรับแรงดันน ้าสถิตโดยใช้ทฤษฎีเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์และหลักการงานเสมือนในการสร้างฟังก์ชัน
พลังงานของระบบโครงสร้างเปลือกบาง การหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และใช้กระบวนการท าซ ้า
โดยตรงในการหาค าตอบแบบไม่เป็นเชิงเส้น ผลการศึกษาสามารถสรุปได้ดังนี้ 
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6.1 ค่าการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนาแปรเปลี่ยนจะมีค่าการเสียรูปในแนวเส้น
สัมผัสลดลงตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนเมื ่อเปรียบเทียบกับโครงสร้างเปลือกบางที ่มีความหนาคงที ่ ในขณะที่  
แรงเมมเบรนและโมเมนต์ดัดที่เกิดข้ึนจะมีความแตกต่างกันน้อยมาก 

 
(ก) การเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอด 

  
(ข) แรงเมมเบรนที่ฐานรองรบั    (ค) โมเมนต์ดัดที่ฐานรองรบั 

รูปท่ี 9 ผลของการแปรเปลี่ยนมุมทีร่องรบัส่วนโค้งที่มีต่อโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรบัแรงดันน ้าสถิต 
 

6.2 แรงเมมเบรนตามแนวพิกัดเส้นรอบวงจะมค่ีาสูงสดุในช่วงประมาณ 0   70o จากนั้นจะลดลงอย่างรวดเรว็ 
ในขณะที่ค่าโมเมนต์ดัดตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียนและเส้นรอบวงจะมีค่าสูงสดุในช่วงประมาณ 60o   90o และจะมี
ค่าสูงสุดที่บริเวณใกล้กับต าแหน่งของฐานรองรับ  

6.3 การแปรเปลี่ยนระดับน ้าทะเล อัตราส่วนความหนา และมุมที่รองรับส่วนโค้งจะส่งผลกระทบโดยตรงต่อ  
ค่าการเสียรูปที่ต าแหน่งจุดยอดของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลม 
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6.4 การแปรเปลี่ยนระดับน ้าทะเลจะส่งผลกระทบโดยตรงต่อแรงเมมเบรนที่เกิดขึ้น ณ ต าแหน่งฐานรองรับ 
ในขณะที่การเปลี่ยนแปลงอัตราส่วนความหนาและมุมที่รองรับส่วนโค้งจะส่งผลกระทบต่อแรงเมมเบรนที่เกิดข้ึนน้อยมาก 

6.5 การแปรเปลี่ยนระดับน ้าทะเลและอัตราส่วนความหนาจะส่งผลกระทบโดยตรงต่อโมเมนต์ดัดที ่เกิดข้ึน  
ณ ต าแหน่งฐานรองรับ ในขณะที่การเปลี่ยนแปลงมุมที่รองรับส่วนโค้งจะส่งผลกระทบต่อโมเมนต์ดัดที่เกิดข้ึนน้อยมาก 

6.6 ผลการศึกษาสามารถน าไปใช้เป็นแนวทางในการออกแบบโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมที่มีความหนา
แปรเปลี่ยนตามแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน โดยสอดคล้องกับค่าแรงดันน ้าสถิตที่มีการแปรเปลี่ยนตามความลึกของระดับน ้า 
ซึ่งจะแตกต่างจากกรณีที่เป็นแรงดันสม ่าเสมอแบบคงที่ตลอดแนวพิกัดเส้นเมอร์ริเดียน ท าให้โครงสร้างมีความประหยัด
มากขึ้น 
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