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บทคัดยอ 
 การวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบอิสระและแบบมีแรงกระทำดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนตรูปหลายเหลีย่มแบบ

แบงโดเมนยอยตามดานไดถูกนำเสนอในครั้งน้ี โดเมนของปญหาไดถูกแบงออกเปนเอลิเมนตขนาดเล็กรูปหลายเหลี่ยม

ใด ๆ เอลิเมนตเหลาน้ัน จะถูกแบงยอยอีกครั้งใหกลายเปนเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมตามดานของเอลิเมนตหลายเหลี่ยมท่ี

เรียกวาโดเมนตอเน่ืองสม่ำเสมอ ปญหาตัวอยางสำหรับการวิเคราะหคือคานเซลลูลารยื่นปลายซึ่งมฐีานรองรับดานซาย

เปนแบบยึดแนนในขณะที่ฐานรองรับปลายอิสระอีกดานถูกแรงเฉือนในแนวดิ่งกระทำสำหรับการวิเคราะหการ

สั่นสะเทือนแบบมีแรงกระทำ การวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบแรงกระทำช่ัวขณะดวยการแปรผันเชิงเสนตามเวลารูป

สามเหลี่ยมไดถูกวิเคราะหดวยเชนกัน ผลเฉลยที่ใกลเคียงผลเฉลยแมนตรงซึ่งไดมาจากการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนทเอลิ

เมนตที่ใชโครงตาขายความละเอียดสูงจะถกูใชเปนคาสำหรับเปรียบเทียบแทนเนื่องจากการไมมีผลเฉลยแมนตรงของ

คานตัวอยางดังกลาว ความถ่ีธรรมชาติหกลำดับแรกรวมท้ังรูปรางโหมดท่ีสอดคลองของมันไดถูกทำการตรวจสอบและ

พบวามีความสอดคลองกับคาอางอิงเปนอยางดี การตอบสนองในแนวดิ่งตามเวลา ณ จุดบนคานตัวอยางท่ีไดเลือกไวใน

กรณีของการวิเคราะหแบบช่ัวขณะท่ีได ยังคงแสดงใหเห็นถึงความสอดคลองกับคาท่ีใชในการอางอิงไดเปนอยางดี 
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Abstract  
 Free and forced vibration analyses performed by polygonal edge-based strain smoothed finite 

element method is presented. Problem domain is discretized into small n-sided arbitrary polygonal 

elements. Those elements will be further subdivided into small triangular shape according to 

polygonal shape edges called smoothing domains. Benchmark problem is a castellated cantilever 

beam. Fixed support boundary condition is imposed to left edge while downward shear traction is 

applied on another free ended for forced vibration analysis. Transient vibration analysis also 

performed using triangular linear time variation. A close-to-exact solutions obtained from finite 

element employed very fine mesh due to unavailable exact solutions of the example problem will 

be used for comparison purpose. The first six natural frequencies along with their corresponding 

mode shapes are investigated and found in good agreement with references. The vertical response 

in time of selected node for transient analysis also showed in good agreement with reference.  
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1. บทนำ 
วิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขมากมายไดถูกเสนอมา

ตั้งแตอดีตถึงปจจุบันเพ่ือแกปญหาทางวิศวกรรมท่ีนับวัน

จะมีความซับซอนมากขึ้น เริ่มจาก วิธีไฟไนตดิฟเฟอเร็น 

(Finite Different Method, FDM) วิธ ีไฟไนตวอลลุม 

(Finite Volume Method, FVM) วิธีไฟไนตเอลิเมนต 

(Finite Element Method, FEM) ว ิธ ี เอล ิ เมนต ขอบ 

(Boundary Element Method, BEM) วิธีสเปคตรัลเอ

ลิเมนต (Spectral Element Method, SEM) วิธีเมสอิ

ส ระ  (Meshless Methods) ว ิ ธ ี เ อล ิ เ มนต  เ สม ื อน 

(Virtual Element Method, VEM) และวิธีสเกลบาวดา

รี่ไฟไนทเอลิเมนต (Scaled Boundary Finite Element 

Method, SBFEM) เปนตน ในบรรดาวิธีการวิเคราะห

เชิงตัวเลขเหลานี้ วิธีไฟไนตเอลิเมนต [1-3] ถือวาเปน

พ้ืนฐานท่ีสำคัญในการคิดคนพัฒนาวิธีการเชิงตัวเลขใหม 

ๆ รวมทั้งวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางความเครียด

ต  อ เน ื ่ อ งสม ่ ำ เสมอ (Smoothed Finite Element 

Method, SFEM) ดวยเชนกัน สิ่งสำคัญประการหนึ่งท่ี

เหมือนกันของวิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขเหลานี้ คือการ

เปลี่ยนรูปของสมการเชิงอนุพันธลำดับตาง ๆ สำหรับ

ปญหาท่ีกำลังสนใจ ซึ่งอยูในรูปท่ีเรียกวา Strong Form 

ใหกลายเปนรูปอยางงายซึ่งสามารถทำการอินทิเกรตได 

ท่ีเร ียกวา Weak Form หรือ Integral Form นั ่นเอง 

ถึงแมวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะเปนที่นิยมใชกันอยาง

แพรหลายในโปรแกรมการวิเคราะหและออกแบบท่ีมีอยู

มากมายในปจจุบัน ก็ยังคงมีขอดอยที่จำเปนตองไดรับ

การปรับปรุงในหลาย ๆ ดาน เชน เรื่องของปญหาสติฟ

เนสท่ีมีคามากเกินกวาพฤติกรรมจริงของโครงสราง 

(Over Stiff) ปญหาเกี่ยวกับความแมนยำเที่ยงตรงของ

คาความเคนสำหรับการเลือกใชประเภทของเอลิเมนตให

เหมาะสมกับปญหาที่สนใจ (Stress Accuracy) รวมไป

ถ ึ งป ญหาการบ ิด เบ ี ้ ยวของโครงตาข  าย (Mesh 

Distortion) เมื่ออยูภายใตสภาวะของการเสียรูปอยาง

มาก (Large Deformation) เปนตน 

การวิเคราะหไฟไนทเอลิเมนตดวยการสราง

ความ เคร ี ยดแบบสม ่ ำ เสมอ  (Smoothed Finite 

Element Methods, SFEM) ไดถูกพัฒนาครั้งแรกโดย 

G.R. Liu และคณะ เพ่ือแกปญหาท้ังในสวนของ Statics 

และ Dynamics [4] หัวใจสำคัญของการวิเคราะหไฟ

ไนทเอลิเมนตดวยการสรางความเครียดแบบสม่ำเสมอท่ี

แตกต างจากไฟไนทเอล ิ เมนต ค ือการสร างสนาม

ความเครียดตอเนื ่องสม่ำเสมอ (Smoothed Strain 

Field) โดยตรงจากการเปลี่ยนตำแหนงที่สมมุติไวแลว

โดยอาศัย Smoothed Galerkin Weak Form ในกรณี

ท่ีสนามความเครียดในขณะที ่วิธีไฟไนทเอลิเมนตใช

สนามความเครียดที่เรียกวาสนามความเครียดที่เขากัน

ไดโดยตรง (Compatible Strain Field) โดยท่ียังคงมี

คุณสมบัติของความเสถียรและการลูเขาหาผลเฉลยแมน

ตรงเหมือนกับวิธีไฟไนทเอลิเมนต สำหรับขั้นตอนอื่น ๆ 

ของการวิเคราะหนั้น ยังคงเปนขั้นตอนเดียวกันกับที่ใช

ในไฟไนทเอลิเมนตน่ันเอง ดังแสดงในรูปท่ี 1 

สำหรับปญหาความเคนในระนาบสองมิติน้ี สมูท

ไฟไนทเอลิเมนต ยังสามารถแบงไดตามลักษณะของการ

สรางโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในโดเมนหลักออกเปน 3 

แบบกลาวคือ หากการสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอเกดิข้ึน

ภายในเอลิเมนตหลัก เรียกวา Cell-based SFEM (CS-

FEM) หากทำการสรางโดเมนยอยตามโหนดของเอลิ

เมนต หล ัก เร ียกว า Node-based SFEM (NS-FEM) 

และเรียกวา Edge-based SFEM (ES-FEM) เมื่อทำการ

สรางโดเมนยอยสม่ำเสมอตามเสนขอบหรือดานของเอลิ

เมนต หล ัก ร ูปแบบการสร างโดเมนย อยต อเน ื ่อง

สม่ำเสมอดังกลาว แสดงไดดังรูปท่ี 2 

สมูทไฟไนทเอลิเมนตไดถูกนำไปใชวิเคราะห

ปญหาตาง ๆ หลายรูปแบบเพื่อแสดงถึงความแมนยำ

ของมัน Lui et al. [6] ไดแสดงเห็นวาการแบงเอลิเมนต

รูปทรงสี่หนา (Bilinear Quadrilateral Element, Q4) 

ออกเปนเอลิเมนตตอเนื่องสม่ำเสมอยอย ๆ สามารถให

ผลลัพธที่มีความแมนยำสูงและมีเสถียรภาพที่สูงกวาไฟ
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ไนทเอล ิเมนต Dai et al. [7] ใช เอล ิเมนตร ูปหลาย

เหลี ่ยม (n-Sided Polygonal Element) สำหรับการ

วิเคราะหปญหาของการสั่นสะเทือนแบบอิสระ (Free 

Vibration) และแบบมีแรงกระทำชั ่วขณะ(Transient 

Vibration) ความถี ่ธรรมชาติ (Natural Frequency) 

และรูปรางโหมดที่สอดคลอง (Mode Shape) ของการ

วิเคราะหมีคาใกลเคียงคาที่ใชในการอางอิง นอกจากน้ี

ย ั งพบว  า  ไม ปรากฏว  าม ี  Spurious Zero Energy 

Modes ที่จะทำใหโหมดรูปรางของโครงสรางที่เกิดข้ึน

ไม ตรงก ับความเป นจร ิ ง  Jiang et al. [8] ทำการ

วิเคราะหปญหาพลศาสตรของไหลสำหรับของแข็งที่บีบ

อัดไมได ปญหาของการชนกัน (Impact Problem) [9] 

โดยใช เมทร ิกต มวลแบบรวมผล (Lumped Mass 

Matrix) ผลลัพธท่ีได มีความเท่ียงตรงสูงกวาวิธีไฟไนทเอ

ล ิ เ มนต  หร ื อป ญหาท ี ่ เ ก ี ่ ย วก ั บ ช ี วกลศาสตร  

(Biomechanics) [10] ปญหาของการถายเทมวลและ

ความรอนดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบสรางเอลิเมนต

ยอยตอเน่ืองตามโหนดของเอลิเมนตหลัก (NSFEM) [11] 

เปนตน 

 

 
 

รูปท่ี 1 ความแตกตางของการสรางสนามความเครียดท้ังสองแบบ [5] 

 

 
 

รูปท่ี 2 การสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอ (a) CS-FEM, (b) ES-FEM และ (c) NS-FEM [5] 
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งานวิจัยครั้งนี้ ทำการศึกษาผลจากการใชเอลิ-

เมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมท่ีมีจำนวนดานใด ๆ  (n-Sided 

Polygonal Element) แทนเอล ิ เมนต สาม เหล ี ่ ย ม 

(Triangular Element, T3) หรือเอลิเมนตรูปสี ่เหลี่ยม

เชิงเสนคู (Bilinear Quadrilateral Element, Q4) ซึ่ง

นิยมใชกันในสมูทไฟไนทเอลิเมนตหรือไฟไนทเอลิเมนต

ทั่วไป โดยทำการวิเคราะหปญหาตัวอยางคานเซลลูลาร

ยื่นปลาย (Castellated Cantilever Beam) ที่มีรูเจาะ

ภายในเป นร ูปวงกลมท ั ้ งแบบสถ ิตยศาสตร และ

พลศาสตร (Static and Dynamics Analyses) เพื่อหา

คาการเคลื ่อนท่ีของปลายคาน ณ จุดที ่กำหนด หา

คาความถี ่ธรรมชาติและรูปรางโหมดของมันสำหรับ

วิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบอิสระ (Free Vibration 

Analysis) รวมท้ังการตอบสนองตามเวลาของจุดท่ีสนใจ

บนคานสำหรับการวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบมีแรง

ก ร ะ ท ำ ช ั ่ ว ข ณ ะ  (Transient Vibration Analysis) 

เนื ่องจากไมสามารถหาคาผลเฉลยแมนตรง (Exact 

Solution) ของคานตัวอยางไดโดยตรง คานตัวอยาง

ดังกลาว จึงถูกวิเคราะหดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตท่ีใชเอลิ

เมนตทรงสี่หนาจำนวนมากเพื่อใหมั่นใจวาคำตอบที่ได

เปนคาที ่ใกลเคียงผลเฉลยแมนตรง (Close-to-Exact 

Solution) และจะถูกใชสำหรับเปรียบเทียบกับคาจาก

การวิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนตตอไป 

การจัดลำดับรูปแบบของบทความเริ่มดวยการ

กลาวถึงพื้นฐานของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตในสวนที่ 2 

ซึ่งประกอบไปดวย การแบงโดเมนของปญหาดวยเอลิ

เมนตหลักหลายเหลี่ยม การแบงโดเมนยอยสม่ำเสมอ

ตามจำนวนดานของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม การ

สรางสมการสมูทไฟไนทเอลิเมนต เมทริกซมวลแบบรวม

ผล  (Lumped Mass Matrix) และ เทคน ิคของการ

อ ินท ิ เกรตเช ิงต ัวเลขตามเวลา  (Numerical Time 

Integration Technique) ตามลำดับ สวนท่ี 3 กลาวถึง

รายละเอียดของปญหาตัวอยางสำหรับการวิเคราะห

รวมท้ังผลลัพธท่ีไดจากการวิเคราะห ในสวนท่ี 4 จะเปน

บทสรุปของการศึกษาในครั้งน้ี 

 

2. สมูทไฟไนทเอลิเมนตรูปหลายเหลี ่ยม

แบบโดเมนยอยรอบดานของเอลิเมนตหลัก 

2.1 การแบงโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนต

หลักรูปหลายเหล่ียมใด ๆ 
ขั้นตอนแรกของการวิเคราะหดวยวิธีเชิงตัวเลข

แบบตาง ๆ มีความคลายคลึงกันคือ เปนขั ้นตอนการ

แบงโดเมนของปญหาท่ีกำลังศึกษา ใหประกอบไปดวย

เอลิเมนตเล็ก ๆ (Finite Element) จำนวนหลาย ๆ เอลิ

เมนต สำหรับปญหาความเคนในระนาบ 2 มิติ (Two-

dimensional Plane Stress Problems) น้ัน เอลิเมนต

ท่ีใชกันท่ัวไปคือเอลิเมนตเชิงเสนคูแบบทรงเหลี่ยมสี่หนา 

(Quadrilateral Element) ซึ่งไดรับความนิยมในการใช

งานมากกวาเอลิเมนตเชิงเสนรูปสามเหลี่ยม(Triangular 

Element) เนื ่องจากใหผลลัพธของการวิเคราะหท่ีมี

ความแมนยำสูงกวา สำหรับการศึกษาในครั้งนี้ โดเมน

ของปญหาจะถูกแบงออกเปนเอลิเมนตหลักเล็ก ๆ รูป

หลายเหลี่ยมที่มีจำนวนดานใด ๆ (n-Sided Polygonal 

Element) การสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมน้ี สามารถ

ทำไดหลายวิธี วิธีท่ีใชสำหรับการศึกษาในครั้งน้ี เริ่มจาก

การสรางเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมดวยโปรแกรมไฟไนทเอ

ลิเมนตทั ่วไป เชน ABAQUS, ANSYS, SOLIDWORKS 

หรือโปรแกรมเฉพาะสำหรับการสรางโครงตาขายเชน 

DistMesh [12] เปนตน แลวจึงทำการลากเสนตรงเช่ือม

ระหวางจุดศูนยกลางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมเหลาน้ัน

เขาดวยกัน เมื่อทำการลบเอลิเมนตสามเหลี่ยมเกาออก

ใหหมด ก็จะไดเอลิเมนตรูปหลายเหลีย่มในท่ีสุด ข้ันตอน

การสร างเอล ิเมนตร ูปหลายเหลี ่ยมจากเอล ิเมนต

สามเหลี่ยมดังกลาว ไดแสดงไวในรูปท่ี 3 
 

 
  

รูปท่ี 3 การสรางเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม 
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2.2 การสรางโดเมนยอยรอบดานของเอลิเมนต
หลักรูปหลายเหล่ียม 

เมื่อโดเมนของปญหาที่สนใจไดถูกแบงออกเปน

โดเมนยอยดวยการสรางรูปหลายเหลี่ยมตามท่ีไดอธิบาย

ไวในสวนท่ีผานมาแลว เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม

เหล านั ้น จะถูกแบงออกเปนโดเมนยอยตอเน ื ่อง

สม่ำเสมอ (Smoothing Domain or Cell) รอบดานแต

ละดานของเอลิเมนตหลัก (Edge-based Smoothing 

Domain) ตอไป การแบงโดเมนยอยตอเนื่องสม่ำเสมอ

รอบดานของเอลิเมนตหลักนี ้ สามารถทำไดโดยการ

ลากเสนเช่ือมตอระหวางโหนดท่ีปลายท้ังสองดานของเอ

ลิเมนตหลักรูปหลายเหลี ่ยมที ่กำลังสนใจ ไปยังจุด

ก่ึงกลางของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมน้ัน ๆ จะไดเอ

ลิเมนตยอยตอเนื ่องสม่ำเสมอรูปสามเหลี ่ยมจำนวน

เทากับดานของเอลิเมนตหลักนั่นเอง เนื่องจากดานแต

ละดานของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี ่ยมแตละเอลิ

เมนต เปนสวนหนึ่งของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม

สองเอลิเมนตที่อยูติดกัน (Adjacent Element) ดังน้ัน 

ดานหนึ ่งดาน จะมีโดเมนยอยตอเนื ่องสม่ำเสมอรูป

สามเหลี่ยมที่เกี่ยวของจำนวน 2 โดเมนยอยนั่นเอง ซึ่ง

จะถูกใชในการคำนวณหาคาความเคนหรือความเครียด

ที่เกิดขึ ้นภายในเอลิเมนตไดตอไป สำหรับดานที่เปน

ขอบเขตโดเมนของปญหาที่สนใจ (Boundary edges) 

นั้น จะมีโดเมนยอยตอเนื่องสม่ำเสมอรูปสามเหลี่ยมท่ี

เก่ียวของเพียง 1 โดเมนเทาน้ัน ดังแสดงในรูปท่ี 4 
 

 
 

รูปท่ี 4 เอลิเมนตยอยรอบดานเอลิเมนตหลัก [4] 

2.3 สมการสมูทไฟไนทเอลิเมนต 

ในสวนนี้ จะกลาวถึงพื ้นฐานที่สำคัญของการ

สรางสมการสติฟเนสของสมูทไฟไนทเอลิเมนต กลาว

โดยท่ัวไปแลว ความแตกตางท่ีสำคัญระหวางไฟไนทเอลิ

เมนตและสมูทไฟไนทเอลิเมนตอยู  ท่ีการสรางสนาม

ความเคร ียด (Strain Field) ส วนข ั ้นตอนอื ่น ๆ ท่ี

นอกเหนือจากน้ีไป ไดแก ข้ันตอนการรวมกันในระดับเอ

ล ิ เมนต  (Element Level) เพ ื ่อให  ได เมทร ิกตหรือ

เวคเตอร  ในระด ับโครงสร าง (Global Level) การ

กำหนดเงื่อนไขขอบ (Boundary Conditions) และการ

แกระบบสมการเชิงเสนเพื่อหาคาการเปลี่ยนตำแหนง

ของโหนด (Nodal Displacements) นั ้น ไม ม ีความ

แตกตางกันระหวางสองวิธีดังกลาว เพราะฉะน้ัน ผูเขียน

จ ึงจะขอกล าวเฉพาะข ั ้นตอนของการสร างสนาม

ความเครียดสำหรับวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตเพียงอยาง

เดียว 

เพื ่อใหเกิดความสอดคลองและงายตอการทำ

ความเขาใจสำหรับผูอานที่คุนเคยวิธีไฟไนทเอลิเมนตมา

กอน คาตัวแปรเมทริกตหรือเวคเตอรต าง ๆ ที ่จะ

กลาวถึงตอไปน้ี จะใชสัญลักษณเชนเดียวกันกับที่ใชใน

วิธีไฟไนทเอลิเมนต โดยมีความแตกตางคือ เครื่องหมาย

บารท่ีอยู ดานบนของตัวแปรตาง ๆ เหลานั ้น ใชเพ่ือ

แสดงวา เปนการกลาวถึงตัวแปรเหลานั้นในวิธีสมูทไฟ

ไนทเอลิเมนตน่ันเอง   

การสรางสนามความเครียดตอเนื่องสม่ำเสมอ

นั้น สามารถทำไดหลายวิธี วิธีที ่งายและสะดวกที่สุด

เ ร ี ย ก ว  า  Strain/gradient Smoothing Technique 

สำหรับในวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนั้น มีสมมุติฐานท่ีวา 

สนามความเครียด (Strain Field) ณ ตำแหนงใด ๆ 

ภายในโดเมนยอยตอเนื่องสม่ำเสมอนั้น ไดมาจากการ

กระจายสนามความ เคร ี ยดแบบสอดคล อง กัน 

(Compatible Strain Field) ที่ใชในวิธีไฟไนทเอลิเมนต

ใหเกิดความสม่ำเสมอไปทั่วทั้งโดเมนยอยนั้น ๆ และยัง

ถูกสมมุติอีกวาสนามความเครียดนี้มีคาเทากันภายใน

โดเมนยอย ๆ ท่ีถูกสรางข้ึนเหลาน้ัน 
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สนามความเครียดสม่ำเสมอ (Smoothed Strain 

Field) ท่ีกลาวมาน้ี สามารถเขียนในรูปสมการไดวา 
 

 (1) 
 

โดยที่  คือฟงกชั่นน้ำหนักของตำแหนงที ่กำลัง

สนใจภายในโดเมนยอย โดยที่ฟงกชั่นน้ำหนักนี้ จะตอง

เปนไปตามเงื ่อนไขที่กำหนดไว [4] เพื ่อความสะดวก

สำหรับการนำไปใช ฟงกชั่นน้ำหนักน้ี จะถูกกำหนดให

อยูในรูปของ Heaviside Step Function ซึ่งเขียนเปน

สมการไดคือ 
 

 (2) 

 

เมื่อ  คือพื้นที่ของโดเมนยอยตอเนื่องสม่ำเสมอ ใน

กรณีที่ความเครียดแบบสอดคลองกันไมสามารถหาได

อย างง ายซ ึ ่ งจ ัดว าเป นกรณีท ั ่วไปของปญหาทาง

วิทยาศาสตรและวิศวกรรมน้ันแลว จะเปลี่ยนจากการใช

สนามความเครียดแบบสอดคลองกันมาเปนสนามการ

เคลื่อนท่ี (Displacement field) ซึ่งหาไดงายกวาแทน 

แลวจึงอาศัยการอินทิเกรตทีละสวน (Integration by 

Parts) หร ืออาจใช  Green-Gauss Theory จะช  วย

แกปญหาดังกลาวไดเปนอยางดี เพราะฉะนั้น สนาม

ความเครียดตอเนื่องสม่ำเสมอดังกลาว สามารถเขยีนให

อยูในอีกรูปแบบหน่ึงไดคือ 
 

 (3) 

 

เมื่อ  คือเมทริกซท่ีมีสมาชิกเปนเวคเตอรตั้งฉาก

หน่ึงหนวยท่ีมีทิศพุงออกจากดานของเอลิเมนต  เขียน

ไดเปน 
 

 (4) 

เมื่อทำการแทนคาประมาณของการเคลื่อนท่ี ณ 

ปลายจุดตอของเอลิเมนตในวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต 

  ลงในสมการที่ 3 แลวทำการจัดรปู

สมการเสียใหมจะไดวา 
 

 (5) 

 

โดย  คือเมทริกซความเครียด-การเปลี ่ยนตำแหนง

แบบสม่ำเสมอในระบบโคออร ด ิเนตหลัก (Global 

Smoothed Strain-displacement Matrix, B Matrix) 

สามารถแสดงไดดวยสมการ 
 

 (6) 

 

เมื่อ 
 

 (7) 

 

 

สมการท่ี 7 เปนสมการอินทิเกรช่ันใน 1 มิติตาม

ขอบเขตของเอลิเมนตที ่อยู ภายในโดเมนสม่ำเสมอ

นั่นเอง เชนเดียวกันกับวิธีไฟไนทเอลิเมนต สามารถใช

กฎการอ ินท ิ เ กรตของ เกาส   (Gauss Quadrature 

Rules) เขามาชวยได หากฟงกชั่นรูปรางการประมาณ

ภายใน (Shape Functions) ที่ใชบนแตละดานของเอลิ

เมนตนั ้นมีการแปรผันแบบเชิงเสนแลว ตำแหนงของ

เกาสเพียงแคหนึ่งจุด ณ ตำแหนงกึ ่งกลางดานนั้น ก็

เพียงพอที ่จะใหคาการประมาณของฟงกชั ่นมีความ

แมนยำ ดังนั ้น เครื ่องหมายอินทิเกรตในสมการที ่ 7 

สามารถเปลี่ยนมาเขียนใหอยูในรูปเครื่องหมายผลรวม

ไดเปน 

 (8) 

 



60                วารสารวิชาการและวิจัย มทร.พระนคร ปท่ี 17 ฉบับท่ี 2 กรกฎาคม-ธันวาคม 2566 

เมื ่อ  คือจำนวนดานของโดเมนยอยตอเนื ่องที ่อยู

ภายในโดเมนสม่ำเสมอ  คือตำแหนงของจุดเกาส 

(Gauss Point)  ณ ก ึ ่ งกลางของด านน ั ้น ๆ  คือ

เวคเตอรตั ้งฉากหนึ ่งหนวยท่ีมีทิศออกจากดานของ

โดเมนยอยและ  คือความยาวดานของโดเมนยอยน้ัน 

ๆ ตามลำดับ มีขอพึงสังเกตที่สำคัญขอหนึ่งนั่นคือ ใน

วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนี ้ เมทริกซความเครียด-การ

เปล ี ่ยนตำแหนง (Strain-Displacement Matrix) ซึ่ง

เปนเมทริกซท่ีสำคัญสำหรับการคำนวณหาสติฟเนสเมท

ริกซตอไปนั้น ไมตองอาศัยการคำนวณเพื่อหาอนุพันธ

ของมันแตอยางใด สงผลใหไมตองหาจาโคเบียนเมทริกซ 

(Jacobian Matrix, J) รวมทั้งเมทริกซอินเวอรสของมัน 

ทำใหภาพรวมของการคำนวณสามารถทำงานไดเร็วกวา

วิธีไฟไนทเอลิเมนตโดยเฉพาะอยางยิ่ง ปญหาท่ีตองใช

ฟงกชั ่นรูปรางในลำดับสูง ๆ เชน 8-nodes หรือ 9-

nodes Quadrilateral Element เปนตน  
 

2.4 เมทริกซมวลแบบรวมผล (Lumped Mass 

Matrix) 
การหาคาเมทริกซมวลสำหรับการวิเคราะหเชิง

ตัวเลขที่นิยมมีดวยกัน 2 วิธี สำหรับวิธีแรก เปนการ

อินทิเกรตฟงกชั่นรูปรางการประมาณภายใน (Shape 

Functions) ของเอลิเมนต เรียกวิธีนี ้ว า Consistent 

Mass Matrix วิธีที่สอง ใชหลักการแบงผลรวมมวลของ

เอลิเมนตไปยังโหนดตาง ๆ  เทา ๆ กัน เรียกวา Lumped 

Mass Matrix การศึกษาครั้งนี้ จะใชวิธีแรกสำหรับการ

หาคาของเมทริกซมวลแบบสอดคลอง สำหรับเอลิเมนต

ยอยตอเน่ืองสม่ำเสมอรูปสามเหลี่ยมท่ีอยูติดกับดานของ

เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม นั้น เมทริกซดังกลาว

สามารถแสดงไดเปน 
 

 

 

 

(9) 

 

2.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลขตามเวลา (Numerical 

Integration in Time) 
สมการสมูทไฟไนทเอลิเมนตเพื่อแกปญหาดาน

พลศาสตรสามารถเขียนเปนสมการคือ 
 

 (10) 
 

เมื ่อ  คือ เมทริกซมวล (Mass Matrix) และเมท-

ริกซการตานทานแรงสั่นสะเทือน (Damping Matrix) 

ตามลำดับ เครื่องหมายจุดดานบนตัวแปรหมายถึงลำดับ

ของอนุพันธเทียบกับเวลา การอินทิเกรตตามเวลาท่ีนิยม

ใชก ันมากที ่ส ุดสำหรับการว ิเคราะหเช ิงตัวเลขใน

โปรแกรมไฟไนทเอลิเมนตทั่วไปอันเน่ืองมาจากความ

สะดวกในการใชงานรวมถึงประสิทธิภาพท่ีดีของมัน 

ไดแก วิธีนิวมารค (Newmark Method) [13] 

ถาสมมุติใหเวลา ณ ปจจุบันของการวิเคราะห

เทากับ  และทราบคาตัวแปรทั้งหมด ณ เวลาปจจุบัน

น้ีแลว หากตองการหาคาตัวแปรทั้งหมดเหลานั ้น ณ 

เวลาของการวิเคราะหถัดไป ในท่ีน้ีกำหนดใหเปนตัวแปร 

 โดย  สามารถเขียนสมการที่ 10 

เสียใหมไดเปน 

 
 

(11) 

 

 (12) 
 

 (13) 
 

โดย  และ  คือคาคงที่ โดยทั่วไปนิยมกำหนดใหมีคา

เทากับ 0.25 และ 0.5 ตามลำดับเพื่อใหการวิเคราะห

เชิงตัวเลขมีเสถียรภาพ [14] 

สำหรับการศึกษาการสั่นสะเทือนแบบอิสระใน

ครั้งนี้ สมมุติใหไมคิดแรงตานทานของการสั่นสะเทือน

เพื่อความสะดวกในการคำนวณ ดังนั้น สมการที่ 10 จึง

ลดรูปลงและสามารถเขียนไดดังสมการท่ี 14  
 

 (14) 
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เมื ่อกำหนดใหคาเวคเตอรของแรงดานขวาใน

สมการที่ 14 มีคาเทากับศูนย สงผลใหสมการดังกลาว

เปล ี ่ ยนร ู ป เป  นสมการอน ุพ ั นธ  แบบ เอกพ ั น ธ  

(Homogeneous Differential Equation) ลำด ับสอง

ซึ่งสามารถหาผลเฉลยท่ัวไปไดอยางงาย หากนำผลเฉลย

ทั่วไปนี้แทนคากลับลงไปในสมการอนุพันธลำดับสอง

ดังกลาว จะทำใหสมการเปลี่ยนรูปไปเปน 
 

 (15) 
 

ท่ีร ู จักก ันโดยทั ่วไปวาเป นร ูปสมการ Eigenvalue 

Problems นั ่นเอง เม ื ่อทราบคาของ  ก็สามารถ

คำนวณคาของความถี ่ธรรมชาติและรูปรางโหมดท่ี

สอดคลองไดตามลำดับตอไป 
 

3. ปญหาตัวอยางสำหรับการวิเคราะห 
ปญหาตัวอยางสำหรับการศึกษาในครั้งน้ี ใชคาน

เซลลูลารยื ่นปลาย (Castellated Cantilever beam) 

ซึ่งมีรูเจาะวงกลมจำนวน 5 รูเจาะ ตามความยาวของ

คาน ขอบดานซายของคาน กำหนดใหม ีสภาพเปน

ฐานรองรับแบบยึดแนน สวนปลายอิสระท่ีอยูดานตรง

ขามกันนั้น กำหนดใหรับแรงเฉือนในแนวดิ่ง (Vertical 

Traction) ซึ่งแปรผันตามฟงกช่ันของเวลาดังแสดงในรูป

ที่ 5 (b) ซึ่งใชสำหรับการวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบ

มีแรงกระทำขนาด 1,000 หนวย เพื ่อความสะดวกใน

การคำนวณ ขนาดตาง ๆ ของคานรวมท้ังรูเจาะและแรง

เฉือนที ่กระทำ ถูกกำหนดใหไมมีหนวย คาโมดูลัส

ย ืดหยุ น (Elastic Modulus) และอัตราส วนปวซอง 

(Poisson’s Ratio) ถูกกำหนดใหมีคาเปน 3E+07 และ 

0.28 ตามลำดับ คานเซลลูลารยื ่นปลายสำหรับการ

วิเคราะหดังกลาว ไดแสดงไวในรูปท่ี 5 (a) 

เนื ่องจากไมสามารถหาคาผลเฉลยทางทฤษฎี

ของคานตัวอยางนี้ได จึงจำเปนตองใชคาที่ใกลเคียงผล

เฉลยแมนตรง (Close-to-Exact Solution) แทน คา

ดังกลาวน้ี สามารถหาไดดวยการใชโปรแกรมไฟไนทเอลิ

เมนต ABAQUS ท่ีใชความละเอียดของโครงตาขายแบบ

ทรงสี่หนา (Q4) ซึ่งใหคาของผลลัพธที่มีความแมนยำสูง

กวาเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม (Triangular element) 

สำหรับปญหาความเคนในระนาบของของแข็ง [13] 

จำนวนมากพอและจะใชเปนคาอางอิงตลอดการศึกษา

ในครั ้งนี ้ ร ูปที ่ 6 แสดงถึงคานตัวอยางสำหรับการ

วิเคราะหท่ีใชโครงตาขายแบบทรงสี่หนา สำหรับใชใน

การอางอิง (a) และโครงตาขายรูปหลายเหลี่ยมซึ่งไดมา

จากการใช โปรแกรมที ่ เข ียนข ึ ้นมาเอง (In-house 

software) สำหรับการวิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิ

เมนต (b) ตามลำดับ 

 

 
(a) 

 
(b) 

รูปท่ี 5 ปญหาตัวอยาง (a) คานเซลลลูารยื่นปลาย และ 

(b) การแปรผันของเวลา 

 

 
 

รูปท่ี 6 โครงตาขาย (a) รูปหลายเหลี่ยม  

(b) รูปทรงสี่หนา 
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3.1 ผลการวิเคราะหทางสถิตยศาสตร (Static 
Analysis) 

ขั้นตอนแรกเปนการวิเคราะหทางสถิตยศาสตร

ของคานตัวอยางเพื ่อเปรียบเทียบคาการโกงตัวของ

ปลายคานที่ไดจากการวิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิ

เมนตที่ความละเอียดโครงตาขายตาง ๆ คาดังกลาว ได

แสดงไวในตารางที่ 1 รวมทั้งถึงคาที่ใชในการอางอิงใน

แถวสุดทาย คามาตรฐานความแตกตางของการเปลี่ยน

ตำแหนง (Displacement Error Norm) ระหวางการ

วิเคราะหและคาอางอิง ไดแสดงไวในคอลัมพสุดทายของ

ตาราง พบวา คาดังกลาว มีคาลดลงตามจำนวนของเอลิ

เมนตรูปหลายเหลี่ยมท่ีเพ่ิมข้ึนเชนเดียวกับการวิเคราะห

เชิงตัวเลขดวยวิธีอื่น ๆ คาผลเฉลยที่ใกลเคียงผลเฉลย

แมนตรงของการโกงตัวของปลายคาน ณ จุด A มีคา

เทากับ -0.002725 หนวยในขณะท่ีคาจากการวิเคราะห

มีคาเทากับ -0.002690 ท่ีจำนวนเอลิเมนตหลายเหลี่ยม

เทากับ 3,927 หรือเทียบเทากับ 8,628 โหนด คา

มาตรฐานความคลาดเคลื่อนของการเปลี่ยนตำแหนง

จากโครงตาขายหยาบ (Coarse Mesh) ถึงโครงตาขาย

ละเอียด (Fine Mesh) มีคาอยูระหวาง 19.5 ถึง 1.30 

เปอรเซ็นตท่ีความละเอียดสูงสุด 

การลูเขาหาผลเฉลยที่ใกลเคียงผลเฉลยแมนตรง

ของการเปลี่ยนตำแหนงครั้งนี ้ สามารถแสดงใหอยูใน

รูปกราฟแบบ Log-Log สเกล โดยมีจำนวนของโหนด

เปนแกนในแนวนอนและมาตรฐานความคลาดเคลื ่อน

ของการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งเปนแกนในแนวตั้ง ดัง

แสดงในรูปที่ 7 จากกราฟพบวา คาเฉลี่ยของมาตรฐาน

ความคลาดเคลื่อนในแนวดิ่งสำหรับการวิเคราะหคาน

ตัวอยางในครั้งน้ี มีคาเทากับ 0.5 
 

ตารางที่ 1 การโกงตัว ณ จุด A และคามาตรฐานความ

คลาดเคลื่อน 

Polygon Nodes Deflection Error norm 

334 866 -0.002192 0.19542 

542 1347 -0.002474 0.09211 

829 1991 -0.002519 0.07562 

1525 3518 -0.002569 0.05710 

3927 8628 -0.002690 0.01303 

Ref 9628 -0.002725 - 

 

 

 
  

รูปท่ี 7 การลูเขาหาผลเฉลยท่ีใกลเคียงผลเฉลยแมนตรง

ของคานตัวอยาง 

 

ตารางท่ี 2 ความถ่ีธรรมชาติ 6 ลำดับแรกท่ีโครงตาขายขนาดตาง ๆ 

เอลิเมนต 

ความถ่ีธรรมชาต ิ(รอบตอวินาที) 

Mode 

1 2 3 4 5 6 

334 163.1 632.4 942.2 1282.1 1821.5 2203.4 

542 154.9 612.1 935.8 1245.0 1770.4 2142.1 

829 154.0 608.5 934.1 1238.2 1760.2 2131.4 

1525 152.6 605.4 932.7 1233.0 1751.9 2120.7 

3927 150.4 602.3 931.8 1227.4 1744.5 2111.8 

Ref 149.3 597.8 931.1 1221.3 1732.8 2095.8 
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รูปท่ี 8 รูปรางโหมดหกลำดับแรกจากการวิเคราะหพลศาสตร 
 

3.2 ผลวิเคราะหการสั ่นสะเทือนแบบอิสระ 

(Free Vibration Analysis) 

ขั้นตอนนี้ เปนการวิเคราะหการสั่นสะเทือนของ

คานตัวอยางแบบอิสระเพื่อหาคาความถี่ธรรมชาติและ

รูปรางโหมดที ่สอดคลองกับความถี ่ธรรมชาตินั ้น ๆ 

คาความถี่ธรรมชาติหกลำดับแรกที่ไดจากการวิเคราะห

ดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนตท่ีระดับความละเอียดของโครง

ตาขายขนาดตาง ๆ ไดแสดงไวในตารางท่ี 2 รวมท้ังคาท่ี

ใชในการอางอิง คามาตรฐานความแตกตาง (Error 

norm) ระหวางการวิเคราะหและคาอางอิง ไดถูกแสดง

ไวในแถวสุดทายของตาราง 

จากตารางท่ี 2 พบวา คาความถ่ีธรรมชาติลำดับ

แรกซึ่งมีความสำคัญมากกวาลำดับอ่ืน ๆ น้ัน มีการลูเขา

หาผลเฉลยท่ีใกลเคียงผลเฉลยแมนตรงเมื่อโครงตาขาย 

มีความละเอียดมากข้ึนตามลำดับ โดยพบวา ท่ีจำนวนเอ

ลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมเทากับ 3,927 คาดังกลาวเทากับ 

150.4 rad/s. เมื่อเทียบกับ 149.3 rad/s. คาความคลาด

เคลื่อนมีคาเพียง 0.73 เปอรเซ็นต การลูเขาหาผลเฉลย

ที่ใกลเคียงผลเฉลยแมนตรงของความถี่ธรรมชาติลำดับ

แรกไดแสดงไวในรูปที่ 9 ในขณะที่รูปที่ 10 แสดงการ

เปรียบเทียบระหวางคาความถี่ธรรมชาติทั้งหกลำดับซึ่ง

ไดจากการวิเคราะหกับคาจากผลเฉลยที่ใกลเคียงผล

เฉลยแมนตรง จากรูปพบวา คาที ่ไดทั ้งสอง มีความ

สอดคลองกันและไมมีความแตกตางกันอยางมีนยัสำคัญ

โดยเฉพาะอยางยิ่งท่ีความถ่ีธรรมชาติลำดับแรก ๆ 
 

 
 

รูปท่ี 9 การลูเขาของความถ่ีธรรมชาติลำดับแรก 
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รูปท่ี 10 ความถ่ีธรรมชาติท้ังหกเทียบกับคาอางอิง 

 

รูปรางโหมดทั้งหกลำดับแรกที่ความละเอียด

โครงตาขายมากที่สุดซึ่งไดจากการวิเคราะห เมื่อเทียบ

กับคานกอนการเสียรูป ไดแสดงไวในรูปที่ 8 และพบวา

รูปรางโหมดทั้งหมด เปนรูปรางที่สอดคลองกับรูปราง

ทางกายภาพของคานและสามารถเกิดขึ้นไดจริงทั้งสิ้น 

ไมม ีปรากฎการณท่ีเรียกวา Spurious zero energy 

modes แตอยางใด 

 

3.3 ผลวิเคราะหการสั ่นสะเทือนแบบมีแรง
กระทำเป นฟ งก ช ั ่นตามเวลา (Transient 
Vibration Analysis) 

ในสวนน้ี เปนการวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบ

แรงกระทำเพ่ือหาคาการตอบสนองท่ีเปลี่ยนไปตามเวลา

ของ จ ุด A ตามร ูปท ี ่  5 (a) ในที ่ น้ีจะหมายถ ึงการ

เคลื่อนที่ในแนวดิ่งของจุด A นั่นเอง ฟงกชั่นเวลาของ

แรงเฉือนในแนวดิ่งที่กระทำกับปลายคานดานอิสระน้ัน 

กระทำเปนเสนตรงมีคาเทากับศูนย ณ เวลาเริ่มตน มีคา

เทากับหนึ่ง ณ เวลา t = 0.01 มีคาเปน -1 ณ เวลา t = 

0.03 และกลับมาเทากับศูนยอีกครั้งที่เวลา 0.04 วินาที

ดังแสดงในรูปท่ี 5 (b) โดยฟงกชั ่นของเวลานี ้ จะถูก

นำไปใชจำนวน 2 รอบ รวมระยะเวลาทั้งหมดของการ

วิเคราะห t = 0.08 วินาที  

ผลการวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบแรงกระทำ

ชั่วขณะของจุด A (รูปที่ 5 (a)) สำหรับความละเอียด

โครงตาขายจำนวน 4 ชุดดวยกัน ไดแก 334, 542, 829, 

1,525 เอลิเมนตหลายเหลี่ยมหรือ 866, 1,347, 1,991 

และ 3,518 โหนดตามลำดับ ไดแสดงไวในรูปที่ 11 จาก

รูปพบวา คาที่ไดจากการวิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิ

เมนตที่ความละเอียดต่ำ (รูปที่ 11 (a)) มีความแตกตาง

กับคาอางอิงอยางชัดเจนและความแตกตางน้ี จะลดลง

ตามจำนวนความละเอียดของโครงตาขายที ่เพิ ่มข้ึน

จนกระทั่งมีความสอดคลองกับผลเฉลยที่ใกลเคียงผล

เฉลยแมนตรงโดยไมมีความแตกตางกันอยางมีนัยสำคัญ

ที ่ความละเอียดของโครงตาขายขนาดสูงสุดสำหรับ

การศึกษาในครั้งน้ี (รูปท่ี 11 (d)) 

 

4. สรุปผลการศึกษา 

การวิเคราะหปญหาการสั่นสะเทือนแบบอิสระ

และแบบแรงกระทำสำหรับปญหาความเคนในระนาบ

สองมิติของคานเซลลูลารดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนตรูป

หลายเหลี่ยมแบบแบงโดเมนยอยตามจำนวนดานของเอ

ลิเมนตหลักรูปหลายเหลี ่ยมไดถูกนำเสนอในครั ้งน้ี 

ผลล ัพธ ท ี ่ ได จากการใชโปรแกรมไฟไนทเอลิเมนต 

ABAQUS ที่มีโครงตาขายขนาดเล็กจำนวนที่มากพอถูก

ใชเปนคาอางอิงแทนผลเฉลยแมนตรงที่ไมสามารถหาได

จากการวิเคราะหโดยตรง การโกงตัวของจุด A เมื่อทำ

การวิเคราะหแบบสถิตยศาสตรดวยสมูทไฟไนทเอลิ

เมนตท่ีโครงตาขายละเอียดสุดมีความแตกตางกับคาจาก

ผลเฉลยท ี ่ ใกล  เค ียงผลเฉลยแม นตรงเพ ียง 1.3 

เปอรเซนต 

สำหรับการวิเคราะหการสั่นสะเทือนแบบอิสระ 

ความถี ่ธรรมชาติหกลำดับแรกและรูปรางโหมดมีคา

สอดคล องก ับค าอ างอ ิงโดยม ีความแตกต างของ

คาความถี่ธรรมชาติลำดับแรกที่ความละเอียดโครงตา

ขายมากสุดเพียง 0.73 เปอรเซ็นต ความแตกตางท่ี

เกิดขึ้นเมื่อโหมดรูปรางมีคาสูงขึ้นนั้น พบวาไมมีความ

แตกตางกันอยางมีนัยสำคัญ รูปรางโหมดท่ีสอดคลองกับ

ความถี่ธรรมชาติที่ไดทั้งหมด สอดคลองกับสภาพของ

คานที่สามารถเกิดขึ้นไดจริง ในสวนของการวิเคราะห
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แบบแรงกระทำนั้น การเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง ณ จุด A ท่ี

ไดจากสมูทไฟไนทเอลิเมนตในครั้งนี้ มีความสอดคลอง

กับคาท่ีใชในการอางอิงเปนอยางดี ความแตกตางของคา

ดังกลาวเมื่อเทียบกันตามความละเอียดของโครงตาขาย

นั้นพบวามีคานอยและสามารถละเลยได ผลของการ

วิเคราะหทั้งหมดนี้ ทำใหสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบรูป

หลายเหลี่ยมที่มีการแบงโดเมนยอยออกเปนเอลิเมนต

สามเหลี่ยมตามจำนวนดานของเอลิเมนตหลักรูปหลาย

เหลี่ยมน้ี เปนอีกทางเลือกหนึ่งสำหรับการวิเคราะหเชิง

ตัวเลขซึ ่งใหคาความแมนยำของผลลัพธสูงและควร

ทำการศึกษาเปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพของวิธีน้ีกับวิธี

วิเคราะหเชิงตัวเลขอ่ืน ๆ ตอไป 

 

 
  

รูปท่ี 11 การเปลี่ยนตำแหนง ณ จุด A (a) โครงตาขายขนาด 334 (b) โครงตาขายขนาด 542 (c) โครงตาขายขนาด 

829 และ (d) โครงตาขายขนาด 1,525 
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