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บทคัดยอ  
  การวิเคราะหดวยระเบียบวิธไีฟไนตเอลิเมนต   โดยที่ใหคาความ 
คลาดเคลื่อนกระจายออกไปเทาๆ กันตลอดทั้งโดเมนของปญหา จะทําให
ไดผลเฉลยที่ดีที่สุดเมื่อเทียบกับโครงขายที่มีระดับขั้นความเสรีเทากัน แต
การที่จะใหผลเฉลยเขาใกลคาที่ถูกตอง  จําเปนตองปรับปรุงคุณภาพโครง 
ขายใหมีความตอเนือ่งและมีขนาดชิ้นสวนที่เหมาะสม ซึ่งตองใชเวลาและ
แรงงานจํานวนมาก ในการเตรียมขอมูลเพื่อทําการวิเคราะหแตละคร้ัง 
ดังนั้น จึงไดมีการพัฒนาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวน
อัตโนมัติขึ้น ปจจุบันไดมีการนําเอาวิธีการปรับเรียบเชิงมุมมาใชเพื่อ
ปรับปรุงใหโครงขายมีรูปรางและขนาดชิ้นสวนที่ดีขึ้น ทวาผลที่ไดยังไม
เปนที่นาพอใจ เนื่องจากชนิดของชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะหมีพฤต-ิ 
กรรมที่ไมยืดหยุน ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงไดทําการปรับปรุงคุณสมบัติ
ของชิ้นสวนใหมีพฤติกรรมยืดหยุนมากขึ้น  โดยเปลี่ยนจากชิ้นสวนสาม 
เหลี่ยมชนิดความเครียดคงที่ เปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิดความเครียดเชิง
เสน จากปญหาตัวอยางที่ไดทําการศึกษาเปรียบเทียบ พบวาจํานวนระดับ
ขั้นความเสรีสามารถลดลงไดประมาณ 3 - 30 เทา โดยที่มีความคลาด 
เคลื่อนสัมพัทธใกลเคียงกัน ในขณะทีเ่วลาในการคํานวณนอยลงไดประ- 
มาณ  3 - 300 เทา ดังนั้นในงานวิจัยนี้ไดแสดงใหเห็นวา โปรแกรมไฟ
ไนตเอลิเมนตที่นําเสนอสามารถคํานวณหาผลเฉลยของปญหาในระนาบ
ไดอยางมีประสิทธภิาพและรวดเร็ว โดยลดเวลาที่ใชในการเตรียมขอมูล 
และการคํานวณไดเปนอยางมาก 
 
Abstract 

 Given the same number of degrees of freedom ( DOF ) for a 

problem, an analysis employing the finite element method gives the 

best solution when errors are uniformly distributed over the whole 

domain. To obtain better solutions with minimum effort of data 

preparation and less computation time, an automatic adaptive 

remeshing technique is being developed. To date, a mesh improvement  

procedure, angle – based smoothing technique has already been 

incorporated into a finite element analysis program. Numerical analysis 

with benchmark  plane stress problems utilizing such approach showed 

satisfactory results.  However, due to the use of the constant strain 

triangular element (CST), the computation time required is still 

ineffective.  In this research, a better element type, the linear strain 

triangular element (LST) is used. It has been found that, from the 

selected examples having the same constraints, the LST approach can 

reduce the total DOF by approximately 3-30 times. The calculation 

time, as a consequence, can be reduced by about 3-300 times. Thus, it 

has been shown that the proposed finite element program can quickly 

and effectively solve a plane problem with a minimum effort of data 

preparation and computation time. 

 
1. บทนํา 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีการวิเคราะหปญหาที่นิยมใช
กันมากในทางวิศวกรรม เพราะสามารถประยุกตใชกับปญหาตางๆได
หลายประเภท รวมถึงปญหาที่มีความสลับซับซอนมาก โดยความแมน
ของผลเฉลยขึ้นอยูกับแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ใช  และขนาดของชิ้น 
สวนที่ประกอบกันขึ้นเปนโครงขายของปญหานั้นๆ ยิง่แบบจําลองทาง
คณิตศาสตรมีความสอดคลองกับพฤตกิรรมของปญหามากเทาไร ความ
แมนในการเปนตัวแทนของชิ้นสวนก็จะดีมากขึ้นเทานั้น ในขณะที่การ
เพิ่มจํานวนชิ้นสวน ซึ่งเปนการลดขนาดของชวงประมาณ จะชวยลดคา
ความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยไดในการวิเคราะหปญหาหนึ่งๆโดยโปร 
แกรมไฟไนตเอลิเมนตที่กําหนดให การเพิ่มความแมนของผลเฉลยมักจะ
นิยมใชวิธีการเพิ่มจาํนวนชิ้นสวน ไดแกการใชชิ้นสวนขนาดเล็กในพื้นที่
ที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง และใชชิ้นสวนขนาดใหญในบริเวณ
ที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยนอย ซึ่งการที่จะสรางชิ้นสวนใหได
ลักษณะดังกลาวนี้ จําเปนตองมีการเตรียมขอมูลและทําการคํานวณหลาย
รอบ จนกวาผลเฉลยจะลูเขาสูคาทีเ่ชื่อถือได ดังนั้นกระบวนการสรางและ
ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติจึงเขามามีบทบาทในการวิเคราะหปญหาดวย
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ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยมีเปาหมายเพื่อลดปริมาณการเตรียม
ขอมูลใหนอยที่สุด แตใหผลลัพธที่มีคาความคลาดเคลือ่นอยูในเกณฑที่
ตองการอยางรวดเร็ว ในบทความนี้ไดนําเสนอโปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนตที่จะวิเคราะหปญหาในระนาบแบบรวดเดียวจบ และความแมนของ
ผลเฉลยมีความคลาดเคลื่อนสัมพัทธอยูในเกณฑกําหนด โดยจะพัฒนา
จากโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดชิ้นสวนอัตโนมัติ [1-2] โดย
จะพัฒนาใหมีประสิทธิภาพในขั้นตอนการวิเคราะหดีขึ้น  โดยเอาชิ้นสวน 
สามเหลี่ยมชนิดความเครยีดเชิงเสน มาใชแทนชิ้นสวนสามเหลี่ยมชนิด
ความเครียดคงที ่ สวนการสรางชิ้นสวนสามเหลี่ยมจะใชวิธีการตัดทอน
เปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเน (Delaunay Triangulation) รวมกับวิธีการ
ปรับเรียบเชิงมุม (angle-based smoothing) เพื่อชวยปรับปรุงใหโครงขาย
มีรูปรางและขนาดของชิ้นสวนที่ดีขึ้น 
 

2. ทฤษฏีท่ีใชในงานวิจัย 
2.1 การสรางโครงขายชิ้นสวน 
      ในงานวิจัยนี้เลอืกใชการสรางโครงขายชิ้นสวนดวยวธิีการตัด
ทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเน (Delaunay Triangulation)[3]  ซึ่งเปน
การเชื่อมโยงจุดตางๆเปนโครงขายสามเหลี่ยมรูปรางดีที่ไมมีการซอนทับ
กัน โดยมีหลักวาในการเลือกจุดที่ใชเปนจุดยอดของสามเหลี่ยมจะตอง
เปนจุดที่สรางวงกลมผานจุดยอดทั้งสามไดโดยไมมีจุดใดๆอยูภายใน ซึ่ง
ในการสรางโครงขายชิ้นสวนทําได  โดยการกําหนดฐานของสามเหลี่ยม
จากเสนขอบของปญหา แลวเลือกจุดที่ใหวงกลมที่มีรัศมีเล็กที่สุดจากจุด
ทั้งหมดโดยรอบเปนจุดยอดของสามเหลี่ยม ก็จะไดสามเหลี่ยมหนึ่งรูป
และเสนฐานสําหรับสรางสามเหลี่ยมเพิ่มขึ้นอีกสองเสน จากนั้นเลือกจุด
ในลักษณะเดิมกับเสนฐานใหมจนกระทั่งสามารถสรางสามเหลี่ยมไดเต็ม
พื้นที่ที่ตองการ 
       สําหรับการเพิ่มจุดที่ใชในการสรางสามเหลี่ยมดวยวิธกีารตัด
ทอนเปนรูปสามเหลี่ยมเดอลอเน จะเลือกการสรางจุดตามแนวทางของ 
Weatherill   และคณะ [4]      ซึ่งกําหนดใหมีการเพิ่มจุดที่กึ่งกลางของสาม 
เหลี่ยมที่มีอยูแลว โดยจุดที่เพิ่มเขาไปตองมีระยะหางจากจุดขางเคยีงไม
นอยกวาระยะที่กําหนดซึ่งสามารถนําขนาดของชิ้นสวนที่คํานวณได มา
เปนตัวกําหนด ก็จะไดโครงขายชิน้สวนที่ขนาดของชิ้นสวนสอดคลอง
กับความคลาดเคลือ่นของปญหาตามตองการ 
 

2.2 การปรับปรุงคุณภาพโครงขายชิ้นสวน 
  เปาหมายหลักของการปรับปรุงคุณภาพโครงขายชิ้นสวนคือการ
พยายามทําใหชิ้นสวนที่พิจารณา มีดานทุกดานเทากันใหไดมากที่สุดและ
มีความตอเนื่องกันทั่วทั้งโครงขาย วธิีการปรับปรุงคุณภาพโครงขายที่ใช
ในงานวิจัยนี้  ประกอบดวยการจัดระเบียบชิ้นสวนใหมซึ่งเปนการปรับ 
ปรุงดานคุณภาพรูปรางของชิ้นสวน (shape improvement) โดยใชวิธีที่
เรียกวาการผอนปรนโครงขาย  (mesh relaxation) [5]   ซึ่งจะเปนการปรับ 

ปรุงรูปรางชิ้นสวนดวยการสลับขอบของชิ้นสวนที่ติดกัน   โดยใหความ 
สําคัญกับขอบของชิ้นสวนแตละอันแตกตางกันไปตามเงื่อนไขที่กําหนด 
แลวทําซ้ําไปเรื่อยๆ จากขอบของชิน้สวนที่วิกฤตมากสลับกับการปรับ
เรียบซึ่งเปนการปรับตําแหนงจุดตอดวยวิธีการปรับเรียบเชิงมุม (angle-

based smoothing) [6]     โดยจะพยายามปรับขนาดมุมที่อยูบนจุดยอดสาม 
เหลี่ยมดานที่ติดกันใหมีขนาดเทากัน ทําใหสามารถควบคุมมุมที่มีขนาด
ใกลเคียงศูนย หรือ 180 องศาใหมีจํานวนลดลงได สงผลใหชิ้นสวนมี
รูปรางดีและมีความตอเนื่องเพิ่มมากขึน้ การวิเคราะหคาคลาดเคลื่อนของ
ปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลเิมนตจึงมีความถูกตองมากขึ้นดวย 
 

2.3 ความคลาดเคลื่อน 
 ความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงไดแกผลตางระหวางคาหนวย
แรงที่ไดจากวิธีการวิเคราะหดวยระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับคาผล
เฉลยแมนตรง  ดังแสดงในสมการ (2 .3.1) 
 

  (2.3.1) 
 

โดยที่       คือ ความคลาดเคลือ่นของหนวยแรง ,       คอื คาหนวยแรง
แมนตรง ,         คือ คาหนวยแรงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลเิมนต 

แตเนื่องจากในกระบวนการปรับขนาดชิ้นสวน คาหนวยแรง
แมนตรงของปญหายังไมทราบลวงหนา จึงยังไมสามารถหาความคลาด 
เคลื่อนตามสมการ (2.3.1) ไดโดยตรง ดังนั้นในงานวิจัยนี้จะใชคาหนวย
แรงที่ตําแหนงเกาสรอบจุดตอนั้น ซึ่งถือวาเปนคาที่มคีวามถูกตองกวา
ตําแหนงอื่นๆ รวมกับวิธีการฟนตัวเปนหยอม (patch recovery) [7-12] ใน
การประมาณคาหนวยแรง ณ จุดตอตางๆในโครงขายใหมีความแมนยํา
ขึ้น จากนั้นจะทําการประมาณคาหนวยแรงที่แมนยํากวา (     )  โดยวิธี
กําลังสองนอยสุด ดังมีรายละเอียดตอไปนี้ 

ใหหนวยแรงที่แมนยํากวา (  ) เปนหนวยแรงที่ไดจากการ
ประมาณคาจากตําแหนงเกาสซึ่งอยูในรูปของพหุนามดังสมการ (2.3.2) 
 
 (2.3.2 a.) 

 
 (2.3.2 b.) 
 
โดยที่             คือ ฟงกชันฐาน ( base function ) อยูในรูปตัวแปรของพหุ
นาม                                       ,              คือ คาคงตัวของพหุนามที่ตองการ
คํานวณหา   

หลักการของวิธีกําลังสองนอยสุดคือการหาคาคงตัว  เพื่อให
หนวยแรงโดยประมาณมีความแตกตางจากจุดที่ประมาณมานอยที่สุด 
หรืออีกนัยหนึ่งก็คือเศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหว
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หนวยแรงโดยประมาณและหนวยแรงที่ตําแหนงเกาส             มีคานอย
สุด ซึ่งสามารถแสดงไดดังในสมการ  (2.3.3) 
 (2.3.3) 
 

โดยที่        คือ คาพิกัดที่จดุเกาส ,         คือ จํานวนจุดเกาสรอบจุดตอ 
 ในการหาคาคงตัว    เพื่อใหไดเศษตกคางต่ําสุด  ทําไดโดย
กําหนดคาอนุพันธของเศษตกคางใหเทากับศูนย โดยหาอนุพันธเทียบกับ
คาคงตัวแตละตัว  จะไดสมการซึ่งมีจํานวนเทากับจํานวนของคาคงตัว
ดังนี้ 

 

 (2.3.4) 
 

เนื่องจากในงานวิจยันี้ชิ้นสวนที่ใชเปนชิ้นสวนสามเหลี่ยมความ 
เครียดเชิงเสน ดังนั้นจึงเลือกใชฟงกชันพื้นฐานเปนพหุนามกําลังสอง 
โดยเลือกใช                                             

หลังจากไดคาหนวยแรงที่แมนยํากวาที่จุดตอทุกจุดแลว จะทํา
การประมาณคาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆในชิ้นสวนดวยฟงกชันสัณฐาน 
( shape  function ) เชนเดียวกับที่ใชในการหาคาการกระจัดในระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตดงัแสดงในสมการ (2.3.5) 

 
 (2.3.5) 

 
โดยที่         คือ หนวยแรงที่แมนยํากวาตําแหนงจุดตอ ,         คือ หนวย
แรงที่แมนยํากวาที่ตําแหนงใดๆ ,      คือ ฟงกชันสัณฐานในระเบียบไฟ
ไนตเอลิเมนต 
 จากนั้นสามารถคํานวณหาคาคลาดเคลื่อนของหนวยแรงในแต
ละชิ้นสวนได แตเนื่องจากหนวยแรงที่ไดมีลักษณะเปนเวคเตอรซึ่งไม
สะดวกในการใชงาน ในงานวิจัยนี้จึงเลือกใชนอรมชนิดแอลทูนอรม ( L2 

norm ) ในการเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนตางๆ ดังแสดงในชุดสมการ 
(2.3.6)  
 
 
 
 
 
 
 , 

    
 , 

   
 (2.3.6) 

โดยที่            คือ แอลทูนอรมของความเคนเฉพาะที่ในชิ้นสวน ,                                      
            คือ แอลทูนอรมของความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในชิ้นสวน ,             
            คือ แอลทูนอรมของความเคนรวม ,           คือ แอลทูนอรมของ
ความคลาดเคลื่อนรวม ,        คือจํานวนชิ้นสวนในระบบ ,       คือ 
ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม ,       คือ โดเมนของความคลาด 
เคลื่อนหรือหนวยแรงที่พิจารณา 
 
2.4 การประมาณขนาดของชิ้นสวน 
 เนื่องจากความคลาดเคลื่อนแปรตามขนาดของชิ้นสวนยกกําลัง
ดวยกําลังของพหุนามในฟงกชันฐาน ดังนั้นจึงสามารถคํานวณหาขนาด
ของชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลือ่นเทากับความคลาดเคลือ่นที่ยอมใหจาก
ขนาดของชิ้นสวนและความคลาดเคลือ่นในปจจุบัน ไดดังแสดงใน
สมการ (2.4.1) 
 
 (2.4.1) 

 
โดยที่        คือ ระดับขั้นของพหุนามในฟงกชันฐานคอื 2 ,           คือ 
ขนาดของชิ้นสวนที่จะสรางขึ้นใหม ,         คือ ขนาดของชิ้นสวนใน
ปจจุบัน ,        คือ ความคลาดเคลื่อนที่ยอมให ,            คือ ความคลาด
เคลื่อนในปจจุบัน (         ) 
 จากขอเท็จจริงที่วาจุดที่ความคลาดเคลือ่นรวมมีตําแหนงเหมาะ-
สมสุด ( optimal ) เปนจุดที่ความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่มขีนาดเทากันใน
ทุกๆบริเวณ ดงันั้นในการหาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหในแตละชิ้น 
สวนเพื่อใชในสมการ (2.4.1) จึงไดจากการเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนที่ยอม
ใหรวม ดังแสดงในสมการ (2.4.2) 
 
 (2.4.2) 

 
โดยที่           คือ ความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหในแตละชิ้นสวน ,        คือ 
ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมใหของโครงขาย 
 เมื่อคํานวณหาขนาดของชิ้นสวนที่จะสรางขึ้นใหมไดแลวก็จะทํา
การเพิ่มจุดตอและสรางโครงขายชิ้นสวนใหมตอไป จากนั้นก็จะทําการ
วิเคราะหซ้ําในกระบวนการเดิมดังที่กลาวมาแลวจนกระทั่งความคลาด 
เคลื่อนสัมพัทธโดยรวม (    ) นอยกวาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให
ของโครงขาย (    ) โปรแกรมจึงหยุดทํางาน 
 
3. ตัวอยางการคํานวณเชิงเลข 
 ในงานวิจัยนี้เลือกใชปญหาคานชวงเดียวมีชองเปดรับแรงกระทํา
แบบสม่ําเสมอ เปนปญหาที่ใชทดสอบประสิทธิภาพที่ดขีึ้นของงานวิจยันี้
จากงานวิจัยเดิม ซึง่เปนปญหาที่ไมสามารถหาคาผลเฉลยแมนตรงไดและ




