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บทคดัย่อ 

งานวิจัยนีม้ีวัตถุประสงค์เพ่ือน าเสนอการประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์ส าหรับการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผ่นพื้นท่ีมี
พฤติกรรมอยู่ ในช่วงอีลาสติกโดยมีลักษณะทรงเรขาคณิตและเง่ือนไขขอบเขตแบบท่ัวไป ตามหลักทฤษฎีผกผัน ระนาบ 
อินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังก์ชันการโก่งตัว การหมุนตัว และแรงภายใน (แรงเฉือน โมเมนต์ดัด และโมเมนต์บิด) ณ จุดท่ีพิจารณา 
สามารถสร้างได้โดยการหาผลเฉลยของสมการอนุพันธ์จากทฤษฎีการดัดของแผ่นบางท่ีถกูกระท าด้วยแรงซิงกูลาริตีท่ี้เกี่ยวข้อง ณ 
จุดท่ีพิจารณาน้ัน ดังน้ันระนาบอินฟลูเอนซ์สามารถสร้างได้โดยก าหนดตัวด าเนินการทางดิฟเฟอเรนเชียลท่ีเหมาะสมกับแรง 
ซิงกูลาริตี ้ด้วยจุดเด่นของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ท าให้การหาผลเฉลยของปัญหาการดัดของแผ่นบางท่ีถูกกระท าด้วยแรงซิงกูลาริตี ้
สามารถท าได้อย่างมีประสิทธิภาพโดยปราศจากความยุ่งยาก โดยเฉพาะอย่างย่ิง สามารถได้ความถูกต้องแม่นย าท่ีดีเ ยี่ยมโดยใช้
กระบวนการค านวณท่ีเลก็น้อย หลากหลายตัวอย่างและผลการค านวณเชิงเลขได้ถูกน าเสนอเพ่ือตรวจสอบและยืนยันความถูกต้อง 
การประยกุต์ใช้และประสิทธิผลของวิธีท่ีน าเสนอคร้ังนี ้  
ค าส าคญั  : วธีิบาวดารีเอลิเมนต,์ แรงซิงกลูารีต้ี, ระนาบอินฟลูเอนซ์, ทฤษฎีผกผนั, แผน่บาง 

 
ABSTRACT 

This paper presents the application of Boundary Element Method for construction of influence surfaces of elastic plates with 
general geometries and boundary conditions.  According to the reciprocal theorem, the influence surfaces of the particular 
functions such as the deflection, rotation and stress resultants ( shear forces, bending moments and twisting moments)  at the 
observation point can be obtained from the solution of the governing differential equation of plate bending subjected to a 
generalized load singularity applied at that point.  Then the involving influence surface can be obtained by employing the 
pertaining linear differential operator to the generalized load singularity.  With the merit of Boundary Element Method, the 
solution of plate bending subjected to a generalized load singularity can be solved efficiently without difficulty .  Furthermore, 
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excellent accuracy with low computational effort is attained. Several numerical examples and results are presented to validate 
the accuracy, applicability as well as effectiveness of the proposed method. 
KEYWORDS: Boundary element method, generalized load singularity, Influence surfaces, Reciprocal theorem, Thin plates 
 
1.      บทน า   
 ในปัจจุบนัโครงสร้างแผน่พ้ืนเป็นส่วนหน่ึงของระบบโครงสร้างทางวศิวกรรม ซ่ึงมีการใชง้านในหลายดา้น อาทิ อาคาร ถนน 
และสะพาน เป็นตน้ แผ่นพ้ืนท่ีน าไปใชง้านนั้นสามารถพบได้ในหลากหลายลกัษณะเช่นกนั อาทิ แผ่นพ้ืนส่ีเหล่ียม แผ่นพ้ืนโคง้ 
แผ่นพ้ืนส่ีเหล่ียมดา้นขนาน และแผ่นพ้ืนวงกลม เป็นตน้ ซ่ึงการออกแบบโครงสร้างแผ่นพ้ืนดงักล่าวจ าเป็นตอ้งวิเคราะห์หาการ
ตอบสนองเม่ือมีแรงกระท าต่างๆ โดยเฉพาะเม่ือมีน ้ าหนักจรท่ีสามารถเปล่ียนต าแหน่งท่ีกระท าไดต้ลอดโครงสร้าง การหาการ
ตอบสนองท่ีส าคญัของโครงสร้าง อนัไดแ้ก่ การโก่งตวั แรงเฉือน และโมเมนตด์ดั ท่ีมีโอกาสเกิดค่าสูงสุดจึงเป็นส่ิงส าคญัในการ
ออกแบบโครงสร้างเพ่ือรับน ้ าหนกัจรดงักล่าว        
 ระนาบอินฟลูเอนซ์ (Influence surface) ของแผน่พ้ืนเป็นเคร่ืองมือท่ีช่วยในการวเิคราะห์หาค่าการตอบสนองส าหรับต าแหน่ง
ท่ีสนใจ (Observation point) บนแผ่นพ้ืน ซ่ึงมีหลกัการเดียวกับเส้นอินฟลูเอนซ์ (Influence line) ของคาน ประโยชน์ของระนาบ 
อินฟลูเอนซ์ของแผ่นพ้ืน คือ สามารถวิเคราะห์หาการตอบสนองสูงสุดส าหรับต าแหน่งท่ีสนใจ เช่น การโก่งตวั แรงเฉือน หรือ 
โมเมนตด์ดั รวมทั้งสามารถวเิคราะห์รูปแบบการวางน ้ าหนกัจรท่ีท าให้เกิดการตอบสนองสูงสุดนั้น ซ่ึงมีประโยชน์ในการออกแบบ
โครงสร้างแผน่พ้ืน  
 การวิเคราะห์พฤติกรรมและการตอบสนองของแผ่นพ้ืนดงักล่าวสามารถแบ่งออกเป็น 2 วธีิ คือ 1) วิธีเชิงวิเคราะห์ และ 2) วิธี
เชิงเลข ในส่วนวิธีเชิงวิเคราะห์จะมีขอ้จ ากดัท่ีสามารถวิเคราะห์ปัญหาแผ่นพ้ืนท่ีมีรูปร่างและน ้ าหนกัท่ีกระท าแบบง่ายไม่ซบัซอ้น
เท่านั้น ในขณะท่ีวธีิเชิงเลขสามารถลดขอ้ดอ้ยน้ีโดยวเิคราะห์ปัญหาแผน่พ้ืนท่ีมีลกัษณะซบัซอ้นได ้การวเิคราะห์วธีิเชิงเลขท่ีนิยมใช้
กนัในปัจจุบัน คือ วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ ซ่ึงแต่ละวิธีสามารถวิเคราะห์ระนาบอินฟลูเอนซ์ไดเ้ช่นกนั แต่
ขั้นตอนการด าเนินงานมีความแตกต่างกนัออกไป วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มีขอ้ดอ้ยในการแกปั้ญหาท่ีจุดซิงกูลาร์ซ่ึงท าไดยุ้ง่ยาก และ
ตอ้งแบ่งออกเป็นอีกกรณีเพ่ือให้ได้ค  าตอบ ในทางกลบักันวิธีบาวดารีเอลิเมนต์สามารถแก้ปัญหาท่ีจุดซิงกูลาร์ได้ง่าย โดยใช้
ฟังก์ชนัดิแรกเดลตา้ (Direc delta function) ท าให้ไดค้  าตอบสุดทา้ยท่ีมีความสอดคลอ้งมากข้ึนและยงัไดค้  าตอบใกลเ้คียงกบัวิธีเชิง
วเิคราะห์อีกดว้ย  
      ในงานวิจยัน้ีไดศึ้กษาการวิเคราะห์ระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผ่นบางภายใตก้ารเสียรูปนอ้ยและเป็นแผ่นพ้ืนท่ีมีพฤติกรรมแบบ
ยืดหยุ่น วสัดุมีความเป็นเน้ือเดียวกันตลอดหน้าตัด โดยงานวิจัยน้ีจะประยุกต์ใช้ทฤษฎีผกผนั (Reciprocal theorem) ร่วมกับ
กระบวนการของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ในการสร้างสมการบาวดารีอินทิกรัล ซ่ึงลกัษณะเด่นของงานวิจยัน้ี คือ การสร้างระนาบ 
อินฟลูเอนซ์ของแผน่บางโดยลดกระบวนการค านวณ จากโดยทัว่ไปท่ีจะตอ้งท าการค านวณแบบซ ้ าๆกนัโดยเคล่ือนน ้ าหนกัจรขนาด
หน่ึงหน่วยไปตลอดทั่วแผ่นบาง ในขณะท่ีงานวิจัยน้ีจะสามารถสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ในการค านวณเพียงคร้ังเดียว โดย
ก าหนดให้ฟังกช์นัซิงกลูาริต้ีแบบดิแรกเดลตา้ท่ีเก่ียวขอ้งกระท า ณ ต าแหน่งท่ีพิจารณาสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ อีกทั้งดว้ยขอ้ดีของ
วิธีบาวดารีเอลิเมนต์ท่ีจะให้ค  าตอบท่ีมีความถูกต้องแม่นย  าสูงและมีการแบ่งเอลิเมนต์เฉพาะท่ีขอบเขตของแผ่นบางเท่านั้ น 
นอกจากน้ียงัสามารถวเิคราะห์แผน่พ้ืนท่ีมีรูปร่างแบบซบัซอ้นไดโ้ดยสะดวก จึงท าใหว้ธีิท่ีน าเสนอในงานวจิยัน้ีมีความเหมาะสมใน
การประยกุตใ์ชใ้นการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ 
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2.  งานวจิยัทีเ่กีย่วข้อง 
ในงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัการวเิคราะห์ระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผน่บาง ไดมี้งานวจิยัศึกษามาแลว้ดงัน้ี 

       Pucher [1] ไดส้ร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผ่นพ้ืนส่ีเหล่ียม แผ่นพ้ืนวงกลม และ แถบแผ่นพ้ืน (Plate Strips) ซ่ึงใชท้ฤษฎี 
เชิงวเิคราะห์ในการค านวณหาระนาบอินฟลูเอนซ์แลว้มาเปรียบเทียบผลท่ีไดจ้ากทฤษฎีการดดัของแผน่พ้ืน 

Palmer [2] ไดใ้ชว้ธีิเชิงวเิคราะห์สร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับแผน่พ้ืนน ้ าแขง็ท่ีลอยอยูบ่นน ้ า โดยประยกุตใ์ชท้ฤษฎีการดดั
ของแผ่นพ้ืนท่ีวางบนฐานรองรับแบบยืดหยุน่ งานวจิยัน้ีไดเ้นน้ในการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนตด์ดัและแสดงตวัอยา่ง
การประยกุตใ์ชใ้นการหาค่าโมเมนตด์ดัสูงสุดเม่ือมีแรงกระท าแบบกระจายสม ่าเสมอ  
 Memari และ West [3] ไดน้ าระนาบอินฟลูเอนซ์ไปใชก้บัการออกแบบสะพานเพ่ือหาค่าแรงภายในสูงสุดโดยแนะน าวิธีไฟ
ไนตเ์อลิเมนตแ์บบ 3 มิติในการวเิคราะห์ และใชว้ธีิ Adjoint เพ่ือก าหนดสมัประสิทธ์ิอินฟลูเอนซ์ส าหรับออกแบบสะพาน งานวจิยัน้ี
แสดงตวัอยา่งการประยกุตห์าค่าแรงภายในสูงสุดท่ีเกิดข้ึนจากรถบรรทุกกระท ากบัโครงสร้างสะพาน 
 Cifuentes และ Paz [4] ไดเ้สนอกระบวนการท่ีง่ายในการสร้างเส้นอินฟลูเอนซ์ส าหรับโครงถกั คานและระนาบอินฟลูเอนซ์
ส าหรับแผน่พ้ืน ดว้ยวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์ซ่ึงประยกุตโ์ดยใชห้ลกัการ Muller-Breslau  

Orakdögen [5] ไดส้ร้างเส้นอินฟลูเอนซ์และระนาบอินฟลูเอนซ์โดยวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ ซ่ึงเร่ิมจากการก าหนดเอลิเมนตเ์มท
ริกซ์ของแรงโดยใชก้ฎของ Betti และสมการในกระบวนการวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์วธีิท่ีน าเสนอสามารถประยกุตใ์ชก้บัเอลิเมนตแ์บบ
ต่างๆไดส้ะดวกมากข้ึน 

Razouki และ Al-Ani [6] ได้ศึกษาระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนต์ดัดไปใช้วิเคราะห์กับแผ่นพ้ืนคอนกรีต โดยใช้วิธีเชิง
วเิคราะห์ในรูปแบบอนุกรมคู่ฟูริเยร์ของทฤษฎีแผน่บางแบบการเสียรูปนอ้ย งานวิจยัน้ีสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์แบบตรงไปตรงมา 
โดยการวางน ้ าหนกัหน่ึงหน่วยไปท่ีต าแหน่งต่างๆของแผน่พ้ืน ดงันั้นจึงตอ้งใชก้ระบวนการค านวณท่ีค่อนขา้งมาก 

Silva Almeida และ Oliveira Neto [7] ได้เสนอการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของการเคล่ือนท่ีและโมเมนต์ดัดด้วยวิธี 
บาวดารีเอลิเมนต์ โดยใช้เอลิเมนต์ท่ีขอบเป็นพหุนามก าลงัสองหรือขอบแบบโคง้ งานวิจยัน้ีใชว้ิธีการวางแรงหน่ึงหน่วยไปท่ี
ต าแหน่งต่างๆ ทัว่แผ่นพ้ืนเพ่ือค านวณค่าการตอบสนองท่ีสนใจ จากนั้นน าค่าดงักล่าวมาสร้างเป็นระนาบอินฟลูเอนซ์โดยใชว้ิธี 
Least square ดงันั้นงานวจิยัน้ีจึงใชก้ระบวนการค านวณค่อนขา้งมาก 

Jepsen [8] ไดเ้สนอการสร้างเส้นอินฟลูเอนซ์และระนาบอินฟลูเอนซ์โดยใชพ้ื้นฐานของหลกัการ Müller-Breslau และแนวคิด
จากการใส่แรงท่ีโหนดท่ีสอดคลอ้งกบัความไม่ต่อเน่ืองของการเคล่ือนท่ี (Consistent nodal forces) ซ่ึงจะมีความคลา้ยคลึงกบังาน
ของ Orakdögen [5] แต่งานวจิยัน้ีไดป้รับปรุงใหมี้ประสิทธิภาพมากข้ึน 

จากงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้ง พบวา่เป็นการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ดว้ยหลากหลายวธีิ ทั้งวิธีเชิงวิเคราะห์ [1, 2, 6] ซ่ึงมีขอ้จ ากดัท่ี
สามารถวิเคราะห์แผน่พ้ืนแบบง่ายเท่านั้น วธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์[3, 4, 5, 8] ซ่ึงตอ้งท าการแบ่งเอลิเมนตภ์ายในโดเมน และวิธีบาวดารี
เอลิเมนต ์[7] ซ่ึงยงัมีขอ้จ ากดัท่ีตอ้งใชก้ระบวนการค านวณแบบซ ้ าๆ โดยการเคล่ือนน ้ าหนกับรรทุกจรขนาดหน่ึงหน่วยไปตลอดทัว่
แผ่นพ้ืน ดงันั้นงานวิจยัท่ีน าเสนอคร้ังน้ีจะเป็นการลบขอ้ดอ้ยเหล่าน้ี คือ สามารถสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผ่นบางท่ีมีรูปร่าง
และเง่ือนไขขอบเขตแบบซับซ้อนได้และมีความถูกตอ้งแม่นย  าสูง โดยท าการแบ่งเอลิเมนต์เฉพาะท่ีขอบเขตเท่านั้น อีกทั้ งไม่
จ าเป็นตอ้งใชก้ระบวนการค านวณซ ้ าๆในการเคล่ือนน ้ าหนกับรรทุกจรขนาดหน่ึงหน่วยไปตลอดทัว่แผน่พ้ืนจึงสามารถลดขั้นตอน
การค านวณไดม้าก 
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3.      ระเบียบวธีิวจิยั 
ในส่วนน้ีจะแสดงการน าสมการอนุพนัธ์จากทฤษฎีการดดัของแผน่บางมาแปลงใหอ้ยูใ่นรูปของสมการบาวดารีอินทิกรัล และ

น าไปประยกุตใ์ชใ้นการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผน่บาง โดยมีรายละเอียดดงัน้ี 
3.1  สมการอนุพนัธ์การดดัของแผ่นบาง 

สมการอนุพนัธ์ส าหรับปัญหาการดดัของแผน่บางสามารถเขียนไดด้งัน้ี 
 

 4 ( , ) ( , )D w x y f x y                                                  (1) 
 
     โดย ( , )w x y  คือ ระยะโก่งตวัของแผ่นบาง ( , )f x y  คือ ภาระ (Load) ท่ีกระท าต่อแผ่นบาง 4  คือ ตวัด าเนินการฮาร์มอนิกคู่ 
(Biharmonic Operator) ใน 2 มิติ โดยท่ี 
 

  
   

   

4 4 4
4

4 2 2 4
2

w w w

x x y y
                         (2) 

 
D  คือ ความแขง็เชิงดดั (Flexural Rigidity) ของแผน่บาง โดยท่ี 
 

  




3

212 1

Eh
D                                                              (3) 

 
โดย E  คือ โมดูลสัยดืหยุน่ (Modulus of Elasticity) h  คือ ความหนาของแผน่บาง และ   คือ อตัราส่วนปัวซอง (Poisson’s Ratio)
ส าหรับ โมเมนตด์ดั xM  yM  โมเมนตบิ์ด xyM  และแรงเฉือน xQ  yQ  ภายในแผน่บาง สามารถแสดงไดด้งัสมการ ดงัน้ี 
 


  
   
   

2 2

2 2x

w w
M D

x y
         (4) 


  
   
   

2 2

2 2y

w w
M D

y x
        (5) 

 


  
 

2

1xyM D
x y

        (6) 


  



2
xQ D w

x
        (7) 


  



2
yQ w

y
        (8) 

 
 ในขณะท่ีเง่ือนไขขอบเขตหรือท่ีรองรับของแผน่บางสามารถก าหนดได ้ดงัต่อไปน้ี 
ท่ีรองรับแบบธรรมดา (simple support)    
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 0, 0nw M         (9) 
ท่ีรองรับแบบยดึแน่น (fixed support) 


 


0, 0

w
w

n  
                   (10) 

ท่ีรองรับแบบอิสระ (free support)           
 0, 0n nV M                     (11) 

 

เม่ือ 


, , ( ), ( ), ( )
w

w V w M w T w
n

 คือ ระยะโก่งตวั ความชนั แรงเฉือน โมเมนตด์ดัและโมเมนตบิ์ดของท่ีรองรับ ตามล าดบั โดยท่ี 

 


  
   
   

2 2

2 2
M D

n t                     (12) 

 
   
   

2

(1 )T D v
n t                     (13) 


  
   
   

2 2

2 2
V D

n t                     (14) 

 
เม่ือ n t  คือ ระบบพิกดัฉากท่ีขอบเขตของแผน่บาง โดย n n  คือ แกนท่ีตั้งฉากกบัขอบเขต และ t   คือ แกนท่ีสมัผสักบัขอบเขต 
 
3.2     การประยุกต์ใช้สมการอนุพนัธ์การดดัของแผ่นบางในการสร้างระนาบอนิฟลูเอนซ์ 

ในหัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงสมการอนุพนัธ์ของแผ่นบางและการนิยามของระนาบอินฟลูเอนซ์พอสังเขป รวมถึงการน าสมการ
อนุพนัธ์ท่ีไดจ้ากทฤษฎีการดดัของแผน่บางไปประยกุตใ์ชก้บัการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของฟังกช์นัระยะโก่งตวั ฟังกช์นัโมเมนต์
ดดั ฟังกช์นัโมเมนตบิ์ด    และฟังกช์นัแรงเฉือน โดยการเร่ิมจากสมการอนุพนัธ์การดดัของแผน่บาง ซ่ึงไดก้ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 3.1 
ส่วนการให้ความหมายระนาบอินฟลูเอนซ์นั้นคือ ผงัวตัถุท่ีแสดงค่าฟังก์ชนัต่างๆ (ฟังก์ชันระยะโก่งตวั ฟังก์ชันโมเมนต์ และ
ฟังก์ชันแรงเฉือน) ณ ต าแหน่งท่ีพิจารณา (Observation point) เน่ืองจากการเปล่ียนต าแหน่งของภาระแบบจุดขนาด 1 หน่วย ท่ี
กระท าภายในแผ่นพ้ืน เม่ือได้ทราบนิยามของระนาบอินฟลูเอนซ์มาพอสังเขปแลว้ ล าดบัต่อไปจะเป็นการน าทฤษฎีผกผนั มา
ประยกุตใ์ชก้บัสมการอนุพนัธ์จากทฤษฎีการดดัของแผน่บางเพื่อใชส้ร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ ดงัน้ี 

จากทฤษฎีผกผนั เม่ือแรงซิงกลูาริต้ีหน่ึงหน่วย (Unit singularity) กระท าท่ี จุด Q  (รูปท่ี 1) จะสามารถเขียนสมการไดด้งัน้ี [9] 
 

   4D w P Q                        (15) 
 
เม่ือ   P Q  คือ ฟังก์ชันดิแรกเดลตา้ (Dirac delta function) ซ่ึงค าตอบ ( , )w x y จากสมการท่ี 15 คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของ
ฟังกช์นัระยะโก่งตวัของแผน่บางส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q  

ส าหรับระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนตด์ดั สามารถสร้างไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 
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  
  

          

2 2
4

2 2
D w P Q

x y
                                    (16) 

  
  

          

2 2
4

2 2
D w P Q

y x                                     (17) 

 

 
 

รูปที ่1  แนวคิดการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผน่บาง 
 

ซ่ึงค าตอบ ( , )w x y จากสมการท่ี 16 และสมการท่ี 17  คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของฟังก์ชนัโมเมนต์ดดั xM  และ yM  ตามล าดบั 
ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q   

ส าหรับระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนตบิ์ด สามารถสร้างไดจ้ากสมการ ดงัต่อไปน้ี 
 

    


       

2
4 1D w P Q

x y
                       (18) 

 
ซ่ึงค าตอบ ( , )w x y จากสมการท่ี 18 คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของฟังกช์นัโมเมนตบิ์ด xyM  ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q   
 ส าหรับระนาบอินฟลูเอนซ์ของแรงเฉือน สามารถสร้างไดจ้ากสมการ ดงัต่อไปน้ี 
 

 


      

4 2D w P Q
x                       (19) 

 


      

4 2D w P Q
y                       (20) 

 

X

Y

,Z w

h

Q

P

 Q P 



 y

x

Observation point

Arbitrary

boundary

conditions

O
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ซ่ึงค าตอบ ( , )w x y จากสมการท่ี 19 และสมการท่ี 20 คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของฟังก์ชันแรงเฉือน xQ  และแรงเฉือน yQ  
ตามล าดบั ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q        

จากสมการท่ี 15 ถึงสมการท่ี 20 จะพบวา่อยูใ่นรูปแบบสมการอนุพนัธ์ซ่ึงรับแรงเป็นฟังก์ชนัซิงกูลาริต้ีแบบดิแรกเดลตา้ ดว้ย
ขอ้ดีของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ท่ีสามารถหาค าตอบของปัญหาท่ีมีลกัษณะเป็นซิงกูลาริต้ีได้อย่างแม่นย  า มีความถูกตอ้งสูง และ
สามารถลดขนาดของปัญหาได ้ดงันั้นงานวิจยัน้ีจึงสร้างสมการบาวดารีเอลิเมนตส์ าหรับสมการอนุพนัธ์ท่ี 15 ถึงสมการอนุพนัธ์ท่ี  
20 เพ่ือน าค าตอบท่ีไดไ้ปสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ของฟังก์ชนัท่ีเก่ียวขอ้ง ซ่ึงลกัษณะเด่นของงานวิจยัน้ี คือ การค านวณหาระนาบ
อินฟลูเอนซ์จากการค านวณหา ( , )w x y  ในคราวเดียว ซ่ึงไม่ตอ้งใชว้ิธีค  านวณซ ้ าโดยการเคล่ือนน ้ าหนักแบบจุดขนาด 1 หน่วย
ตลอดแผน่พ้ืน  โดยรายละเอียดจะกล่าวในหวัขอ้ถดัไป   
 
3.3  วธีิบาวดารีเอลเิมนต์ (Boundary Element Method) 
       ในการประยุกตใ์ชว้ิธีบาวดารีเอลิเมนต ์เราจ าเป็นตอ้งทราบค าตอบพ้ืนฐาน (Fundamental solution) ของปัญหา ซ่ึงส าหรับ
ปัญหาการดดัของแผน่บาง ค าตอบพ้ืนฐานไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี [10] 
 

   4D u P Q                         (21) 
 
โดย u  คือ ค าตอบพ้ืนฐานของปัญหาการดดัของแผ่นบาง ซ่ึงสามารถหาไดโ้ดยเขียนสมการท่ี 21 ให้อยูใ่นระบบพิกดัขั้ว และจะ
พบวา่มีค่าดงัน้ี 
 


 2 21

ln
8

u r r
D

                                      (22) 

 
เม่ือ r  คือ ระยะห่างระหวา่งจุด P  ถึงจุด Q   
        สมการอนุพนัธท่ี์ 15 ถึงสมการอนุพนัธ์ท่ี 20 สามารถเขียนเป็นสมการอินทิกรัลไดด้งัน้ี [10] 
 

 
 

 



          
( ) ( )

, ,

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

L
i i

n n

l l

w P uV w wV u u M w w M u ds uT w wT u ub d                               (23) 

        
โดย  1  เม่ือ จุด P อยูภ่ายในโดเมน ( )P ,  0.5 เม่ือ จุด P อยูท่ี่ขอบเขต ( )P , 1 6i  และก าหนดให ้ 
 

 
 

     
(1) 1ub d u P Q d F                      (24) 

 

 
  

  
    
   

 
2 2

(2) 2

2 2
ub d u d F

x y
                     (25) 

 

 
  

  
    
   

 
2 2

(3) 3

2 2
ub d u d F

y x                      (26) 
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อยา่งไรก็ตาม เน่ืองจากปัญหาการดดัของแผน่บางจะมีตวัแปรท่ีไม่ทราบค่า 2 ตวัแปรท่ีขอบเขตเสมอ ดงันั้นเราจึงจ าเป็นตอ้งสร้าง
สมการอินทิกรัลเพ่ิมอีก 1 สมการ โดยพิจารณาให้จุด P  อยู่ท่ีขอบเขต ( )P แลว้หาอนุพนัธ์ของสมการท่ี 23 เม่ือเทียบกบั
เวคเตอร์ตั้งฉากหน่ึงหน่วย ( )ν ท่ีขอบเขตนั้น เราสามารถเขียนสมการไดด้งัน้ี 
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จากสมบติัของฟังกช์นัดิแรกเดลตา้ 
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เราสามารถค านวณโดเมนอินทิกรัลจากสมการท่ี 24 ถึงสมการท่ี 29 และสมการท่ี 31 ถึงสมการท่ี 36 ไดผ้ลดงัน้ี 
 
1 21

ln
8

F r r
D

                         (38) 



วิศวกรรมสารฉบับวิ จัยและพัฒนา   ปีที่ 30 ฉบับท่ี 2 เมษายน-มิถุนายน 2562 
Engineering Journal of Research and Development  Volume 30 Issue 2 April-June 2019 
 

 

 

Zulkiflee Dema1 Boonme Chinnaboon2* Somchai Chucheepsakul3                                                             | 15 

   2 2 2 2 21
2ln 3 2ln 3

8
x y y xF r r r r r r


       
                       (39) 

   3 2 2 2 21
2ln 3 2ln 3

8
y x x yF r r r r r r


       
                       (40) 

 4 1
1

4
x yF r r


                         (41) 

5 1

2

xrF
r

   (42) 
6 1

2

yr
F

r
   (43) 

  
และ 

 1 1
1 2ln

8
vF rr r

D



  (44) 

   2 1
2 2

4
v x y v x yF r r r r r r r r

r
  


     
                        (45) 

   3 1
2 2

4
v x y v x yF r r r r r r r r

r
  


     
                       (46) 

   4 2 21
1

4
y xF r r r 


                          (47) 

5

22

y v xr r r r
F

r







                         (48) 

6

22

x v yr r r r
F

r






 
   

 
                       (49) 

      
ดงันั้น จากสมการท่ี 38 ถึงสมการท่ี 49 พบวา่เราสามารถค านวณหาค่าแม่นตรงของโดเมนอินทิกรัลในสมการท่ี 24 ถึงสมการท่ี 29  
และสมการท่ี 31 ถึงสมการท่ี 36 โดยไม่จ าเป็นตอ้งท าการแบ่งแผน่บางออกเป็นโดเมนยอ่ย ซ่ึงน่ีคือลกัษณะเด่นของวธีิการค านวณท่ี
น าเสนอในงานวจิยัน้ี 
 จากนั้นเราสามารถใชก้ระบวนการค านวณตามวธีิบาวดารีเอลิเมนตต์ามปกติ [10] โดยใชส้มการท่ี 23 และสมการท่ี 30 ในการ
สร้างสมการเพ่ือค านวณหาค่าตวัแปรท่ีไม่ทราบค่าท่ีขอบเขตของแผ่นบาง จากนั้นเม่ือทราบค่าตวัแปรต่างๆท่ีขอบเขตของแผน่บาง
ทั้งหมดแลว้ เราสามารถหาค่าการโก่งตวั ( )( )iw P  จากสมการท่ี 23 เม่ือให้จุด ( , )P x y อยูภ่ายในโดเมน ( )P   ซ่ึง ( )( )iw P  คือ 
ระนาบอินฟลูเอนซ์ของฟังกช์นัต่างๆ ดงัน้ี 

(1)( , )w x y  คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของระยะโก่งตวัส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q  
(2)( , )w x y  คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนตด์ดั xM  ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q   
(3)( , )w x y  คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนตด์ดั yM ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q   
(4)( , )w x y  คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนตบิ์ด xyM  ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q   
(5)( , )w x y  คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของแรงเฉือน xQ  ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q        
(6)( , )w x y  คือ ระนาบอินฟลูเอนซ์ของแรงเฉือน yQ y

Q  ส าหรับท่ีจุดพิจารณา Q        
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 ดงันั้นจะพบว่าการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์โดยใชว้ิธีท่ีน าเสนอในงานวิจยัน้ีสามารถค านวณโดยประยกุตใ์ชท้ฤษฎีผกผนั
ร่วมกบัลกัษณะเด่นของวิธีบาวดารีเอลิเมนต ์ท าให้ลดขั้นตอนการค านวณไดเ้ป็นจ านวนมาก อีกทั้งยงัไดผ้ลการค านวณท่ีมีความ
ถูกตอ้งแม่นย  าสูงดงัจะแสดงในหวัขอ้ต่อไป 
 
4.  ผลการวเิคราะห์ 

ในหวัขอ้น้ีจะกล่าวถึงตวัอยา่งการวเิคราะห์ระนาบอินฟลูเอนซ์ของแผน่บาง โดยท่ีแผน่บางจะแบ่งตามลกัษณะเรขาคณิต และ
มีเง่ือนไขท่ีขอบเขตเป็นท่ีรองรับแบบธรรมดา แบบยดึแน่น และแบบอิสระ ซ่ึงมีวตัถุประสงคเ์พื่อแสดงใหเ้ห็นถึงประสิทธิภาพและ
ความถูกตอ้งของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ท่ีน าเสนอคร้ังน้ี โดยผลการค านวณจากงานวิจยัน้ีจะมาจาก ( , )iw x y  ซ่ึงเป็นค าตอบจาก
สมการอนุพนัธ์ท่ี 15 ถึงสมการท่ี 20  และใชส้มการบาวดารีอินทิกรัลท่ีสมการท่ี 23 ซ่ึงเป็นการค านวณหาระนาบอินฟลูเอนซ์โดย
การค านวณในคราวเดียว ในขณะท่ีผลการค านวณทั้งหมดท่ีจะน ามาเปรียบเทียบทั้งจากวธีิเชิงวเิคราะห์และวธีิเชิงตวัเลข (วธีิไฟไนต์
เอลิเมนต)์ ส าหรับในหวัขอ้น้ี จะเป็นการหาค าตอบจากการพิจารณาใหแ้รงกระท าแบบจุดขนาด 1 หน่วยกระท าตลอดทั้งแผน่พ้ืนซ่ึง
จะเป็นการค านวณซ ้ าเป็นจ านวนมาก  ซ่ึงการวเิคราะห์น้ีจะแบ่งตามหวัขอ้ดงัต่อไปน้ี 
4.1  การวเิคราะห์ระนาบอนิฟลูเอนซ์ของแผ่นบางส่ีเหลีย่มทีร่องรับแบบธรรมดา 

จากรูปท่ี 2 แสดงลกัษณะแผ่นบางส่ีเหล่ียมจตัุรัสท่ีมีขนาด 1x1 m. โดยมีท่ีรองรับหรือเง่ือนไขท่ีขอบเขตเป็นท่ีรองรับแบบ
ธรรมทั้งส่ีดา้น และก าหนดให้แผน่บางหนา 0.05 m. เป็นไปตามการจ าแนกประเภทของแผน่บาง กล่าวคือ อตัราส่วนความหนา (h) 
ต่อความกวา้ง (L) อยู่ในช่วง 1/50 ถึง 1/10 ส่วนค่าโมดูลสัยืดหยุ่นเท่ากับ 2,100,000 kN/m2 และค่าอตัราส่วนปัวซองเท่ากบัศูนย ์
ระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนตด์ดั xM ส าหรับต าแหน่งก่ึงกลางแผน่พ้ืน (จุด 25 ในรูปท่ี 2) สามารถแสดงไดด้งัรูปท่ี 3 ซ่ึงแสดงให้
เห็นถึงพ้ืนผิวสามมิติ และรูปท่ี 4 ซ่ึงแสดงเป็นลกัษณะเส้นระดบั โดยในงานวิจยัน้ีไดจ้ าลองแผ่นบางโดยใชเ้อลิเมนต์ท่ีขอบเขต
จ านวน 256 เอลิเมนต ์ซ่ึงจะพบวา่ลกัษณะเสน้ระดบัจากรูปท่ี 3 ในงานวจิยัน้ีมีลกัษณะคลา้ยกบัแผนภูมิเสน้ระดบัของ Pucher [1] 

 

 
 

รูปที ่2  ลกัษณะแผน่บางท่ีมีท่ีรองรับแบบธรรมดาทั้งส่ีดา้นและจุดภายในโดเมน 
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รูปที ่3  แผนภูมิพ้ืนผิวสามมิติแสดงระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังกช์นัโมเมนต์ xM  
 

 
รูปที ่4  แผนภูมิเสน้ระดบัแสดงระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังกช์นัโมเมนต ์ xM  610 . /kN m m  
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 เพ่ือตรวจสอบความถูกตอ้งของผลการค านวณท่ีไดจ้ากวธีิท่ีน าเสนอในงานวิจยัน้ี ค่าสมัประสิทธ์ิของระนาบอินฟลูเอนซ์ของ
โมเมนตด์ดั xM ส าหรับต าแหน่งก่ึงกลางแผ่นพ้ืน ไดน้ ามาแสดงในตารางท่ี 1 โดยผลการค านวณจะมาจากการจ าลองแผ่นบาง 4 
รูปแบบตามจ านวนการแบ่งเอลิเมนตท่ี์ขอบ คือ 32 64 128 และ 256 เอลิเมนต ์ซ่ึงจะน ามาเปรียบเทียบกบัผลการค านวณท่ีไดจ้ากวิธี
เชิงวเิคราะห์ [11] จากตารางท่ี 1 จะพบวา่ผลการค านวณจากงานวิจยัน้ีมีค่าใกลเ้คียงมากกบัผลท่ีไดจ้ากวธีิวเิคราะห์ซ่ึงแสดงให้เห็น
ถึงความถูกตอ้งท่ีสูงมากส าหรับค าตอบท่ีไดจ้ากวิธีบาวดารีเอลิเมนตท่ี์น าเสนอคร้ังน้ี อีกทั้งยงัพบวา่ค าตอบจากวธีิบาวดารีเอลิเมนต์
จะมีความคลาดเคล่ือนลดลงเม่ือใชจ้ านวนเอลิเมนต์ท่ีขอบเขตมากข้ึนซ่ึงแสดงให้เห็นถึงความน่าเช่ือถือของวิธีท่ีน าเสนอคร้ังน้ี
เน่ืองจากแสดงใหเ้ห็นถึงการลู่เขา้สู่ค  าตอบแม่นตรง อน่ึงค าตอบท่ีไดจ้ากวธีิเชิงวเิคราะห์จะไดจ้ากกระบวนการค านวณใหแ้รงแบบ
จุดขนาดหน่ึงหน่วยกระท าโดยตลอดทัว่แผน่บาง ยกตวัอยา่งเช่น หากตอ้งการสัมประสิทธ์ิต าแหน่งจุด 43 จะไดม้าจากการน าแรง
หน่ึงหน่วยกระท าท่ีจุดดงักล่าวแลว้หาค่าโมเมนตด์ดั xM  ท่ีต  าแหน่งก่ึงกลางแผน่บาง (จุด 25) ดงันั้นเป็นการค านวณท่ีใชเ้วลามาก
ในการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ซ่ึงจ าเป็นตอ้งทราบค่าสมัประสิทธ์ิทัว่ทั้งแผน่บาง  
 

ตารางที ่1     การเปรียบเทียบค่าสมัประสิทธ์ิระนาบอินฟลูเอนซ์ท่ีจุด 25 ของโมเมนต ์ xM  610 . /kN m m ภายในแผน่บาง 

จุด 
วธีิเชิง

วเิคราะห์ 
[11] 

ค่าสมัประสิทธ์ิระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับโมเมนต์ xM  เทียบกบัจ านวนเอลิเมนตข์อบ 

32 เอลิเมนต*์ 64 เอลิเมนต*์ 128 เอลิเมนต*์ 256 เอลิเมนต*์ 

43 8561.78 8899.53 3.94% 8637.40 0.88% 8582.18 0.24% 8567.87 0.07% 

49 8561.78 8899.53 3.94% 8637.40 0.88% 8582.18 0.24% 8567.87 0.07% 

37 35068.74 35416.60 0.99% 35159.30 0.26% 35095.90 0.08% 35077.60 0.03% 

41 35068.74 35416.60 0.99% 35159.30 0.26% 35095.90 0.08% 35077.60 0.03% 

31 88859.05 89271.00 0.46% 88969.20 0.12% 88893.10 0.04% 88870.40 0.01% 

33 88859.05 89271.00 0.46% 88969.20 0.12% 88893.10 0.04% 88870.40 0.01% 

17 88859.05 89271.00 0.46% 88969.20 0.12% 88893.10 0.04% 88870.40 0.01% 

19 88859.05 89271.00 0.46% 88969.20 0.12% 88893.10 0.04% 88870.40 0.01% 

9 35068.74 35416.60 0.99% 35159.30 0.26% 35095.90 0.08% 35077.6 0.03% 

13 35068.74 35416.60 0.99% 35159.30 0.26% 35095.90 0.08% 35077.6 0.03% 

1 8561.78 8899.53 3.94% 8637.40 0.88% 8582.18 0.24% 8567.87 0.07% 

7 8561.78 8899.53 3.94% 8637.40 0.88% 8582.18 0.24% 8567.87 0.07% 

    หมายเหตุ : * จ านวนเอลิเมนตท่ี์ขอบ 
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4.2  การวเิคราะห์ระนาบอนิฟลูเอนซ์ของแผ่นบางแบบส่ีเหลีย่มด้านขนาน (Skew Plate) 
ตวัอยา่งน้ีท าการวเิคราะห์แผ่นบางแบบส่ีเหล่ียมดา้นขนานโดยมีขนาดดงัแสดงในรูปท่ี 5 มีความหนาเท่ากบั 0.05 m โมดูลสั

ยืดหยุ่นเท่ากบั 2,000,000 kN/m2 และอตัราส่วนปัวซองเท่ากบั 0.3 ในขณะท่ีดา้นท่ีขนานกบัแนวแกน x ก าหนดให้เป็นท่ีรองรับ
แบบยดึแน่นทั้งสองดา้น ส่วนดา้นท่ีเหลือก าหนดใหเ้ป็นท่ีรองรับแบบอิสระ ในการค านวณคร้ังน้ีใชเ้อลิเมนตท่ี์ขอบเขตจ านวน 496 
เอลิเมนต์ โดยสามารถแสดงลักษณะของระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับโมเมนต์ดัด xM  ท่ีจุดก่ึงกลางของแผ่นบาง ((x,y) = 
(1.00,0.50)) ไดด้งัรูปท่ี 5 

 

 
 

รูปที ่5  แผนภูมิเสน้ระดบัแสดงระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังกช์นัโมเมนต ์ xM ท่ีก่ึงกลางแผน่พ้ืน  
 

ตารางที ่2     ค่าสมัประสิทธ์ิระนาบอินฟลูเอนซ์ของโมเมนต ์ xM  610 . /kN m m  

จุด งานวจิยัน้ี วธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์[12] ค่าความต่าง(%) 

P1 22677.00 22770.50 -0.41 

P2 -4830.95 -4797.50 0.70 

P3 -48426.20 -48382.50 0.09 

P4 5224.00 5277.50 -1.01 

P5 5224.00 5277.50 -1.01 

P6 -48426.20 -48382.50 0.09 

P7 -4830.95 -4797.50 0.70 

P8 22677.00 22770.50 -0.41 
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 ค่าสัมประสิทธ์ิของระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับโมเมนต์ดดั xM ท่ีจุดก่ึงกลางของแผ่นบาง ไดน้ ามาเปรียบเทียบกบัผลการ
ค านวณจากวธีิไฟไนทเ์อลิเมนต ์ดงัแสดงในตารางท่ี 2 ซ่ึงจะพบวา่ผลการค านวณท่ีไดจ้ากทั้งสองวิธีมีค่าสอดคลอ้งใกลเ้คียงกนัมาก 
ในขณะท่ีแบบจ าลองไฟไนตเ์อลิเมนต ์[12] ใชเ้อลิเมนตภ์ายในโดเมนจ านวน 14,976 เอลิเมนต ์ซ่ึงแสดงใหเ้ห็นถึงความถูกตอ้งและ
ประสิทธิภาพท่ีสูงของวธีิบาวดารีเอลิเมนตท่ี์น าเสนอคร้ังน้ี           
 
4.3  การวเิคราะห์ระนาบอนิฟลูเอนซ์ของแผ่นบางแบบแถบยาว (Strip Plate) 
          ตวัอยา่งน้ีแสดงระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังกช์นัโมเมนตด์ดั xM  ท่ีจุดก่ึงกลางของแผน่บางแบบแถบยาว ดงัแสดงในรูปท่ี 
6(d) แผน่บางมีขนาดความกวา้ง 1.00 m. และความยาวเท่ากบั 4.00 m. มีความหนาเท่ากบั 0.05 m. โมดูลสัยืดหยุน่เท่ากบั 2,000,000 
kN/m2 และอตัราส่วนปัวซองก าหนดให้เป็นศูนย ์ส่วนท่ีรองรับท่ีขอบดา้นขนานกบัแนวระยะตามแกน x ก าหนดให้เป็นท่ีรองรับ
แบบยดึแน่นทั้งสองดา้น ส่วนท่ีรองรับท่ีขอบดา้นขนานกบัแนวระยะตามแกน y ก าหนดใหเ้ป็นท่ีรองรับแบบอิสระ  
 

                           

 
 

(ก) 
 

 
 

(ข) 
 

รูปที ่6  แผนภูมิเสน้ระดบัแสดงระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังกช์นัโมเมนต ์ xM  ท่ีก่ึงกลางแผน่พ้ืน 
(ก) แผนภูมิเสน้ระดบัของงานวจิยัน้ี 
(ข) แผนภูมิเสน้ระดบัของ Pucher [1]      
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จากรูปท่ี 6(ก) แสดงลกัษณะเส้นระดบัของระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังก์ชนัโมเมนตด์ดั xM  ท่ีไดจ้ากงานวิจยัน้ี ส่วนค่า
สัมประสิทธ์ิของระนาบอินฟลูเอนซ์ในรูปน้ีแสดงอยูใ่นหน่วย 610 8 . /kN m m  เพ่ือท าให้สอดคลอ้งกบัหน่วยท่ีแสดงในรูปท่ี 
6(ข) ซ่ึงเป็นรูปท่ีไดม้าจากงานของ Pucher [1] จากการเปรียบเทียบระหว่างรูปท่ี 6(ก) และ 6(ข) จะพบว่าเส้นระดบัมีลกัษณะท่ี
สอดคลอ้งกนั 

 
4.4  การวเิคราะห์ระนาบอนิฟลูเอนซ์ของแผ่นบางแบบทัว่ไป 

ตวัอยา่งน้ีท าการวเิคราะห์แผ่นบางท่ีมีขนาดดงัแสดงในรูปท่ี 7 โดยก าหนดให้แผ่นบางมีความหนาเท่ากบั 0.10 m. ค่าโมดูลสั
ยืดหยุ่นเท่ากับ 2,100,000 kN/m2 และค่าอตัราส่วนปัวซองเท่ากับ 0.30 ส่วนเง่ือนไขขอบเขตของแผ่นบางก าหนดให้เป็นแบบ
ธรรมดาทั้งหมดตลอดความยาวของขอบ อีกทั้งยงัแบ่งเอลิเมนตท่ี์ขอบเท่ากบั 6,400 เอลิเมนต ์ส าหรับตวัอยา่งน้ีจะแสดงระนาบอิน
ฟลูเอนซ์ของฟังกช์นัการโก่งตวัท่ีพิกดั (x,y) = (1.00,1.00) 

 

 
 

รูปที ่7     แผนภูมิพ้ืนผิวสองมิติแสดงระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังกช์นัระยะโก่งตวั 
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 จากรูปท่ี 7 แสดงเสน้ระดบัของสมัประสิทธ์ิระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังกช์นัการโก่งตวั ซ่ึงค่าสมัประสิทธ์ิต่างๆท่ีแสดงนั้น
จะมีค่ามากท่ีสุดท่ีพิกดั (x,y) = (1.05,1.05) คือ 0.3026x10-3m. เม่ือเทียบดวัยความหนาของแผน่บาง การโก่งตวัมากสุดท่ีเกิดข้ึนตอ้ง
นอ้ยกวา่ 0.10h แต่ในตวัอยา่งน้ีมีค่าการโก่งตวัสูงสุดนอ้ยกวา่ค่าโก่งตวัสูงสุดท่ีไดก้ าหนดในทฤษฎีการดดัภายใตส้มมติฐานการโก่ง
ตวันอ้ย ท าใหผ้ลออกมาอยูใ่นขอบเขตของทฤษฎีท่ีไดก้ าหนดไว ้  
 ส าหรับการตรวจสอบความถูกตอ้ง เน่ืองจากแผ่นบางมีรูปร่างท่ีซบัซอ้นจึงไม่มีค าตอบท่ีไดจ้ากวิธีเชิงวิเคราะห์ งานวิจยัน้ีจะ
น าผลการค านวณมาเปรียบเทียบกบัวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตท่ี์ไดจ้ากการแบ่งโดเมนออกเป็น 49,152 เอลิเมนต ์โดยมีผลดงัน้ี 
 1. ค่าสัมประสิทธ์ิระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังก์ชนัการโก่งตวัท่ีพิกดั (x,y) = (1.50,1.50) คือ 0.1746914x10-3 m. ในขณะท่ี
วธีิไฟไนตเ์อลิเมนตใ์หค้  าตอบเท่ากบั 0.175x10-3 m. ดงันั้นจะพบวา่ค าตอบท่ีไดมี้ความสอดคลอ้งใกลเ้คียงกนัมาก  

2. ค่าสัมประสิทธ์ิระนาบอินฟลูเอนซ์ส าหรับฟังก์ชันโมเมนต์ดัด xM  ท่ีพิกัด (x,y) = (1.50,1.50) คือ 0.056948 kN.m/m 
ในขณะท่ีวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตใ์ห้ค  าตอบเท่ากบั คือ 0.0548 kN.m/m ซ่ึงมีความแตกต่างกนัเพียงร้อยละ 3.83 ท าใหเ้ห็นประสิทธิภาพ
ของวธีิท่ีน าเสนอน้ีถึงแมว้า่จะใชจ้ านวนเอลิเมนตท่ี์ขอบเขตจ านวนไม่มากเม่ือเทียบกบัวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์
                
5.       สรุปผลการวจิยั 
 1. งานวิจยัน้ีศึกษาการวเิคราะห์ระนาบอินฟลูเอนซ์ของฟังกช์นัระยะโก่งตวั โมเมนตด์ดั โมเมนตบิ์ด และแรงเฉือน ของแผ่น
บางท่ีมีรูปร่างและเง่ือนไขขอบเขตของท่ีรองรับแบบต่างๆทัว่ไปท่ีมีความซบัซอ้นได ้โดยประยกุตใ์ชท้ฤษฎีผกผนัร่วมกบัวธีิบาวดา
รีเอลิเมนต ์
 2. วิธีท่ีน าเสนอน้ีสามารถสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ไดอ้ย่างสะดวกโดยประยกุต์ใชฟั้งก์ชนัดิแรกเดลตา้ท่ีเก่ียวขอ้งกระท าท่ี
ต าแหน่งท่ีตอ้งการสร้างระนาบอินฟลูเอนซ์ จึงสามารถลดขั้นตอนการค านวณไดเ้ป็นจ านวนมากเม่ือเทียบกบัการค านวณแบบ
ตรงไปตรงมาท่ีตอ้งมีการค านวณโดยใชก้ารเคล่ือนน ้ าหนกัแบบจุดขนาดหน่ึงหน่วยไปทัว่ตลอดแผน่พ้ืน  
 3. ผลการวิเคราะห์ท่ีไดจ้ากงานวิจยัน้ีเม่ือเปรียบเทียบกบัผลการค านวณท่ีไดจ้ากวิธีเชิงวิเคราะห์และวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์จะ
แสดงให้เห็นถึงความถูกตอ้งแม่นย  าท่ีดีมาก อีกทั้งผลการค านวณยงัแสดงให้เห็นถึงการลู่เขา้สู่ค  าตอบแม่นตรงเม่ือมีการแบ่งเอลิ
เมนตท่ี์ขอบเขตมากข้ึน 
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