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บทคัดย่อ 
งานวิจัยน้ีเป็นการศึกษาพฤติกรรมการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเรียงชั้นแบบครอสพลาย ที่มีขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีก

หน่ึงด้านปล่อยอิสระ รับภาระกระจายแบบสม่ าเสมอกระท าต้ังฉากกับแผ่นน แผ่นวัสดุเชิงประกอบมีอัตราส่วนทางเรขาคณิตต้ังแต่ 1:1 ถึง 7:1 
มีการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4, [90]4, [0/90]s และ [90/0]s จากผลการศึกษาพบว่ารูปร่างการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบไม่ข้ึนอยู่กับ
การเรียงตัวของเส้นใยและอัตราส่วนทางเรขาคณิต แต่ระยะการแอ่นและความเค้นดัดจะข้ึนอยู่กับการเรียงตัวของเส้นใยและอัตราส่วนทาง
เรขาคณิต โดยแผ่นวัสดุเชิงประกอบที่มีการเรียงตัวของเส้นใยเหมือนกันแต่มีอัตราส่วนทางเรขาคณิตต่างกัน ระยะการแอ่นและความเค้นดัดจะ
มีค่าเพ่ิมข้ึนเมื่ออัตราส่วนทางเรขาคณิตมีค่าเพ่ิมข้ึน ส่วนแผ่นวัสดุเชิงประกอบที่มีการเรียงตัวของเส้นใยต่างกันแต่มีอัตราส่วนทา งเรขาคณิต
เท่ากัน การเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90]4 จะมีระยะการแอ่นและความเค้นดัดสูงสุดที่อัตราส่วนทางเรขาคณิตน้อย ในทางตรงกันข้ามท่ี
อัตราส่วนทางเรขาคณิตมากการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 จะมีระยะการแอ่นและความเค้นดัดสูงสุด นอกจากน้ียังสามารถเขียนสมการแสดง
ความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่น ความเค้นดัดและอัตราส่วนทางเรขาคณิตให้อยู่ในรูปของสมการโพลิโนเมียลล าดับที่ 10 

ค าส าคัญ 
ระยะการแอ่น  ความเค้นดัด  อัตราส่วนทางเรขาคณิต  แผ่นวัสดุเชิงประกอบ 

Abstract 
The purpose of this research is to study the bending behavior of cross-ply composite plate having three clamped 

edges and one free edge. The composite plate was subjected to a uniformly distributed load acting in normal direction 
to the plate. The geometric ratios of the composite plates used in this study were varied from 1 : 1  to 7 : 1 .  The fiber 
orientations were [0]4, [90]4, [0/90]s and [90/0]s. The results show that the deflection shape is independent to the fiber 
orientations and the geometric ratios. In contrast the deflections and bending stresses depend upon the fiber orientations 
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and the geometric ratios. The deflections and bending stresses for the composite plate with the same fiber orientations 
but different geometric ratios were found to increase directly to the geometric ratios. For the plate having different fiber 
orientations but the same geometric ratios, the maximum deflection and bending stress was found to occur for the 
smallest geometric ratio with the fiber orientations [90]4. On the other hands, the fiber orientations [0]4 resulted maximum 
deflection and bending stress at the largest geometric ratio. Moreover, the relationship between the deflections, bending 
stresses and geometric ration can be formulated in terms of 10th power polynomial equation.  
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1. บทน า 

วัสดุเชิงประกอบ คือ การรวมกันของวัสดุต้ังแต่สองชนิด
ข้ึนไป โดยท่ีวัสดุท้ังสองชนิดไม่ละลายเข้าด้วยกัน [1] วัสดุเชิง
ประกอบท่ีได้จะมีน้ าหนักเบา มีความแข็งแรงสูง ทนต่อการกัด
กร่อนและการสึกหรอ จึงท าให้วัสดุเชิงประกอบมีบทบาท
ส าคัญในงานทางด้านวิศวกรรมยานยนต์ วิศวกรรมการบิน 
และวิศวกรรมอวกาศ ซึ่งต้องการโครงสร้างที่มีความแข็งแรงสูง
เมื่อเทียบกับน้ าหนัก เน่ืองจากการบริโภคน้ ามันเช้ือเพลิง
เกี่ยวข้องโดยตรงกับน้ าหนักของโครงสร้าง การลดน้ าหนักของ
โครงสร้างจึงช่วยปรับปรุงการบริโภคน้ ามันเช้ือเพลิงให้มี
ปริมาณลดลงได้ 

วัสดุเชิงประกอบถูกน ามาใช้ในงานทางด้านวิศวกรรมใน
รูปแบบของแผ่น โดยแผ่นวัสดุเชิงประกอบจะถูกน ามาใช้
รับภาระและเ ง่ือนไขขอบแบบต่าง  ๆ เพื่ อ ให้ตรงตาม
วัตถุประสงค์ของงาน บางคร้ังแผ่นวัสดุเชิงประกอบอาจถูก
น ามาใช้รับภาระกระจายแบบสม่ าเสมอกระท าต้ังฉากกับแผ่น 
ซึ่งจะท าให้แผ่นวัสดุเชิงประกอบเกิดการแอ่น และหากภาระที่
กระท าน้ีท าให้ความเค้นท่ีเกิดข้ึนมากเกินกว่าความต้านทาน
แรงสูงสุดของวัสดุ จะท าให้แผ่นวัสดุเชิงประกอบเกิดความ
เสียหาย ดังน้ันการศึกษาระยะการแอ่นและความเค้นท่ีเกิดข้ึน
ในแผ่นวัสดุเชิงประกอบจะท าให้การน าแผ่นวัสดุเชิงประกอบ
ไปใช้ในงานทางด้านวิศวกรรมมีความปลอดภัยมากยิ่งข้ึน 

ระยะการแอ่นและความเค้นท่ีเกิดข้ึนในแผ่นสามารถหาได้
จากการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ ย่อย (partial differential 

equations: PDEs) ด้วยวิธีการแม่นตรง (exact method) ซึ่ง
ค าตอบท่ีได้จะอยู่ในรูปของสูตร ท่ีท าให้ทราบระยะการแอ่น
และความเค้นท่ีเกิดข้ึน แม้แผ่นจะมีการเปลี่ยนแปลงสมบัติ
เชิงกล ภาระท่ีกระท า และอัตราส่วนทางเรขาคณิต แต่การแก้
สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยโดยวิธีการแม่นตรงน้ันยังจ ากัดอยู่ท่ีแผ่น
ท่ีมีเงื่อนไขขอบสี่ด้านรองรับแบบอย่างง่าย หรือขอบสองด้าน
ตรงข้ามรองรับแบบอย่างง่าย [2] 

วิธีการประมาณ (approximate method) เป็นแนวทาง
หน่ึงท่ีนิยมใช้ในการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยส าหรับแผ่นท่ีมี
การรองรับแบบอ่ืน แต่ค าตอบท่ีได้จากวิธีการประมาณไม่ได้อยู่
ในรูปของสูตร จึงท าให้ในทางปฏิบัติซึ่งมีการน าแผ่นวัสดุท่ีมี
สมบัติเชิงกล ภาระท่ีกระท า และอัตราส่วนทางเรขาคณิตต่าง 
ๆ มาใช้งานน้ันยังไม่มีความสะดวกมากนัก ปัจจุบันจึงได้มี
งานวิจัยท่ีหาวิธีการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยส าหรับแผ่นวัสดุ
ท่ีมีสมบัติเชิงกลเป็นแบบไอโซทรอปิค (isotropic material) ท่ี
มีขอบสี่ด้านรองรับแบบยึดแน่น (CCCC) หรือขอบสองด้านตรง
ข้ามรองรับแบบปล่อยอิสระและขอบอีกสองด้านรองรับแบบ
ยึดแน่นและแบบอย่างง่าย (CFSF) หรือขอบสองด้านตรงข้าม
รองรับแบบปล่อยอิสระและขอบอีกสองด้านรองรับแบบอย่าง
ง่าย (SFSF) [3] และแผ่นวัส ดุเ ชิงประกอบเรียง ช้ันแบบ
สมมาตรขอบสี่ด้านรองรับแบบยึดแน่น (CCCC) [4] ท่ีรับภาระ
กระจายแบบสม่ าเสมอกระท าต้ังฉากกับแผ่นโดยวิธีการ
ประมาณค่า จากน้ันหาความสัมพันธ์ระหว่างการแอ่นกับ
อัตราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นกับอัตราส่วนทาง
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เรขาคณิต โดยสมการแสดงความสัมพันธ์ท่ีได้จะอยู่ ในรูป
สมการโพลิโนเมียล ซึ่งท าให้ในทางปฏิบัติการค านวณการแอ่น
และความเค้นท่ีอัตราส่วนทางเรขาคณิตต่างๆ ของแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบท่ีมีขอบสี่ด้านรองรับแบบต่าง ๆ มีความสะดวกมาก
ข้ึน 

ส าหรับแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีขอบสามด้านรองรับแบบ
ยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ (CCCF) เป็นอีกหน่ึง
เงื่อนไขขอบท่ีมีการน าแผ่นวัสดุเชิงประกอบมาใช้ในงาน
ทางด้านวิศวกรรม งานวิจัยน้ีจึงมีความสนใจท่ีจะแก้สมการเชิง
อนุพันธ์ย่อยส าหรับแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีขอบสามด้าน
รองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ รับภาระ
กระจายแบบสม่ าเสมอกระท าต้ังฉากกับแผ่น โดยใช้วิธีคันโตโร
วิชซึ่งเป็นวิธีการประมาณ จากน้ันท าการแปรผันอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตและการเรียงตัวของเส้นใย เพื่อศึกษาผลของ
อัตราส่วนทางเรขาคณิตและการเรียงตัวของเส้นใยท่ีมีต่อ
พฤติกรรมการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ และท าการหา
ความสัมพันธ์ระหว่างการแอ่น ความเค้นท่ีเกิดข้ึนกับอัตราส่วน
ทางเรขาคณิตโดยใช้วิธีวิเคราะห์แบบถดถอย เพื่อให้ได้สมการ
แสดงความสัมพันธ์ระหว่า งการแอ่นกับอัตราส่ วนทาง
เรขาคณิต และความเค้นกับอัตราส่วนทางเรขาคณิต อันจะเป็น
ประโยชน์ต่อการน าแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีขอบสามด้าน
รองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระไปใช้ท่ี
อัตราส่วนทางเรขาคณิตต่าง ๆ ในทางปฏิบัติ 

2. ทฤษฎี 
2.1 วิธีคันโตโรวิช (The Kantorovich Method) 

วิธีคันโตโรวิชเป็นหน่ึงในวิธีการประมาณท่ีใช้ส าหรับแก้
สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย [5] โดยอาศัยการสมมุติผลเฉลยให้อยู่
ในรูปผลเฉลยแบบแยกตัวแปรได้ ( separable solution) 
จากน้ันแทนผลเฉลยแบบแยกตัวแปรได้ในสมการเชิงอนุพันธ์
ย่อย ท าให้สามารถลดรูปสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยเป็นสมการเชิง

อนุพันธ์สามัญ (ordinary differential equations: ODEs) ซึ่ง
สามารถหาผลเฉลยโดยวิธีแม่นตรงได้ และในการท าให้ผลเฉลย
ท่ีได้จากสมการเชิงอนุพันธ์สามัญมีความสอดคล้องกับเง่ือนไข
ขอบสามารถใ ช้วิ ธี ก า รค านวณแบบท าซ้ า  ( iteration 
calculation) ผลเฉลยท่ีมีความสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบจะ
ถูกน ามาหาระยะการแอ่นและความเค้นดัดของแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบ 

ระยะการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเรียงช้ันแบบครอส
พาย ขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อย
อิสระ ดังแสดงในรูปท่ี 1 

เมื่อแผ่นวัสดุเชิงประกอบรับภาระกระจายแบบสม่ าเสมอ
กระท าต้ังฉากกับแผ่น จะท าให้เกิดงานภายนอก (external 
work) แล ะ ง า นภ า ย ใน  ( internal work) ห รื อพ ลั ง ง า น
ความเครียด (strain energy) [5] ท าให้สามารถเขียนสมการ
พลังงานศักย์รวมของแผ่นวัสดุเชิงประกอบได้ดังสมการท่ี (1) 

 U V    (1) 

โดยท่ี   คือ พลังงานศักย์รวม U  คือ พลังงานความเครียด 
และ V  คือ งานภายนอก 

พลังงานความเครียดและงานภายนอกของแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบสามารถเขียนได้ดังสมการท่ี (2) และ (3) ตามล าดับ 

 
 

รูปท่ี 1 แผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีก
ด้านปล่อยอิสระ 
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เรขาคณิต โดยสมการแสดงความสัมพันธ์ท่ีได้จะอยู่ ในรูป
สมการโพลิโนเมียล ซึ่งท าให้ในทางปฏิบัติการค านวณการแอ่น
และความเค้นท่ีอัตราส่วนทางเรขาคณิตต่างๆ ของแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบท่ีมีขอบสี่ด้านรองรับแบบต่าง ๆ มีความสะดวกมาก
ข้ึน 

ส าหรับแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีขอบสามด้านรองรับแบบ
ยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ (CCCF) เป็นอีกหน่ึง
เง่ือนไขขอบท่ีมีการน าแผ่นวัสดุเชิงประกอบมาใช้ในงาน
ทางด้านวิศวกรรม งานวิจัยน้ีจึงมีความสนใจท่ีจะแก้สมการเชิง
อนุพันธ์ย่อยส าหรับแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีขอบสามด้าน
รองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ รับภาระ
กระจายแบบสม่ าเสมอกระท าต้ังฉากกับแผ่น โดยใช้วิธีคันโตโร
วิชซึ่งเป็นวิธีการประมาณ จากน้ันท าการแปรผันอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตและการเรียงตัวของเส้นใย เพื่อศึกษาผลของ
อัตราส่วนทางเรขาคณิตและการเรียงตัวของเส้นใยท่ีมีต่อ
พฤติกรรมการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ และท าการหา
ความสัมพันธ์ระหว่างการแอ่น ความเค้นท่ีเกิดข้ึนกับอัตราส่วน
ทางเรขาคณิตโดยใช้วิธีวิเคราะห์แบบถดถอย เพื่อให้ได้สมการ
แสดงความสัมพันธ์ระหว่า งการแอ่นกับอัตราส่ วนทาง
เรขาคณิต และความเค้นกับอัตราส่วนทางเรขาคณิต อันจะเป็น
ประโยชน์ต่อการน าแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีขอบสามด้าน
รองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระไปใช้ท่ี
อัตราส่วนทางเรขาคณิตต่าง ๆ ในทางปฏิบัติ 

2. ทฤษฎี 
2.1 วิธีคันโตโรวิช (The Kantorovich Method) 

วิธีคันโตโรวิชเป็นหน่ึงในวิธีการประมาณท่ีใช้ส าหรับแก้
สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย [5] โดยอาศัยการสมมุติผลเฉลยให้อยู่
ในรูปผลเฉลยแบบแยกตัวแปรได้ ( separable solution) 
จากน้ันแทนผลเฉลยแบบแยกตัวแปรได้ในสมการเชิงอนุพันธ์
ย่อย ท าให้สามารถลดรูปสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยเป็นสมการเชิง

อนุพันธ์สามัญ (ordinary differential equations: ODEs) ซึ่ง
สามารถหาผลเฉลยโดยวิธีแม่นตรงได้ และในการท าให้ผลเฉลย
ท่ีได้จากสมการเชิงอนุพันธ์สามัญมีความสอดคล้องกับเงื่อนไข
ขอบสามารถใ ช้วิ ธี ก า รค านวณแบบท าซ้ า  ( iteration 
calculation) ผลเฉลยท่ีมีความสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบจะ
ถูกน ามาหาระยะการแอ่นและความเค้นดัดของแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบ 

ระยะการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเรียงช้ันแบบครอส
พาย ขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อย
อิสระ ดังแสดงในรูปท่ี 1 

เมื่อแผ่นวัสดุเชิงประกอบรับภาระกระจายแบบสม่ าเสมอ
กระท าต้ังฉากกับแผ่น จะท าให้เกิดงานภายนอก (external 
work) แล ะ ง า นภ า ย ใน  ( internal work) ห รื อพ ลั ง ง า น
ความเครียด (strain energy) [5] ท าให้สามารถเขียนสมการ
พลังงานศักย์รวมของแผ่นวัสดุเชิงประกอบได้ดังสมการท่ี (1) 

 U V    (1) 

โดยท่ี   คือ พลังงานศักย์รวม U  คือ พลังงานความเครียด 
และ V  คือ งานภายนอก 

พลังงานความเครียดและงานภายนอกของแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบสามารถเขียนได้ดังสมการท่ี (2) และ (3) ตามล าดับ 

 
 

รูปท่ี 1 แผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีก
ด้านปล่อยอิสระ 
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เมื่อใช้หลักการพลังงานศักย์รวมต่ าสุด (principle of 
minimum total potential energy) สามารถเขียนสมการท่ี 
(1) ให้อยู่ในรูปสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย [5] ดังแสดงในสมการท่ี 
(1) น่ันคือ 
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โดยท่ี a  คือ ความกว้างด้าน x , b คือ ความกว้างด้าน y , 

ijD  คือ สติฟเนสของวัสดุเชิงประกอบ, i  คือ 1, 2, 3, ..., 6, 
j  คือ 1, 2, 3, ..., 6, w  คือ ระยะการแอ่นในแนวแกน X  

และ Y , และ q  คือ แรงกระจายสม่ าเสมอกระท าต้ังฉากกับ
แผ่น 
 

ก าหนดผลเฉลยให้อยู่ในรูปผลเฉลยแบบแยกตัวแปรได้ 
( , ) ( ) ( )w x y X x Y y  โดยท่ี ( )X x  คือ ระยะการแอ่นใน

แนวแกน X  และ ( )Y y  คือระยะการแอ่นตามแนวแกน Y  
จากน้ันแทนผลเฉลยในสมการท่ี (4) จะได้ 
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ใช้วิธีแปรผัน (variation method) และการอินทิเกรต
แยกส่วน (integration by part) ในสมการท่ี (5) โดยพิจารณา 

( )X x  สามารถเขียนสมการควบคุม สมการแรงเฉือนรวม และ
สมการโมเมนต์ดัดในทางแกน y  ได้ดังสมการท่ี (6)–(8) 
ตามล าดับ ดังน้ี 
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โดย yV  คือ แรงเฉือนรวมทางด้าน y , yM  คือ โมเมนต์ดัด
ทางด้าน y  และ 
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สามารถเขียนผลเฉลยสมการท่ี )6) กรณี ท่ี  1 0k   และ 
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เฉลยสมการท่ี (6) ได้ดังสมการท่ี (23) 
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สามารถเขียนผลเฉลยสมการท่ี )25) ได้เป็นสมการท่ี )38)–)40) 
ตามล าดับดังน้ี 
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q
C q y C q y

k

 

 
 (19) 

โดยท่ี 
 
 

1/2
2

1 1 1 2

1/2
2

2 1 1 2

q k k k

q k k k

  

  
 (20) 

กรณีที่ 1 0k   หรือ 1 0k   และ 2
1 2 0( )k k   สามารถ

เขียนผลเฉลยสมการท่ี (6) ได้ดังสมการท่ี (21) 

 
1 2 2 2 1

3 2 4 2 1

2

cos sin cosh

cos sin sinh

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y y

y y

y

Y y C q y C q y q y

C q y C q y q y

q

k

   
   



 (21) 

โดยท่ี 
 

 

1/2

1 2 1

1/2

2 2 1

1

2
1

2

q k k

q k k

 

 
 (22) 

ส่วนกรณีท่ี 1 0k   และ 2
2 10 k k   สามารถเขียนผล

เฉลยสมการท่ี (6) ได้ดังสมการท่ี (23) 

 
1 1 2 1

3 2 4 2

2

sinh cosh

sinh cosh

( ) ( ) ( )

( ) ( )
y y

y y

y

Y y C q y C q y

C q y C q y

q

k

 
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 (23) 

โดยท่ี 
 
 

1/2
2

1 1 1 2

1/2
2

2 1 1 2

q k k k

q k k k

   

   
 (24) 

ในท านองเดียวกันสมการท่ี (5) เมื่อพิจารณา ( )Y y  

สามารถเขียนสมการควบคุม สมการแรงเฉือนรวมและสมการ

โมเมนต์ดัดในทางแกน x  ได้ดังสมการท่ี (25)–(27) ตามล าดับ 

 
4 2

3 44 22 x
d X d X

k k X q
dx dx

    (25) 
3

3 11 2 12 4 66 5 263 ( 4 ) 2x x y y y
d X dXV S D S D S D S D X

dxdx
     (26) 

 
2

3 11 6 16 2 122 2x y y y
d X dX

M S D S D S D X
dx dx

    (27) 

โดย xV  คือ แรงเฉือนรวมทางด้าน x , xM  คือ โมเมนต์ดัด
ทางด้าน x  และ 
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4
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0

b

y
Y Y

S dy
y y

 

 

  
   
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y
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S Y dy
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


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  
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yS Y dy   (37) 

สามารถเขียนผลเฉลยสมการท่ี )25) ได้เป็นสมการท่ี )38)–)40) 
ตามล าดับดังน้ี 
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 1 1 2 2
4

cos cos( ) ( ) ( ) x
x x

q
X x C p x C p x

k
    (38)

 
1 2 1

2 2 1
4

cos cosh

sin sinh

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x

x
x

X x C p x p x

q
C p x p x

k



 
 (39)

 1 1 2 2
4

cosh cosh( ) ( ) ( ) x
x x

q
X x C p x C p x

k
    (40) 

โดยท่ี 1p  และ 2p  คือค่าคงท่ีท่ีข้ึนอยู่กับกรณีของ 3k  และ 

4k  

เพื่อให้ผลเฉลยสมการท่ี (19) (21) และ (23) มีความ
สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบท่ีมีการรองรับแบบยึดแน่นหน่ึงด้าน
และอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ และผลเฉลยสมการท่ี (38)–(40) 
มีความสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบท่ีมีการรองรับแบบยึดแน่นท้ัง
สองด้าน จะท าการค านวณแบบท าซ้ า [6] ตามวิธีการท่ีแสดง
ในรูปท่ี 2 ดังน้ี 

1) ก าหนดสมการเริ่มต้นส าหรับการค านวณแบบท าซ้ า 
โดยสมการเริ่มต้นอาจไม่มีความสอดคล้องกับเง่ือนไข
ขอบ แต่ถ้าสมการเริ่มต้นมีความสอดคล้องกับเง่ือนไข
ขอบ การค านวณแบบท าซ้ าจะมีการลู่เข้าของผลเฉลย
เร็วข้ึน [6] ในกรณีสมการเริ่มต้นเป็น ( )X x  ซึ่งเป็น
ฟังก์ชัน x  ให้ค านวณค่า 1k  และ 2k  

2) เลือกสมการผลเฉลยท่ี (19) (21) และ (23) ตามกรณี
ของ 1k  และ 2k  

3) แทนสมการผลเฉลยท่ีได้จากข้อ 2) ในเง่ือนไขขอบท่ีมี
การรองรับแบบยึดแน่นหน่ึงด้านและอีกหน่ึงด้าน
ปล่อยอิสระ จะท าให้ ไ ด้ฟังก์ ชัน ( )Y y  จากน้ัน
ค า น ว ณ ร ะ ย ะ ก า ร แ อ่ น จ า ก ส ม ก า ร 

( , ) ( ) ( )w x y X x Y y  
4) ค านวณค่า 3k  และ 4k  จากฟังก์ชัน ( )Y y  ท่ีได้จาก

ข้อ (3) 
5) เลือกสมการผลเฉลยท่ี (38)–(40) ตามกรณีของ 3k  

และ 4k  

 
6) แทนสมการผลเฉลยท่ีได้จากข้อ 5) ในเง่ือนไขขอบท่ีมี

การรองรับแบบยึดแน่นท้ังสองด้าน จะท าให้ ไ ด้
ฟังก์ชัน ( )X x  จากน้ันค านวณระยะการแอ่นจาก
สมการ ( , ) ( ) ( )w x y X x Y y  

7) เปรียบเทียบระยะการแอ่นท่ีได้จากข้อ 3) และข้อ 6) 
หากค่าความคลาดเคลื่อนไม่อยู่ในเกณฑ์ท่ีก าหนด ให้
ท าการค านวณแบบท าซ้ าต่อไป โดยในงานวิจัยน้ีได้
ก าหนดให้ค่าความคลาดเคลื่อนมีค่าเท่ากับร้อยละ 0 

แทนผลเฉลยสมการท่ี (19) (21) (23) (38) (39) และ
สมการท่ี (40) ท่ีมีความสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบในสมการ
โมเมนต์ดัดสมการท่ี (8) และ (27) ตามล าดับ จากน้ันน าค่า
โมเมนต์ดัดทางด้าน y  และ x  แทนในสมการท่ี (41) และ 
(42) ตามล าดับ เพื่อหาความเค้นดัดสูงสุดทางด้าน y  และ x  
[7] ท่ีเกิดข้ึน น่ันคือ 

 2

6 y
y

M

h
    (41)

 2

6 x
x

M
h

    (42) 

โดย y  คือ ความเค้นดัดทางด้าน y  x  คือ ความเค้นดัด
ทางด้าน x  และ h  คือ ความหนาของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ 

 
 

รูปท่ี 2 ล าดับขั้นการท าซ้ า 
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2.2 วิธีวิเคราะห์แบบถดถอย 
ในการหาความสัมพันธ์ ระหว่ างระยะการแอ่นกับ

อัตราส่วนทางเรขาคณิต และความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น
ดัดกับอัตราส่วนทางเรขาคณิตจะใช้วิธีวิเคราะห์แบบถดถอย 
โ ด ย อั ต ร า ส่ ว น ท า ง เ ร ข า ค ณิ ต จ ะ เ ป็ น ตั ว แ ป รอิ ส ร ะ 
(independent variable) ซึ่งเป็นตัวแปรท่ีทราบค่า ส่วนระยะ
การแอ่นและความเค้นดัดจะเป็นตัวแปรตาม (dependent 
variable) ซึ่งเป็นตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า โดยตัวแปรอิสระจะมีผล
ต่อตัวแปรตามท่ีต้องการหาความสัมพันธ์ [8] 

ในงานวิจัยน้ีตัวแปรตามมีความสัมพันธ์ไม่เชิงเส้นกับตัว
แปรอิสระ จึงใช้สมการการถดถอยแบบโพลิโนเมียล อันดับท่ี p 
ซึ่งเป็นสมการการถดถอยไม่เชิงเส้น (nonlinear regression) 
เป็นสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรตามกับตัวแปร
อิสระ ดังแสดงในสมการท่ี (43) น่ันคือ 

 2
0 1 2 ... p

i i i p i iy x x x            (43) 

โดย iy  คือ  ตัวแปรตาม  ix  คือ  ตัวแปรอิสระ  i  คือ 
ค่าพารามิเตอร์ของสมการ และ i  คือ ค่าความคลาดเคลื่อน 

อันดับท่ีเหมาะสมส าหรับสมการการถดถอยแบบ โพลิโน
เมียล จะพิจารณาจากค่าสัมประสิทธิ์การตัดสินใจ ดังแสดงใน
สมการท่ี (44) โดยจะพิจารณาอันดับของสมการการถดถอย
แบบโพลิโนเมียลท่ีให้ค่าสัมประสิทธิ์การตัดสินใจท่ีมีค่าเข้าใกล้ 
1 น่ันคือ 

 
2

2
2

ˆ( )
( )

i

i

y y

y y
R








  (44) 

โดย 2R  คือ ค่าสัมประสิทธิ์การตัดสินใจ ซึ่งมีค่า 20 1R   

3. วิธีการวิจัย 
ในการศึกษาพฤติกรรมการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ

เรียงช้ันแบบครอสพาย ขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและ
อีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ ท าการค านวณระยะการแอ่นและ
ความเค้นดัดของแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีการเรียงช้ันแบบ  
[0]4, [90]4, [0/90]s และ [90/0]s ท่ีรับภาระกระจายแบบ

สม่ าเสมอขนาด 1 N/m2 กระท าตั้งฉากกับแผ่นด้วยวิธีคันโตโร
วิช โดยท าการแปรผันอัตราส่วนทางเรขาคณิตด้าน ต่อด้าน 
ต้ังแต่ 1.0:1.0 ถึง 7.0:1.0 เพิ่มข้ึนทีละ 0.1 จากน้ันพลอตกราฟ
ความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่นกับขนาดด้าน x  และ y  
ท่ีอัตราส่วนทางเรขาคณิตต่าง ๆ ของแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมี
การเรียงช้ันแบบ [0]4, [90]4, [0/90]s และ [90/0]s ตามล าดับ 
เพื่อศึกษาผลของการเรียงตัวของเส้นใยและอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตท่ีมีต่อพฤติกรรมการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ 
จากน้ันสร้างสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่น
กับอัตราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นดัดกับอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตโดยวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย 

ส าหรับแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีน ามาใช้ในงานวิจัยครั้งน้ีท า
จากเคฟลาร์ (Kevlar) ท่ีมีสมบัติทางกลดังน้ี 

 1E =138 GPa 2E =8.96 GPa 12G =7.1 GPa  

 23G =2.82 GPa, 12v  = 0.3 และ 23v  = 0.59  

โดยแผ่นวัสดุเชิงประกอบแต่ละช้ันมีความหนา 2.5 mm [9] 

4. ผลการศึกษา 
1) ผลของการแปรผันการเรียง ตัวของเส้นใยและ

อัตราส่วนทางเรขาคณิตท่ีมีต่อรูปร่างการแอ่น พบว่า
รูปร่างการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมี
ขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้าน
ปล่อยอิสระมีลักษณะดังแสดงในรูปท่ี 3 

จากผลการศึกษาพบว่ารูปร่างการแอ่นของแผ่น
วัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ไม่ข้ึนอยู่กับการเรียงตัวของ
เส้นใยและอัตราส่วนทางเรขาคณิตต้ังแต่ 1:1 ถึง 7:1 
โดยเมื่อแผ่นวัสดุเชิงประกอบรับภาระกระท าต้ังฉาก
กับแผ่น จะท าให้แผ่นวัสดุเชิงประกอบเกิดการแอ่น 
โดยท่ีจุดรองรับของขอบท้ังสามด้านจะไม่เกิดการแอ่น 
แต่การแอ่นจะเกิดข้ึนต่อจากจุดรองรับของขอบท้ัง
สามด้านในลักษณะลาดเอียงเข้าหาจุดกึ่งกลางของ
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2.2 วิธีวิเคราะห์แบบถดถอย 
ในการหาความสัมพันธ์ ระหว่ างระยะการแอ่นกับ

อัตราส่วนทางเรขาคณิต และความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น
ดัดกับอัตราส่วนทางเรขาคณิตจะใช้วิธีวิเคราะห์แบบถดถอย 
โ ด ย อั ต ร า ส่ ว น ท า ง เ ร ข า ค ณิ ต จ ะ เ ป็ น ตั ว แ ป รอิ ส ร ะ 
(independent variable) ซึ่งเป็นตัวแปรท่ีทราบค่า ส่วนระยะ
การแอ่นและความเค้นดัดจะเป็นตัวแปรตาม (dependent 
variable) ซึ่งเป็นตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า โดยตัวแปรอิสระจะมีผล
ต่อตัวแปรตามท่ีต้องการหาความสัมพันธ์ [8] 

ในงานวิจัยน้ีตัวแปรตามมีความสัมพันธ์ไม่เชิงเส้นกับตัว
แปรอิสระ จึงใช้สมการการถดถอยแบบโพลิโนเมียล อันดับท่ี p 
ซ่ึงเป็นสมการการถดถอยไม่เชิงเส้น (nonlinear regression) 
เป็นสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรตามกับตัวแปร
อิสระ ดังแสดงในสมการท่ี (43) น่ันคือ 

 2
0 1 2 ... p

i i i p i iy x x x            (43) 

โดย iy  คือ  ตัวแปรตาม  ix  คือ  ตัวแปรอิสระ  i  คือ 
ค่าพารามิเตอร์ของสมการ และ i  คือ ค่าความคลาดเคลื่อน 

อันดับท่ีเหมาะสมส าหรับสมการการถดถอยแบบ โพลิโน
เมียล จะพิจารณาจากค่าสัมประสิทธิ์การตัดสินใจ ดังแสดงใน
สมการท่ี (44) โดยจะพิจารณาอันดับของสมการการถดถอย
แบบโพลิโนเมียลท่ีให้ค่าสัมประสิทธิ์การตัดสินใจท่ีมีค่าเข้าใกล้ 
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โดย 2R  คือ ค่าสัมประสิทธิ์การตัดสินใจ ซึ่งมีค่า 20 1R   

3. วิธีการวิจัย 
ในการศึกษาพฤติกรรมการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ

เรียงช้ันแบบครอสพาย ขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและ
อีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ ท าการค านวณระยะการแอ่นและ
ความเค้นดัดของแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีการเรียงช้ันแบบ  
[0]4, [90]4, [0/90]s และ [90/0]s ท่ีรับภาระกระจายแบบ

สม่ าเสมอขนาด 1 N/m2 กระท าตั้งฉากกับแผ่นด้วยวิธีคันโตโร
วิช โดยท าการแปรผันอัตราส่วนทางเรขาคณิตด้าน ต่อด้าน 
ต้ังแต่ 1.0:1.0 ถึง 7.0:1.0 เพิ่มข้ึนทีละ 0.1 จากน้ันพลอตกราฟ
ความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่นกับขนาดด้าน x  และ y  
ท่ีอัตราส่วนทางเรขาคณิตต่าง ๆ ของแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมี
การเรียงช้ันแบบ [0]4, [90]4, [0/90]s และ [90/0]s ตามล าดับ 
เพื่อศึกษาผลของการเรียงตัวของเส้นใยและอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตท่ีมีต่อพฤติกรรมการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ 
จากน้ันสร้างสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่น
กับอัตราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นดัดกับอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตโดยวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย 

ส าหรับแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีน ามาใช้ในงานวิจัยครั้งน้ีท า
จากเคฟลาร์ (Kevlar) ท่ีมีสมบัติทางกลดังน้ี 

 1E =138 GPa 2E =8.96 GPa 12G =7.1 GPa  

 23G =2.82 GPa, 12v  = 0.3 และ 23v  = 0.59  

โดยแผ่นวัสดุเชิงประกอบแต่ละช้ันมีความหนา 2.5 mm [9] 

4. ผลการศึกษา 
1) ผลของการแปรผันการเรียง ตัวของเส้นใยและ

อัตราส่วนทางเรขาคณิตท่ีมีต่อรูปร่างการแอ่น พบว่า
รูปร่างการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมี
ขอบสามด้านรองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้าน
ปล่อยอิสระมีลักษณะดังแสดงในรูปท่ี 3 

จากผลการศึกษาพบว่ารูปร่างการแอ่นของแผ่น
วัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ไม่ข้ึนอยู่กับการเรียงตัวของ
เส้นใยและอัตราส่วนทางเรขาคณิตต้ังแต่ 1:1 ถึง 7:1 
โดยเมื่อแผ่นวัสดุเชิงประกอบรับภาระกระท าต้ังฉาก
กับแผ่น จะท าให้แผ่นวัสดุเชิงประกอบเกิดการแอ่น 
โดยท่ีจุดรองรับของขอบท้ังสามด้านจะไม่เกิดการแอ่น 
แต่การแอ่นจะเกิดข้ึนต่อจากจุดรองรับของขอบท้ัง
สามด้านในลักษณะลาดเอียงเข้าหาจุดกึ่งกลางของ
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ขอบด้านท่ีปล่อยอิสระ ท าให้จุดกึ่งกลางของขอบด้าน
ท่ีปล่อยอิสระน้ันเป็นจุดท่ีมีการแอ่นตัวสูงสุด 

2) ผลของการแปรผันการเรียง ตัวของเส้นใยและ
อัตราส่วนทางเรขาคณิต ท่ีมีต่อระยะการแอ่น พบว่า
ระยะการแอ่นท่ีเกิดข้ึน สามารถแบ่งได้ 2 ช่วงคือ ช่วง
ท่ี 1 ระยะการแอ่นจะมีค่าเพิ่มข้ึนต่อเน่ือง เน่ืองจากมี
การขยายอัตราส่วนทางเรขาคณิตท าให้เส้นใยมีความ
ยาวมากข้ึนและมีความแข็งแรงลดลง ส่วนช่วงท่ี 2 
ระยะการแอ่นมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ีเน่ืองจากการขยาย
อัตราส่วนทางเรขาคณิตไม่ส่งผลต่อระยะการแอ่น ดัง
แสดงในรูปท่ี 4 

โดยแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยต่างกันแต่มีอัตราส่วนทางเรขาคณิตเท่ากัน 
การเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90]4 จะมีระยะการแอ่น
สูงสุดท่ีอัตราส่วนทางเรขาคณิตน้อย ในทางตรงกัน
ข้ามท่ีอัตราส่วนทางเรขาคณิตมากการเรียงตัวของเส้น
ใยแบบ [0]4 จะมีระยะการแอ่นสูงสุด เน่ืองจากการ
เพิ่มอัตราส่วนทางเรขาคณิตเป็นการเพิ่มความยาว
ทางด้าน x  จึงท าให้ความยาวของเส้นใยในแผ่นวัสดุ
เชิงประกอบท่ีมีการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 ซึ่งมี
การเรียงเส้นใยในแนวแกน x  มีค่าเพิ่มข้ึน ท าให้
ระยะการแอ่นมีค่าเพิ่มข้ึนอย่างต่อเน่ือง จนกระท่ัง
การเพิ่มอัตราส่วนทางเรขาคณิตไม่ส่งผลต่อความยาว
ของเส้นใยท าให้ระยะการแอ่นมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ี 
ส่วนแผ่นวัสดุเชิงประกอบท่ีมีการเรียงตัวของเส้นใย
แบบ [90]4 การเพิ่มอัตราส่วนทางเรขาคณิตจะไม่
ส่งผลต่อความยาวของเส้นใยเน่ืองจากเส้นใยมีการ
เรียงตัวในแนวแกน y  ท าให้ระยะการแอ่นมีแนวโน้ม
ท่ีจะคงท่ีเร็วกว่า 

3) ผลของการแปรผันอัตราส่วนทางเรขาคณิตของแผ่น
วัสดุเชิงประกอบท่ีรับภาระกระจายแบบสม่ าเสมอ

ขนาด 1 N/m2 ต้ังแต่  1:1 โดยขยายอัตราส่ วน
ทางด้าน y  ครั้งละ 0.1 เมตร จนระยะการแอ่นมี
แนวโน้มท่ีจะคงท่ี พบว่าความสัมพันธ์ระหว่างระยะ
การแอ่นและอัตราส่วนทางเรขาคณิตมีลักษณะเป็น
เส้นโค้ง ดังแสดงในรูปท่ี 5–8 ซึ่งสามารถเขียนสมการ
โพลิโนเมียลแสดงความสัมพันธ์ พร้อมค่าสัมประสิทธิ์
การตัดสินใจ ได้เป็น 4 กรณี ดังน้ี 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [0]4 

W = 4.980x10-9 n10 + 1.992x10-7 n 9 + 3.425x10-6 n 8  
      + 3.291x10-5 n7 - 1.921x10-4 n6 + 6.970x10-4 n5 

 
 

รูปท่ี 3 ลักษณะการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ ขอบสามด้าน
รองรับแบบยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระที่อัตราส่วน 
1:1 

    

 
 

รูปท่ี 4 ระยะการแอ่นและอัตราส่วนทางเรขาคณิต 
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      - 1.595x10-3 n4 + 2.471x10-3 n3 + 2.433x10-3 n2  
      + 1.394x10-5 n + 3.485x10-4 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [90]4 

W = 7.299x10-9 n10 – 3.146x10-7 n9 + 5.978x10-6 n8 
      - 6.589x10-5 n7 + 4.655x10-4 n6 – 2.195x10-3 n5 
      + 6.955x10-3 n4 – 1.441x10-2 n3 + 1.811x10-2 n2 
      - 1.137x10-2 n + 2.806x10-3 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [0/90]s 

W = -1.192x10-8 n8 + 3.309x10-7 n7 - 3.955x10-6 n6 

      + 2.655x10-5 n5 - 1.091x10-4 n4 + 2.802x10-4 n3 
      - 4.362x10-4 n2 + 3.727x10-4 n - 1.057x10-4 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [90/0]s 

W = 6.769x10-8 n8 - 1.847x10-6 n7 + 2.172x10-5 n6 

      - 1.435x10-4 n5 + 5.805x10-4 n4 - 1.453x10-3 n3  
      + 2.136x10-3 n2 - 1.557x10-3 n + 4.423x10-4 

โดยท่ี n คือ อัตราส่วนทางเรขาคณิต 
4) ผลของการแปรผันการเรียง ตัวของเส้นใยและ

อัตราส่วนทางเรขาคณิตท่ีมีต่อความเค้นดัด พบว่าเมื่อ
อัตราส่วนทางเรขาคณิตมีค่าเพิ่มข้ึน ความเค้นดัดจะมี
ค่าเพิ่มข้ึนในช่วงแรก และจากน้ันความเค้นดัดจะมี
แนวโน้มท่ีจะคงท่ี ดังแสดงในรูปท่ี 9 โดยแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 
ความเค้นดัดจะมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ีช้ากว่าแผ่นวัสดุเชิง

 
 

รูปท่ี 5 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 

    

 
 

รูปท่ี 6 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90]4 

    

 
 

รูปท่ี 7 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0/90]s 

    

 
 

รูปท่ี 8 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90/0]s 
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      - 1.595x10-3 n4 + 2.471x10-3 n3 + 2.433x10-3 n2  
      + 1.394x10-5 n + 3.485x10-4 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [90]4 

W = 7.299x10-9 n10 – 3.146x10-7 n9 + 5.978x10-6 n8 
      - 6.589x10-5 n7 + 4.655x10-4 n6 – 2.195x10-3 n5 
      + 6.955x10-3 n4 – 1.441x10-2 n3 + 1.811x10-2 n2 
      - 1.137x10-2 n + 2.806x10-3 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [0/90]s 

W = -1.192x10-8 n8 + 3.309x10-7 n7 - 3.955x10-6 n6 

      + 2.655x10-5 n5 - 1.091x10-4 n4 + 2.802x10-4 n3 
      - 4.362x10-4 n2 + 3.727x10-4 n - 1.057x10-4 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [90/0]s 

W = 6.769x10-8 n8 - 1.847x10-6 n7 + 2.172x10-5 n6 

      - 1.435x10-4 n5 + 5.805x10-4 n4 - 1.453x10-3 n3  
      + 2.136x10-3 n2 - 1.557x10-3 n + 4.423x10-4 

โดยท่ี n คือ อัตราส่วนทางเรขาคณิต 
4) ผลของการแปรผันการเรียง ตัวของเส้นใยและ

อัตราส่วนทางเรขาคณิตท่ีมีต่อความเค้นดัด พบว่าเมื่อ
อัตราส่วนทางเรขาคณิตมีค่าเพิ่มข้ึน ความเค้นดัดจะมี
ค่าเพิ่มข้ึนในช่วงแรก และจากน้ันความเค้นดัดจะมี
แนวโน้มท่ีจะคงท่ี ดังแสดงในรูปท่ี 9 โดยแผ่นวัสดุเชิง
ประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 
ความเค้นดัดจะมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ีช้ากว่าแผ่นวัสดุเชิง

 
 

รูปท่ี 5 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 

    

 
 

รูปท่ี 6 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90]4 

    

 
 

รูปท่ี 7 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0/90]s 

    

 
 

รูปท่ี 8 ระยะการแอ่นที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโต
โรวิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90/0]s 
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ประกอบท่ีมีการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0/90]s 
[90/0]s และ [90]4 ตามล าดับ 

เน่ืองจากการเพิ่มอัตราส่วนทางเรขาคณิตท าให้
ระยะการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมี
การเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 มีค่าเพิ่มข้ึนอย่าง
ต่อเน่ือง ท าให้ความโค้ง (curvature) ของส่วนโค้งมี
ค่าเพิ่มข้ึนอย่างต่อเน่ือง ส่งผลให้โมเมนต์ดัดมี ค่า
เพิ่มข้ึน จึงท าให้ความเค้นดัดมีค่าเพิ่มข้ึน และเมื่อการ
เพิ่มอัตราส่วนทางเรขาคณิตไม่ส่งผลต่อระยะการแอ่น 
ระยะการแอ่นจึงมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ี ส่งผลให้ความ
โค้งของส่วนโค้ง โมเมนต์ดัด และความเค้นดัดมี
แนวโน้มท่ีจะคงท่ี ส่วนแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ 
ท่ีมีการ เรียง ตัวของเส้นใยแบบ [ 90]4 การเพิ่ม
อัตราส่วนทางเรขาคณิตส่ งผลต่อระยะการแอ่น
เล็กน้อย ท าให้ระยะการแอ่นมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ีเร็ว
ข้ึน ส่งผลให้ความโค้งของส่วนโค้ง โมเมนต์ดัด และ
ความเค้นดัดมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ีเร็วข้ึน 

5) ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นดัดและอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตมีลักษณะเป็นเส้นโค้งดังแสดงในรูปท่ี 10-
13 สามารถเขียนสมการแสดงความสัมพันธ์ให้อยู่ใน
รูปสมการโพลิโนเมียล พร้อมค่าสัมประสิทธิ์การ
ตัดสินใจ ได้เป็น 4 กรณี ดังน้ี 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [0]4 

 = 118.692 n9 - 3.441x103 n8 + 43.427x103 n7 
      - 312.430x103 n6 + 1.408x106 n5 - 4.111x106 n4 
      + 7.737x106 n3 - 8.989x106 n2 + 5.788x106 n 
      - 1.049x106 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [90]4 

 = - 26.204 n8 - 2.179x103 n7 + 58.406x103 n6 

 
      - 583.627x103 n5 + 3.027x106 n4 - 8.764x106 n3 
      + 1.368x107 n2 - 9.669x106 n + 2.757x106 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [0/90]s 

 = - 245.365 n8 + 6.759x103 n7 - 80.135x103 n6 
      + 533.001x103 n5 - 2.169x106 n4 + 5.507x106 n3 
      - 8.466x106 n2 + 7.127x106 n - 1.908x106 

กรณีแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [90/0]s 

 = 969. 057n824 - .081x103 n7252 + .164x103 n6 
1.438 -      x106 n54.812 + x106 n49.366 - x106 n3 
9.642 +      x106 n2 3.711 -x106 n381 + .694x103 

5. สรุปผลการศึกษา 
1) ลักษณะการเรียงตัวของเส้นใยและอัตราส่วนทาง

เรขาคณิตไม่มีผลต่อลักษณะการแอ่นตัวของแผ่นวัสดุ
เชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีขอบสามด้านรองรับแบบ
ยึดแน่นและอีกหน่ึงด้านปล่อยอิสระ (CCCF) และ
รับภาระกระจายแบบสม่ าเสมอกระท าต้ังฉากกับแผ่น 
แต่จะมีผลต่อระยะการแอ่นและความเค้นดัด 

2) เมื่ออัตราส่วนทางเรขาคณิตมีค่าเพิ่มข้ึน ระยะการ
แอ่นและความเค้นดัดจะมีค่า เพิ่มข้ึนในช่วงแรก 
จากน้ันจะมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ี โดยแผ่นวัส ดุเ ชิง

 
 

รูปท่ี 9 ความเค้นดัดและอัตราส่วนทางเรขาคณิต 
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ประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 
ระยะการแอ่นและความเค้นดัดจะมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ี
ช้ากว่าแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [0/90]s [90/0]s และ [90]4 ตามล าดับ 

3) ความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่นกับอัตราส่วนทาง
เรขาคณิต สามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการโพลิโน
เมียล อันดับ 10 ส่วนความเค้นดัดกับอัตราส่วนทาง
เรขาคณิต สามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการโพลิโน-
เมียล อันดับ 9 ซึ่งสามารถใช้ค านวณระยะการแอ่น
และความเค้นดัดต้ังแต่อัตราส่วนทางเรขาคณิต
1.0:1.0 ถึง 7.0:1.0 ท าให้ในทางปฏิบัติท่ีมีการน าแผ่น
วัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ มาใช้ท่ีอัตราส่วนทา ง
เรขาคณิตต่าง ๆ มีความสะดวกมากข้ึน เมื่อเทียบกับ

การใช้วิธีการประมาณ โดยการแทนอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตในสมการแสดงความสัมพันธ์ จะท าให้ผู้ใช้
สามารถทราบระยะการแอ่นและความเค้นดัดได้ 
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รูปท่ี 10 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 

    

 
 

รูปท่ี 12 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0/90]s 

    

 
 

รูปท่ี 13 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90/0]s 

    

 

 
 

รูปท่ี 11 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90]4 

    

62 วารสารวิชาการ วิศวกรรมศาสตร์ ม.อบ.    ปีที่ 11  ฉบับที่ 2



 วารสารวิชาการ วศิวกรรมศาสตร์ ม.อบ.    ปีที่ 11  ฉบับที่ 2   63 

ประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 
ระยะการแอ่นและความเค้นดัดจะมีแนวโน้มท่ีจะคงท่ี
ช้ากว่าแผ่นวัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ ท่ีมีการเรียงตัว
ของเส้นใยแบบ [0/90]s [90/0]s และ [90]4 ตามล าดับ 

3) ความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่นกับอัตราส่วนทาง
เรขาคณิต สามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการโพลิโน
เมียล อันดับ 10 ส่วนความเค้นดัดกับอัตราส่วนทาง
เรขาคณิต สามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการโพลิโน-
เมียล อันดับ 9 ซึ่งสามารถใช้ค านวณระยะการแอ่น
และความเค้นดัดต้ังแต่อัตราส่วนทางเรขาคณิต
1.0:1.0 ถึง 7.0:1.0 ท าให้ในทางปฏิบัติท่ีมีการน าแผ่น
วัสดุเชิงประกอบเคฟลาร์ มาใช้ท่ีอัตราส่วนทา ง
เรขาคณิตต่าง ๆ มีความสะดวกมากข้ึน เมื่อเทียบกับ

การใช้วิธีการประมาณ โดยการแทนอัตราส่วนทาง
เรขาคณิตในสมการแสดงความสัมพันธ์ จะท าให้ผู้ใช้
สามารถทราบระยะการแอ่นและความเค้นดัดได้ 

กิตติกรรมประกาศ 
โครงการวิจัยน้ีได้รับทุนอุดหนุนการวิจัยจากงบประมาณ 

โครงการยกระดับปริญญานิพนธ์เป็นงานวิจัยตีพิมพ์ งาน
สร้างสรรค์ และงานบริการวิชาการสู่ชุมชน ประจ าปี 2558  

เอกสารอ้างอิง 
[1] ทวี หวังนิเวศน์กุล. วัสดุวิศวกรรม. กรุงเทพฯ: ส านักพิมพ์

รุ่งแสงการพิมพ์; 2554.  
[2] Rajalingham C, Bhat RB, Xistris GD. Vibration of 

rectangular plates using plate characteristic 
functions as shape functions in the Rayleigh-Ritz 

 

 
 

รูปท่ี 10 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0]4 

    

 
 

รูปท่ี 12 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [0/90]s 

    

 
 

รูปท่ี 13 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90/0]s 

    

 

 
 

รูปท่ี 11 ความเค้นดัดที่ได้จากสมการแสดงความสัมพันธ์และวิธีคันโตโร
วิชของการเรียงตัวของเส้นใยแบบ [90]4 

    

63วารสารวิชาการ วิศวกรรมศาสตร์ ม.อบ.    ปีที่ 11  ฉบับที่ 2



 วารสารวิชาการ วศิวกรรมศาสตร์ ม.อบ.    ปีที่ 11  ฉบับที่ 2   64 

method. Journal of Sound and Vibration. 1996; 
193(2): 497–509. 

[3] กุลทรัพย์ ผ่องศรีสุข, อาศิส บุณยะประภัศร,กรกฎ รัชช
ภูมิ, ธนบดี รักษ์พลพันธ์. การศึกษาการเปลี่ยนพฤติกรรม
แผ่นบางเป็นพฤติกรรมคาน. วารสารวิศวกรรมศาสตร์ 
มหาวิทยาลัยเชียงใหม่. 2557; 21(2): 21–29. 

[4] กุลทรัพย์ ผ่องศรีสุข, ณัฐพงษ์ กุลท้วม, เอกรินทร์ ระลาธิ. 
ความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่น – ความเค้นดัด และ
อัตราส่วนทางเรขาคณิต ของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเรียง
ช้ันแบบสมมาตรขอบสี่ ด้ านรองรับแบบยึดแ น่น . 
วารสารวิชาการ วิศวกรรมศาสตร์ ม.อบ . 2559; 9(1): 
61–69. 

[5] Ungbhakorn V, Wattanasakulpong N. Bending 
analysis of symmetrically laminated rectangular 
plates with arbitrary edge supports by the 
extended Kantorovich method. Thammasat Int. 
J. Sc.Tech. 2006: 33–44. 

[6] Phongsrisuk K, Ingsuwan P, Rangsri W, 
Klongpanich W. Free vibration analysis of 
symmetrically laminated composite rectangular 
plate using extended Kantorovich method. 
Maejo Int. J. Sci. Technol. 2010; 4(3): 512–532. 

[7] Timoshenko S, Woinowsky-Krieger S. Theory of 
Plates and Shells (2nd ed). New York: McGraw-
Hill; 1959. 

[8] พิษณุ เจียวคุณ. การวิเคราะห์การถดถอย. เชียงใหม่: 
ส านักพิมพ์มหาวิทยาลัยเชียงใหม่; 2548. 

[9] Reddy JN. Mechanics of laminated composite 
plates and shells: theory and analysis (2 nd ed). 
Boca Raton: CRC Press; 2004. 

 วารสารวิชาการ วศิวกรรมศาสตร์ ม.อบ.    ปีที่ 11  ฉบับที่ 2   65 

 

วารสารวิชาการ วิศวกรรมศาสตร ์ม.อบ. 
UBU Engineering Journal 

บทความวิจัย 

ก าลงัอดัและโครงสร้างจุลภาคของดินลูกรงั-กากกาแฟปรบัปรงุด้วยเถ้าลอยจีโอโพลีเมอร ์
Compressive Strength and Microstructure of Lateritic Soil-Used Coffee Grounds 
Stabilized Fly Ash Geopolymer 
คุณาพจน์ วงษ์ค า1  เชิดศักดิ์ สุขศิริพัฒนพงศ์1*  เสริมศักดิ์ ติยะแสงทอง1  จักษดา ธ ารงวุฒิ1  ชยกฤต เพชรช่วย1 

1 สาขาวิชาวิศวกรรมโยธา  คณะวิศวกรรมศาสตร์และสถาปัตยกรรมศาสตร์  มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลอีสาน  จังหวัดนครราชสีมา 
Kunapot Wongkhum1  Cherdsak Suksiripattanapong1*  Sermsak Tiyasangthong1  Jaksada Thumrongvut1         
Chayakrit Phetchuay1 

1 Department of Civil Engineering, Faculty of Engineering and Architecture, Rajamangala University of Technology Isan, Muang, 
Nakhon Ratchasima  30000 

* Corresponding author. 
 E-mail: cherdsak.su@rmuti.ac.th; Telephone: 08 1760 7722 
 

บทคัดย่อ 
บทความน้ีศึกษาก าลังอัดและโครงสร้างจุลภาคของดินลูกรัง-กากกาแฟปรับปรุงด้วยเถ้าลอย จีโอโพลีเมอร์ เถ้าลอยน ามาจากโรงงานผลิต

กระแสไฟฟ้าแม่เมาะ จังหวัดล าปาง กากกาแฟได้จากร้านกาแฟในพ้ืนที่ จังหวัดนครราชสีมา สารกระตุ้นเป็นส่วนผสมของสารละลายโซเดียมซิ
ลิเกต (Na2SiO3) และโซเดียมไฮดรอกไซด์ (NaOH) อัตราส่วน Na2SiO3:NaOH เท่ากับ 50:50 ความเข้มข้น (NaOH) เท่ากับ 5 โมลาร์ ทดสอบ
ก าลังอัดของตัวอย่างที่อายุบ่ม 7 วัน ผลการทดสอบแสดงให้เห็นว่าหน่วยน้ าหนักแห้งสูงสุดมีค่าลดลงตามการเพ่ิมข้ึนของปริมาณกากกาแฟ โดย
ที่หน่วยน้ าหนักแห้งสูงสุดของตัวอย่างมีค่าเท่ากับ 20.12 19.75 18.96 และ18.05 kN/m3 ส าหรับปริมาณกากกาแฟเท่ากับร้อยละ 0 10 20 
และ 30 โดยน้ าหนัก ตามล าดับ หน่วยน้ าหนักลดลงเกิดจากอนุภาคของกากกาแฟที่มีความพรุนสูง ก าลังอัดของดินลูกรัง-กากกาแฟปรับปรุง
ด้วยเถ้าลอย จีโอโพลีเมอร์ท่ีอายุบ่ม 7 วัน และปริมาณความชื้นเหมาะสมให้ก าลังอัดสูงสุดซึ่งมีค่าเท่ากับ 2.57 1.82 1.40 และ 0.88 MPa 
ส าหรับปริมาณกากกาแฟเท่ากับร้อยละ 0 10 20 และ 30 ตามล าดับ 

ค าส าคัญ 
ก าลังอัด  โครงสร้างทางจุลภาค  ดินลูกรัง  กากกาแฟ  เถ้าลอย  จีโอโพลิเมอร์ 

Abstract 
This article investigated compressive strength and microstructure of lateritic soil-used coffee grounds stabilized fly 

ash geopolymer. Fly ash (FA) was obtained from the Mae Moh power plant, Lampang Province. Used coffee grounds (CG) 
was collected from the coffee shop in Nakhon Ratchasima area. Liquid alkaline activator was mixed of sodium silicate 
(Na2SiO3) and sodium hydroxide (NaOH). The Na2SiO3:NaOH ratio was 50:50. The concentration of NaOH was 5 molar. The 
compressive strength of samples at curing time of 7 days was examined. Test results show that the unit weight of lateritic 
soil-CG FA geopolymer decreases with increasing the CG. The maximum unit weight of sample is 20.12, 19.75, 18.96 and 
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