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บทคัดยอ 
งานวิจัยนี้นําเสนอการวิเคราะหปญหาการนําความรอนในระบบพิกัดฉากหนึ่งมิติที่สภาวะอยูตัวสาํหรับวัสดเุน้ือเดียวดวยวิธีดูอัลเมชไฟไนต

โดเมน วิธีนี้ใชเอลิเมนตเพ่ือการประมาณคาฟงกชันรวมกับการหาฟลักซความรอนที่ปลายทั้งสองดานของโดเมนควบคุม ในบทความมี
รายละเอียดของการประดิษฐสมการไมตอเนื่องที่จุดตอตางๆของโดเมน ความแมนยําของการคํานวณเชิงตัวเลขถูกประเมินโดยเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหในสามปญหาไดแก 1) การนําความรอนผานแทงวัสดุที่ไมมีการผลิตความรอน 2) การนําความรอนผานผนังที่มีการผลิต
ความรอน และ 3) การนําความรอนผานครีบท่ีมีหนาตัดสม่ําเสมอ เปอรเซ็นตความผิดพลาดรวมของวิธีดูอัลเมชไฟนตโดเมนดวยการใชเอลิ
เมนตสี่ช้ินสําหรับปญหาที่ 1, 2 และ 3 คือ 0, 0 และ 0.01 ตามลําดับ  

คําสําคัญ 
การนําความรอนในหนึ่งมิติ  วิธีดูอัลเมชไฟไนตโดเมน โปรแกรมคอมพิวเตอรชวยงานดานวิศวกรรม การถายเทความรอน วัสดุเนื้อเดียว 

Abstract 
This paper presents an analysis of heat conduction in one- dimensional Cartesian coordinate system under steady 

state condition for homogeneous material by using the dual mesh finite domain method. This method used element for 
interpolation of functions and the calculation of heat fluxes at both ends of control domain.  In this paper, the detail of 
discrete equation formulation was presented for the nodes of domain. The accuracy of numerical solutions was evaluated 
by comparison with the exact solutions of three problems including 1) heat conduction in a rod without heat generation, 
2) heat conduction in a plane wall with heat generation and 3) heat conduction through a fin with uniform cross section. 
The percentage of error of the dual mesh finite domain method with four elements for problem 1, 2 and 3 were 0, 0 and 
0.01, respectively.   
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1. คํานํา 

ในปจจุบัน วิธีเชิงตัวเลขที่ใชในโปรแกรมคอมพิวเตอรเชิง

พาณิชย (commercial software) มีอยูเพียงสองวิธีเทานั้นที่

ไดรับความนิยมมากที่สุด ไดแก วิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรบังาน

เก่ียวกับกลศาสตรของแข็งเชิงคํานวณครอบคลุมถึง การถายเท

ความรอน และวิธีไฟไนตวอลุมสําหรับงานเก่ียวกับพลศาสตร

ของไหลเชิงคํานวณครอบคลุมถึงการถายเทความรอน  พื้นฐาน

ของระเบียบวิธีเหลานี้คือ การแปลงรูปสมการเชิงอนุพันธของ

ตัวแปร (สมการตอเนื่อง) ใหอยูในสมการรูปแบบเมตริกซ 

(สมการไมตอเนื่อง) ซึ่งสามารถหาคําตอบไดดวยคอมพิวเตอร 

รายละเอียดการประดิษฐสมการไมตอเนื่องของสองวิธีมีความ

แตกตางกัน แตมีสิ่งหนึ่งเหมือนกันคือ ทั้งสองวิธีใชการหา

ปริพันธเพื่อชวยหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธ ในขอบเขต

ของโดเมนยอย วิธีไฟไนตเอลิเมนตกําหนดใหโดเมนยอยคือเอลิ

เมนต (element) [1] แตวิธีไฟไนตวอลุมกําหนดใหโดเมนยอย

คือเซลล (cell) หรือปริมาตรควบคุม (control volume) [2, 

3, 4] 

การรวมเอาลักษณะสําคัญของวิธีไฟไนตเอลิเมนต และวิธี

ไฟไนตวอลุมเปนเรื่องที่เคยเกิดข้ึนมานานแลว [5, 6] ในชื่อวา

วิ ธี  Control Volume Finite Element Method ห รื อ 

CVFEM เมื่อไมนานมานี้ Reddy และผูรวมงานของเขาใน 

Texas A&M University [7-10]  ไดนํา เสนอวิธีที่ คลายกับ 

CVFEM แตใชชื่อวาวิธี Dual Mesh Finite Domain (DMFD) 

Reddy [7] ใชวิธี DMFD กับการแกสมการเชิงอนุพันธอันดับที่

สองสําหรับปญหาที่มีตัวแปรเดียว บทความนี้จําเปนตอง

กลาวถึงเพราะเปนจุดเริ่มตนของวิธี DMFD ผูวิจัยมีขอมูลที่

เก่ียวของเฉพาะบทคัดยอเทานั้น จึงไมสามารถใหรายละเอียด

ของบทความนี้ได Reddy [8] ใชวิธี DMFD เพื่อแกสมการเชิง

อนุพันธหนึ่งมิติและสองมิติ สําหรับแกปญหาเก่ียวกับการแพร

และการพา  กรณีทดสอบที่ใชเปนกรณีทดสอบของปญหาการ

แพรและการพาเทานั้นทั้งปญหาหนึ่งมิติ และสองมิติ เอลิเมนต

สองมิติที่ใชในงานวิจัยนี้คือเอลิเมนตสี่เหลี่ยมมุมฉากเพื่อแสดง

เปนตัวอยางเทานั้น ทําใหประสบปญหาอยางแนนอนกับ โจทย

สองมิติที่ไมใชรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ความผิดพลาดของวิธี DMFD 

ใกลเคียงกับความผิดพลาดของวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยนํามา

เปรียบเทียบกับคําตอบเชิงวิเคราะหของปญหา  Reddy and 

Nampally [9] ใชวิธี DMFD ในปญหาหนึ่งมิติในระบบพิกัด

ฉากเพื่อคํานวณการโกงตัว และความเคนภายในคานที่ทําจาก 

functionally graded material นอกจากนี้วิธี  DMFD ของ 

Nampally and Reddy [10] ถูกนําไปวิเคราะหปญหาหนึ่งมิติ

ในระบบพิกัดรัศมีเพ่ือการโกงตัว และความเคนภายในแผนบาง

รูปวงกลมที่ทําจาก functionally graded material    

วิธี DMFD ไดถูกนําไปใชในปญหาดานการถายเทความ

รอนและกลศาสตรของแข็งหนึ่งมิติ การใชงานกับปญหาสอง

มิติถือวานอยมาก อยางไรก็ตามผลการทดสอบความแมนยํา

ของวิธี DMFD กับปญหาการนําความรอนคอนขางนอย ไม

เพียงพอตอความเชื่อมั่นในวิธีการคํานวณ จึงตองดําเนินการ

วิจัยเพ่ิมเติมจากเอกสารที่มีอยู วัตถุประสงคของบทความนี้คือ 

นําเสนอแนวคิด การไดมาซึ่งสมการคํานวณของวิธี DMFD 

รวมถึงแสดงใหเห็นถึงความแมนยําของวิธี DMFD ในการ

แกปญหาการนําความรอนในพิกัดฉากหนึ่งมิติ ที่สภาวะอยูตัว

สําหรับวัสดุเนื้อเดียว (homogeneous material) ปญหาหนึ่ง

มิติแมวาจะดูงายเกินไปสําหรับนักวิจัยผูมีความเชี่ยวชาญแตใน

มุมมองของผู วิจัยที่ เปนอาจารยผูสอนในวิชาเก่ียวกับ วิธี

คํานวณเชิงตัวเลข พบวา นักศึกษาตองการคําแนะนําและ

ตัวอยางเบื้องตนที่ไมยากเกินไปเพื่อการเริ่มตนทําความเขาใจ

กับ ระเบียบวิธีการคํานวณใหมๆที่ไมเคยรูจักมากอน ผูวิจัยหวัง

วาบทความนี้คงมีประโยชนตอกลุมผูเริ่มตน นักศึกษา และ

ผูสนใจทั่วไปที่ตองการคนหาวิธีการ หรือแนวทางที่แตกตาง

จากวิธีการดั้งเดิมดวยการทดสอบกับปญหาที่ไมยากเกินไป 

ปญหาที่ยากกวานี้ผูวิจัยหวังวาจะนําเสนอในบทความวิจัย

ลําดับตอๆไป เนื้อหาที่เหลืออยูในบทความไดแก สมการบังคับ

และเงื่อนไขขอบเขตของปญหา การประยุกตวิธีไฟไนตเอลิ

เมนตและวิธีไฟไนตวอลุม เพื่อสรางเปนระบบสมการแบบ

เมตริกซ  ตอจากนั้นเปนการทดสอบวิธี DMFD กับปญหาการ
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นําความรอนจํานวน 3 กรณี ลําดับตอไปคือ ผลการทดสอบ

และสรุปผลการศึกษา 

2. การนําความรอนแบบหนึ่งมิติที่สภาวะอยูตัว 

2.1  สมการบังคับของการนําความรอน 

วัสดุที่นํามาพิจารณาในบทความนี้มีคุณสมบัติเชิงความ

รอนเปนคาคงที่ สมการบังคับของการนําความรอนแบบหนึ่ง

มิติในพิกัดฉากที่สภาวะอยูตัวเปนสมการเชิงอนุพันธที่มีรูปแบบ

ทั่วไปดังนี ้

0
d dT

k S
dx dx

    
 

 (1) 

 

เมื่อ k  และ S   หมายถึงสัมประสิทธ์ิการนําความรอนของ

วัสดุ และอัตราการผลิตความรอนตอหนึ่งหนวยปริมาตรของ

วัสดุตามลําดับ ในบทความนี้พิจารณาเฉพาะวัสดุเนื้อเดียวซึ่งมี

คา k  เปนคาคงที่ในทุกจุดของวัสดุ ถา S   มีคาเปนบวก

หมายถึงวัสดุสามารถผลิตความรอนภายในไดหรือไดรับความ

รอนจากแหลงภายนอกตลอดความยาวของชิ้นงาน ถา S  มีคา

เปนลบหมายถึงการระบายความรอนออกจากภายในวัสดุเชน 

ครีบระบายความรอนซึ่งตองสูญเสียความรอนใหกับอากาศที่

อยูแวดลอมผิวครีบ 

2.2  Dual-mesh finite domain method 

2.2.1 การแปลงสมการเชิงอนพุนัธเปนสมการพีชคณิต 

การนําความรอนในหนึ่งมิติที่กลาวถึงในงานวิจัยนี้อยูใน

โดเมนใหญที่อยูระหวางพิกัด 0x   ถึง x L   การคํานวณเชิง

ตัวเลขเพื่อหาคําตอบที่จุดตอ (node) ตางๆในโดเมนใหญ

เริ่มตนจาก การกําหนดจํานวนของจุดตอ ตําแหนงของจุดตอ 

รวมถึงเอลิเมนต ขั้นตอนนี้คือ การแบงยอย (discretization) 

ดังแสดงในรูปที่ 1 โดเมนใหญคือเสนตรงถูกแบงออกมาเปน

เสนตรงขนาดเล็กหรือเอลิเมนต (element) จํานวน N  ชิ้น  

จํานวนจุดตอทั้งหมดของโดเมนคือ 1N   จุดตอ โดยเอลิเมนต

ทั้งหลายไมมีสวนใดซอนทับกันเลย  สมมุติวาเอลิเมนตนั้นเปน

เอลิเมนตเชิงเสน ฟงกชันเสนตรงในหนึ่งเอลิเมนตถูกประมาณ

คาจากจุดตอที่เก่ียวของเพียงสองจุดตอเทานั้น เมช (Mesh) 

หรือโครงตาขายซึ่งเกิดจากการเชื่อมตอระหวางเอลิเมนตในรูป

ที่ถูกเรียกวา primal mesh เพราะเกิดขึ้นทันทีที่แบงโดเมน

ใหญออกมาเปนชิ้นเล็กๆ  

 
 

 
รูปที่ 1  การแบงโดเมนใหญใหเปนผลรวมของเอลิเมนตจํานวน N  ชิ้น
และจํานวนจุดตอเทากับ 1N  จุดตอ 
 

dual mesh ในรปูที่ 2 อาจถูกมองวาเปนคูกันกับเมชแบบ

แรก เมชนี้แสดงถึงการเชื่อมตอโดเมนควบคุม (control 

domain) ทั้งหลายเขาดวยกันแต primal mesh แสดงถึงการ

เชื่อมตอ  เอลิเมนตทั้งหลายเขาดัวยกัน ขอบเขตของโดเมน

ควบคุมแสดงดวยสี่เหลี่ยมเสนประ จํานวนของโดเมนควบคุม

เทากับจํานวนจุดตอ ขนาดของโดเมนควบคุมสําหรับจุดตอ

ภายในมีใหญกวาขนาดของโดเมนควบคุมสําหรับจุดตอบน

ขอบเขตทั้งสองดานดังแสดงใหเห็นในรูปที่ 2 แมวาขนาดของ

เอลิเมนตใน primal mesh ในรูปที่ 1 จะเทากันทั้งหมด ใน

การแกปญหาโดยทั่วไปผูใชสามารถกําหนดใหโดเมนควบคุมมี

ขนาดเทากันหรือแตกตางกันก็ไดแตผลรวมของโดเมนควบคุม

ทุกชิ้นตองเทากับโดเมนใหญ   
 

 
 

 

รูปที่ 2  การแบงโดเมนใหญใหเปนผลรวมของโดเมนควบคุมจํานวน 
1N   ชิ้น 

 

 
(a) 

 
(b) 

 

รูปที่ 3  (a) โดเมนควบคุมสําหรับจุดตอภายใน i   (b) ฟลักซความ
รอนที่เขาและออกจากโดเมนควบคุม i   
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รูปที่ 3 แสดงโดเมนควบคุมสําหรับจุดตอ i  สมการของ

โดเมนควบคุมไดมาจากความสัมพันธเชิงความรอนระหวางจุด

ตอ i  กับจุดตอขางเคยีงไดแกจุดตอ 1i   และจุดตอ 1i   จุด

ตอ i  มีความสัมพันธ กับจุดตอ 1i   เพราะใชฟ งกชัน

ประมาณคาของอุณหภูมิรวมกันในเอลิเมนต 1i   ในลักษณะ

เดียวกัน จุดตอ i  มีความสัมพันธกับจุดตอ 1i   เพราะใช

ฟงกชันประมาณคาของอุณหภูมิรวมกันในเอลิเมนต i   
 

 
(a) 

 
(b) 

 

รูปที่ 4  (a)  โดเมนควบคุมสําหรับจุดตอ 1 บนขอบเขตซายมือ
เกี่ยวของกับเอลิเมนต 1 (b) ฟลักซความรอนที่เขาและออกจากโดเมน
ควบคมุ 1 
 

 
(a) 

 
(b) 

 

รูปที่ 5  (a) โดเมนควบคุมสําหรับจุดตอ 1N   บนขอบเขตขวามือ
เกี่ยวของกับเอลิเมนต N  (b) ฟลักซความรอนที่เขาและออกจากโดเมน
ควบคมุ 1N    

 

สมการพีชคณิตของจุดตอภายใน i  ในรูปที่ 3 เกิดจาก

การตั้งคาปริพันธของสมการที่ (1) จากตําแหนง ax  ไปยัง

ตําแหนง bx  ใหเทากับศูนย 
 

0
b

a

x

x

d dT
k S dx

dx dx

        
  (2) 

 

ดังนั้น 
 

          
b

a
a b

x

x
x x

dT dT
k k S dx
dx dx

       
      (3) 

 

หรือ 
 

                           
b

b a
a

x

x x x
q q S dx    (4) 

 

เมื่อ q  คือฟลักซความรอนตามกฎของฟูเรียร (Fourier’s 

law)  ฟลักซความรอนที่เขาสูจุดตอ i  ชื่อวา  
1
iq   ในขณะที่ฟ

ลักซความรอนที่ออกจากจุดตอ i  ชื่อวา  
2
iq   

 

 
1 a

a

i
x

x

dT
q q k

dx
    
 

 (5a) 

 
2 b

b

i
x

x

dT
q q k

dx
    
 

 (5b) 

 

ความหมายเชิงกายภาพคือ อัตราการไหลออกสุทธิของ

ความรอนเทากับการผลิตความรอนภายในโดเมนควบคุม  

ความหมายนี้ยังคงใชไดกับจุดตอบนขอบเขตในรูปที่ 4 และ 5 

2.2.2 การประมาณฟงกชันอุณหภูมิดวยสมการเสนตรง 

สมการประมาณคาภายในเอลิเมนต i  คือสมการเสนตรงที่

ไดจากการรวมกันของฟงกชันผลคูณ  
1 1
i iN T   และฟงกชันผล

คูณ  
2 2
i iN T  ในรูปที่ 6 ดังสมการ  

 

     
1 1 2 2
i ii iT x N T N T   (6) 
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โดย 1
iT  และ 2

iT   คืออุณหภูมิที่จุดตอ  1 และ  2 ของเอลิ

เมนต i   ฟงกชัน  
1
iN  และ  

2
iN  คือฟงกชันรูปรางแบบเชิง

เสน (linear) ของจุดตอที่ 1 และ 2 ภายในเอลิเมนต i   มี

นิยามวา 

  2
1

i
i

i

x x
N

x





 (7a) 

  1
2

i
i

i

x x
N

x





 (7b) 

 

โดย 2 1
i i

ix x x   , 1
i

ix x  และ 2 1
i

ix x    กํ าหนดให

ระยะหางระหวางจุดตอเทากันทั้งหมดคือ x  เพื่อใหงายตอ

การอธิบายในลําดับตอไป ตอจากนั้นใหแทนสมการที่ (6) ลงใน

สมการที่ (4) สมการพีชคณิตที่ไดมาสําหรับจุดตอภายใน i  คือ 

 

1 1 1 1i i i i i i iA T AT A T B       (8) 

โดย 
  1 /iA k x     (9a) 

2 /iA k x   (9b) 

1 /iA k x     (9c) 
/2

/2
 

i

i

x x

i x x
B S dx




   (9d) 

 

คุณสมบัติหนึ่งที่วิธี DMFD ไดมาจากวิธีไฟไนตวอลุมคือ 

ความสอดคลองกับหลักการอนุรักษพลังงานความรอน ฟลักซ

ความรอนที่สภาวะอยูตัวไหลออกจากจุดตอ 1i   มีคาเทากับฟ

ลักซความรอนที่ไหลเขาสูจุดตอ i  ในทํานองเดียวกัน ฟลักซ

ความรอนที่ไหลออกจากจุดตอ i เทากับ ฟลักซความรอนที่

ไหลเข าสู จุ ดตอ 1i   ดั งนั้น     1
2 1
i iq q   และ    1

2 1  i iq q   

สมการพีชคณิตสําหรับจุดตอบนขอบเขตซายมือของโดเมน

ใหญดังแสดงในรูปที่ 4 คือ 

 

1 1 2 2 1AT A T B   (10) 

โดย 

1 /A k x   (11a) 

2 /A k x    (11b) 
  /21

1 1 0
 

x
B q S dx


     (11c) 

สมการพีชคณิตสําหรับจุดตอบนขอบเขตขวามือของ

โดเมนใหญดังแสดงในรูปที่ 5 คือ 

 

1 1 1N N N N NA T A T B     (12) 

โดย 

/NA k x    (13a) 

1 /NA k x    (13b) 
  1

1

1
1 2 /2

 
N

N

xN
N x x

B q S dx





 
     (13c) 

 

  
 

รูปที่ 6 การประมาณคาภายในเอลิเมนตหนึ่งมิตแิบบเชิงเสน 

 

3. วิธีดําเนินงานวิจัย 

ในการประเมินความผิดพลาดของวิธี DMFD สําหรับ

ปญหาการนําความรอนในหนึ่งมิติที่สภาวะอยูตัว ผูวิจัยใช

กรณีศึกษาจากเอกสาร [2] ซึ่งเปนตําราที่เขียนโดย Versteeg 

and Malalasekera สําหรับการคํานวณพลศาสตรของไหล

ดวยวิ ธีไฟไนตวอลุมจํานวน 3 กรณีโดยแบงเปน กรณีที่ 1 

ศึกษาการนําความรอนเกิดขึ้นไดดวยความแตกตางของ

อุณหภูมิที่ผิวทั้งสองดาน กรณีที่ 2 ศึกษาผลของการผลิตความ

รอนข้ึนภายในวัสดุ ( S เปนคาคงที่และมีคาเปนบวก) ทําใหเกิด

การนําความรอนจากภายใน วัสดุสู ผิวทั้ งสองดาน โดย

กําหนดใหการผลิตความรอนมีคาเทากันทุกตําแหนง กรณีที่ 3 
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ศึกษาผลของการสูญเสียความรอนใหกับของไหลที่อยูแวดลอม

ทําใหเกิดการนําความรอนภายในวัสดุ ขอสังเกตในกรณีที่ 3 

คือคา S  มีคาเปนลบและแปรผันตามอุณหภูมิซึ่งยังเปนตัว

แปรที่ตองการหาคําตอบ 

จํานวนจุดตอในทุกกรณีคือ 5 จุดตอ ยกเวนกรณีสุดทาย

จํานวนจุดตอเปลี่ยนแปลงเปน 11 จุดตอเพื่อแสดงถึงผลของ

จํานวนจุดตอที่มีตอความแมนยําในการประมาณคา การ

คํานวณในงานวิจัยนี้ใชฟงกชันเก่ียวกับเมตริกซของโปรแกรม 

Microsoft Excel ไดแก minverse เพื่อการคํานวณเมตริกซ

ผกผัน (inverse matrix) และ mmult สําหรับคํานวณผลคูณ

ของเมตริกซ เปนตน อยางไรก็ตามหากผูสนใจตองการ

ประดิษฐเปนโปรแกรมภาษาเชน MATLAB, fortran หรือ C 

เปนตนก็สามารถทําไดอยางรวดเร็วเพราะในบทความนี้ได

อธิบายไวชัดเจนเพียงพอแลว การหาคําตอบดวยโปรแกรม

ภาษาจะทําใหสามารถแกปญหาที่มีจุดตอจํานวนมากไดสะดวก

กวา  และเหมาะสมกวาถาจะนํามาใชกับการแกปญหาสองมิติ 

หรือสามมิติ ซึ่งผูวิจัยคิดวาจะพัฒนาเพิ่มเติมจากบทความนี้ 

เหตุผลที่เลือกปญหาหนึ่งมิติมานําเสนอในบทความนี้ คือ 

เพื่อแสดงใหเห็นถึงการประยุกตวิธี DMFD ซึ่งเกิดจากการรวม

เอาเทคนิคของวิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธีไฟไนตวอลุมเขา

ดวยกันเพื่อแกปญหาการนําความรอนที่มีเฉพาะความแตกตาง

ของเงื่อนไขขอบ และเงื่อนไขภายในวัสดุ เปาหมายตอไปของ

ผูวิจัยคือ การประยุกตกับปญหาที่มีความซับซอนของรูปราง

มากกวาในโดเมนสองมิติ และสามมิติ การแกปญหาดังกลาว

ตองใหความสําคัญกับแบบจําลองทางคณิตศาสตร จํานวนจุด

ตอ รวมถึงรปูรางของเอลิเมนต และเงื่อนไขขอบเขตที่เก่ียวของ

กับความซับซอนของรูปรางโดเมน จุดดอยของบทความนี้คือยัง

ไมครอบคลุมถึงปญหาตางๆของการนําความรอนในทุกมิติ แต

จุดเดนของบทความคือ การใหขอมูลเกี่ยวกับวิธี DMFD ใน

รายละเอียดบางอยางสําหรับปญหาอยางงายไดแก ปญหาหนึ่ง

มิติเพ่ือใหเปนจุดเริ่มตนสําหรับนักวิจัยที่กําลังใหความสนใจใน

การคาํนวณเชิงกลศาสตรซึ่งถูกริเริ่มขึ้นมาเมื่อไมนานนี้ ผูวิจัยมี

ความเห็นวาผูสนใจที่มีพื้นฐานทางทฤษฎีในวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

หรือวิธีไฟไนตวอลุมก็สามารถคนควาเพ่ิมเติมจากงานวิจัยนี้ได 

 

 

 

กรณีที่ 1 แทงวัสดุหนาตัดคงที่และไมมีการผลิตความรอน   

รูปรางของปญหาแสดงอยูในรูปที่ 7 เงื่อนไขขอบเขตของ

ปญหาคือ    10 200T T C    และ   1 400NT L T C     

โดยกําหนดให  1   /k W m C   , 0.4 L m , 0S    ปญหานี้

ไมตองระบุฟลักซความรอนในสมการที่ (10) และ (12) แตให

กําหนดคาอุณหภูมิที่ขอบเขตไดโดยตรง คําตอบเชิงวิเคราะห

สําหรับกรณีที่ 1 สามารถหาไดจากการหาปริพันธของสมการ

อนุพันธสามัญอันดับที่สองดวยเงื่อนไขของอุณหภูมิทั้งสองดาน

และขอมูลจากเอกสาร [2] คําตอบเชิงวิเคราะหของกรณีที่ 1 

คือ 
 

  200 500 T x x   (14) 
  

 

กรณีที่ 2 ผนังที่มีการผลิตความรอนดวยอัตราคงที่ 

รูปรางของปญหาแสดงอยูในรูปที่ 8 เงื่อนไขขอบเขตคือ 

  10 100AT T T C     แ ล ะ   1 100A NT L T T C      

โ ด ย กํ า ห น ด ใ ห   1  /k W m C   , 0.4 L m ,
4 3

0 10   /S S W m   ปญหานี้ไมตองระบุฟลักซความรอนใน

สมการที่ (10) และ (12) แตใหกําหนดคาอุณหภูมิที่ขอบเขตได

โดยตรง คําตอบเชิงวิเคราะหของกรณีที่ 2 สามารถหาไดจาก

การหาปริพันธของสมการการนําความรอนดวยเงื่อนไข

อุณหภูมิทั้งสองดาน และขอมูลจากเอกสาร [2] คือ 

 

   5000  0.4   100T x x x    (15) 

 

กรณีที่ 3 ครีบหนาตัดสม่ําเสมอที่มีการพาความรอนตลอด

ความยาวครีบ 

รูปรางของปญหาแสดงอยูในรูปที่ 9 เงื่อนไขขอบเขตของ

ป ญ ห า คื อ   10 100T T C     แ ล ะ    1
2 0 Nq L q W   

กําหนดให  1  /k W m C  , 1 L m ,  2/S k n T T   , 

 2 2/ 25 n hP kA m  , 20 ,T C   h   คือสัมประสิทธ์ิการ

พาความรอนเฉลี่ยบนผิวของครีบ,T  คือ อุณหภูมิของของไหล

ที่อยูรอบผิวครีบ, A  คือขนาดพื้นที่หนาตัดของครีบและ P  คือ

ขนาดเสนรอบรปูของหนาตัดครีบ (perimeter)  ถาครีบมีหนา

ตัดเปนวงกลม 2 / 4A d  และ P d  เมื่อ d  คือขนาด

เสนผาศูนยกลางของวงกลม  เพื่อใหงายตอการคํานวณจึง
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สมมุติวาผลคูณ 1  /kA W m C    ปญหานี้ทราบคาอุณหภูมิ

ใหกับขอบเขตซายมือ และทราบคาฟลักซความรอนใหกับ

ขอบเขตขวามือ 

คําตอบเชิงวิเคราะหของกรณีที่ 3 (ขอมูลจากเอกสาร [2]) 

คือ 
 

 
 
 

5 1
20 80

5

cosh x
T x

cosh

       
  

 (16) 

 

 
 

 

รูปที่ 7 การนําความรอนผานแทงวัสดุไมผลิตความรอน การถายเท
ความรอนเกิดจากผลตางอุณหภูมิที่ปลายทั้งสองขาง 

 

 
 

รูปท่ี 8 การนําความรอนผานผนังที่มีความหนา L  ซึ่งมีอัตราการผลิต
ความรอนเปนคาคงท่ี 0S   

 

 

รูปที่ 9  การนําความรอนผานครีบหนาตัดวงกลมสม่ําเสมอตลอด
ความยาว การพาความรอนไปสูของไหลรอบๆครีบที่มีอุณหภูมิต่ํากวา
ตลอดระยะทางของการนําความรอนในแทงวัสดุ  

 

การผลิตความรอนในกรณีที่ 3 ขึ้นอยูกับอุณหภูมิของจุด

ตอตางๆที่เก่ียวของกับโดเมนควบคุมทําใหตองอาศัยหลักการ

การหาปริพันธ เชิง เสนดวยวิธีสี่ เหลี่ ยมคางหมู เพื่อใหได

สัมประสิทธิ์ของสมการที่ (8) และ (12) ดังรูปที่ 10  

พื้นที่ใตกราฟรอบจุดตอ i  คือผลบวกของสี่เหลี่ยมคางหมู

ดานซาย (พื้นที่ 1A ) และสี่เหลี่ยมคางหมูดานขวา (พื้นที่ 2A ) 

 
/2 /2

/2 /2
     

i i i

i i i

x x x x x

x x x x x
T dx T dx T dx

 

 
     

                    1 2A A   (17) 

 

พื้นที่  ଵ สามารถประมาณคาไดเทากับ 

 

 1 1 3 / 8i iA x T T    (18) 

 

พื้นที่  ଶ สามารถประมาณคาไดเทากับ 

 

 2 13 / 8i iA x T T     (19) 

 

แทนสมการที่ (18) และ (19) ลงในสมการที่ (17) ผลที่ไดคือ 

 
/2

1 1/2

3
 

8 4 8

i

i

x x

i i ix x

x x x
T dx T T T



 

              
       (20) 

 

สมการที่ (20) เปนสวนหนึ่งของปริพันธของการผลิตความ

รอนในสมการที่ (9d) เนื่องจาก   /S hP A T T     ใช

สําหรับจุดตอภายใน i  ของรูปที่ 10(a) การหาพื้นที่ใตกราฟใน

กรณีที่เปนจุดตอ 1N   บนขอบเขตดานขวามือดังรูปที่ 10(b) 

กระทําไดดังนี้ 

 
1

1
1/2

3
 

8 8

N

N

x

N Nx x

x x
T dx T T






        
     (21) 

 

สมการที่ (21) เปนสวนหนึ่งของปริพันธของการผลิตความรอน

ในสมการที่ (13c) 
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(a) 

 
(b) 

 

รูปที่ 10  กฎสี่เหลี่ยมคางหมูสําหรับหาปริพันธเชิงตัวเลขใหกับ (a) จุด
ตอภายใน i  และ (b) จุดตอ 1N   บนขอบเขตขวามือ 
 

จํานวนจุดตอที่ใชมี 5 จุดตอในทุกกรณี  5N   ความ

แมนยําของผลเฉลยเชิงตัวเลขถูกเปรียบเทียบกับคําตอบเชิง

วิเคราะหโดยใช 

1 )  เ ป อ ร เ ซ น ต ค ว า ม ผิ ด พ ล า ด ร ว ม ห รื อ  Global 

percentage error  E  ดังนิยาม 

 
1

100%
2

sum
E

sum
   (22) 

โดย 

 
1/2

2

1

1
N

E N
i i

i

sum T T


 
  
 
  (23a) 

 
1/2

2

1

2
N

E
i

i

sum T


 
  
 
  (23b) 

 

2)  เปอร เซนตความผิดพลาดเฉพาะจุดหรือ Local 

percentage error ( F ) มีนิยามวา 

 

100%
E N
i i

E
i

T T
F

T


   (24) 

 

โดย E
iT   หมายถึงคําตอบเชิงวิเคราะหที่จุดหนึ่งของ

โดเมนและ N
iT   หมายถึงคําตอบจากวิธี DMFD ที่จุดหนึ่งของ

โดเมน 

ขอสังเกตสําหรับการประเมินความผิดพลาดรวมคือ 

อุณหภูมิที่อยูระหวางจุดตอจะไมถูกนํามาประเมินเพราะ ความ

ตองการพื้นฐานของการคํานวณเชิงตัวเลขคือ การหาคําตอบ

สําหรับจุดตอเทานั้น ดังนั้นจึงไมตองสนใจคําตอบที่จุดอ่ืนที่อยู

ในโดเมนแตไมใขจุดตอ หากตองการหาคําตอบที่จุดใดก็ตามใน

โดเมนผูใชตองระบุจุดนั้นใหเปนจุดตอของการคํานวณ  

 

4. ผลการศึกษา 

4.1 แทงวัสดุหนาตัดคงที่และไมมีการผลิตความรอน 

รูปที่ 11 แสดงผลเฉลยเชิงวิเคราะหและผลเฉลยเชิงตวัเลข

ในกรณีที่  1 ผลเฉลยเชิงตัวเลขมีความแมนยําสูงมากเนื่องจาก

ผลเฉลยเชิงวิเคราะหคือฟงกชันเสนตรง ความผิดพลาดรวม

ของการคํานวณเชิงตัวเลขคือ 0% คําตอบเชิงวิเคราะหเทากับ

คําตอบที่จุดตอทั้งหมดในกรณีที่การกระจายอุณหภูมิเปน

เสนตรงตามระยะทาง 

 
 

รูปที่ 11 ผลเฉลยเชิงวิเคราะหและผลเฉลยเชิงตวัเลขสําหรับกรณีท่ี 1 
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4.2 ผนังที่มีการผลิตความรอนดวยอัตราคงที่ 

รูปที่ 12 แสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงวิเคราะหและ

ผลเฉลยชิงตัวเลขในกรณีที่ 2  เห็นไดวาผลเฉลยเชิงตัวเลข

สามารถทํานายอุณหภูมิที่จุดตอไดดี สรุปวาความผิดพลาดรวม

ของการคํานวณเชิงตัวเลขคือ 0% ความผิดพลาดเฉพาะจุดมี

คาเทากับ 0% ทุกจุดตอ ในกรณีที่ผลเฉลยเชิงวิเคราะหเปน

ฟงกชันกําลังสองของระยะทาง อยางไรก็ตามหากคําตอบเชิง

วิเคราะหเปนฟงกชันที่ซับซอนกวานี้เชน ฟงกชันของการ

กําเนิดความรอนเปนฟงกชันของระยะทาง เปนตน ผลเฉลยเชิง

ตัวเลขอาจมีความแมนยําลดลง และตองอาศัย interpolation 

function ภายในเอลิเมนตแบบไมเปนเสนตรงเชน quadratic 

function หรือ  cubic function เปนตน  เพื่ อ ใหส ามารถ

คํานวณอยางแมนยําดวยเมชที่มีจํานวนจุดตอนอย  

 

 
 

รูปที่ 12   ผลเฉลยเชิงวิเคราะหและผลเฉลยเชิงตัวเลขสําหรับกรณีที่ 2 

 

4.3  ครีบหนาตัดสมํ่าเสมอที่มีการพาความรอนตลอดความ

ยาว 

รูปที่ 13 แสดงผลเฉลยเชิงวิเคราะหและผลเฉลยเชิงตวัเลข

ในกรณีที่  3 ผลการเปรียบเทียบพบวา เปอรเซนตความ

ผิดพลาดรวม   ของวิธี DMFD เทากับ 0.01 เมื่อใชเอลิเมนต

จํานวน 4 ชิ้น  การเพิ่มจํานวนเอลิเมนตเปน 10 ชิ้นทําใหผล

เฉลยเชิงตัวเลขมีเปอรเซนตความผิดพลาดรวมและเฉพาะจุด

ลดลงดังแสดงในรูปที่ 13  

 

 
 

รูปที่ 13  ผลเฉลยอุณหภูมิของครีบกรณีที่ 3 จากการแบงโดเมนเปนเอ

ล-ิเมนตเชงิเสนจํานวน 4 ชิ้นและ 10 ชิ้น 

 

ตัวเลขของเปอรเซนตความผิดพลาดเฉพาะจุดที่คํานวณ

จากสมการที่ (24) ถูกนํามาแสดงไวในตารางที่ 1 สําหรับ

ตําแหนงตางๆของครีบ คําตอบจากวิธีเชิงวิเคราะห วิธี DMFD 

ดวยจํานวนเอลิเมนตเทากับ 4  และวิธีไฟไนตวอลุม ([2]) ดวย

จํานวนเซลลเทากับ 5 ถูกนํามาเปรียบเทียบในตารางที่ 2  

เปอรเซ็นตความผิดพลาดเฉพาะจุดของวิธี DMFD มีลักษณะที่

สม่ําเสมอกวาเปอรเซนตความผิดพลาดเฉพาะจุดของวิธีไฟไนต

วอลุม สังเกตไดวาความผิดพลาดเฉพาะจุดของคําตอบจากทั้ง

สองวิธีมีคาสูงสุดตรงบริเวณใกลกับผิวดานซายมือและมีคา

ต่ําสุดตรงบริเวณใกลกับผิวดานขวามือของครีบ 

การศึกษาในครั้ งนี้ ไม ไดทํ า  grid independent test 

เพราะการหา grid independent solution ตองทํ าหาก

ปญหานั้นไมมีคําตอบเชิง วิเคราะหให เปนคาอางอิง grid 

independent test ถูกใชเพื่อสรางความเชื่อมั่นในคําตอบวา 

จุดกริดที่ใชไมไดหยาบเกินไปจนนําไปสูคําตอบที่ผิดพลาด 

เปอรเซ็นตความผิดพลาดในทุกกรณีมีคานอยมากแมวาจะใช 

เอลิเมนตเพียงสี่ชิ้น การหาผลลัพธดวยโปรแกรม Microsoft 

Excel ในทุกกรณีเสร็จสิ้นในเวลาต่ํากวา 1 วินาที  
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ตารางท่ี 1 คําตอบและเปอรเซนตความผิดพลาดเฉพาะจุด (F) ของวิธี
เชิงวิเคราะหและวิธี DMFD ท่ีมีจํานวน4 และ 10 เอลิเมนต
สําหรับกรณีที่ 3 

  x (m) Analytical  DMFD-4E (F) DMFD-10E (F) 

0.1 68.526 - 68.396 (0.19) 

0.2 49.439 - 49.281 (0.32) 

0.25 42.932 41.811 (2.61) - 

0.3 37.866 - 37.722 (0.38) 

0.4 30.853 - 30.736 (0.38) 

0.5 26.611 25.975 (2.39) 26.521 (0.34) 

0.6 24.056 - 23.989 (0.28) 

0.7 22.536 - 22.487 (0.22) 

0.75 22.036 21.74 (1.34) - 

0.8 21.663 - 21.626 (0.17) 

0.9 21.216 - 21.185 (0.15) 

1.0 21.078 20.883 (0.93) 21.049 (0.14) 

 
ตารางท่ี 2 คําตอบและเปอรเซ็นตความผิดพลาดเฉพาะจุด (F) ที่ได

จากวิธีเชิงวิเคราะห วิธี DMFD และวิธีไฟ-ไนตวอลุม (FVM) 
สําหรับกรณีที่ 3 

 x (m) Analytical DMFD-4E (F) FVM-5C (F) 

0.1 68.526 - 64.92 (6.27) 

0.25 42.932 41.811 (2.61) - 

0.3 37.866 - 36.91 (2.51) 

0.5 26.611 25.975 (2.39) 26.50 (0.41) 

0.7 22.536 - 22.60 (0.31) 

0.75 22.036 21.74 (1.34) - 

0.8 21.663 - 21.30 (0.42) 

1.0 21.078 20.883 (0.93) - 

 

5. สรุปผลการศึกษา 

บทความนี้นํ า เสนอการประดิษฐระเบียบวิธี  DMFD 

สําหรับวิเคราะหปญหาการนําความรอนในหนึ่งมิติที่สภาวะอยู

ตัวสําหรับวัสดุเนื้อเดียว บทความนี้เกี่ยวของกับการใชการ

คํานวณเชิงตัวเลขบนคอมพิวเตอรเพ่ือแกปญหาทางวิศวกรรม 

วิธี DMFD ในบทความนี้ใชสองเมชรวมกันไดแก primal mesh 

เพื่อการประมาณคาของฟงกชันตามแนวทางของวิธีไฟไนตเอลิ-

เมนตและ dual mesh เพื่อการหาปริพันธของสมการเชิง

อนุพันธตามแนวทางของวิธีไฟไนตวอลุม ชนิดเอลิเมนตที่ใชใน

การคํานวณในบทความนี้คือ เอลิเมนตเชิงเสนมีสองจุดตอ 

สมการ DMFD สําหรับจุดตอภายในไดมาจากการแทนคา

อนุพันธของตัวแปรตาม interpolation function ที่ใชลงใน

สมการความสัมพันธระหวางอุณหภูมิของจุดตอนั้นกับอุณหภูมิ

ของจุดตอรอบขาง สมการ DMFD ที่จุดตอบนขอบเขตจะ

แตกตางออกไปจากสมการ DMFD ที่จุดตอภายในตามเงื่อนไข

ที่กําหนดไวในแตละปญหา ความผิดพลาดของผลเฉลยของวิธี 

DMFD ถูกประเมินดวยการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงวิเคราะห

ใน 3 กรณีทดสอบ  

ผลการทดสอบในกรณีที่ 1 การนําความรอนเกิดจากความ

แตกตางของอุณหภูมิผิวทั้งสองของวัสดุและกรณีที่ 2 การนํา

ความรอนเกิดจากการผลิตความรอนภายในวัสดุไปสูผิวทั้งสอง

ของวัสดุมีเปอรเซนตความผิดพลาดรวมเทากับ 0 ทั้งสองกรณี 

ในขณะที่วิธี DMFD ใหเปอรเซ็นตความผิดพลาดรวมเทากับ 

0.01 สําหรับกรณีที่ 3 การนําความรอนผานครีบหนาตัด

สม่ําเสมอที่มีการพาความรอนตลอดความยาว 

การวิ จั ย เพิ่ ม เติ ม ในส วนของการ ใช เ อลิ เมนตที่ มี  

interpolation function แบบไม เ ชิ ง เส น เ ช น  quadratic 

function เปนตน นาจะเปนแนวทางหนึ่งในการศึกษาเพิ่มเตมิ

สําหรับปญหาการนําความรอนในพิกัดฉากหนึ่งมิติ นอกจากนี้

ควรพัฒนาวิธี DMFD เพื่อแกปญหาการนําความรอนในสองมิติ

หรือสามมิติ และเปนทางเลือกใหมของการหาคําตอบเชิง

ตัวเลขนอกเหนือจากวิธีที่มีอยูในปจจุบันเชน วิธีไฟไนตเอล-ิ

เมนต วิธีไฟไนตวอลุม เปนตน วิธี DMFD เพิ่งจะถูกนํามา

แกปญหาทางกลศาสตรของแข็งเพียงบางปญหา [9-10] และ

คาดวาการประยุกตใชวิธี DMFD คงจะไมหยุดเพียงเทานี้ 
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