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บทคัดยอ 
บทความนี้เสนอพฤติกรรมการสั่นอิสระแบบสมมาตรตามแนวแกนของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุ

ของเหลวภายใตเงื่อนไขการจํากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรโดยใชทฤษฎีเมมเบรน การเขียนฟงกชันพลังงานของระบบโครงสรางเปลือกบาง
อาศัยหลักการของงานเสมือนในเทอมของคาการเสียรูปและเขียนในรูปแบบท่ีเหมาะสม และใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการคํานวนหา
คาความถ่ีธรรมชาติและโหมดการสั่นอิสระโดยใชชิ้นสวนยอยแบบคาน 1 มิติในระบบพิกัดเชิงขั้วสําหรับการสรางแบบจําลอง ผลการศึกษา
พบวาการเปลี่ยนแปลงคาโมดูลัสเชิงปริมาตรของเหลวสงผลกระทบตอคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางนอยมาก ในขณะที่การ
เปลี่ยนแปลงคาของความหนา ความยาวรัศมีของรูปหนาตัด คาแรงดันภายในเริ่มตน และโมดูลัสยืดหยุนของโครงสรางจะสงผลกระทบโดยตรง
ตอคาความถ่ีธรรมชาติ 

คําสําคัญ 
การสั่นอิสระแบบสมมาตรตามแนวแกน  โครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลว  เงื่อนไขการจํากัดการ

เปลี่ยนแปลงปริมาตร  ทฤษฎีเมมเบรน  ฟงกชันพลังงาน 

Abstract 
This paper presents axisymmetric free vibration behavior of semi liquid-containment toroidal shell with constraint 

volume condition using membrane theory. Energy functional of the shell system can be derived by the principle of virtual 
work in terms of displacements and it is expressed in the appropriate forms. Natural frequencies and the corresponding 
mode shapes can be calculated by finite element method with one-dimensional beam elements described in polar 
coordinate. The results indicate that the changing of bulk modulus of the internal liquid has a little effect on the frequency 
parameter of the shell structures with constraint volume condition, whereas effects of variations in thickness, cross-
sectional radius, initial internal pressure, and elastic modulus have a major impact ones. 
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1. บทนํา 

การประยุกตใชงานโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทได

ถูกนํามาใชในงานวิศวกรรมหลากหลายประเภท เชน ถัง

สําหรับบรรจุกาซธรรมชาติ (NGV) หรือกาซปโตรเลียมเหลว 

(LPG) ในรถยนตหรือรถบรรทุกขนาดใหญ รวมไปถึงใน

ภาคอุตสาหกรรมขนาดใหญสําหรับบรรจุและกักเก็บสารเคมี

อ่ืน ๆ ที่มีแรงดันภายในสูง เปนตน แตในปจจุบันพบวาการใช

งานโครงสรางเปลือกบางมีขอจํากัดเนื่องจากการวิจัยที่

เก่ียวของกับโครงสรางเปลือกบางรูปทรงหวงยางมักถูกจํากัดที่

รูปทรงแบบเต็มใบ ในขณะที่การใชงานดานวิศวกรรมนอก

ชายฝงทะเล การติดตั้งโครงสรางเปลือกบางแบบครึ่งใบถือเปน

ทางเลือกที่มีประสิทธิภาพสูงเหมือนกับการติดตั้งโครงสราง

เปลือกบางรูปทรงโดม (dome structures) เปนตน 

การศึกษาพฤติกรรมการสั่นอิสระของโครงสรางเปลือก

บางรูปทรงโดนัทภายใตแรงดันสูง (pressurized toroidal 

shell) ไดมีการศึกษากันมาอยางตอเนื่องโดยนักวิจัยหลายทาน 

โดยเริ่มจากงานวิจัยของ Liepins [1-2] โดยใชวิธีผลตาง

สืบเนื่อง (finite difference method) ในการแกปญหาสมการ

ควบคุม (governing equation) เพื่อหาคาความถี่ธรรมชาติ

และโหมดการสั่น จนกระทั่งตอมาไดประยุกตใชวิธีการดังกลาว

ในการวิเคราะหโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทภายใต

แรงดันสูงที่มีการเปลี่ยนแปลงคาความหนาของโครงสรางใน

งานวิจัยของ Liepins [3] จากนั้น Lewis [4] ไดใชวิธีไฟไนตเอ

ลิเมนตในการวิเคราะหการสั่นอิสระของโครงสรางเปลือกบาง

รูปทรงโดนัทภายใตแรงดันสูง Jha และคณะ [5] ไดนําเสนอ

การวิเคราะหการสั่นอิสระของโครงสรางเปลือกบางรูปทรง

โดนัทภายใตแรงดันสูงโดยใชวิธีของกาเลอรคิน (Galerkin’s 

method) เปรียบเทียบกับผลการคํานวณที่ไดจากงานวิจัยของ 

Liepins [1] พบวาใหคําตอบที่มีคาใกลเคียงกัน นอกจากนี้ยังมี

งานวิจัยที่เกี่ยวของกับการสั่นอิสระของโครงสรางเปลือกบาง

รูปทรงโดนัทสําหรับบรรจุของเหลวในงานวิจัยของ Fang [6] 

พบวาคาความถี่ธรรมชาติในเทอมไรมิติจะมีคาต่ํากวากรณีที่ไม

มีของเหลวในโหมดพื้นฐาน (fundamental mode) ในขณะที่

โหมดอื่น ๆ ใหผลตรงกันขาม Tizzi [7] ไดทําการศึกษาการสั่น

อิสระของโครงสรางเปลือกบางเชิงประกอบ (toroidal 

composite shells) โดยรวมผลของแรง เฉือนและ ใช วิธี  

Rayleigh-Ritz ในการคํานวณหาผลลัพธเชิงตัวเลข พบวา

ผลลัพ ธ ที่ ไ ด ใ กล เ คี ย งกั บ ง านวิ จั ย ของ  Balderes และ 

Armenakas [8] ที่ใชวิธี Runge-Kutta method และ Wang 

และคณะ [9] ที่ใชวิธี Differential Quadrature และ Wang 

และ Redekop [10] ที่ใชทฤษฎีการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือน 

ซึ่งจากงานวิจัยที่ผานมาในอดีตพบวาพฤติกรรมการสั่นอิสระ

ของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทภายใตแรงดันสูงเปนสิ่ง

สําคัญ เนื่องจากคาความถ่ีธรรมชาติและโหมดการสั่นเปน

สมบัติเฉพาะของโครงสรางเปลือกบางไดนํามาใชเปนขอมูล

เบื้องตนในการออกแบบโครงสรางเพื่อปองกันปญหาการสั่น

พอง (resonance) ภายใตแรงกระทําจากแบบพลศาสตร  

(dynamic loads) จนทําใหโครงสรางเกิดความเสียหายไม

สามารถใชงานตอไปได  

ดังนั้นวัตถุประสงคของงานวิจัยนี้เพื่อเสนอพฤติกรรมการ

สั่นอิสระของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ

สําหรับบรรจุของเหลวที่มีแรงดันสูงภายใตเงื่อนไขการจํากัด

การเปลี่ยนแปลงปริมาตรโดยสมมติใหความหนาของโครงสราง

ไมมีการเปลี่ยนแปลงขณะเกิดการสั่น และรูปหนาตัดของ

โครงสรางเปนวงกลมที่มีความยาวรัศมีคงที่ที่สถานะอางอิง 

(reference state) โดยมุ ง เ น นศึ กษ า เฉพาะปญหาของ

โครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทที่มีฐานรองรับบนระนาบใน

แนวอิเควเตอร (equator plane) ที่ไดเคยนําเสนอในงานวิจัย

ของ Jiammeepreecha และ Chucheepsakul [11] และ

งานวิจัยของ Jiammeepreecha และคณะ [12] ซึ่งปญหา

ดังกลาวยังไมมีการศึกษามากอน สําหรับปญหาการสั่นอิสระ

ของโครงสรางเปลือกบางสําหรับบรรจุของเหลวภายใตเงื่อนไข

การจํากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรไดถูกนําเสนอในงานวิจัย

ของ วีรพันธุ เจียมมีปรีชา และสมชาย ชูชีพสกุล [13] และ 

Jiammeepreecha แ ล ะ  Chucheepsakul [1 4 ]  ซึ่ ง จ ะ

ทําการศึกษาเฉพาะโครงสรางเปลือกบางรูปครึ่งวงกลม แตใน

งานวิจัยของคมกร ไชยเดชาธร และคณะ [15] จะทําการศกึษา

การสั่นเฉพาะกรณีที่เปนโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทที่
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รับเฉพาะแรงดันภายในโดยไมพิจารณาผลของของเหลวที่

บรรจุ ภายใน (contained fluid) ในการคํ านวณรูปทรง

เรขาคณิตของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ

สามารถทําได โดยใชหลักการของเรขาคณิตเชิงอนุพันธ  

(differential geometry) [16]  ฟ งกชันพลั ง งาน (energy 

functional) ของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ

และของเหลวที่ถูกบรรจุภายในโครงสรางจะสามารถเขียนได

โดยอาศัยหลักการของงานเสมือน (principle of virtual 

work) [17-18] และเขียนในรูปแบบที่เหมาะสม (appropriate 

form) [19-20] และใชวิ ธีไฟไนตเอลิเมนต [21] ในการหา

คําตอบเชิงตัวเลขสําหรับคาความถ่ีธรรมชาติและโหมดการสั่น

ของโครงสราง 

 

2.  แบบจําลองของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบ

ครึง่ใบสําหรับบรรจุของเหลว 

โครงสรางเปลือกบางรปูทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุ

ของเหลวดังแสดงในรูปที่ 1 สามารถแบงออกไดเปน 3 สถานะ 

โดยเริ่มตนจากสถานะเริ่มตนซึ่งเปนสถานะที่โครงสรางเปลือก

บางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบยังไมมีการบรรจุของเหลวจึงไมมี

คาความเครียด (initial unstrained state, IUS) ใด ๆ จากนั้น

จะเปนสถานะที่โครงสรางดังกลาวบรรจุของเหลวที่มีคาแรงดัน

ภายในคงที่ (internal constant pressure) จะเรียกสถานะ

อางอิง (reference state, RS) และสุดทายคือสถานะการสั่น 

(vibrated state, VS) ของโครงสรางเปลือกบางสําหรับบรรจุ

ของเหลวภายใตแรงกระทําจากภายนอก ดังแสดงในรูปที่ 2 ถา

กําหนดใหความยาวรัศมีของรูปหนาตัดโครงสรางเปลือกบาง 

และความยาวรัศมจีากแกนหมุนถึงจุดศูนยกลางของรปูหนาตัด

ทรงโดนัทมีคาคงที่ a  และ c  ตามลําดับ ภายใตแรงดันที่มี

คาคงที่สม่ําเสมอเทากันตลอดหนาตัดที่สถานะอางอิงจะ

สามารถนิยามไดดังสมการ 

 

     ( , ) ( cos )cosX c a      (1) 

     ( , ) ( cos ) sinY c a      (2) 

    ( , ) sinZ a                               (3) 

 

โดยที่ ( , , )X Y Z  คือระบบพิกัดและ ( , )   คือคาพารามิเตอร

ของพื้นผิววัดตามแนวเสนพิกัดเมอรริเดียนและเสนพิกัด

ลองจิจูด ตามลําดับ ดังนั้นคาเวคเตอรระบุตําแหนงบนพื้นผิว

อางอิงที่จุด P  สามารถนิยามไดดังสมการ  

 

 cos sin ˆˆ ˆ( , )r r i r j Z k       (4) 

 

โดยที่ ( ) cosr r R a     และ ( ) sinZ Z a    ในที่นี้ 
ˆˆ ˆ( , , )i j k  คือเวคเตอรหนึ่ งหนวยตามแนวพิกัดฉาก เมื่อ

โครงสรางเกิดการสั่นคาเวคเตอรระบุตําแหนงบนพื้นผิวที่

สถานะเกิดการสั่นคือ ,( , )R R t   ซึ่งอางอิงจากตําแหนง

ของเวคเตอรระบุตําแหนง ( , )r    สามารถนิยามไดจาก

สมการ 

 

 , ,( , ) ( ) ( , ),R t r q t        (5) 

 

เมื่อ ( , ),q t   คือเวคเตอรของการเคลื่อนที่ขึ้นกับเวลา t  ใด 

ๆ มีคาดังสมการ 

 

 ˆ( ), ,
rr

t
E G

q u v nw      (6) 

 

เมื่อ u  คือคาการเสียรูปตามแนวเสนเมอรรเิดียน v  คือคาการ

เสียรูปตามแนวเสนลองจิจูด และ w  คือคาการเสียรูปตาม

แนวตั้งฉากกับเสนเมอรริเดียน สวนตัวหอย   และ   แสดง

ถึงอนุพันธยอยตามแนวระบบพิกัดของโครงสรางเปลือกบาง

รูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ เนื่องจากเปนปญหาเฉพาะการสั่น

แบบสมมาตรตามแนวแกนของโครงสรางเปลือกบาง ดังนั้นคา

การเสียรูปตามแนวเสนลองจิจูดมีคาเปนศูนย ( 0v  ) สําหรับ

คาความเร็วและความเรงของโครงสรางเปลือกบางรูปทรง

โดนัทแบบครึ่งใบจะสามารถหาไดโดยการอนุพันธสมการที่ (6) 

เทียบกับเวลาจะไดดังสมการ 
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รูปที่ 1  รูปทรงเรขาคณิตของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบ 

ครึ่งใบ 
 

 
 

รูปที่ 2 เวคเตอรระบุตําแหนงของโครงสรางเปลือกบาง 

 

 ˆ( , , )
r

V u nwR t
E
      (7) 

 ˆ( , , ) u n
r

R t
E

wa       (8) 

 

โดยที่ตัวยก (·) จะแสดงถึงการอนุพันธยอยเทียบกับเวลา t  

จ ากหลักการของ เรขาคณิ ต เชิ ง อนุพั น ธ  ( differential 

geometry) [16] สามารถคํานวณสวนประกอบของเมตริกซ

เทนเซอร (metric tensor) ไดจากสมการ 

 2 2r rE r Z       (9) 

 0r rF     (10) 

 2r rG r    (11) 

 

และสวนประกอบของเมตริกซความโคง (metric curvature) 

ไดจากสมการ 

 

 
2 2

ˆ
r Z r Z

r ne
r Z

 








 





   (12) 

 ˆ 0r nf     (13) 

 
2 2

ˆ
rZ

Z
r ng

r




 

 


  (14) 

 

โดยที่ n̂  คือเวคเตอรในแนวตั้งฉากกับพื้นผิวที่สถานะอางอิง 

สามารถนิยามไดจากสมการ 

 

 
ˆˆ ˆcos

ˆ
sinr r rZ i rZ j rr k

n
Dr r

    

 

    
 


 (15) 

 

โดยที่  2D EG F   (16) 

 

3.  ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเสียรูป 

เมื่อพิจารณาความยาวชิ้นสวนใด ๆ บนพื้นผิวที่สถานะ

เริ่มตนปราศจากความเครียด (IUS) และหลังการสั่น (RS) จะ

สามารถนิยามไดจากคาความเครียดแบบโททอลลากรองจ 

(total Lagrange strains) ดังสมการ 

 

  
*

0
0

1
1

2
L E

T
E     

 
    

 
 (17) 

  
*

0
0

1
1

2
L G

G
T     

 
    

 
 (18) 
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โดยที ่ 0
0

1
1

2

E

E    
 

 (19) 

 0
0

1
1

2

G

G    
 

 (20) 

 
*1

1
2

E

E
 

  
 

 (21) 

 
*1

1
2

G

G
 

  
 

 (22) 

 
0 0

1

1 2

E
T

E





  (23) 

 
0 0

1

1 2

G

G
T





  (24) 

 

จากสมการที่ (17) และ (18) จะสามารถเขียนไดในรูปเมตริกซ

ดังนี้ 

 

  0{ } [ ] { } { }L T     (25) 

 

เมื่อ 0{ }  คือคาความเครียดเริ่มตนแบบออยเลอร (initial 

Eulerian strains) แ ละ  { }  คื อค า ความ เครี ย ด เพิ่ มขึ้ น 

(added strains) ซึ่งสามารถนิยามไดดังสมการ 

 

 
2

u ew

A A


    (26) 

 
2

B gw

A

u

B B


    (27) 

 

โดยที่ A E  และ B G   

กําหนดให   Tg u w u w      ดั งนั้นคาความ 

เครยีดสามารถเขียนในรูปแบบดัชนี (index form) ไดดังนี้ 

 

 i
i k kL g   (28) 

โดยที่ i
kL  คือเวคเตอรความเครียดซึ่งสามารถนิยามไดดัง

สมการ 

 

  1

1
0 0

T
L

A

e

E
    

 (29) 

  2 0 0
T gB

AB G
L  

  
 

 (30) 

 

4.  พลังงานความเครียดของโครงสรางเปลือกบาง 

โครงสรางเปลือกบางที่มีสมบัติยืดหยุนแบบเชิงเสน 

(linearly elastic material) และความหนาของโครงสราง

เปลือกบางมีคาคงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงทั้งกอนและหลังการ

สั่น ดังนั้นคาพลังงานความเครียดสามารถแสดงไดดังสมการ 

 

  2

1

2

00
{ }

1
 

2
{ }L T LU C hD d d

 


       (31) 

 

โดยที่  C  คือเมตริกซสมบัติของวัสดุโครงสรางเปลือกบางซึ่ง

สามารถคํานวณไดจากสมการ 

 

 
2

1
[ ]

11

E
C




  
    

 (32) 

 

และ  0 0 0 0 0(1 2 ) (1 2 )D E G D        (33) 

 

โดยที่ E  คือโมดูลัสยืดหยุน และ   คืออัตราสวนปวสซอง 

สําหรับพลังงานความเครียดของโครงสรางเปลือกบางใน

สมการที่ (31) สามารถเขียนไดโดยใชรูปแบบดัชนี (index 

form) ดังสมการ 

 

 2

1
0 0 0

1 1

2 2
i j i j i j

ij ij ijU C C C d



          

   (34) 

จากสมการที่ (34) จะพบวาเทอมแรกจะถูกตัดทิ้งในภายหลัง 

ดังนั้นพลังงานความเครียดสามารถเขียนไดในรูปแบบที่

เหมาะสม [19] ดังสมการ 
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 2

1

0 1

2k k kn k nU c g k g g d



      (35) 

 

โดยที ่  0
0
i j

k ij kc E L  (36) 

  i j
kn ij k nk E L L  (37) 

 

ดังนั้นสามารถเขียนคาการแปรผันของพลังงานความเครียด 

U ไดจากสมการที่ (35) ดังนี้ 

 

 2

1

0
k k kn nU g c k g d




       (38) 

 

5.  พลังงานความเครียดของของเหลว 

พลังงานความเครียดของของเหลวที่บรรจุภายใน

โครงสรางเปลือกบางจากสถานะเริ่มตนปราศจากความเครียด 

(IUS) ไปยังสถานะการสั่น (VS) สามารถนิยามไดดังสมการ 

 

 
2

0
0 0

0

1

2
W

W
W

V V
k V

V

   
   

 
 (39) 

 

โดยที่ 0k  คือโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลว, 0WV  คือ

ป ริ ม า ต รข อ งข อ ง เ หล วที่ ส ถ าน ะ  IUS, 0WV  คื อ ก า ร

เปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลวภายในที่บรรจุจากสถานะ 

IUS ไปยังสถานะ RS และ V  คือการเปลี่ยนแปลงปริมาตร

ของของเหลวภายในที่บรรจุจากสถานะ RS ไปยังสถานะ VS 

ซึ่งสามารถนิยามไดดังสมการ 

 

  2

1

2

0

1

3
V R R R r r r d d

 

   
         (40) 

 

แทนคาสมการที่ (4) และ (5) ลงในสมการที่ (40) ไดวา 
 

  2

1
1 2 4

2

30

1

3
V dv dv v v

 


            (41) 

โดยที่   1 2
ˆ( ) ( )

Be
v B r n r r u

A 
   

 
  (42) 

  2
ˆ ˆ( ) ( )

Ag Be
v r n r n AB w

B A
       

  (43) 

  3
ˆ( )v B r n u    (44) 

  4 ( )
B

v r r w
A  

    
  (45) 

 

ดังนั้นสามารถเขียนการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลวได

ดังสมการ 

 

   2

1

V g dv



     (46) 

โดยที ่   1 2 3 4

T
v v v v v        (47) 

 

และเขียนโดยใชรปูแบบดัชนี (index form) ดังสมการ 

 

  2

1

c
k kV v g d




    (48) 

 

จากสมการที่ (48) จะสามารถเขียนคาการแปรผันของพลังงาน

ความเครียดของเหลวที่มีคาแรงดันภายในคงที่    ไดจาก

สมการ 

 

 0( ) ( )p V        (49) 

 

โดยที่ 0p  คือคาแรงดันภายในคงที่ที่สถานะ RS และ   คือคา

การปรับเปลี่ยนแรงดันภายในจากสถานะ RS ไปยังสถานะ VS 

สามารถนิยามไดจากสมการ 

 

  0 0 OW OWp k V V    (50) 

  0 OWk V V     (51) 
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จากความสัมพันธของคา 0p  และ   จะไดเงื่อนไขของการ

จํากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรดังสมการ 

 

 
0 0

0
V

V
k p

  


 (52) 

 

เมื่อ V  คือปรมิาตรของของเหลวที่สถานะ RS 
 

6.  งานเสมือนเนื่องจากแรงเฉื่อยของโครงสราง 

งานเสมือนเนื่องจากแรงเฉื่อยของโครงสรางเปลือกบาง

สามารถคํานวณไดจากสมการ 

 

  2

1

2 { } { }s sI uu ww hDd



            (53) 

 

เมื่อ s  คือความหนาแนนของวัสดุโครงสรางเปลือกบาง และ 

( u , w ) คือองคประกอบสําหรับ เวคเตอรความเร งของ

โครงสรางเปลือกบางตามแนวเสนเมอรริเดียนและแนวตั้งฉาก

กับเสนเมอรริเดียน ตามลําดับ 

 

7.  ผลรวมของงานเสมือน 

จากหลักการของงานเสมือน [17-18] ไดผลรวมของงาน

เสมือนของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ

สําหรับบรรจุของเหลวสมดุลเมื่อ 0   สามารถแสดงไดดัง

สมการ 

 

 0U I       (54) 

 

แทนคาจากสมการที่ (38), (49) และ (53) ลงในสมการที่ (54) 

ไดวา 
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จากสมการที่ (55) ไดวาโครงสรางเปลือกบางแบบสมมาตรตาม

แนวแกนรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลวสมดุล

ที่สถานะอางอิง ดังนั้น   และ ng  จะมีคาเปนศูนย กลาวคือ 
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โดยที่เงื่อนไขดังกลาวขางตนตองเปนจริงและใชในการหาคา

ความเครียดเริ่มตน ( 0 )  

 

8.  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การหาคําตอบเชิงตัวเลขของคาความถ่ีธรรมชาติและโหมด

การสั่นของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ

สํ าหรั บบรรจุ ของ เหลวภาย ใต เ งื่ อน ไขการจํ ากั ดการ

เปลี่ยนแปลงปริมาตรไมสามารถคํานวณหาผลเฉลยแบบแมน

ตรง (exact solution) ไดเนื่องจากสมการดังกลาวประกอบไป

ดวยเทอมไรมิติคอนขางสูง ดังแสดงในสมการที่ (55) ดังนั้นจึง

จําเปนตองอาศัยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขคือระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนต (finite element method) [21] ในการหาผลลัพธเชิง

ตัวเลขโดยการจําลองโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบ

ครึ่งใบดวยชิ้นสวนของคานแบบ 1 มิติในการหาผลลัพธเชิง

ตัวเลข โดยแบงชิ้นสวนของโครงสรางเปลือกบางตามแนวพิกัด

เชิงขั้ว ดังแสดงในรูปที่ 3 ซึ่งจะไดคาประมาณการเสียรูปใน

แนวเสนเมอรริเดียนและแนวเสนตั้งฉากกับเสนเมอรริเดียนดัง

สมการ 

 

 { } [ ]{ }g d  (57) 

 

โดยที่ [ ]  คือเมตริกซฟงกชันรูปรางโพลีโนเมียลอันดับที่สาม 

และ { }d  คือเวคเตอรของดีกรีอิสระที่จุดตอ ดังนั้นเม่ือแทนคา

สมการที่ (57) ลงไปในสมการที่ (55) จะสามารถแสดงไดดังนี้ 
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รูปที่ 3  การแบงชิ้นสวยยอยของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัท
แบบครึ่งใบ 

 

         2

1
0 0

TT

cd c p v d



       

             2

1
1

TT
d c k d d




         

      2

1

2
T T

u s uu hDd



         

      2

1

2 0
T T

w s ww hDd



        (58) 

 

สมการที่ (58) สามารถเขียนในรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ 

(equation of motions) ของโครงสรางเปลือกบางไดดั ง

สมการ 

 

        k fdm d    (59) 

 

โดยที่  m  คือเมตริกซมวลของชิ้นสวนยอย,  k  คือเมตริกซ

สติฟเนสของชิ้นสวนยอยเนื่องจากพลังงานความเครียดของ

โครงสรางเปลือกบาง,  f  คือเวคเตอรแรงของชิ้นสวนยอย, 

 d  คือเวคเตอรการเคลื่อนที่ และ  d  คือเวคเตอรความเรง 

ซึ่งสามารถนิยามไดดังสมการ 
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เนื่องจากดีกรีอิสระเฉพาะที่  (local degree of freedom) 

{ }d  เหมือนกับดีกรีอิสระรวม (global degree of freedom) 

{ }D  ดังนั้นผลรวมของงานเสมือนสําหรับระบบโครงสราง

เปลือกบางสามารถรวมไดโดยตรงโดยใชสมการที่ (59) ซึ่งจะ

สามารถแสดงไดดังนี้ 

 

        K FDM D    (63) 

 

จากสมการที่ (52) จะไดสมการเงื่อนไขของการจํากัดการ

เปลี่ยนแปลงปริมาตรดงัสมการ 
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จากสมการที่ (63) และ (64) สามารถเขียนรวมไดในรูปของ

เมตริกซสมมาตรดงันี้ 
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จากสมการที่ (65) สามารถคํานวณหาคาความถ่ีธรรมชาติของ

โครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุ

ของเหลวภายใตเงื่อนไขการจํากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตร ดัง

สมการ 

 

 2 0nK M       
   (71) 

 

เมื่อ n  คือความถี่ธรรมชาติ  (natural frequency) ของ

โครงสรางเปลือกบาง ซึ่งสมการที่ (71) เปนปญหาคาเจาะจง 

(eigenvalue problem) และเนื่องจากโครงสรางเปลือกบาง

รูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบที่มีความสมมาตรตามแนวแกนถูก

นํามาพิจารณา ดังนั้นเงื่อนไขขอบเขตที่ตําแหนงอิเควเตอรดาน

ใน (intrados equator) และดานนอก (extrados equator) 

ของโครงสรางเปลือกบางรปูทรงโดนัทแบบครึ่งใบจะมีคาดังนี้ 

 

 0u w   (72) 

 

โดยที่ปญหาคาเจาะจงดังแสดงในสมการที่ (71) จะตองกําหนด

เงื่อนไขของฐานรองรับจากสมการที่ (72) จึงจะคํานวณหา

ผลลัพธเชิงตัวเลขได 

 

9.  ผลการวิเคราะหเชิงตัวเลขและการอภิปรายผล 

การศึกษาพฤติกรรมการสั่นอิสระแบบสมมาตรตาม

แนวแกนของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ

สําหรับบรรจุของเหลวแรงดันสูงภายใตเงื่อนไขการจํากัดการ

เปลี่ยนแปลงปริมาตรดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต จะตองเริ่มตน

จากการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ถูกเขียนโดยใช

โปรแกรม MATLAB 2015b โดยที่สมบัติของโครงสรางเปลือก

บางสําหรับการคํานวณในครั้งนี้จะแสดงในตารางที่ 1 ทําการ

ท ดส อบ กา ร ลู เ ข า ขอ งค า ค ว า มถี่ ธ ร รม ช าติ  (natural 

frequency, n ) เพื่อหาจํานวนของชิ้นสวนยอยที่เหมาะสม 

ดังแสดงในรูปที่ 4 เพื่อใหไดคําตอบที่มีคาความถูกตองสูงสุด 

โดยพบวาถาใชจํานวนชิ้นสวนยอยระหวาง 60 กับ 70 ชิ้นสวน 

จะใหคาถูกตองสูงสําหรับคาความถี่ธรรมชาติในโหมดการสั่นที่ 

1 ถึง 5 ไมเกินรอยละ 0.50 เมื่อเปรียบเทียบกับคาความถ่ี

ธรรมชาติที่มีจํานวนชิ้นสวนยอยสูงกวานี้  

ดังนั้นงานวิจัยนี้จะเลือกใชแบบจําลองที่มีจํานวนชิ้น

สวนยอยเทากับ 60 ชิ้นสวนเทานั้น จากนั้นทําการตรวจสอบ

ความถูกตองของผลการคํานวณที่ไดจากงานวิจัยนี้กับผลที่ได

จากโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําเร็จรูป ABAQUS ในการสราง

แบบจําลองโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบที่มี

ความสมมาตรตามแนวแกน ซึ่งเปนการประมาณคาการ

เคลื่อนที่แบบฟงกชันโพลิโนเมียลอันดับสอง (quadratic 

membrane) โดยใชชิ้นสวนแบบจําลอง MAX2 รวม กับ

ชิ้นสวนที่มีคาแรงดันแบบสถิต FAX2 ซึ่งมีคาประมาณการ

เคลื่อนที่แบบเชิงเสน (linear fluid element) ซึ่งจะพบวาให

ผลลัพธใกลเคียงกันแตคาความถ่ีธรรมชาติที่ไดจากงานวิจัยนี้มี

คานอยกวาโดยมีคาความแตกตางสูงสุดไมเกินรอยละ 5 ใน 4 

โหมดแรก แตจะมีคาความแตกตางสูงสุดไมเกินรอยละ 8.5 ใน 

10 โหมดแรก ดังแสดงในตารางที่ 2 และรูปที่ 5 แสดงการ

เปรียบเทียบโหมดการสั่นใน 5 โหมดแรกที่ไดจากงานวิจัยนี้กับ

โปรแกรม ABAQUS พบวามีลักษณะโหมดการสั่นที่สอดคลอง

กัน 

ตารางท่ี 1  ขอมูลและสมบัติท่ีใชในการวิเคราะห 

รายการ ปริมาณ 
ความยาวรัศมีจากแกนหมุนถึงจุดศูนยกลางของ
รูปหนาตัดทรงโดนัท ( )c   

6 m 

ความยาวรัศมีของรูปหนาตดัทรงโดนัท ( )a   4 m 

ความหนาของโครงสรางเปลือกบาง ( )h   0.01 m 

ความหนาแนนของวัสดุโครงสราง 7850 kg/m3 

โมดูลัสยืดหยุน ( )E   2x1011 N/m2 

อัตราสวนปวสซอง ( )  0.3 

แรงดันคงท่ี 0( )p  1x106 N/m2 

โมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลว 0( )k  1.45x109 N/m2 
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ตารางท่ี 2  การเปรียบเทียบคาความถี่ธรรมชาติ 

โหมดการสั่น ABAQUS งานวิจัยนี้ รอยละความ
แตกตาง 

1 322.81 311.77 3.42 

2 332.64 318.14 4.36 

3 390.69 376.63 3.60 

4 424.72 406.59 4.27 

5 457.10 430.13 5.90 

6 490.41 461.86 5.82 

7 519.43 481.63 7.28 

8 549.64 509.34 7.33 

9 580.93 533.74 8.12 

10 613.77 561.99 8.44 
 

 
 

รูปที่ 4  การลูเขาคําตอบของคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางเปลือก
บางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลว 

 

จากผลการตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลอง

โครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุ

ของเหลวแรงดันสูงภายใตเงื่อนไขการจํากัดการเปลี่ยนแปลง

ป ริ ม า ต รที่ ไ ด จ า ก ง า น วิ จั ย นี้  ส า ม า ร ถทํ า ก า ร ศึ กษ า

คาพารามิเตอรตาง ๆ ของโครงสรางที่สงผลกระทบตอ

คาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางโดยทําการ

แปรเปลี่ยนคาของความหนา ความยาวรัศมีของรูปหนาตัด คา

แรงดันภายในเริ่มตน คาโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลว และ

โมดูลัสยืดหยุนของโครงสราง จากขอมูลที่แสดงในตารางที่ 1 

ซึ่งมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

 

 
 

รูปที่ 5 การเปรียบเทียบโหมดการสั่นของโครงสรางเปลือกบางรูปทรง
โดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลว 

 

9.1 ผลของความหนาที่มีตอคาความถี่ธรรมชาติ 

การศึกษาผลของการเปลี่ ยนแปลงความหนาของ

โครงสรางที่มีตอคาความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบาง

รูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลวภายใตเงื่อนไข

การจํากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรสามารถทําไดโดยการ

เปลี่ยนแปลงความหนาตั้งแต 0.01 ถึง 0.05 เมตร พบวาการ

เปลี่ยนแปลงคาความหนาของโครงสรางสงผลตอคาความถี่

ธรรมชาติสําหรับทุกโหมดการสั่นของโครงสรางนั่นคือเมื่อ

m = 1

m = 2

m = 3

m = 4

m = 5

undeformed shape
present
ABAQUS
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ความหนาของโครงสรางเพิ่มสูงข้ึนจะทําใหคาความถี่ธรรมชาติ

มีคาลดลง ดังแสดงในรูปที่ 6 โดยที่คาความถี่ธรรมชาติจะมีคา

ความชันของกราฟลดลงอยางรวดเร็วเมื่อความหนาของ

โครงสรางเปลือกบางมีคานอยและความชันของกราฟจะมีคา

ลดลงอยางชา ๆ ความหนาของโครงสรางเปลือกบางมีคามาก 

ซึ่งในที่นี้การที่โครงสรางเปลือกบางมีความหนามากจําเปน

จะตองพิจารณาผลของแรงดัด ซึ่งไมไดถูกนําพิจารณาใน

บทความนี้ และพบวาที่ความหนาสูง ๆ สงผลทําใหคาความถ่ี

ธรรมชาติในโหมดการสั่นที่ 1 และ 2 มีคาลูเขาหากัน ซึ่งรวมไป

ถึงโหมดการสั่นที่ 3 และ 4 ที่ใหผลลัพธในลักษณะเชนเดียวกัน

กับโหมดการสั่นลําดับที่ 1 และ 2  

9.2 ผลของความยาวรัศมีของรูปหนาตัดที่มีตอคาความถี่

ธรรมชาติ 

ผลกระทบของความยาวรัศมีของรูปหนาตัดทรงโดนัทที่มี

ตอโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุ

ของเหลวสามารถทําไดโดยการเปลี่ยนแปลงความยาวรัศมีของ

รูปหนาตัดทรงโดนัทตั้งแต 1.0 ถึง 4.5 เมตร ดังแสดงในรูปที่ 7 

แสดงใหเห็นวาเมื่อความยาวรัศมีของรูปหนาตัดทรงโดนัทมีคา

เพิ่มสูงขึ้นจะทําใหคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางเปลือก

บางแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลวมีคาลดลง กลาวคือคา

ความชันของคาความถี่ธรรมชาติจะมีคาลดลงเมื่อความยาว

รัศมีของรูปหนาตัดทรงโดนัทมีคาเพ่ิมสูงขึ้น และมีคาความชัน

ของคาความถ่ีธรรมชาติจะมีคาเพ่ิมสูงขึ้นเม่ือความยาวรัศมีของ

รูปหนาตัดทรงโดนัทมีคาลดลง 

9.3 ผลของค าแรงดันภายในเริ่ มตนที่ มีต อค าความถี่

ธรรมชาติ 

ค าแรงดั นภายใน เนื่ อ ง จากของ เหลวที่ บ รรจุ เปน

คาพารามิเตอรที่มีความสําคัญอยางมากที่สงผลกระทบตอ

คาความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบ

ครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลว ซึ่งจะสามารถทําไดโดยการ

เปลี่ยนแปลงคาแรงดันภายในเริ่มตนตั้งแต 0.5 ถึง 1.4 เมกะ

ปาสคาล ดังแสดงในรูปที่ 8 ซึ่งจากผลการศึกษาพบวาเมื่อเพิ่ม

คาแรงดันภายในใหมีคาสูงข้ึน ซึ่งจะรวมไปถึงคาความเคนและ

ความเครียดเริ่มตนที่มีคาสูงข้ึนอีกดวย จะสงผลทําใหคาความถ่ี

ธรรมชาติของโครงสรางมีคาเพิ่มสูงข้ึน เนื่องจากคาเมตริกซ

สติฟเนสของโครงสรางเนื่องจากพลังงานความเครียดในสมการ

ที่ (61) มีคาเพิ่มสูงขึ้น นอกจากนี้ยังพบวาที่คาแรงดันภายในมี

คาต่ํา ๆ จะใหความถ่ีธรรมชาติในโหมดการสั่นที่ 1 และ 2 มีคา

ลูเขาหากัน ซึ่งรวมไปถึงโหมดการสั่นที่ 3 และ 4 ที่ใหผลลัพธ

ในลักษณะเชนเดียวกันกับโหมดการสั่นลําดับที่ 1 และ 2 
 

 
 

รูปที่ 6  ผลของการแปรเปลี่ยนความหนาของโครงสราง ท่ีมีตอ
คาความถี่ธรรมชาติ 
 

 
 

รูปที่ 7  ผลของการแปรเปลี่ยนความยาวรัศมีหนาตัดท่ีมีตอคาความถี่
ธรรมชาติ 

 
 

รูปที่ 8  ผลของการแปรเปลี่ยนแรงดันภายในที่มีตอคาความถี่
ธรรมชาติ 
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9.4 ผลของคาโมดูลัสเชิงปริมาตรของเหลวที่มีตอคาความถี่

ธรรมชาติ 

สําหรับโครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบ

สําหรับบรรจุของเหลวที่มีคาโมดูลัสเชิงปริมาตรแตกตางกัน

ตั้งแต 0.5x103 ถึง 2.5x103 เมกะปาสคาล สามารถแสดงไดดัง

รูปที่ 9 จากผลการศึกษาพบวาการเปลี่ยนแปลงคาโมดูลัสเชิง

ปริมาตรของของเหลวจะไมส งผลกระทบตอคาความถ่ี

ธรรมชาติของโครงสราง แตคาโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลว

เปนคาที่มีความสําคัญสมการเงื่อนไขของการจํากัดการ

เปลี่ยนแปลงปริมาตรดงัสมการ ดังแสดงในสมการที่ (64)  

9.5 ผลของคาโมดูลัสยืดหยุนท่ีมีตอคาความถี่ธรรมชาติ 

สําหรับคาพารามิเตอรสุดทายที่จะทําการศึกษาคือผลของ

คาโมดูลัสยืดหยุนของโครงสรางที่มีตอคาความถี่ธรรมชาติของ

โครงสรางเปลือกบางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุ

ของเหลว โดยที่คาโมดูลัสยืดหยุนจะมีคาตั้งแต 20x103 ถึง 

200x103 เมกะปาสคาล ซึ่งคาการเพิ่มคาโมดูลัสยืดหยุนจะทํา

ใหคาเมตริกซสติฟเนสของโครงสรางเนื่องจากพลังงาน

ความเครียดในสมการที่ (61) มีคาเพิ่มสูงขึ้น ดังนั้นเมื่อเพิ่มคา

โมดูลัสยืดหยุนของโครงสรางใหมีคาสูงขึ้นจะสงผลทําให

คาความถ่ีธรรมชาติของโครงสรางมีคาเพิ่มสูงข้ึน ดังแสดงในรูป

ที่ 10 นอกจากนี้ยังพบวาที่คาโมดูลัสยืดหยุนมีคาสูง ๆ จะให

ความถ่ีธรรมชาติในโหมดการสั่นที่ 1 และ 2 มีคาลูเขาหากัน 

นอกจากนี้ยังพบวาคาความถี่ธรรมชาติในโหมดลําดับที่ 1 และ 

2 จะมีคาความชันของกราฟลดลงเมื่อคาโมดูลัสยืดหยุนของ

โครงสรางเปลือกบางมีคามาก  
 

 
 

รูปที่ 9  ผลของการแปรเปลี่ยนโมดูลัสเชิงปริมาตรของเหลวท่ีมีตอ
คาความถี่ธรรมชาติ 

 
 

รูปที่ 10 ผลของการแปรเปลี่ยนโมดูลัสยืดหยุนของโครงสรางที่มีตอ
คาความถี่ธรรมชาติ 

 

10.  สรุปผล 

การศึกษาพฤติกรรมการสั่นอิสระของโครงสรางเปลือก

บางรูปทรงโดนัทแบบครึ่งใบสําหรับบรรจุของเหลวแรงดันสูง

ภายใตเงื่อนไขการจํากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรโดยใชทฤษฎี

เมมเบรน ซึ่งปญหาสามารถเขียนไดในรูปแบบการแปรผันและ

ใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการคํานวณหาคาความถ่ีธรรมชาติและ

โหมดการสั่นแบบสมมาตรตามแนวแกนของโครงสรางเปลือก

บาง 

จากผลการศึกษาสรุปไดวาผลของการแปรเปลี่ยนคา

โมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลวจะไมสงผลกระทบตอการ

เปลี่ยนแปลงคาความถี่ธรรมชาติของโครงสราง ในขณะที่

คาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางมีคาลดลงเมื่อความหนาและ

ความยาวรัศมีหนาตัดมีคาเพิ่มสูง ข้ึน สําหรับผลของการ

เปลี่ยนแปลงคาแรงดันภายในเริ่มตนกับโมดูลัสยืดหยุนของ

โครงสรางใหผลในลักษณะตรงกันขามกลาวคือคาความถี่

ธรรมชาติของโครงสรางมีคาเพ่ิมข้ึนเมื่อแรงดันภายในเริ่มตน

กับโมดูลัสยืดหยุนมีคาเพ่ิมสูงขึ้น เนื่องจากการเพ่ิมคาแรงดัน

ภายในเริ่มตนกับโมดูลัสยืดหยุนจะสงผลทําใหคาสติฟเนสของ

โครงสรางเนื่องจากพลังงานความเครียดในสมการการเคลื่อนที่

มีคาเพิ่มสูงขึ้น ในขณะที่การเพ่ิมความหนาของโครงสรางโดย

ปราศจากการพิจารณาผลของพลังงานความเครียดเนื่องจาก

การดัดทําใหมวลของโครงสรางมีคาเพิ่มสูงขึ้นมากแตคาสติฟ

เนสของโครงสรางมีคาสูงขึ้นเล็กนอย ดังนั้นจึงสงผลทําให

คาความถี่ธรรมชาติมีคาลดลง ซึ่งผลการศึกษานี้จะสามารถ
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นําไปใชเปนขอมูลเบื้องตนในการออกแบบโครงสรางเปลือก

บางเพื่อปองกันการเกิดปญหาการสั่นพองได และสามารถ

นําไปประยุกตใชกับโครงสรางเปลือกบางรูปทรงอ่ืน ๆ ได 
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