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บทคัดยอ 
งานวิจัยนี้นําเสนอพฤติกรรมการดัดและการแอนตัวมากของคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ภายใตน้ําหนักบรรทุกตัวเองและแรงอัดท่ีปลาย 

สมการแปรผันของระบบคานพัฒนาขึ้นโดยอาศัยหลักการงานเสมือนซึ่งเขียนในพจนของระบบพิกัดอินทรินสิก ความสัมพันธเชิงเรขาคณิตของ
ชิ้นสวนยอยของคานไดมาจากการพิจารณาทฤษฎีอีลาสติกคา วิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบไมเปนเชิงเสนและกระบวนการทําซ้ําดวยวิธีนิวตัน-ราฟ
สันถูกใชสําหรับการหาคําตอบเชงิตวัเลข นอกจากนั้น ระบบสมการอนุพันธอันดับที่หนึ่งแบบไมเปนเชิงเสน จากการพิจารณาสมดลุของแรงและ
โมเมนต ความสัมพันธระหวางโมเมนตและความโคง และความสัมพันธทางเรขาคณิตของช้ินสวนยอยของคาน ซึ่งจัดเปนปญหาคาเงื่อนไข
ขอบเขตแบบ 2 จุด สามารถหาคําตอบเชิงตวัเลขไดโดยใชวิธียิงเปา  จากนั้นผลคําตอบเชิงตัวเลขที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลเิมนตไดรบัการตรวจสอบ
กับคําตอบที่ไดจากวิธียิงเปา ผลคําตอบเชิงตัวเลขแสดงใหเห็นวาน้ําหนักคานและแรงอัดที่ปลายคานทําใหจุดรองรับของคานเคลื่อนที่ ซึ่งทําให
เกิดการแอนตัวมาก 

คําสําคัญ 
การแอนตัวมาก  นิวตัน-ราฟสัน  วิธีไฟไนตเอลิเมนต  วิธียิงเปา  หลักการงานและพลังงานเสมือน  

Abstract 
This research presents bending and large deflection behaviors of the beams with horizontally moveable support 

subjected to self- weight and compressive force at a beam tip.  A variational formulation of a beam system has been 
developed based on principle of virtual work, which is written in term of intrinsic coordinate.  The geometric relation of 
deformed infinitesimal length of the beam is derived by considering the elastica theory.  The non- linear finite element 
method incorporated with the Newton- Raphson iterative procedure is used to solve the numerical solution.  In addition, 
the set of nonlinear first-order differential equations obtained from the force and moment equilibrium, moment-curvature 
relationship, and nonlinear geometric relations of the beam segment, which is categorized as two- point boundary value 
problem is numerically solved by using the shooting method. Then the numerical results from the finite element method 
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are independently verified by those results from the shooting method.  The results also show that the beam self-weight 
and the compressive force at the beam tip cause the support movement, which induce large deflection. 

keywords 
large deflection, newton-raphson, finite element method, shooting method, virtual work principles. 

 

1. คํานํา 

พ ฤ ติ ก ร ร ม ก า รดั ด แ ล ะ ก า ร แ อ น ตั ว ม า ก  ( large 

deflection) ของคานเปนเรื่องทาทายและไดรับความสนใจ

จากวิศกรและนักวิจัยอยางตอเนื่องจนถึงปจจุบันโดยทั่วไป 

การวิเคราะหปญหาประเภทนี้จะอาศัยทฤษฎีอีลาสติกคา ซึ่ง

เปนทฤษฎีสําหรับวิเคราะหโครงสรางที่แอนตัวไดมากโดย

ความสัมพันธเชิงเรขาคณิตของเสนโคงการเสียรูปตองเปนคา

แมนตรง อยางไรก็ดีวัสดุยังมีความยืดหยุนเชิงเสน ซึ่งนิยม

ประยุกตใชในการวิเคราะหปญหาประเภทตางๆของโครงสราง

ที่มีความชะลูดสูง ไดแก คานที่มีความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยน

ได คานยื่น คานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ได ตลอดจนเสาหรือ

โครงขอแข็งที่เคลื่อนตัวทางดานขาง ปญหาการแอนตัวมาก

ของคานสามารถจําลองดวยแบบจําลองคณิตศาสตรซึ่งโดย

ปกติจะเปนสมการแบบไมเปนเชิงเสน การแกไขปญหา

ดังกลาว สามารถใชวิธีเชิงวิเคราะห เพื่อหาคําตอบในรูปแบบ

ปด หรือวิธีเชิงตัวเลข โดยที่ วิธี เชิงวิเคราะหสวนใหญแลว

นําเสนอผลเฉลยในรูปของอิลิปติกอินทิกรัล [1] แตอยางไรก็

ตามวิธีเชิงวิเคราะหมีขอจํากัดในกรณีของแรงกระทําแบบแผ

กระจาย ดังนั้นวิธีเชิงตัวเลขจึงเปนเครื่องมือที่สําคัญในการ

แกปญหา ซึ่งไดแก วิธีไฟไนตเอลิเมนต วิธีการยิงเปา และวิธีอิ

ลิปติกอินทิกรัล เปนตน ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 

element method: FEM) คือวิธีการทางคณิตศาสตรที่นํามา

ประยุกตใชเพื่อแกปญหาทางวิศวกรรม โดยอาศัยระเบียบวิธี

เชิงตัวเลขเพื่อหาผลลัพธโดยประมาณของปญหาซึ่งนิยม

คํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ

เมนต เปนเทคโนโลยีที่ทันสมัยทําให ง ายตอการขึ้นรูป

แบบจําลองที่มีรูปรางซับซอนโดยแบงแบบจําลองเปนเอลิ

เมนตยอย ระเบียบวิธียิงเปา (Shooting method: SM) เปน

วิธีการหาคําตอบของปญหาคาขอบเขตแบบสองจุด โดย

สมการครอบคลุมปญหาจะอยูในรูปของระบบสมการเชิง

อนุพันธอันดับที่หนึ่ง 

ตัวอยางงานวิจัยที่นําเสนอการวิเคราะหปญหาโครงสราง

ที่มีการแอนตัวมาก ไดแก สุรพันธ บุญเจริญ [2] ซึ่งไดศึกษา

และวิเคราะหการแอนตัวมากของคานที่มีความยาวสวนโคง

แปรเปลี่ยนไดโดยใชวิธีอีลิปติคอินทิกรัลในการหาคําตอบแมน

ตรง สุนิสา รอดสังวาล [3] ไดศึกษาและวิเคราะหการแอนตัว

มากของคานที่มีความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนไดโดยใชวิธีไฟ

ไนตเอลิเมนตในการหาคําตอบเชิงตัวเลข Giraldo-Londono 

และคณะ [4] ศึกษาการแอนตัวมากและพฤติกรรมหลังการ

โกงเดาะของโครงสรางคาน-เสาที่มีจุดตอแบบก่ึงแข็งโดยรวม

ผลกระทบของการเสียรูปตามแนวแกนและการเฉือน ศรัณย 

ชุมกลัด [5] ศึกษาผลกระทบของปลายยื่นของอิลาสติกคาที่มี

ความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนไดภายใตแรงกระทําจากน้ําหนัก

ของตัวเอง Jeong และ Yoo [6] ไดสรางแบบจําลองของคาน

ที่มีการแอนตัวมากโดยใชวิธี Assumed mode method ณัฐ

พัชร จันทรกุลมณี [7] ไดศึกษาผลกระทบของจุดหมุนแบบ

ตานทานการหมุนในชวงความยาวอิลาสติกคาตอพฤติกรรม

หลังการโกงเดาะของอิลาสติกคาที่มีความยาวสวนโคง

แปรเปลี่ยนได ซึ่งพบวาโครงสรางประเภทอิลาสติกคาจะอยูใน

สภาวะสมดุลแบบไรเสถียรภาพหลังเกิดการโกงเดาะ และเมื่อ

สปริงตานทานการหมุนถึงจุดคราก แรงอัดตามแนวแกนจะ

ลดลงทันทีซึ่ง ข้ึนอยู กับอัตราสวนของสติฟเนสของสปริง 

จากนั้น Mauricio และคณะ [8] ไดศึกษาการแอนตัวมากของ

คานและเสาที่มีหนาตัดคงที่และหนาตัดที่มีความลึกไม

สม่ํ า เสมอโดย วิธี กา รแปลง เชิ ง อนุพั นธ  (Differential 

transformation Method) Masjedi และ Weaver [9] ไดใช

วิธี Homotopy analysis เพื่อหาสมการแมนตรงของปญหา

คานที่มีการแอนตัวมาก และกรณีที่วิเคราะหคานที่มีแรงอัดที่

ปลายเพียงอยางเดียว ไดแก งานวิจัยของ Kuznetsov และ 

Levyakov [10] ซึ่งไดศึกษาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของ

เสาที่มีจุดรองรับแบบยึดหมุนทั้งสองดานโดยวิธีอิลิปติก

อินทิกรัล และ Perkins [10] ไดศึกษาการสั่นในระนาบแบบ

เชิงเสนของสวนโคงอิลาสติกคาที่มีจุดรองรับอยางงาย อยางไร
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ก็ดี กรณีที่มีน้ําหนักบรรทุกตัวเองเพียงอยางเดียว ไดแก 

งานวิจัยของ Sundara Raja Iyengar และ Lakshmana Rao 

[11] ซึ่งไดศึกษาการแอนตัวมากของคานที่มีจุดรองรับที่ปลาย

ทั้งสองเปนแบบยึดหมุนโดยมีแรงมากระทําทางดานขาง 

Wang [12] ไดศึกษาการดัดแบบไมเปนเชิงเสนของคานยื่น

และคานที่มีจุดรองรับที่ปลายทั้งสองเปนแบบยึดหมุนภายใต

แรงกระทําแบบกระจายสม่ําเสมอตลอดความยาวคาน 

อยางไรก็ดี งานวิจัยขางตนที่กลาวมายังไมไดศึกษาพฤติกรรม

การแอนตัวมากของคานที่มีจุดรองรับสามารถเคลื่อนที่ได

อิสระตามแนวราบที่อยูภายใตน้ําหนักบรรทุกตัวเองและ

แรงอัดที่ปลาย 

งานวิจัยนี้จึงมีวัตถุประสงคเพื่อนําเสนอพฤติกรรมการดัด

และการแอนตัวมากของคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ไดอิสระใน

แนวราบภายใตแรงอัดที่ปลายคานและน้ําหนักคาน ซึ่งสราง

แบบจําลองคณิตศาสตรของคานโดยอาศยัหลักการงานเสมือน

และเขียนสมการในพจนของระบบพิกัดอินทรินสิก จากนั้นหา

คําตอบเชิ งตัว เลขโดยใชระ เบียบวิ ธี ไฟไนต เอลิ เมนต  

นอกจากนั้น ไดสรางระบบสมการครอบคลุมปญหาในรูปของ

สมการอนุพันธอันดับที่หนึ่งแบบไมเปนเชิงเสนและใชวิธีการ

ยิงเปาในการหาคําตอบเชิงตัวเลข ซึ่งสามารถตรวจสอบความ

ถูกตองของผลการวิเคราะหไดโดยเปรียบเทียบผลคําตอบเชิง

ตัวเลขที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธียิงเปา ผลการ

วิเคราะหที่ไดจากงานวิจัยนี้สามารถนํามาเปนแนวทางในการ

วิเคราะหและออกแบบโครงสรางคาน-เสา และโครงสรางอื่นๆ

ที่มีความชะลูดสูงตลอดจนแบบจําลองที่นําเสนอนี้สามารถ

นําไปประยุกตใชเพื่อวิเคราะหการแอนตัวของไมค้ําถอในกีฬา

ค้ําถอ หรือกระดานกระโดดน้ํา ตลอดจนทอลําเลียงของไหล

ใตทะเล  

 

2. แบบจําลองคณิตศาสตร 

2.1 ความสัมพันธเชิงเรขาคณิตและสมการสมดุลของคาน 

รูปที่ 1 แสดงลักษณะการแอนตัวมากของคานที่มีจุด

รองรับเคลื่อนที่ไดอิสระในแนวราบ ภายใตน้ําหนักของคาน

และแรงอัดที่จุดรองรับ B โดยจุดรองรับทั้ง 2 ดานของคาน

วางอยูบนระนาบเดียวกัน กอนการเสียรูประยะหางใน

แนวราบระหวางจุดรองรับทั้ง 2 ขางมีคาคงที่เทากับ L จุด

รองรับที่ปลายดานซาย (จุด A) เปนแบบยึดหมุน ขณะที่ปลาย

ดานขวา (จุด B) เปนจุดรองรบัแบบยึดหมุนที่เคลื่อนที่ไดอิสระ

ในแนวราบ เนื่องจากแรงอัด ( BP ) ที่ปลายคาน และน้ําหนัก

ของคาน ( w ) ทําใหจุดรองรับ B เกิดการเคลื่อนที่เปนระยะ 

B  ตามแนวแกน x และคานเกิดการแอนตัว ( y ) 
 

B
A

BA

L 

L 

y

y (s)
BP x

S

w

BB

 
 

รูปที่ 1 การแอนตัวมากของคานท่ีมีจุดรองรับเคลื่อนท่ีไดอิสระใน
แนวราบ 
 

รูปที่ 2 แสดงผังอิสระของชิ้นสวนยอยของคานที่มีความ

ยาว ds  โดยความสัมพันธเชิงเรขาคณิตของชิ้นสวนคาน

สามารถหาไดจากรูปรางทางเรขาคณิต ดังนี้ 

 
dy

sin
ds

    (1) 

 

 
dx

cos
ds

    (2) 

 

     
d M

ds EI

       (3) 

 

โดยที่ x และ y คือตําแหนงตามแนวราบและแนวระดับ

ของคานในระบบพิกัดฉาก ตามลําดับ ตัวแปร  คือคาความ

โคงของคานที่สภาวะสมดุลสถิต ตัวแปร s  คือพิกัดตามความ

ยาวโคงและ θ  มุมหมุนของคานซึ่งวัดจากแนวราบไปยังแนว

สัมผัสของคาน 

เมื่อพิจารณาสมดุลของแรงจากผังอิสระของคานในรูปที่ 

2 สมการสมดุลของแรงในทิศทางตั้งฉาก ( n̂ ) และทิศทาง

สัมผัส ( t̂ ) ของคานสามารถแสดงไดดังสมการที่ (4) และ (5) 

ตามลําดับ และสมการสมดุลของโมเมนตสามารถเขียนไดดัง

สมการที่ (6) 
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รูปที่ 2 แรงภายในและผังอิสระของชิ้นสวนยอยของคานที่มีความ
ยาว ds  

 

 0nF   ;  
dV d

T wcos
ds ds

          (4) 

 

    0tF   ;  
dT d

V wsin
ds ds

       (5) 

 

0oM   ;  
dM

V
ds

                (6) 

โดยที่ w คือน้ําหนักคาน และตัวแปรV , M และ T คือ

แรงเฉือน โมเมนตดัด และแรงอัดตามแนวแกน ตามลําดับ 

2.2 สมการงานเสมือนของคาน 

สมการงานเสมือนที่นําเสนอในงานวิจัยนี้จะเขียนในพจน

ของระบบพิกัดอินทรินสิก  s  ซึ่งประกอบดวยพลังงาน

ความเครียดเสมือนเนื่องจากการดัด งานเสมือนเนื่องจากแรง

ภายนอก ไดแก แรงอัดที่ปลายคานและน้ําหนักคาน จากรูปที่ 

2 ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและคาความโคงของคาน

เมื่อคานเกิดการแอนตัวมากตามทฤษฎีอีลาสติกคา [13] คือ 

d
M EI

ds


      (7) 

EI  คือสติฟเนตตานการดัดของคาน โดยตัวแปร E และ 

I คือโมดูลั ส ยืดหยุ นและโมเมนตความเฉื่ อยของคาน 

ตามลําดับ ดังนั้นพลังงานความเครียดเสมือนเนื่องจากการดัด

ของคาน สามารถหาไดโดย 

L
b 0U EI ds        (8) 

โดยที่ ( ' ) แทนการอนุพันธของตัวแปรตางๆเทียบกับ s

และ L คือความยาวของคาน งานเสมือนเนื่องจากน้ําหนัก

ของคาน (w ) คํานวณไดโดย 

 

L s
w 0 0W wcos dsds      (9) 

 

งานเสมือนเนื่องจากแรงอัดที่ปลายคานสามารถคํานวณไดจาก 

 
L

p B 0W P sin ds      (10) 

 

จากหลักการพลังงานเสมือนทั้งหมดของระบบสามารถหา

ไดจากผลตางระหวางพลังงานเสมือนและงานเสมือนเนื่องจาก

แรงภายนอก ดังนี้ 

 

b w pU W W       (11) 

 

เมื่อแทนสมการที่ (8) (9) และ (10) ในสมการที่ (11) จะ

ไดสมการงานเสมือนทั้งหมดของระบบดังนี้ 

 
L

0EI ds        

 L s L
B0 0 0wcos dsds  P sin   ds        (12) 

 

เนื่องจากมุมหมุน  เปนตัวแปรอิสระของปญหานี้ ดังนั้น

การกําหนดคาการแอนตัวของคานที่จุดรองรับดานขวา (ที่

s L ) ไมสามารถทําไดโดยตรง ซึ่งจําเปนตองกําหนดดวย

สมการเงื่อนไขตอไปนี้ 

 

  L

0g y L sin ds 0    (13) 

 

โดยที่  y L 0 คือพิกัดในแนวดิ่งของคานที่จุดรองรับ

ดานขวา การศึกษานี้ไดกําหนดตําแหนง  y L เปนเงื่อนไข

บังคับของปญหาโดยใชเทคนิคตัวคูณลากรองจ [14] จาก

หลักการของตัวคูณลากรองจ จะนําตัวแปรไมทราบคา   ไป

M+dM

w

T+dT

V+dV

V

M
T

ds

y

y+dy

x x+dx
dx

dy


d

n̂ t̂

O
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คูณกับสมการเงื่อนไขสมการที่  (13) และทําการอนุพันธ

จากนั้นนําไปบวกกับสมการงานเสมือนของคาน ไดดังนี้ 

 

 * g      (14) 

 

หลังจากที่แทนคาสมการที่ (12) และ (13) ในสมการที่ 

(14) จะไดสมการงานเสมือนทั้งหมดของระบบภายใตเงื่อนไข

บังคับคาการแอนตัวที่ปลายดานขวาของคาน ดังนี้ 

 

 
 

L L s L*
B0 0 0 0

L L
0 0

EI ds wcos dsds  P sin ds

cos ds   y L sin ds          

    

   

     

  

 

  
     

(15) 
 

สมการที่ (15) จัดเปนสมการแบบไมเปนเชิงเสนซึ่งการหา

คําตอบดวยวิธีเชิงวิเคราะหทําไดยาก ในการศึกษานี้จึงอาศัย

วิธีไฟไนตเอลิเมนตในการหาคําตอบเชิงตัวเลข 

 

3. การหาคําตอบดวยวิธีการเชิงตัวเลข 

หัวขอนี้นําเสนอวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบไมเปนเชิงเสน

รวมกับขั้นตอนทําซ้ําดวยวิธีนิวตัน-ราฟสัน และวิธียิงเปาใน

การหาคําตอบเชิงตัวเลข 

3.1 วิธีไฟไนตเอลิเมนต 

สมการงานเสมือนของคาน สมการที่ (15) สามารถหา

คําตอบไดดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต จากกระบวนการนี้ คามุม

หมุน  ss  ภายในเอลิเมนตของคานสามารถประมาณไดโดย 

 

   ss q N    (16) 

 

ss คือพิกัดตามแนวโคงภายในเอลิเมนตของคาน N  คือ

เมทริกซฟงกชันรูปราง ซึ่งสามารถกําหนดไดดังนี้ 

 

   T1 2 3 4N N N NN  (17) 

 

เมื่อ iN  คือฟงกชันรูปรางพหุนามอันดับสาม  

 
2 3

s s s
1 2 3

11s 9s 9s
N 1

2l l l
   

  (18ก) 

 
2 3

s s s
2 2 3

9s 45s 27s
N

l 2l 2l
  

    (18ข) 

 
2 3

s s s
3 2 3

9s 18s 27s
N

2l l l
   

  (18ค) 

 
2 3

s s s
4 2 3

s 9s 9s
N

l 2l 2l
  

   (18ง) 

 

โดยที่ L
l

nelem
 คือความยาวเอลิเมนตของคาน และ 

nelem เปนจํานวนเอลิเมนตของคาน เวกเตอร  q  คือดีกรี

อิสระที่จุดตอขั้วของคานซึ่งสอดคลองกับคามุมหมุน  ss ที่

ตําแหนงจุดตอข้ัว ดังนี้ 

 

 

 

s

s

s

s

s 0

l
s

3

2l
s

3

s l









  
 

        
     

 
  

q    (19) 

 

จ า ก ห ลั ก ก า ร ข อ ง พ ลั ง ง า น เ ส มื อ น ข อ ง ร ะ บ บ 

 * *nelem
k 1 k     เมื่อ *

k  คือพลังงานเสมือนของเอลิเมนต

ของคาน ดังนั้นจะสามารถหาสภาวะสมดุลของคานไดก็ตอเมื่อ 

 

* *
* k k
k i

i

0
q

   


    
        

q   (20) 

 

เ นื่ อ ง จ า ก   iq แ ล ะ    ไ ม เ ท า กั บ ศู น ย ดั ง นั้ น

   k i/ 0  q และ  k / 0     ซึ่ งสามารถเขียน

ใหมโดยใชอนุกรมเทยเลอร ไดดังนี้ 
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* * *
k k k

n
i i j in 1 n n

*
k

n
i n

 

  0                   

  

 




                           

           

q
q q q q

q
(21ก) 

 

      

* * *
k k k

n
in 1 n n

*
k

n

n

 

  0                  

  
  

 
 



                            

           

q
q

(21ข) 

 

โดยที่      1
 q q qi in n n

Δ  และ n n 1 n       

เมื่อตัวแปร n คือรอบของการทําซ้ํา ดังนั้นหลังจากตัดพจนท่ีมี

คานอยๆ ทําใหสามารถเขียนระบบสมการที่ (21) ในรูปแบบ

เมทริกซ ไดดังนี้ 
 

   
 

   NL N 1N N ii
T

1 N
R0










    
      

      

K K Rq

K
  (22) 

 

จํานวนเต็ม N  คือจํานวนดีกรีอิสระทั้งหมดของระบบ

คาน เมทริกซ  NLK  ไดจากการรวมเมทริกซของเอลิเมนต

เมทริกซ 2 *
k i j/    q q  เวกเตอร  K  ไดจากการรวม

เวกเตอรของเอลิเมนต  2 *
k i/   q  เวกเตอร  R i  ได

จากการรวมเวกเตอรของเอลิ เมนต  *
k i/ q  และ

พารามิเตอร R  คือคาผลรวมของ *
k /    จากทุกเอลิ

เมนต 

สมการที่  (22) เปนระบบสมการไมเชิงเสนซึ่ งจะใช

กระบวนการทําซ้ําแบบนิวตัน-ราฟสันในการหาคําตอบเชิง

ตัวเลข จากกระบวนการนี้จะกําหนดคาเริ่มตนของตัวแปรไม

ทราบคา  qi  และ  และสรางระบบสมการที่ (22) จากนั้น

คํานวณหาคาสวนเพิ่ม  iq  และ   และนําคาที่ไดไป

บวกเพิ่มระหวางเวกเตอร  iq  กับ  qi  และ   กับ 

  ซึ่งจะทําใหไดคา   iq  และ   ใหม คาเหลานี้จะใช

สําหรับการคํานวณซ้ําตอไป โดยทําซ้ําขั้นตอนขางตนจนกวา

คา  iq  และ  จะลู เขาใกลศูนย โดยไดกําหนดคา

คลาดเคลื่อนที่ยอมใหไมเกิน 10-7 

หลังจากหาสภาวะสมดุลของคานแลวจึงคํานวณหาแรง

ภายในที่เกิด ณ ตําแหนงตางๆของคาน ไดแก คาโมเมนตดัด 

 M s ซึ่งสามารถคํานวณหาไดจากสมการที่ (7) แรงเฉือน 

 V s หาไดจากการแทนสมการที่ (7) ในสมการที่ (6) ซึ่ง

สามารถจัดรูปสมการใหมไดดังนี้ 

 

 
2

2

d
V s EI

ds


     (23) 

 

และแรงตามแนวแกน  T s หาไดจากการอินทิเกรต

สมการที่ (5) ซึ่งไดสมการดังตอไปนี้ 

  L
B s

d
T s T V wsin ds

ds

      
 

 (24) 

 
 

รูปที่ 3  สมดลุแรงท่ีจุดรองรับ B 
 

ตัวแปร BT  คือแรงอัดตามแนวแกนที่จุดรองรับ B ซึ่ง

คํานวณหาไดจากสมการสมดุลที่จุด B (รูปที่ 3) ดังสมการ

ตอไปนี ้

 

B B B
B

B

P V sin
T

cos





    (25) 

 

ตัวแปร BV  คือแรงเฉือนที่จุดรองรับ B  

 

 

 

 

 

𝑉𝐵 

𝑇𝐵  

𝑃𝐵  
𝐵 

𝜃𝐵  
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3.2 การหาคําตอบเชิงตัวเลขดวยวิธียิงเปา 

เนื่องจากสมการที่ (1) ถึง (6) เปนระบบสมการอนุพันธ

อันดับที่หนึ่งแบบไมเปนเชิงเสน จึงเหมาะที่จะหาคําตอบดวย

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพ่ือใหงายตอการคํานวณจําเปนตองจัด

ใหอยูในรูปของสมการไรหนวย โดยอาศัยความสัมพันธจาก

สมการตอไปนี้ 

 

BS x y
s ,  x ,  y ,  

L L L L
ˆ ˆ ˆ  


    (26ก-ง) 

 
3 2 2wL TL VL ML

w ,  T ,  V ,  M
EI EI EI EI

ˆ ˆ ˆˆ           (26จ-ซ) 

 

   

2
B

B

P L
P

EI
ˆ     (26ฌ) 

 

ตัวแปร ŝ  คือคาพิกัดตามความยาวสวนโคงแบบไรหนวย 

w, T, V ˆ ˆˆ และ M̂  คือคาไรหนวยของน้ําหนักคาน แรงอัดตาม

แนวแกน แรง เฉือนและโมเมนตดัด  ตามลํ าดับ  จาก

ความสัมพันธของสมการที่ (26ก-ง) ทําใหสามารถเขียนสมการ

ครอบคลุมปญหา (สมการที่ 1-6) ใหอยูในรูปของระบบสมการ

ไรหนวยไดดังนี้ 

dy
sin

dS

ˆ
ˆ

    (27ก) 

dX
cos

dS

ˆ

ˆ
     (27ข) 

d
M

dŜ
ˆ

      (27ค) 

                     dT d
V w

ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ
sin

dS dS

      (27ง) 

                     dV d
T wcos

d S

ˆ

d
ˆ

ˆS
ˆ

ˆ
               (27จ) 

V
ˆ

ˆ
ˆ

dM

dS
     (27ฉ) 

 

ระบบสมการที่ (27) จัดเปนปญหาคาเงื่อนไขขอบเขต

แบบ 2 จุด ซึ่งในการศึกษานี้ไดใชวิธียิงเปาในการหาคําตอบ

เชิงตัวเลข ซึ่งไดกําหนดเงื่อนไขของจุดรองรับทั้ง 2 ดานของ

คานดังนี้ ที่จุดรองรับดานซายของคาน (จุด A) กําหนดใหอยูที่

พิกัด x̂ 0  และ ŷ 0  ขณะที่พิกัดตามแนวระดับของจุด

รองรับดานขวา (จุด B) คือ ŷ 0  เนื่องจากจุดรองรับทั้ง 2 

ขางของคานเปนแบบยึดหมุน ดังนั้นโมเมนตดัด  M̂  ที่ปลาย

ทั้ง 2 ขางของคานเทากับศูนย โดยที่คามุม    แรงเฉือน 

 V̂  และระยะพิกัดตามแนวราบ  x̂  ที่จุดรองรบั B เปนตัว

แปรไมทราบคา ซึ่งจําเปนตองเดาคาเริ่มตนใหกับตัวแปรไม

ทราบคานี้เปน B , BV̂  และ Bx̂  ตามลําดับ ดังนั้นในการ

กําหนดคาเงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองขางของคานทั้งที่

ทราบคาและไมทราบคา สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบสมการ

ไรหนวยดังตอไปนี้ 

จุดรองรับ A  ŝ 0  : 

 

x̂ 0 ,  y 0  , 0M̂  , A  , A V̂ V̂ , AT̂ T̂  

(28ก-ฉ) 
 

จุดรองรับ B  ŝ 1  : 

 

Bx̂ x̂ , 0ŷ   , 0M̂   , B    , B V̂ V̂  , B T̂ T̂  

(29ก-ฉ) 

 

กระบวนการหาคําตอบเชิงตัวเลขสามารถสรุปเปน

ขั้นตอนไดดังตอไปนี้ เริ่มแรกใหกําหนดคาของตัวแปรควบคุม 

ซึ่งในที่นี้จะกําหนดให BP̂  เปนตัวแปรควบคุม กําหนดน้ําหนัก

ของคาน ŵ  ซึ่งเปนคาคงที่และคาเงื่อนไขของจุดรองรับ (ŷ  

และ M̂  ที่ )ŝ 1  จากนั้นประมาณคาเริ่มตนของตัวแปรไม

ทราบคาซึ่งประกอบดวย ,x̂   และ V̂  ที่ ŝ 1  ใหเทากับ 

B Bx̂ ,   และ BV̂  ตามลําดับโดยอาศัยทฤษฎีของคานที่แอน

ตัวนอยๆแบบเปนเชิงเสนเพื่อใชเปนคาเดาเริ่มตน 

จากนั้นอินทิเกรตสมการครอบคลุมปญหา (สมการที่ 

(29)) ตามพิกัดสวนโคงของคานจาก ŝ 1  ถึง ŝ 0  (จากจุด

รองรับ B ไปยังจุดรองรับ A) ดวยวิธี Cash-Karp Runge-

Kutta อันดับที่ 5 โดยควบคุม Step Size ของการอินทิเกรต 

เพื่อใหไดคําตอบเชิงตัวเลขที่มีความถูกตองแมนยําเพียงพอ 
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การศกึษานี้ใช Step Size เทากับ 0.01 จากนั้นใชกระบวนการ

ทําซ้ํานิวตัน-ราฟสันเพ่ือทําการปรับแกคาเริ่มตนของตัวแปรที่

ไ มทราบค า   B B B, V̂ , x̂ จนกระทั่ งผลลัพธลู เข า และ

สอดคลองกับเงื่อนไขของสมการที่  (25) โดยกําหนดคา

ความคลาดเคลื่อนที่ยอมให (Tolerance) เทากับ 1210  

 

     
B B B, ˆ  xV̂ ,
min  x 0 y 0 M 0 0ˆˆ ˆ


       (30) 

 

ขั้นตอนสุดทายใหบวกสวนเพ่ิม BP̂ เขากับคาตัวแปร

ควบคุม BP̂  และทําซ้ํากระบวนการดังกลาวขางตนทั้งหมด

เพื่อสรางกราฟความสัมพันธระหวาง BP̂  กับ B  และ BP̂  

กับ  Bˆ1 x    

 

4. ผลคําตอบเชิงตัวเลข 

4.1 ตรวจสอบการลูเขาของคําตอบจากวิธีไฟไนตเอลิ

เมนต 

เนื่องจากความถูกตองแมนยําของคําตอบที่ไดจากวิธีไฟ

ไนตเอลิเมนต (FEM) ขึ้นอยูกับจํานวนของเอลิเมนตที่ใช จึง

จําเปนตองตรวจสอบจํานวนเอลิเมนตที่เหมาะสมสําหรับใชใน

แบบจําลองนี้ หัวขอนี้ไดทําการศึกษาผลของจํานวนเอลิเมนต

ตอคาของการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ B โดยการศึกษานี้ได

กําหนดคาตัวแปรตางๆ ในรูปของตัวแปรไรหนวยดังนี้ ไดแก 

ความยาวชวงคาน ( L̂ ) เทากับ 1 น้ําหนักคาน ( ŵ ) เทากับ 6 

และแรงที่กระทําตอจุดรองรบั B ( BP̂ ) มีคาเทากับ 40 

จากผลการศึกษาดังแสดงในรูปที่ 4 จะเห็นไดวาจํานวนเอ

ลิเมนตที่นอยที่สุดตั้งแต 8 เอลิเมนตขึ้นไปจะทําใหคาการ

เคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (  ) ลูเขาสูคาคงที่ ดังนั้นการหา

คําตอบเชิงตัวเลขของปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตไดเลือกใช

จํานวนเอลิเมนตเทากับ 10 เอลิเมนตเพราะสามารถหา

คําตอบที่มีความถูกตองเพียงพอ 

 
 

 
 

รูปที่ 4  การตรวจสอบการลู เขาของคําตอบเชิงตัวเลขเนื่องจาก
จํานวนเอลิเมนต 
 

4.2 ตรวจสอบความถูกตองของคําตอบเชิงตัวเลข 

หัวขอนี้ นํ า เสนอการตรวจสอบความถูกตองของ

แบบจําลองคณิตศาสตรและผลคําตอบเชิงตัวเลขที่ไดจากวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต (FEM) โดยเปรียบเทียบกับคําตอบที่ไดจาก

วิธียิงเปา (SM) ตัวอยางการวิเคราะหนี้ไดกําหนดน้ําหนักคาน 

( ŵ ) เทากับ 6 ความยาวชวงคาน ( L̂ ) เทากับ 1 และแรงอัด

ที่จุดรองรับ B ( BP̂ ) มีคาตั้งแต 0 ถึง 100 เพื่อใชสําหรับการ

ตรวจสอบความถูกตองของผลการวิเคราะห 
 

 
รูปที่ 5 เปรียบเทียบความสัมพันธระหวางการเคลื่อนท่ีของจุดรองรับ 

B (  ) และแรงอัดท่ีจุดรองรับ ( BP̂ ) ท่ีจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต (FEM) 

และวิธียิงเปา (SM) 
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จากการศึกษาความสัมพันธระหวางแรงอัดที่จุดรองรับ B 

กับคาการเคลื่อนที่ในแนวราบของจุดรองรับ B ดังแสดงในรูป

ที่ 5 โดยเปรียบเทียบผลคําตอบที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

(FEM) กับผลที่ไดจากวิธียิงเปา (SM) ซึ่งพบวาผลการวิเคราะห

ที่ไดจากสองวิธีนี้สอดคลองกันเปนอยางดี 

 
ตารางท่ี 1 เปรียบเทียบคาํตอบเชิงตัวเลขจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต (FEM) และวิธียิงเปา (SM) 

BP̂  
 A B   maxŷ    

FEM SM FEM SM FEM SM 

0 0.244131 0.244131 0.075877 0.075877 0.014445 0.014444 

10 1.085405 1.085402 0.304852 0.304854 0.277224 0.277223 

20 2.138747 2.138950 0.401146 0.401161 0.914898 0.914981 

30 2.544136 2.546110 0.360806 0.360798 1.187361 1.187470 

40 2.746523 2.744961 0.321174 0.321043 1.325700 1.326078 

50 2.863648 2.861484 0.290077 0.289927 1.410305 1.410658 

60 2.937487 2.933427 0.265773 0.265550 1.468485 1.468866 

70 2.986755 2.981718 0.246362 0.246040 1.511666 1.512067 

80 3.021007 3.014852 0.230490 0.229902 1.545429 1.545881 

90 3.045588 3.036534 0.217241 0.215575 1.572822 1.573328 

100 3.063684 3.050210 0.205984 0.201084 1.595665 1.596199 

ตารางที่ 1 แสดงการเปรียบเทียบคามุมหมุนที่จุดรองรับ  

(  A B  ) ระยะการแอนสูงสุด ( maxŷ ) ระยะการเคลื่อนที่

ของจุดรองรับ B (  ) ภายใตแรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) ตางๆ 

โดยพบวาคําตอบเชิงตัวเลขที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต (FEM) 

และวิธียิงเปา (SM) มีคาที่ใกลเคียงกันมาก 

 

4.3 ผลของน้ําหนักคานและแรงอัดที่จุดรองรับตอการแอน

ตัวมากของคาน 

หัวขอนี้นําเสนอผลของน้ําหนักคานและแรงอัดที่จุด

รองรับตอการแอนตัวและเสถียรภาพของคานที่มีจุดรองรับ

เคลื่อนที่ได อิสระตามแนวราบ ตัวอยางการวิ เคราะหนี้

กํ าหนดใหน้ํ าหนักคาน ( ŵ )  เทากับ  2 4 6 8 และ 10 

ตามลําดับ และแรงที่อัดจุดรองรับ B ( BP̂ ) มีคาตั้งแต 0 ถึง 

100 ผลการวิเคราะหไดนําเสนอความสัมพันธระหวางการ

เคลื่อนที่ของจุดรองรับ B (  ) และแรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) 

ตามรปูที่ 6 
 

 
 

รูปที่ 6  เปรียบเทียบความสัมพันธระหวางการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ 

B (  ) และแรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) เมื่อ ŵ  มีคาเทากับ 2 4 6 8 

และ 10 

จากรูปที่ 6 พบวาแรงอัดที่จุดรองรับสงผลโดยตรงทําให

จุดรองรับเคลื่อนที่เพ่ิมมากขึ้น โดยพฤติกรรมที่เกิดขึ้นสามารถ

แบงเปนสองชวงดังแสดงในรูปที่ 7(ก) และ 7(ข) โดยรูปที่ 7 

(ก) แสดงชวงแรงอัด BP̂  มีคาตั้งแต 0-16 และรูปที่ 7(ข) 

แสดงชวงแรงอัด BP̂  มีคาตั้งแต 16-100 ทั้งนี้ผลการศึกษา

พบวาเมื่อ BP̂  นอยกวา 16 น้ําหนักของคานสงผลใหจุด
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รองรับ B (  ) เคลื่อนที่มากขึ้น อยางไรก็ดี เมื่อ BP̂  มากกวา 

16 การเพ่ิมน้ําหนักคานทําใหการเคลื่อนที่ของจุดรองรับลดลง 

(รูปที่ 7(ข)) และเมื่อพิจารณาน้ําหนักบรรทุกตัวเอง จะพบวา

ในชวงแรกเมื่อจุดรองรับ B เริ่มเคลื่อนตัว แรงอัดที่ปลาย B 

จะมีคานอยลงเมื่อน้ําหนักบรรทุกตัวเอง ( ŵ ) มีคาเพิ่มขึ้น 

เนื่องจากน้ําหนักบรรทุกตัวเองในชวงที่การแอนตัวมีคาเพ่ิมขึ้น

นี้ จะไปลดสติฟเนสของคานเปนเหตุใหแรงอัดที่ปลาย B ลดลง

เมื่อน้ําหนักบรรทุกตัวเองเพิ่มข้ึน  ในขณะที่เมื่อจุดรองรับ B 

เขาใกลจุดรองรับ A แรงอัดที่ปลาย B ที่เพิ่มขึ้นจะยกเสนโคงอิ

ลาสติกของคานใหสูงขึ้น ดังนั้นน้ําหนักบรรทุกตัวเองจะทํา

หนาที่เสริมสติฟเนสของคานเปนผลใหตองการแรงที่ปลาย B 

สูงขึ้นเมื่อน้ําหนักบรรทุกตัวเองมากขึ้น 

 

 
 

 

(ก) แรงอัดท่ีจุดรองรับ ( BP̂ ) ในชวง 0-16 (ข) แรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) ในชวง 16-50 

 

รูปที่ 7  ความสัมพันธระหวางการเคล่ือนที่ของจุดรองรับ B (  ) และแรงอัดท่ีจุดรองรับ ( BP̂ )  

 

รูปที่ 8(ก)-8(ง) แสดงลักษณะการแอนตัวของคานและแรง

ภายในที่ เกิดขึ้นแรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) เทากับ 10 โดย

เปรียบเทียบผลของน้ําหนักคาน ŵ  เทากับ 2 4 6 8 และ 10 

จากลักษณะการเสียรูปของคานดังรูปที่ 8(ก) พบวาการเพ่ิม

น้ําหนักคานมากข้ึนทําใหจุดรองรับของคานและการแอนตัว

เพิ่มมากข้ึนซึ่งสอดคลองกับผลสรุปกอนหนานี้ โดยการแอนตัว

สูงสุดเกิดข้ึนที่กึ่งกลางคาน และสงผลทําใหโมเมนตดัดเพ่ิมมาก

ขึ้นเชนกัน (รปูที่ 8 (ข)) โดยจะมีคาสูงสุดที่ก่ึงกลาง 

คานจากรูปที่ 8(ค) พบวาแรงเฉือนมีคาเพิ่มข้ึนเม่ือน้ําหนัก

คานมากขึ้น และแรงเฉือนสูงสุดเกิดขึ้นบริเวณจุดรองรับทั้งสอง

ขาง จากรูปที่ 8(ง) พบวาแรงตามแนวแกนเปนแรงอัดและมี

คาสูงสุดที่ก่ึงกลางคาน แตเมื่อน้ําหนักคานมากขึ้นอาจสงผลให

แรงตามแนวแกนที่จุดรองรับเปลี่ยนเปนแรงดึง (เมื่อ ŵ =10) 
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(ก) เปรียบเทียบรูปรางการแอนตัวที่สภาวะสมดุลของคาน (ข) เปรียบเทียบลกัษณะการกระจายตัวของโมเมนตดัดตลอดความยาว
คาน 
 

 
 

 

(ค) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงเฉือนตลอดความยาว
คาน 

(ง) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงตามแนวแกนตลอด
ความยาวคาน 

 

รูปที่ 8  เปรียบเทียบลักษณะรูปรางการแอนตัวท่ีสภาวะสมดุลของคานและการกระจายตัวของแรงภายในที่เกิดภายใตแรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) เทากับ 

10 โดยกําหนดให ŵ  เทากับ 2 4 6 8 และ 10 
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(ก) เปรียบเทียบรูปรางการแอนตัวที่สภาวะสมดุลของคาน (ข) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของโมเมนตดัดตลอดความ
ยาวคาน 
 

 
 

 

(ค) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงเฉือนตลอดความยาว
คาน 

(ง) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงตามแนวแกนตลอด
ความยาวคาน 

 

รูปที่ 9  เปรียบเทียบลักษณะรูปรางการแอนตัวท่ีสภาวะสมดุลของคานและการกระจายตัวของแรงภายในที่เกิดภายใตแรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) เทากับ 

40 โดยกําหนดให ŵ  เทากับ 2 4 6 8 และ 10 
 

ในทํานองเดียวกัน รูปที่ 9(ก)-9(ง) แสดงลักษณะการแอน

ตัวของคานและแรงภายในที่เกิดขึ้นแรงอัดที่จุดรองรับ ( BP̂ ) 

เทากับ 40 โดยเปรียบเทียบผลของน้ําหนักคาน ŵ  เทากับ 2 

4 6 8 และ 10 ซึ่งพบวาเมื่อแรงอัดมีคามากทําใหจุดรองรับ B 

เลื่อนผานจุดรองรับ A ดังรูป จากลักษณะการเสียรูปของคาน

แสดงดังรูปที่ 9(ก) พบวาเมื่อน้ําหนักคานมากขึ้นทําใหคานเกิด

การแอนตัวมากขึ้นซึ่งการแอนตัวสูงสุดเกิดขึ้นที่จุดก่ึงกลางคาน 

อยางไรก็ดีพบวาการเคลื่อนที่ของจุดรองรับมีคาลดลงเมื่อ

น้ําหนักคานเพิ่มข้ึน เนื่องจากน้ําหนักคานเปนแรงทางดานขาง

ซึ่งเปนแรงถวงตานการสไลดของจุดรองรับคาน จากรูปที่ 9(ข) 

พบวาเมื่อน้ําหนักคานมากขึ้นสงผลใหโมเมนตเพิ่มขึ้นเล็กนอย 

และคาสูงสุดเกิดที่ก่ึงกลางคานซึ่งสอดคลองกับการคาการแอน

ตัวของคาน จากรูปที่ 9(ค) พบวา แรงเฉือนจะมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อ

น้ําหนักคานมากขึ้น ทั้งนี้แรงเฉือนสูงสุดเกิดบริเวณระยะ 2/5 

เทาของความยาวคานจากปลายทั้งสองดาน และจากรูปที่ 9(ง) 

พบวาแรงตามแนวแกนสูงสุดเกิดขึ้นที่ ก่ึงกลางคานซึ่งเปน

แรงอัด แตบรเิวณจุดรองรับทั้งสองขางของคานจะเกิดแรงดึง 
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ตารางท่ี 2  ผลการวิเคราะหเชิงตัวเลขภายใตน้ําหนักคานตางๆ และแรงอัด ( BP̂ ) เทากับ 10 และ 40 

BP̂  ŵ   A B   
maxŷ    maxM̂  maxV̂  maxT̂    

10 

2 0.834513 0.246649 0.167729 2.658104 8.131653 9.951580 1.0 

4 0.988974 0.283686 0.232292 3.175398 9.495158 9.948467 2.0 

6 1.085405 0.304852 0.277224 3.510014 10.273837 9.959841 3.0 

8 1.154793 0.319119 0.311716 3.759394 10.779705 9.982337 4.0 

10 1.208318 0.329573 0.339582 3.958685 11.126048 10.014832 5.0 

 40 

2 2.779164 0.314797 1.336959 12.447962 41.044200 40.854610 1.0 

4 2.762760 0.318019 1.331341 12.408093 41.067785 40.846339 2.0 

6 2.746523 0.321174 1.325700 12.368899 41.093491 40.838345 3.0 

8 2.730460 0.324264 1.320042 12.330394 41.121339 40.830622 4.0 

10 2.714578 0.327286 1.314372 12.292590 41.151348 40.823167 5.0 
 

นอกจากนั้นผลคําตอบเชิงตัวเลขแบบไรหนวยถูกนําเสนอ

ในตารางที่ 2 ไดแกคามุมหมุนที่จุดรองรับ (  A B  ) ระยะ

การแอนตัวสูงสุด ( maxŷ ) ระยะการเคลื่อนที่ของจุดรองรับ     

B (  ) โมเมนตดัดสูงสุด ( maxM̂ ) แรงเฉือนสูงสุด ( maxV̂ ) 

แรงอัดตามแนวแกนสูงสุด ( maxT̂ ) และคาตัวคูณลากรองจ (  )  

จากการศกึษาพบวาความหมายทางกายภาพของตัวคูณลา

รองจ ( ) คือแรงปฏิกิริยาในแนวดิ่งที่จุดรองรับ B ซึ่งมีคาเปน

ครึ่งหนึ่งของน้ําหนักคาน 

นอกจากนั้น การศึกษานี้ไดนําเสนอการแอนตัวของคาน

และแรงภายในที่เกิดขึ้นเนื่องจากผลของแรงอัดที่จุดรองรับ B 

โดยกําหนดให BP̂  เทากับ 10 15 20 40 และ 100 ตามลําดับ 

น้ําหนักคาน ( ŵ ) เทากับ 6 จากลักษณะการเสียรูปของคาน

พบวาคา BP̂  สงผลทําใหการเคลื่อนที่ของจุดรองรับเพิ่มมาก

ขึ้น ในกรณีที่พิจารณาเฉพาะแรงอัดที่ปลาย ( BP̂ ) โดยให

แรงอัดเพิ่มขึ้น จุดรองรับ B จะเลื่อนตัวเขาไปหาจุดรองรับ A 

พรอมกันนั้นคานจะเกิดการแอนตัวที่เพิ่มขึ้น เมื่อจุดรองรับ B 

เลื่อนเขาไปใกลจุดรองรับ A มากขึ้น คานจะไมแอนตัวเพิ่มขึ้น

แตอยางใด แตคานจะยกตัวขึ้นเนื่องจากเปนคานที่มีความยาว

จํากัด (L= 1 หนวย) ดังแสดงในรูปที่ 10(ก) และแรงอัด BP̂  

สงผลใหโมเมนตดัดเพ่ิมมากข้ึนดังแสดงในรูปที่ 10(ข) จากการ

กระจายตัวของแรงเฉือนดังแสดงในรูปที่ 10(ค) พบวาแรงเฉือน 

( V̂ ) จะมีคาเทากับศูนยที่กึ่งกลางคาน (ที่ ŝ =0.5) และมีแรง

เฉือนสูงสุดเกิดขึ้นบริเวณใกลกับก่ึงกลางคาน ซึ่งตางจาก

พฤติกรรมของแรงเฉือนที่เกิดกับคานชวงเดียวธรรมดาที่มีการ

แอนตัวนอยๆ ทั้งนี้เนื่องจากปจจัยตางๆไดแก 1) คานที่ศึกษา

เปนคานที่มีการแอนตัวมาก 2) ผลเนื่องจากการพิจารณาแรง

ตามแนวแกนและ 3) ทิศทางแรงเฉือนไมไดอยูในแนวดิ่ง แต

เปนแรงที่ตั้งฉากกับเสนโคงการแอนตัวของคาน จากการ

กระจายตัวของแรงอัดตามแนวแกนดังแสดงในรูปที่ 10(ง) 

พบวาแรงในแนวแกนสูงสุดเปนแรงอัดที่บริเวณก่ึงกลางคาน 

และเมื่อแรงอัดที่จุดรองรับ BP̂  เพิ่มขึ้นทําใหแรงในแนวแกน

สูงสุดเปลี่ยนเปนแรงดึงที่บริเวณจุดรองรับทั้งสองดานของคาน 

( BP̂ =100) ทั้งนี้ผลวิเคราะหเชิงตัวเลขของคานภายใตแรงอัด 

BP̂  เทากับ 10 15 20 40 และ 100 เมื่อน้ําหนักคาน ( ŵ ) 

เทากับ 6 ไดถูกนําเสนอในตารางที่ 3 

ตารางที่ 3 แสดงคามุม (  A B  ) ระยะการแอนตัว

สูงสุด ( maxŷ ) ระยะการเคลื่อนที่ของจุดรองรับเคลื่อนที่ (  ) 

โมเมนตสูงสุด  ( maxM̂ ) แรงเฉือนสูงสุด ( maxV̂ ) และแรงใน

แนวแกนสูงสุด ( maxT̂ ) พบวาผลจากแรงอัดที่กระทําที่ จุด

รองรับ ในชวงที่ BP̂  เทากับ 10 15 และ 20 คาพารามิเตอร

ตางๆ มีคาเพิ่มขึ้นตามแรงอัดที่กระทํา แตเมื่อแรงอัดที่จุด

รองรับ ในชวงที่ BP̂  เทากับ 40 และ 100 คามุมที่จุดรองรับ 

และระยะการแอนตัวสูงสุด ( maxŷ ) มีคาลดลง  
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BA B̂P

ŵ

 
 

 

 

(ก) เปรียบเทียบรูปรางการแอนตัวของคานท่ีสภาวะสมดุล 
 

(ข) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของโมเมนตดัดตลอดความ
ยาวคาน 
 

 
 

 

(ค) เปรียบเทียบลกัษณะการกระจายตัวของแรงเฉือนตลอดความยาวคาน (ง) เปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของแรงอัดตามแนวแกน 
 

 

รูปที่ 10 เปรียบเทียบลกัษณะรูปรางการแอนตัวและแรงภายในท่ีตําแหนงตางๆของคานภายใตแรงอัดท่ีจุดรองรับ ( BP̂ ) เทากับ 10 15 20 40 และ 100 

เมื่อ ŵ  เทากับ 6 

 

ตารางท่ี 3  ผลคาํตอบเชิงตัวเลขภายใตแรงอัดท่ีจุดรองรับ ( BP̂ ) เทากับ 10 15 20 40 และ 100 เมื่อ ŵ  เทากับ 6 

BP̂   A B   maxŷ    maxM̂  maxV̂  maxT̂  

10 1.085405 0.304852 0.277224 3.510014 10.273837 9.959840 

15 1.749379 0.397314 0.658290 6.040493 15.361216 14.731980 

20 2.138747 0.401146 0.914898 7.863321 20.751799 19.902470 

40 2.746523 0.321174 1.325700 12.368900 41.093491 40.838340 

100 3.063684 0.205984 1.595665 20.151224 125.108246 107.279720 
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6. สรุป 

บทความนี้นําเสนอพฤติกรรมการดัดและการแอนตัวมาก

ของคานที่มีจุดรองรับเคลื่อนที่ไดอิสระในแนวราบภายใต

แรงอัดที่จุดรองรับและน้ําหนักคาน สมการแปรผันของคาน

ไดรับการพัฒนาโดยอาศัยหลักการงานเสมือนซึ่งอยูในรูปของ

สมการอินทิกรัลแบบไมเปนเชิงเสน จากนั้นประยุกตใชระเบียบ

วิธีไฟไนตเอลิเมนตในระบบพิกัดอินทรินสิกสําหรับหาผลเฉลย

เชิงตัวเลขของปญหา ซึ่งพบวาผลคําตอบเชิงตัวเลขที่ไดจากวิธี

ไฟไนตเอลิเมนตมีความสอดคลองกับผลที่ไดจากวิธียิงเปา 

นอกจากนั้น ผลการวิเคราะหแสดงใหเห็นวาน้ําหนักคานและ

แรงอัดที่จุดรองรับมีผลตอพฤติกรรมการแอนตัวมากของคาน 

ซึ่งทําใหจุดรองรบัเคลื่อนที่เพ่ิมมากขึ้นและคานเกิดการแอนตัว

มาก ตลอดจนทําใหแรงภายในไดแก โมเมนตดัด แรงเฉือนและ

แรงตามแนวแกนเพิ่มข้ึน ทั้งนี้โมเมนตดัดมีคามากสุดที่บริเวณ

ก่ึงกลางคาน แรงเฉือนจะมีคามากสุดที่บริเวณจุดรองรับ แรง

ตามแนวแกนเปนแรงอัดและมีคามากสุดที่บริเวณก่ึงกลางคาน 

อยางไรก็ดี หากแรงอัดที่จุดรองรับเพิ่มขึ้นอยางตอเนื่องจะทํา

ใหจุดรองรับดานขวาเคลื่อนที่ผานจุดรองรับดานซาย แรงตาม

แนวแกนบริเวณจุดรองรับทั้งสองดานจะเปลี่ยนจากแรงอัดเปน

แรงดึง อยางไรก็ดี ผลการวิเคราะหที่นําเสนอในงานวิจัยนี้

สามารถนํามาเปนแนวทางในการวิเคราะหและออกแบบ

โครงสรางคาน-เสา และโครงสรางอื่นๆที่มีความชะลูดสูง ทั้งนี้ 

แบบจําลองคณิตศาสตรที่นําเสนอนี้สามารถนําไปตอยอดเพื่อ

วิเคราะหโครงสรางภายใตแรงอัดแบบติดตามการเสียรูปได 
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