
Optimization for friction welding parameters with 

multiple performance characteristics. Materials 

and Design, 309-318. 

[7] H. E. Akata , M. Sahin and M. T. Ipekci. 2007. An 

investigation into reutilizing of waste materials 

using friction welding and upset manufacturing 

methods. Journal of Industrial Lubrication and 

Tribology, 59: 230-235 

[8] H. E. Akata and M. Sahin. 2003. An investigation 

on the effect of dimensional differences in friction 

welding of AISI 1040 specimens. Journal of 

Industrial Lubrication and Tribology, 55: 223-232 

[9] A. Hascalik and N. Orhan. 2007. Effect of particle 

size on friction welding of Al2O3 reinforced 6160 

Al alloy composite and SAE 1020 steel. Materials 

and Design, 28: 313-317. 

[10] V. Balasubramanian. 2008. Reletionship 

between base metal properties and friction stir 

welding process parameters. Materials Science 

and Engineering, 480: 163-175 

[11] �������� �����������, ��������� �������� ��� �����

���������������. 2552. �����������������������

� ��� � � � � � � � �� � � � � ��� � ��� � � � �� � � � � � .

�����������������������������������. 1: 83-98. 

[12] ������� ����� ��� ����� ���������������. 2552.  

������������������������������������������

��������������������������������������������.

����������������������������������������������

��������� �������� 23, �������������������� ,

���������, ���������, 4-7 ��������� 2552. 

[13] �������� ��������� ��� ����� ��������������� .

2551. ���������������������������������. ���

�������������������������������������������

��������� �������� 22, ���������������������

�����������, �������������, ���������, 15-17  

������ 2551. 

[14] �������� ��������� ��� ����� ���������������. 2551.  

���������������������������������������������

�����������������. ���������������������������

����������� �������� 2, ����������������������,

�����������, ���������, 28-29 ������� 2551. 

ÇÒÃÊÒÃÇÔÇÒÃÊÒÃÇÔÇÒÃÊÒÃÇªÒ¡ÒÃ ÇÔÈÇ¡ÃÃÁÈÒÊ�Ã � Á.Íº. »� Á.Íº. »� ‚ Á.Íº. »‚ Á.Íº. »·Õè 3 ©ºÑ 3 ©ºÑ 3 ©ºº·Õè 2 ¡Ã¡®Ò¤Á - Ņ̃ 2 ¡Ã¡®Ò¤Á - Ņ̃ 2 ¡Ã¡®Ò¤Á - ¸¹ÇÒ¤Á 2553Ñ¹ÇÒ¤Á 2553Ñ 25

����������������������������������������������������
Elastohydrodynamic Lubrication in Spur Gear with Non-Newtonian Lubricant 

������ ������������

��������������������������������� ���������������������������

������������������������������������������ ������������� ���������� �������� 10800 

Khanittha Wongseedakaew

Department of Mechanical Engineering Technology, College of Industrial Technology, 

King Mongkut’s University of Technology North Bangkok, Bangkok 10800,

Tel. 0-2913-2500 ext. 6408   Email: khanitthaw@kmutnb.ac.th

��������
��������������������������������������

������������������������������������������������

���������������������������������������������������

��������������������������������������������

������������� ���������������������������������

�������������� �����������������������������������

�������������������������� ����������������� – ������

������������������������������������������������

��������������������������������� ���������������

��������������� ����� ����������������������

���������������������������� ����������������

���������������������������������������������

�����������������������������������������������

��� ������������������������������������������� ����

��������������������������������������������������������

����������������������������������� ��� ���������

������������������������������������ ��������������

�����������������������������������������������

�������������������������������������������� �����

�����������������������������������

������� ����������������������� ����������������

����������������� ���������������������������

�������������������������� ��������������������

Abstract
       This paper presents performance charac-

teristics of transient isothermal elastohydrodynamic 

lubrication in line contact of spur gear with non-

Newtonian fluids base on Carreau viscosity model. 

The time dependent Reynolds equation, elastic 

equation and viscosity equation were formulated for 

compressible fluid. Finite different method, Newton-

Raphson method, perturbation method, finite 

defference method and multigrid method were 

implemented to obtain the film pressure profiles, film 

thickness profiles and traction coefficient in the 

contact region. The simulation results show that the 

film thickness reaches its minimum at approach point 

when the line of action increase film thickness was 

increase. The minimum traction coefficient was 

occurrence at pitch point. The perturbation method 

was reduced nonlinearity of the system and high 

accuracy.

Keywords:   modified Reynolds equation,

elastohydrodynamic lubrication, perturbation method,

Carreau viscosity model, multigrid method. 
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���

� � � � � �
0 0 0

0

0

h h h

h

u dz v dz w dz
x y z

dy
t

� � �

�

� � �
� �

� � �

�
� �

�

� � �

�
    (31) 

���������������������������� (modify Reynold 

Equation)

� � � � � �

3 3

12 12 12

u v

h p h p
x x y y

u h v h h
x y t

� �
� �

� � �

� �

� � � �� � � �� �� � � �� � � �� � � �� � � �� �� �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �
� � �

� �
� � �

       (32) 

�����

2 1

2
u u

u
�

�                      (33) 

2 1

2
v v

v
�

�                       (34) 

� � � �2 2 2 1
h hh u v w w h

t x y t
�� �

� �� � � �
� � � � � �� �� � � �� �

  (35) 

�������������������������������������������

����������� ����������������������� �������� (32) ��

������

� � � �
3

12 12
u

h p u h h
x x x t

� � �
��

� �� �� � � �� � � �� �� �� �� �� � � �� �� �� �
  (36) 

������������������������������ �������������������

������������������������������������������

� � � � � �UT
P C t H H

X X X T
� �� � � �� � � �� � � �� �� �� � � �� � � �

  (37) 

�����
3

U

H�
��� �                      (38) 

2
0 0 0
3

12

H

u R
b P
�

� �           (39) 

� �
2

2
0

1
1

SH X
U P S S

SH

K I
n

K I
��

� � � �
� �

�
� � � �

�

� �� �� �
� � � �� �� �� �� ��� �� �� �

(40)

��������������������������������������

� � � � � �, 0,  , 0IN OUT OUTP X T P X T P X� � � � �    (41) 

� �0    IN OUTP X X X� � �         (42) 

2.3 �������������������������������
����������������������������������������

����������������������������������������������

�����������������������������������[11] �������

��������������������������������������

� �
2

0
1 , ln

2
OUT

IN

X

X
RT

XH H P X T X X dX
C �

� �� � � �� (43)

2.4 ������������������������������
�������������������������������������������

������������������������� [1] 

9

9

0.6 101
1 1.7 10

p
p

�
�

�

�
� �

� �
                    (44) 

2.5 ���������������������������
�������������������������������������������

����������������������������������������

0 R s� � � �� ��                      (45) 

����������������������������������������

�������������������������������������� [12] 
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� �� �
� �� �

0

9

ln 9.67
exp

1 1. 5.1 10
ZR p

�
��

�

� ��
� �� � �� � � � �� �� �

       (46) 

��������������������� � ����� ���������

������������������ ��������������������������

�������������������������� �������� (6) ��

�������������

� �
1

2 2

0 0

1 1
n

S SHK I
� �

� �
� �

�
� �� �� �
� � � �� �

� �
       (47) 

2.6 �������������
��������������������������������������������

����������������������������� � �OUT

IN

x

zx
pdx w�� ��������

�������������������������������������

2
OUT

IN

X

WTX
PdX C �� �� � �

� ��                          (48) 

2.7 ������������������������
����������������������������������������������

�����������������������������������������������

������������������������������������������������������

����������� � �OUT

IN

x

xz zx
f dx w�� � �������������������

������������������������

0 0 0

0 0

OUT

IN

X R s
X

WT Z

u R uf dX
C w b H Z
� � �� � �

�

� �� � � ��
� � �� � � ��� �� � � �

�    (49) 

3. ���������������������
����������������������� ��������������������

������������������������ ���������������������������������

����������-�������������������������������������

����� ��������������������������������� 2 

�����������������������������������������������

�������

1 1i i i iX X X X X� �� � � � �                 (50) 

��������������������������������������������

���������������������������������������-������ ��������

� �
� � � �

� � � �

1 1
1 1
2 2

1

0        0

i i i i

i i

i i
UT

i i

P P P P
X X

X
H H

C t
X

H H

T

� �

� �

� �

� �

�

� �� � � �� ��� � � �� �� � � �
�

� �� ��
� �� �

� ��� �� �� �� � �
� �� ��
� �� ��
� �� ��

� �� �

  (51) 

�����

1
1
2 2

i i

i

�

�

� ��
� �                     (52) 

1
1
2 2

i i

i

�

�

� ��
� �                     (53) 

������ 2 �����������������������

������������������������������������������������

�����������������������������

� � � � � �i
i i

i

F P
P F P

P
�� �

� � �� �� � � ��� �
         (54) 

�������������������������

1 1

0 0
0.0001

N N
k k k
i i i

i i
P P P� �

� �

� �� �         (55) 

i 1i�1i�

2
1i�2

1i�

2
1

2
1 ii XX �� �

1ii XX �� i1i XX ��
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1 0.001
2

OUT

IN

X

i WTX
PdX C �� �� �� �

� ��         (56) 

4. �����������
�����������������������������������������

����� ��� 1 ����������� 2 ��������������������� �����

������������������������������������� �����������

��� �������������������������� 3 ��������� 4 

�������� 1 ��������������������

�������������������� PINION GEAR 

�������������� 50 100 

����� ( m ), mm 2 2 

Pressure Angle (� ), ����  20 

��������������������, mm 25 

����� (MATERIAL) AISI 304 

�������� 2 ����������������������� [13] 

����������������������� PAO 40 

Inlet Density � �0� ,kg/m3 845.0 

Low Shear rate  Viscosity � �0� ,Pa-s 0.3338 

High Shear rate  Viscosity � ��� ,Pa-s 0.0000 

Power Law Index � �n  0.625 

Time Relaxation � �� , s-1 2.12x10-7 

Viscosity-Pressure Index � �1Z  0.366 

������ 3 �������������������������������������������������

������ 4 ������������������������������������������ ���

��������

������ 5 ��������� 6 ����������������������������

�������������������������������������������������

��������������������� 20 kW �����������������������

500 rpm ������������������������������������������

������������������������ (Pseudoplastic Fluid) ���

��������������������������������������������

���������������������������������� (�������� I) ����

������������������������������� ������������ 0.39 m�

������ ��� ��� ������ �� ������� ���� ��� �� � ��� ��� �

0.62 GPa �������������������������������������������

���������������������������������������������������

�������� ���������������������������������������

���������������������������������������������������

������������������������������ �����������������

�������������������������������������������������������

(�������� P) ������������������������������������ �����

��������������������������������������������������

�������������� �������������������������� 0.93 GPa ����

�������� �� � �� ���� � ��� � �� � ��� ��� �� � 0.86 m�

�����������������������������������������������������

���������������������������������������������������



1 0.001
2

OUT

IN

X

i WTX
PdX C �� �� �� �

� ��         (56) 

4. �����������
�����������������������������������������

����� ��� 1 ����������� 2 ��������������������� �����

������������������������������������� �����������

��� �������������������������� 3 ��������� 4 

�������� 1 ��������������������

�������������������� PINION GEAR 

�������������� 50 100 

����� ( m ), mm 2 2 

Pressure Angle (� ), ����  20 

��������������������, mm 25 

����� (MATERIAL) AISI 304 

�������� 2 ����������������������� [13] 

����������������������� PAO 40 

Inlet Density � �0� ,kg/m3 845.0 

Low Shear rate  Viscosity � �0� ,Pa-s 0.3338 

High Shear rate  Viscosity � ��� ,Pa-s 0.0000 

Power Law Index � �n  0.625 

Time Relaxation � �� , s-1 2.12x10-7 

Viscosity-Pressure Index � �1Z  0.366 

������ 3 �������������������������������������������������

������ 4 ������������������������������������������ ���

��������

������ 5 ��������� 6 ����������������������������

�������������������������������������������������

��������������������� 20 kW �����������������������

500 rpm ������������������������������������������

������������������������ (Pseudoplastic Fluid) ���

��������������������������������������������

���������������������������������� (�������� I) ����

������������������������������� ������������ 0.39 m�

������ ��� ��� ������ �� ������� ���� ��� �� � ��� ��� �

0.62 GPa �������������������������������������������

���������������������������������������������������

�������� ���������������������������������������

���������������������������������������������������

������������������������������ �����������������

�������������������������������������������������������

(�������� P) ������������������������������������ �����

��������������������������������������������������

�������������� �������������������������� 0.93 GPa ����

�������� �� � �� ���� � ��� � �� � ��� ��� �� � 0.86 m�

�����������������������������������������������������

���������������������������������������������������
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������������������ (pure rolling) ���������������������

������������ ������������������������������������

����������������������������������������������

�������������������������������� ��������������

�������������������(�������� E) ��������������������

��� �����������������������������������������������

1.01 m� ��������� ��������� �� ������� ���� ��� �� �

0.72 GPa ������������������������������������������

����������������������������

������ 5 ��������������������������������������������

�������������������������������������������

������ 6 ��������������������������������������������

��������������������������������

��������� 7 ��������������������������������

����������������������� �������� ����������������

������������������ ��������������������������������

���������� ��������������� 0.39 m� �����������������

���������������������� ����������������������������

��������� ��������������������������������� �����

�������������������������������������������������������

������������������������������������������������������

��������������� -4.81 mm.���������������� �������

�������������������������� -0.71 mm.�����������

����� �������������������������� 2 �������������� 1 

��� �������������������������������������� 2 ���� ����

�������������������������� �������������������������

����������������������������������������������������������

������������������������������� 1 �������������� 2 ���

��������������������������������� 0.46 mm.���

������������� ����������������������������� 2 ����

������������������������������ �����������������

����������������������������� ������������������������

���������������������������������������� 1.16 mm.

�������������������������������������������������

��������������� ��������������������������������������

������������������������������� (X=0) ��������������

�������� ������������������������ �������� ��� ����

0.45 m� ��������������������������������������� �����

�������������������������������� ���������������

��������������������������������������� ��������������

�����������������������������������������������������

�������������������������������������������������������

������� -4.81 mm.���������������� �������������

������������������ 2 �������������� 1 ��� �������

������������������������������� 2 �������������������

������������������ -0.71 mm.���������������� ����

�������������������������������������������������� ��

�����������������������������������������������������������

����������������������������������������������������

����������������������� -0.18 mm.����������������

��������������������������������� 0.46 mm.���

������������� �������������������������� 1 ���������

����� 2 ��� ����������������������������������� 2 

���� ���������������������������������������������

��������� ��������������������� �����������������

�������������������������������������� ��������������

��������������������� 1.10 mm.����������������
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������ 7 �������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������

�����������

��������� 8 �����������������������������������

���� ������������� �������� ����������������

������������������ ��������������������������������

������� 0.073 ����������������������������������������

�����������������������������������������������������

��������������������������������������������������

����������� ������������������������� (slip/slide 

ratio) �����������������������������������������

����������������� ����������������������������

��������� ����������������������������������������������

��������������������� ����������������������������

������� -5.07 mm. ���������������� �����������������

������������������������������������������������������

�������������������������������� ����������������������
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������������������������������������������ ������������

����������������������� -0.71 mm.����������������

�������������������������� 2 �������������� 1 ���

�������������������������������������� 2 ���� ���

�����������������������������������������������������

��� 0.0075 ������ 0.020 ����������������������
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������������������������������������� ������

���������������������������������������������������
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�������������������������������������� 2 ���� ���

�����������������������������������������������������
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���������
b ������������������������������� , m 

� �1 20 08b R W ��

RTC ���������������������������������������������

����� , 0RT XC R R�

UTC ����������������������������� ����������������

�����, 0UTC u u�

WTC ������������������������� ����������������

�����,

0WTC w w��

E ������������������������������, Pa 

E� ������������������������������������, Pa 

� � � �2 2
1 1 1 11 1 2 1 1E E E� �� �� � � � �� �

f ������������������������

h ��������������������������  , m 

0h �������������������������������  , m 

H �������������������, � �20H h R b�

0H ��������������������������������������

� �20 0 0H h R b�

n �����������������

p �������, Pa 

P ��������������, HP p P�

HP ��������������������������� Hertz, Pa 

� �1 20 2HP E W ���

0R ������������������� ����������� Pitch, m 

� � � �0

1 1 1
sin sina bR r r� �

� �

XR ������������������� ����������������, m 

1 21 1 1XR R R� �

ar �����������������������������, m 

br �����������������������������, m 

s ������������������������������, m 

S �������������������������������������, m 

t ����, s 

T �����������, � �0T u b t�

2u �������������������������������, m/s   

1u �������������������������������, m/s 

u ���������������������������������������, m/s  

� �1 2 2u u u� �

0u ��������������������������������������, m/s 

1w ���������������������������������� z, m/s 

2w �������������������������������� z, m/s 

zw ���������������������������������������,

N/m

0w �����������������������������������������,

N/m

0W ���������������������������, 2
0 0 0W w E R��

x ����������� ������ x , m 

X ����������� ������ X ����������, X x b�

y ����������� ������ y , m 

z ����������� ������ z , m 

Z ����������� ������ Z ����������, Z z h�

1Z �������������-�������

� ���������������� (Absolute viscosity), Pa-s 
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0� �����������������������������������, Pa-s 

�� ����������������������������������, Pa-s

R�
� �����������������������������������

s�
� �������������������������������������������

� ���������������������������������, kg/m3

0� �����������������������������������

�����������������������������, kg/m3

� ������������������������� ����������,

0� � ��

�  Pressure angle, degree 

�  Time relaxation, s-1

� ������������������, 3
UH� ��� �

�  Shear stress, Pa 

���������������
����������������������������������������������������

�������� 2553 �������������������������������������
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